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PROLOGO

El algebra lineal es una rama de las matematicas que estudia los espacios vectoriales y
las transformaciones lineales. Estos conceptos han contribuido notablemente en el desarrollo
del conocimiento dentro de las matematicas y también en otras ciencias, especialmente en las
ciencias basicas, la economia, la informatica, la ingenieria y las ciencias sociales. Por eso se
justifica el estudio del algebra lineal en la mayoria de las carreras universitarias.

El material contenido en estas notas tiene como objetivo iniciar al estudiante en los conceptos
basicos del algebra lineal. Se trata de un curso dirigido a estudiantes de segundo ano de las
carreras de matematica, fisica e ingenieria, que han estudiado previamente nociones basicas de
calculo diferencial e integral y algebra. Estéa escrito en un estilo matematico riguroso, en el cual
los teoremas son presentados con precision y estan seguidos por sus demostraciones formales;
es posible cubrir el material completo en un semestre.

Estas notas surgieron de varios cursos de algebra lineal que dicté en la Universidad de Los
Andes y en la Universidad Simén Bolivar durante los tltimos anos. Expreso mi agradecimiento
a los colegas José Luis Chacon, Olga Porras, Leonel Mendoza, Maria Gonzalez y Aurora Olivieri
por usar estas notas y hacer comentarios interesantes que mejoraron las primeras versiones.






CAPITULO 1
MATRICES

1.1. Definicién y terminologia

Comenzamos recordando el dlgebra de los niimeros complejos. El conjunto de los niimeros
complejos se denota por C y esta formado por pares ordenados (a,b), en los cuales a,b € R.
Decimos que dos niimeros complejos son iguales cuando son iguales coordenada a coordenada:

(a,b) = (c,d) si, ysolosi,a=cyb=d
Definimos dos operaciones en C, llamadas suma y producto, de la siguiente manera:

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d)
(a,b) (¢,d) = (ac —bd,ad+ bc)

El teorema que sigue contiene las propiedades mas notables de estas operaciones.
Teorema 1.1.1 Las siguientes propiedades se cumplen:

1. (a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b);

2. [(a,0) + (¢, d)] + (e, f) = (a,b) + [(¢, d) + (e, f)];

3. (0,0) + (a,b) = (a,b);

4. (a,b) + (=a, =b) = (0,0);

5. (a,b) (¢,d) = (¢,d) (a,b);

6. [(a,0) (c,d)] (e, [) = (a, ) [(c, d) (e, [)];

7. (1,0) (a,b) = (a,b);
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8. Si (a,b) # (0,0) entonces (a,b) (ﬁ, az‘—sz) = (1,0);
9. (a,b) [(c,d) + (e, )] = (a,b) (¢,d) + (a,D) (e, f);
10. [(a,b) + (e, d)] (e, f) = (a,b) (e, [) + (¢, d) (e, f) -

Demostracion. Demostramos 8, las demas las dejamos como ejercicio. Como (a, b) # (0,0),
entonces a® + b*> # 0 y asi, ( el aZ_—+be) estd bien definido. Ademas,

(a,b) [ =2 I I ML B B M
T\ a2 02 a2+ b)) a2+ a2+ @+ + P

2 2
_ a +b’ ab + ba _ (1.0)
2+ a0

Por otra parte se comprueba facilmente que

(a,0) + (b,0) = (a+b,0)
(a,0)(b,0) = (ab,0)

Ademas, como la funcion ¢ : R — C definida por ¢ (a) = (a,0) es inyectiva, entonces es posi-
ble considerar a R como subconjunto de C; simplemente identificamos a R como los ntimeros
complejos de la forma (a,0). De esta manera podemos escribir

(a,b) = (a,0)+ (0,b) = (a,0)+ (b,0)(0,1)
= a+b

donde denotamos a (0, 1) por i. Notamos que ¢ satisface
i =(0,1)(0,1) = (—1,0) = —1

Luego cada nimero complejo z se representa de manera tnica como z = a + bi. En esta
representacion llamamos a la parte real y b la parte imaginaria de z y los denotamos por

Re(z) =ayIm(z)=0
Con esta notacion, las operaciones suma y producto se convierten en

(a+bi)+(c+di) = (a+c)+(b+d)i
(a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad+ bc)i

A partir de ahora usamos la notacién z = a + bi para denotar un niimero complejo.
Si z = a + bi, entonces definimos el conjugado de z, denotado por Z, al nimero complejo

Z=a—b
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En este caso tenemos que
2Z = (a+bi)(a—bi) =a®+ b

Observamos que 2% es precisamente la longitud al cuadrado del vector que z representa en el
plano real, es decir, el vector que tiene origen en (0,0) y extremo en (a,b). Denotamos por |z|

a esta longitud, es decir,
|z] = Va? + b?

y la llamamos la norma del nimero complejo z.
Si @ es el angulo que forma el vector que z representa en el plano real con el eje x, entonces
se tiene que
a = rcost y b= rsent

y en consecuencia, z = a + bi = r (cos + isenf). Esta es la forma polar del nimero complejo
z.

A lo largo de estas notas, F denotara el conjunto de los niimeros reales o el conjunto de los
numeros complejos. Cualquier afirmacion relativa a F significa que es valida en los dos casos:
F =R o F = C. Diremos que un elemento de F es un escalar.

Sean m y n enteros mayores o iguales a 1. Una matriz es un arreglo rectangular de elementos
de F de la forma

ayi; - Qi
A=
Am1 - Amn
Las m n-uplas
(an,...,aln),...,(aml,...,amn)
son las filas de la matriz y las n m-uplas
ail A1p
) )
Am1 Amn

son las columnas de la matriz. Una matriz A con m filas y n columnas es una matriz de
tamano m X n. En este caso denotamos las m filas de A por

Ay Agsy o, A

y las n columnas de A por
A*1> A*2> cee aA*n

El elemento a;; de la matriz A aparece en la fila ¢ y en la columna j de A. También usamos la
notacion [A];; para denotar el elemento ij de la matriz A. Los elementos [A]

i)

i=1,....,r=min{m,n}

son los elementos de la diagonal de A.
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Dos matrices A y B son iguales si tienen el mismo tamaiio y [A],; = [B];; para todo i , j.

Denotamos por M., «, (F) al conjunto de todas las matrices m x n con elementos en F. Si
m = n, simplemente escribimos M,, (F) y sus matrices las llamamos matrices cuadradas (de
tamafio n).

EJERCICIOS
En los siguientes ejercicios, w y z pertenecen a C. Demuestre que:
1. z==z
2. z24+w=z4+w
3. Zw = zZw
4. Defina 2. Demuestre que 2 = 2.
5. z € R si, y s6lo si, Z = 2.
6. |z| =0 si, y solo si, z = 0.
7. |z| = |z].
8. |zw| = |z| |w].
9. Si z # 0 entonces ‘%‘ = ‘71|
10. |z +w| < |z| + |w].
11. Representando a z y w en sus formas polares, encuentre las formulas para 2w y =. En
particular, para %
12. Si z = r (cos + isenB) , entonces 2" = r" (cos (nh) + isen (n#)) para todo entero positivo

n.

13. Complete la demostracion del teorema 1.1.1.

1.2. Algebra de matrices

Definimos a continuaciéon dos operaciones sobre el conjunto M., x,, ().

Definicién 1.2.1 Sean A, B € M., (F). La suma de A y B, denotada por A+ B, es la
matriz m X n definida por

[A+ B]ij = [A]ij + [B]ij :

Si o € F, la multiplicacion del escalar o por la matriz A, denotado por aA, es la matriz
m X n definida por
[aA]ij = a[A],

ij
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Ejemplo 1.2.2 Consideremos las matrices

3 2 1 5 =2 4
A=10 -2 4 yB= T =2 4
8 1+1 6 —6 -1 3
Entonces
8 0 +1+4 9 6 31
A+B=| m —4 8 y3A = 0 -6 12
2 1 9 24 3 +3 18

Veamos las propiedades més importantes que cumplen las operaciones recién definidas. El 0
de M, xn (F) es la matriz definida por [0];; = 0 para todo i, j. Por otra parte, el inverso aditivo
de A, que denotamos por —A, es la matriz definida como [—A];; = —[A];;. Para abreviar, de
aqui en adelante escribimos A — B en lugar de A + (—B).

3 2 i -3 -2 =i
Ejemplo 1.2.3 SiA=[ 0 -2 4 entonces —A = 0 2 —4
8 1+1 —6 -8 —i—1 6

Teorema 1.2.4 Sean A, B,C € M,xn (F) y o, 8 € F. Entonces
1. A+ B=B+ A;
2.(A+B)+C=A+(B+C);

3. A+0=A;

4. A+ (—A) =0;

5. a(A+ B) =aA+ abB;
6. (o + B) A =aA+ BA;
7. (af) A= a(BA);

8. 1A= A.

Demostraciéon. Vamos a demostrar la propiedad 7, dejamos las demostraciones restantes
para que el lector las lleve a cabo. Para todo i, j tenemos

[(af) A]ij = (ap) [A]ij = (6 [A]ij) = ([BALJ = lo (6’4)]2]

Por lo tanto, (af) A = a (BA). u
Llamamos a M,,x, (F) junto con las operaciones definidas anteriormente el espacio de las
matrices m X n con coeficientes en F.
Ahora introducimos la multiplicacion de matrices. En un principio, esta definiciéon parece
innecesariamente complicada, pero quedara plenamente justificada en las secciones posteriores.
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Definicion 1.2.5 Sean A € Mpxn (F) vy B € My, (F). La multiplicacion de A por B,
denotada por AB, es la matriz de M, (F) definida como

n

[AB]ij = Z [A]zk [B]kj

k=1

Observamos que la multiplicaciéon de dos matrices esta definida cuando el nimero de colum-
nas de la matriz de la izquierda es igual al niimero de filas de la matriz de la derecha.

2 1

Ejemplo 1.2.6 Sean A = < L2 ) yB=| —2 0 |. Entonces
2 3 -1
1 1
9 3 4 5 3
AB = a1 )Y BA=| -2 -2 —4
3 4 1

Es claro que la tnica posibilidad para que AB y BA estén ambas bien definidas es que
A€ Mysn (F) y B € Myuxm (F). Si m # n, entonces AB y BA tienen distinto tamano y por
lo tanto AB # BA.Aun en el caso que A y B sean matrices cuadradas del mismo tamano, la
multiplicacion no es conmutativa, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.7 Sean A = < ; g ) y B = < _41 Z) ) Entonces

2 7 10 8
AB:(8 6)7A<3 —2):BA

A continuacién presentamos una lista de propiedades bésicas que satisface la multiplicacion
de matrices. Suponemos en el proximo teorema que los tamanos de las matrices son los adecua-
dos.

Teorema 1.2.8 Sean A, B,C matrices. Entonces
1. (AB)C = A(BC);
2. A(B+C)=AB+ AC;
3. (B+C)A=BA+ CA;

4. M(AB) = (M) B = A(AB) para todo X\ € F;
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Demostraciéon. Demostramos 1, el resto de las demostraciones las dejamos como ejercicio.
Para cada 1, j tenemos

[(AB) C]ij = Z [AB]ik [C]kj = Z (Z [A]il [B]lk> [C]kj

k=1 k=1 \i=1
P n nop
= Z Z [A]; [Bli [C]kj = Z Z [A]; [Blu, [C]kj
k=1 I=1 =1 k=1
n D n
= Z (Al Z [Blux [C]kj = Z (A [BC]lj =[A (BC)]ij
=1 k=1 =1
]
La matriz identidad de M,, (F) se denota por I,, y se define como:
10 --- 0
1 sii=g 101 0
[In]”_{OSl i%j7eStoes7In_ L
00 --- 1
Teorema 1.2.9 Si A € M,,«,, (F), entonces I,,A = A y Al, = A.
Demostracion. Demostramos que I,,A = A. En efecto,
[ImA]ij = Z [[m]ik [A]kj = [Im]ii [A]ij = [A]ij
k=1
paratodol <i<my 1< j<n. [ |

Definicién 1.2.10 Una matriz A € M,, (F) tiene inversa (o es invertible) si existe B €
M, (F) tal que AB = BA = I,,. En este caso decimos que B es una inversa de A.

01

0 0) € My (F) no

Existen matrices que no tienen inversas. Por ejemplo, la matriz A = (
01 a b c d
(o 0)(0 d)_<0 0)7”2

Teorema 1.2.11 La tnversa de una matriz, st existe, es unica.

es invertible porque

para todo a,b,c,d € F.

Demostraciéon. Supongamos que A € M,, (F) y B, C son matrices inversas de A. Entonces
AB =1, =CA. Luego, B=1,B=(CA)B=C(AB)=CI,=C. ]

En virtud del resultado anterior hablamos de la inversa de una matriz A y la denotamos
por A7L. En general, el calculo de la inversa de una matriz resulta largo y tedioso. En secciones
posteriores estudiaremos algunos métodos para calcularla.
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Teorema 1.2.12 Sean A, B € M,, (F) invertibles. Entonces
LAY =4
2. AB es invertible y (AB)"" = B1A™1,
Demostraciéon. Demostramos 2. Tenemos que
(AB) (B_IA_I) = A (BB_I) At =1,
(B'A™)(AB) = B'(A'A)B=1,

Luego
(AB)™' = (B7'A™Y)
]
Dado A € M,, (F) definimos A° = I,, y para m > 1, definimos recursivamente A™ = AA™!.

Si 7, s son enteros no negativos, entonces se demuestra por induccién que A" A% = ASA” = A"+
(Ejercicio 4).

Definicion 1.2.13 Sea A € M., (F). La traspuesta de A, denotada por AT, es la matriz
de Myxm (F) que se obtiene al intercambiar las filas por columnas:

-
aipp - Qip ainr - Gma
Am1 * Amn Ain = Amn
Formalmente, [AT]Z.J. = [A]ji para todo i, 7.
3 1 2—1
Ejemplo 1.2.14 La traspuesta de la matriz A= 1 2 3 es
5 2t 5—1
3 1 5
AT = i 2 2
2—1 3 5—1

Las propiedades bésicas de la traspuesta las presentamos en el siguiente resultado. Suponemos
que los tamanos de las matrices son adecuados para efectuar las operaciones.

Teorema 1.2.15 Las siguientes condiciones se cumplen:
1. (AT =4

2. (A+B)' = AT + BT;
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3. (@A) = aAT;
4. (AB)T = BTAT;
5. Si A es invertible, entonces AT es invertible y (AT)_l = (AT,
Demostraciéon. Vamos a demostrar las propiedades 4. y 5.
4. Para todo 7,7 tenemos
T T T
[(AB) ]ij = [AB]ji = ; [A]jk [B]kz = ; [A ng [B Lk
T T T AT
- Z [B ]zk [A ]kj: [B A ]z’j
k
5. Supongamos que A es invertible. Entonces, por la parte 4 tenemos
(AN'AT = (Aaa ) =1T=1
ATAN = (A =17 =1
Por lo tanto, AT es invertible y la inversa de AT es (A~1)". u

Recordamos que Z denota el conjugado del niimero complejo z.

Definicion 1.2.16 Sea A € M, (F). La conjugada de A la denotamos por A y se define

por [A] .. =[A]... La traspuesta conjugada o traspuesta hermitiana, denotada por A*, se
i )

define como A* = AT.

Claramente, si A € M,,x, (R) entonces A* = AT.

3 1 2—1
Ejemplo 1.2.17 La matriz A= 1 2 3 tiene traspuesta conjugada
5 21 5—1
3 1 5
A* = —i 2 =2
241 3 541

Teorema 1.2.18 Las siguientes condiciones se cumplen:

1. AB = AB;

2. (A%)" = A;

3. (A+ B)" = A* + B*;
4. (@A)" =aAx;



22 JUAN RADA

5. (AB)* = B*A*.
6. Si A es invertible, entonces A* es invertible y (A*)™" = (A™1)".

Demostraciéon. Demostramos las propiedades 5. y 6.
5. (AB)" = (AB)' = BTAT = BT AT = B*A*.
6. Supongamos que A es invertible. Entonces por la parte 5 tenemos

(A A = (A4 =I"=1
A(ATY = (AMA) =TI"=1

El resto lo dejamos como ejercicio. [ ]
EJERCICIOS

1. Complete las demostraciones de los teoremas de esta seccion.

2. Dadas las matrices

(3405 -2 (3 1+4i 0
A‘<1 02—3¢>y3_<¢ 1 —3@)
calcule 214 — 5 B.

3. Dadas las matrices

calcule ABC'y C'AB.

4. Si A es una matriz, demuestre que para todo entero no-negativo r y s se tiene que

A’I‘AS — ASA’I‘ — Ar+s

2 3 1 -1
5.SeaB=1| 5 -2 0 1 . Encuentre Be; parai = 1,...,4 donde ¢; viene dada por:
1 2 -2 0

o O = O
o= O O
_— o O O
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Encuentre para la matriz B del ejercicio anterior e; B, donde e; viene dada por:

a)er=(10 0);b)ea=(010)yc)es=(0 0 1).

Generalice los ejercicios 4 y 5 para matrices en M., x,, (F).

. Demuestre que (AB), ; = AB,; para todas las matrices de tamano adecuado.

. Demuestre que (AB),, = A;,B para todas las matrices de tamano adecuado.

Demuestre que si A € M,x, (F) y & = (24, ... ,xn)T , entonces Ax = 11 Agq +- -+ 1, A,

Demuestre que si A € M,, (F) satisface AB = BA para todo B € M,, (F), entonces A es
un miultiplo escalar de la identidad.

Encuentre una condicién necesaria y suficiente para que una matriz B € My (R) sea
invertible y calcule la inversa cuando existe.

Demuestre que si A € M,, (F) y A% =0, entonces I — A es invertible.

Demuestre que si A es invertible y AB = 0, entonces B = 0.
Una matriz diagonal es una matriz de la forma
dy 0 -+ 0
p=| "
: .0
0 - 0 d,

., Cuando es D invertible?. En ese caso, jcual es la inversa?

Considere la matriz diagonal D = ( _01 (1) ) yA= ( ; _21 ) Calcule (A71DA)'™.

Dadas las matrices
2 1 :
A= | 0 yB:(i’l;ﬂ —032')
-1 1
Calcule (AB)' ,BTAT,(AB)* y B*A*.
Una matriz cuadrada A € M,, (F) es simétricasi AT = A y antisimétricasi AT = —A.

Demuestre que para cualquier matriz B € M,, (IF) se tiene: a) BB' y B+ B son matrices
simétricas; b) B — BT es antisimétrica.
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19. Sea A € M,, (F). Se define la traza de A, denotada por T'r (A), como el elemento de F

k=1

Dadas A, B € M,, (F)y a € F demuestre: i) Tr (A+ B) =Tr (A)+Tr (B); i) Tr (aA) =
aTr (A) yiii) Tr (AB) =Tr (BA).

20. Una matriz T € M, (F) es triangular superior si [1];; = 0 para i > j. Suponga que
S, T € M, (F) son triangulares superiores y a € F. Demuestre que

a) S+ T es triangular superior;
b) S es triangular superior;

c¢) ST es triangular superior.

1.3. Sistemas de ecuaciones lineales

El objetivo de esta seccion es presentar un método para resolver la ecuaciéon matricial AX =
B, donde A € M,5n (F) y B € M1 (F). En otras palabras, queremos encontrar todas las
matrices X € M, 1 (F) que satisfacen la igualdad AX = B. Interpretando cada fila A;, de A
como un elemento de M, (F), la ecuaciéon matricial AX = B se traduce en el sistema de m
ecuaciones lineales

Al*X :bla"' aAm*X = bm

donde [B];; = b; € IF para todo 1 < ¢ < m. También lo podemos interpretar como un sistema

de m ecuaciones lineales con incégnitas o variables z;,...,z, :
annry + apry + -+ ATy, = bl
a21°1 + Qo2 + -+ QopTy, = bg
11 + Qa2 + 0+ ATy = bm

donde [A]ij =a;; € Fparatodo1l <¢ <m,1 < j <n.Elsistema de ecuaciones lineales AX =0
recibe el nombre de sistema de ecuaciones lineales homogéneo.

La técnica de eliminacién de Gauss-Jordan que estudiamos més adelante en esta seccion,
consiste en transformar una ecuaciéon matricial en una mas sencilla pero con el mismo conjunto
solucion. Esto es posible mediante las operaciones elementales aplicadas a una matriz.

Definicién 1.3.1 Una operacion elemental por filas aplicada a una matriz A € My, (F)
significa llevar a cabo una de las siguientes operaciones a la matriz A :

1. Intercambiar la fila p por la fila q, denotada por fuq (A);
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2. Muliplicar por A # 0 a la fila p, denotada por f, (\) (A);
3. Sumar a la fila p la fila ¢ multiplicada por A, denotada por f,, (A) (A).

Mas aun, si B se obtiene a partir de A a través de una sucesion finita de operaciones
elementales por filas, entonces decimos que A y B son equivalentes por filas, y lo denotamos
por A o B.

Es facil ver que la relaciéon “equivalente por filas” es una relaciéon de equivalencia sobre
M (F).

Usando operaciones elementales por filas es posible transformar una matriz en otra que tiene
una forma especialmente sencilla.

Definicion 1.3.2 Sea A € M,,xn (F). Decimos que A es escalonada reducida si cumple con
las siguientes condiciones:

1. 8i Aj, =0, entonces A, = 0 para todo j < k < m. Es decir, todas las filas 0 estin en la
parte de abajo de la matriz;

2. Sean A, y Ay filas distintas de 0 y p < q. Si ay, es el primer elemento distinto de cero de
la fila A, y ags es el primer elemento distinto de cero de la fila A, entonces a,, =1 = ags
yr <s.

3. St a,. =1 es el primer elemento distinto de cero de la fila Ay (llamado 1 principal),
entonces todos los elementos de A, distinto de a,, son ceros.

Ejemplo 1.3.3 Consideremos la matriz

246 2 6
6 4 2 2 14
0 4 8 2 2
22 2 2 8

Entonces, efectuando las operaciones f, (%) , fa1 (=6), fa1 (—2) obtenemos

1 2 3 1 3
0 -8 —-16 -4 —4
0 4 8 2 2
0O -2 -4 0 2

DBSpUéS de f2 (—%) s f12 (—2) s f32 (—4) s f42 (2) llegamos a
10 -1 0 2
01 2 L1
00 0 0O
00 0 1 3
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y al aplicar fsq, fo3 (—%) obtenemos la matriz

10 -1 0 2
01 2 0 -1
00 0 1 3
00 0 0 O

FEsta dltima matriz es escalonada reducida.

El ejemplo 1.3.3 muestra como se lleva una matriz por medio de operaciones elementales por
filas a una matriz escalonada reducida. Esto siempre es posible como muestra nuestro proximo
resultado.

Teorema 1.3.4 (Eliminacion de Gauss-Jordan) Sea A € M, (F). Entonces existe una ma-
triz escalonada reducida R tal que A " R.

Demostracién. Supongamos que [A]Z.j = a;; para todo 7, j y que A,, es la primera columna
de A (de izquierda a derecha) diferente de cero. Podemos suponer que ay, # 0, de lo contrario
aplicamos f1, a A si a,, # 0. Ahora aplicamos las operaciones elementales por filas a A

1r

A ) o () s fon ()

para obtener la matriz B que tiene las primeras » — 1 columnas iguales a cero y los elementos
de la columna B,, son todos ceros excepto by, = 1 :

0O -+ 01 % % -+ x
0 0 0 * = *

ANB:
f : oo :
0O --- 00 % % -+ x

Sea B la matriz que se obtiene a partir de B eliminando la primera fila de B y sea LA?*S la
primera columna de B diferente de cero. Observamos que r < s e igual que antes, podemos

asumir que [E} = bys # 0. Ahora aplicamos a B las operaciones elementales por filas
1s

3 (bi) o (=b1s) s fon (—ba) s fon (—bons)

para obtener una matriz C' de la forma

0 -+ 00 0 ««- 00 % % -+ =
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Continuamos este procedimiento y es claro que después de un niimero finito de pasos llegamos
a una matriz escalonada reducida. [
Una aplicacion de la eliminacién de Gauss-Jordan junto con el préoximo resultado nos pro-
porciona una técnica para encontrar todas las soluciones de una ecuaciéon matricial AX = B,

donde A € M,xn (F) y B € M1 (F).

Teorema 1.3.5 Sean A € M un (F), B € M1 (F) y f una operacion elemental por fila.
Entonces, las ecuaciones AX = B y f(A) X = f(B) tienen la misma solucion.

Demostracion. Es claro cuando f = f,, o f = f,()\). Supongamos que f = f,, (A). Si
AX = B, donde [B]Z.j = b;, entonces A;, X = b; para todo i. Luego

(Ape +AAL) X = A X + AALX =1, + A,
y, en consecuencia, fp, (A) (A) X = f,q (A) (B) . Reciprocamente, supongamos que
Foo () (A) X = 0 (V) (B).
Luego A, X = by paratodo k #py
(Ape + ANAL) X = b, + b,

Equivalentemente,
Ap X 4+ ANALX = b, + Ay

Pero como ¢ # p, entonces A, X = b, y asi, A, X = b,. Esto demuestra que AX = B. ]

El problema de resolver una ecuacién matricial de la forma AX = B se reduce a resolver
una ecuaciéon de la forma EX = (|, donde E es escalonada reducida. La idea es la siguiente:
si tenemos la ecuacion AX = B, entonces, por la eliminacion de Gauss-Jordan, efectuamos
operaciones elementales por filas a A hasta convertirla en una matriz escalonada reducida F.
Las mismas operaciones llevan la matriz ampliada (A, B) a la matriz ampliada (E,C'). Por
el teorema 1.3.5, las ecuaciones AX = By EX = (' tienen la misma solucién.

Teorema 1.3.6 Consideremos la ecuacion matricial

EX=C (1.1)
donde C' = (cq, .. .,cm)T y E € Myxn (F) es una matriz escalonada reducida con elementos
E].. = e;;. Supongamos ademds que E tiene v filas distintas de cero y que e, = 1 es el 1

i J i

principal de cada fila E;y, para todo 1 < i <r. Entonces:

1. Sic; # 0 para algin j > r, entonces la ecuacion 1.1 no tiene solucion.

2. St c; =0 para todo j > r, entonces
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n

0

o g T
y la solucion unica de la ecuacion 1.1 es (¢1,...,¢p) .

a) r = n implica que E = ( ), donde 0 es la matriz cero de tamano (m —n) X n,

b) r < n implica que la ecuacion 1.1 tiene infinitas soluciones: para cada
pe{l,....n}\{ks,... .k}
asignamos cualquier valor a x, y luego calculamos xy, para
s=r,r—1,...,1
en este orden, mediante la formula:
Th, = [cs -y eijj] (1.2)
ks<j<n

Demostracion. Por ser E escalonada reducida la ecuacion matricial (1.1) tiene la forma

Ty, Dl eyT; = O
k1<j<n

Ty, + Y enr; =G
kr<j<n

0 = Cryq1

0 = ¢

1. Es claro que si ¢; # 0 para algin j > r, entonces el sistema de ecuaciones lineales no tiene
solucion.

2. Supongamos entonces que ¢; = 0 para todo j > r.

a. Sir =mn, entonces, como 1 < k; < ky <--- <k, <nresulta k; =17 paratodot=1,...,n
y asi, al ser E escalonada reducida necesariamente

I,
=)
donde 0 es la matriz (m —n) x n formada por ceros. Se deduce inmediatamente que la tnica
solucion es (¢y,...,¢,) .
b. Sir < nentonces {1,...,n} \ {ki,...,k.} # (. Asignemos un valor en F a z, para cada

pe{l,...,n} \ {k1,..., k}. Como ky < --- < k,, si j > k,, entonces x; tiene un valor en F
asignado y podemos calcular
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Seguimos hacia atras tomando las ecuaciones que se obtienen para s =r — 1,7 —2,...,1, en
este orden, en cada paso sustituimos los valores de x; para j > ks que ya hemos calculado y

determinamos el valor de xy, :
Ty = [Cs — E 65jll§'j]

ks<j<n
]
En el teorema anterior, las variables z,, donde p € {1,...,n}\{ki,...,k}, asociadas a la
ecuacion matricial £X = C| reciben el nombre de variables libres. Estas son las variables que
corresponden a las columnas de £ que no contienen un 1 principal; las variables zy, , ..., zy, se
llaman variables dependientes de la ecuacién matricial EX = C.

Ejemplo 1.3.7 Vamos a resolver el sistema de ecuaciones

r + 2y — 3z = a
2v + 6y — 1llz =
r — 2y + Tz =
Primero construimos la matriz ampliada (A, B)
1 2 =3 a
2 6 —11 b
1 -2 7 ¢

y aplicamos sucesivamente las operaciones elementales

Fu(=2) fu (1) £ (5 ) ia (-2) a0

para llegar a la matriz

10 2 3a—10b
01 -3
00 0 c—>5a+2b
Luego la ecuacion AX = B tiene la misma solucion que la ecuacion EX = C, donde
10 2 3a—10b
E=[01 -3 |yC= b
00 O c—ba+2b

Como E es escalonada reducida aplicamos la primera parte del teorema 1.3.6 para concluir que
st ¢ — ba + 2b # 0, entonces la ecuacion no tiene solucion. St ¢ — ba + 2b = 0 entonces, por
la parte 2b. del teorema 1.3.6, deducimos que la ecuacion tiene infinitas soluciones porque el
numero de filas distintas de cero de E es menor que el nimero de columnas: 2 < 3. En este
caso, la variable z es la unica variable libre, luego las soluciones de EX = C' son de la forma

b—2a 5 )T

+ =20, 20

3a—b—2
(CL 20, 5 5

donde zy toma cualquier valor en F.
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Corolario 1.3.8 Sea A € Mun (F) y B € M1 (F). Si m < n, entonces el sistema de
ecuaciones lineales homogéneo AX = 0 tiene infinitas soluciones.

Demostracion. Sea F una matriz escalonada reducida equivalente por filas a A. Entonces,
las ecuaciones AX = 0y EFX = 0 tienen la misma soluciéon. Ahora, el ntmero de filas r
distintas de cero de E satisface r < m < n. Se deduce del teorema 1.3.6 que £X = 0 tiene
infinitas soluciones. [

Finalizamos esta seccion con el importante hecho de que si A € M,,«,, (F), entonces existe
una unica matriz escalonada reducida R tal que A ? R.

Teorema 1.3.9 Si R, S € M« (F) son matrices escalonadas reducidas y R ? S, entonces
R=S.

Demostracién. Primero que todo observamos que por el teorema 1.3.5, las ecuaciones
matriciales RX = 0y SX = 0 tienen la misma solucién. Ahora supongamos que R tiene un 1
principal en la columna ¢. Entonces, una de las ecuaciones del sistema RX = 0 es

LL’i—i"f’i+1LL’i+1+"'+7’nSL’n:0

y asi, este sistema de ecuaciones no tiene solucién con z; = 1, x;,1 = --- = z, = 0. Ahora, si
no hubiera un 1 principal en la columna i de S, entonces z; seria una variable libre, asi, por el
teorema 1.3.6 (parte 2b) podemos construir una soluciéon con z; = 1, ;41 = --- = x,, = 0 para

el sistema de ecuaciones SX = 0. Esto es una contradiccién. Asi, los 1 principales de Ry S
estdn ubicados en las mismas columnas. Vamos a demostrar ahora que las filas de R y S son
iguales. Consideremos la fila de R

(O o 0L i T Tn)
y la correspondiente fila de S
(0 «++ 0 1 sip1 Sig2 =+ Sn )

Sea k tal que i + 1 < k < n. Si hay un 1 principal en la columna k& de R (o S), entonces,
claramente, r; = s = 0. En caso contrario, x; serfa una variable libre y de nuevo, por la parte
2b del teorema 1.3.6, la ecuacion RX = 0 tiene una solucién con z, = 1, , = 0 para todo
k#p>i+1yx; =—r Estaes también una solucion de la ecuacion SX = 0, lo cual implica

L(=rk) + 8iq10 4+ 5,210 + 551 + 5410+ + 5,0 =0

y asi rp = si. Demostramos de esta manera que Ry S tienen filas idénticas y por lo tanto,

R=25. ]

Corolario 1.3.10 Si A € M,,x (F), entonces existe una unica matriz escalonada reducida R
tal que A " R.
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Demostracion. Es consecuencia inmediata del teorema 1.3.4, el teorema anterior y el hecho

13 7

de que la relacion ? es una relacion de equivalencia sobre M,,«, (F). [
A partir de este momento diremos que la matriz escalonada reducida R tal que A " Res la

matriz escalonada reducida de A. Tiene sentido ahora la siguiente definicion.

Definicion 1.3.11 Sea A € M, (F). El rango de A, denotado por rgo(A), se define como
el numero de filas distintas de cero en la matriz escalonada reducida de A.

Ejemplo 1.3.12 Por el ejemplo 1.3.3,

246 2 6 10 -1 0 2
A 642214 )] (01 2 0 -1
0 48 2 2 s1 00 0 1 3
2 2 2 2 8 00 0 0 O

Por lo tanto, rgo (A) = 3.

El rango de una matriz estd intimamente ligado a la soluciéon de un sistema de ecuaciones
lineales.

Corolario 1.3.13 Sea A € Myun (F), B € Mpy (F) y A = (A, B) la matriz ampliada.
Entonces:

1. AX = B tiene una solucidn si, y solo si, rgo(A) = rgo (ﬁ) ;

2. AX = B tiene una solucion unica si, y solo si, rgo (A) = rgo (A\> =n.

Demostracion. Las mismas operaciones elementales por fila que llevan la matriz A a la
escalonada reducida £, llevan la matriz A = (A, B) a la matriz E = (E,C). Por el teorema
1.3.5, las ecuaciones AX = By EX = C tienen exactamente las mismas soluciones. Ahora, por
el teorema 1.3.6 tenemos: R

1. EX = C tiene solucion si, y s6lo si, [C];, = 0 para todo j > rgo (A) si, y solo si, £ es la
matriz escalonada reducida de A si, v s6lo si, rgo (A) =rgo (ﬁ)

2. EX = C tiene solucién tnica si, y solo si, [C];; = 0 para todo j > rgo(A) = n si, y s6lo

si, rgo (A) = rgo (A\> =n. u
EJERCICIOS

1. Encuentre la matriz escalonada reducida y el rango de las siguientes matrices:

-2 6 0 3 -1 2100
A= -1 2 -1 |; B=12 1 1010 |;
0 1 2 1 30001



32 JUAN RADA

—i 1+1 0
C = 1 -2 1
1 2t -1

2. Resuelva cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

6 — 4y + 4z = 28 dr — 10y + 6w — 8z +4u =38

a) 3xr—6y+3z=21 » ; b) br—10y—bw—4z+Tu=22 ) ;
dor — 2y + 8z =34 3r —Ty+2w—>52+4u=9
—x—2y+3w—4z = -2 ix—(1+4)y=0

c) —6z — 15y + 6w — 3z = —3 0 d) r—-2y+2=0
—br — 12y + Tw — 6z = -7 r+2iy—2=0

3. Determine los valores de k para que el sistema de ecuaciones lineales tenga: 7) una solucion
tnica; i7) infinitas soluciones; y 47i) ninguna solucion.

—r+yt+z =
kx+3y+2z = 3
—3r—ky—2z = -2
4. Sea
2 —6 0
A=13 -1 2
2 1 1

iPara qué matrices B € M3y (R) tiene solucion el sistema AX = B?

5. Demuestre que si P, () son soluciones del sistema homogéno AX = 0, entonces aP + Q)
es una solucion de AX = 0, para todo «, 3 € F.

6. Sea A € M (F) vy B € Myx1 (F). Suponga que P es una solucion del sistema de
ecuaciones lineales AX = B. Demuestre que cualquier otra soluciéon de AX = B es de la
forma P + (), donde () es una solucién del sistema homogéneo AX = 0.

7. Determine exactamente cudndo una matriz triangular superior n X n tiene rango n.

1.4. Matrices elementales

Las operaciones elementales por filas tienen una interpretacion a través de la multiplicacion
de matrices. La matriz resultante al aplicar una operacion elemental por filas a la matriz A se
obtiene multiplicando la matriz A por una matriz, que llamaremos matriz elemental.
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Definicion 1.4.1 Una matriz elemental de M., (F) es una matriz de la forma

Epy = Jfoq (Im)
Ep ()‘) = fp ()‘) (Im)
Epy(A) = fog(N) (L)

donde p,q € {1,....,m} y A € F.

Ejemplo 1.4.2 Las siguientes matrices son matrices elementales en Mz (C):

1
E23 == 0
0

= o O
O = O

1
y EQ(Z): O
0

O = O
— o O

1
Yy E21 (4) = 4
0

S = O
— o O

La relacion que existe entre las operaciones elementales por filas y las matrices elementales
viene dada en el siguiente resultado.

Teorema 1.4.3 Sea A € M« (F). Entonces
1. EpgA = fpq (A);
2. E,(\) A= [f,(N)(A);
5. By (N A = 0 () (A).
Demostraciéon. Vamos a demostrar 3, las demés las dejamos como ejercicio. Sea

e; = (0,...,0,1,0,...,0) Gi=1,....m.
Si 7 # p, entonces
(Epg (A) A);, = (Epg (V). A = eiA = Ay = (fpg (V) (4)),,
Por otra parte,

(Epg (A) A) (Epq ()\))p* A= (ep+Aeg) A= e, A+ NegA

= Ap+ Mg = (fra (V) (A))p*

p*

]

En otras palabras, el teorema 1.4.3 establece que efectuar una operaciéon elemental por
filas a una matriz equivale a multiplicar por la izquierda la matriz por una matriz elemental.
Luego la relacion A " B equivale a decir que existen matrices elementales Fy, ..., F} tales que

B=FE;---FEA.
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Teorema 1.4.4 Las matrices elementales son invertibles. Ademds, sus inversas son matrices
elementales.

Demostracién. Demostraremos que E, (A) E, (+) = I,,,. Si i # p, entonces

(50 (3)), = (5) e (5) = (5 (5),

(B.0E, (;)) - BB (3) - 0B (3) A (5 (%))
- 2 (34) =

Esto demuestra que E, (A) E, (

|
™
&

%) = [,,,. Similarmente se demuestra que

ququ = qu (>‘) Ep (_)‘) =In

]
Como consecuencia de este resultado tenemos la siguiente caracterizaciéon de las matrices
invertibles.

Teorema 1.4.5 Sea A € M,, (F). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. A es invertible;
2. La ecuacion AX = B tiene una unica solucion para todo B € M1 (F);
3. rgo(A) =n;
A~
4 f

5. A es producto de matrices elementales.

Demostraciéon. 1. = 2. Supongamos que A es una matriz invertible. Entonces,
A(A'B) =B

y asi X = A7'B es una solucién de la ecuacion AX = B. Ademas, si AC = B, entonces,
multiplicando por la inversa de A ambos lados obtenemos C' = A~'B. Es decir, la solucion es
Unica.

2. = 3. Es consecuencia del corolario 14.

3. = 4. Si rgo(A) = n, entonces las n filas de la matriz escalonada reducida R de A son
distintas de cero, lo que obliga a que R = I,,. Asi A " I,.
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4. = 5. S1 A ? I,,, entonces, por el teorema 1.4.3 existen matrices elementales Fjy, ..., Ej
tales que A = Ey---E I, = E.--- .

5. = 1. Es consecuencia de los teoremas 1.4.4 y 1.2.12. [

Tenemos ahora un método para calcular la inversa de una matriz. En efecto, si A es invertible,

entonces el teorema 1.3.4 nos indica como construir matrices elementales E, ..., Ey tales que
Ey---EyA = I,. En particular, E), --- F; = A~'. Ademas,

By Ey (A =(By- E\A Ey - El) = (I, A7)

13 -2
Ejemplo 1.4.6 Calculemos la inversa de la matriz A= | 2 8 —3
17 1
132100 , (132 100\
28 3010|021 210 |
171001 171 0 01
132100\ /132100 »
021 210|021 21 0|"
04 3 101 00 1 3 21
13 2 1 00\ /132 1 0 01\ .
01 1/2 -1 120 |01 0 52 32 172 | P
00 1 3 =2 1 001 3 =2 1
130 7 4 2\ (10022 172 7/2
010 -5/2 3/2 -1/2 |7 (010 -5/2 3/2 -1/2
001 3 =2 1 001 3 =2 1
29/2 -17/2 7/2
Por lo tanto, A= = | 5/2 3/2 -1/2

3 -2 1

Corolario 1.4.7 Sean A, B € M,,x, (F). Entonces, A ,}J B si, y solo si, existe una matriz
invertible P € M,, (F) tal que B = PA.

Demostracion. Si A ~ B, entonces existen matrices elementales Fj, ..., Ej tales que
f

B=FE---FEA.

Luego B = PA, donde P = Ej---FE; € M,, (F) es invertible. Reciprocamente, supongamos
que B = QA, donde () es una matriz invertible. Entonces, por el teorema 1.4.5, QQ = E,. --- Ej,
para ciertas matrices elementales F1, ..., E,.. En consecuencia,

B=E,---EA
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asi, A ~ B.
Y f

EJERCICIOS

1. Determine si las matrices dadas son invertibles y, en caso de serlo, calcule la inversa.

1 2 —4 1 3 —4
A=| -1 -1 5 ; B=11 5 -1 y
2 7 =3 3 13 —6
— 147 0
C= 1 -2 1
1 2i -1
. Dada la matriz
3 0 1
A=|1 -1 1
2 0 1
encuentre matrices elementales Fi, ..., E) tales que Ej--- E1A = 1.

. Demuestre que la relacion “equivalencia por filas” es una relaciéon de equivalencia sobre el

espacio de matrices.

. Demuestre que (qu)T = Eyq, (Ep (A))T =E,(\) v (Epq O‘))T = Egp (N).

. Demuestre que una matriz triangular superior es invertible si, y s6lo si, todos los elementos

de la diagonal son diferentes de cero.

. Demuestre que si T’ es una matriz triangular superior invertible, entonces 7~! también es

triangular superior.

. Considere la matriz I,,, € M,, (F) que tiene todos los elementos 0 excepto el elemento pgq

que es 1. Es decir, [Ipq]pq =1y [Ipq]ij =0si7+# poj#q. Demuestre que

] 0 siog#r

. Demuestre que una matriz B € M,, (F) es escalonada reducida e invertible si, y solo si, B

es la identidad.



CAPITULO 2
DETERMINANTES

En este capitulo introducimos el determinante de una matriz y estudiamos algunas conex-
iones con el calculo de la matriz inversa y la soluciéon de sistemas de ecuaciones lineales.

2.1. Funcion determinante

Definicién 2.1.1 Sea D : M,, (F) — F una funcion. Decimos que D es una funcion deter-
manante si satisface las siguientes condiciones:

1. Si B se obtiene a partir de A multiplicando la fila i de A por a € F, entonces
D(B) = aD (4);

2. Si las matrices A, B, C son idénticas excepto en la fila i, y la fila i de C' es la suma de la

fila i de A y la fila i de B, entonces D (C) = D (A) + D (B);
3. St A tiene dos filas idénticas entonces D (A) =0 y
4. D(I,) =1.

Una funcion D : M,, (F) — F que verifica las primeras dos condiciones en la definicion
2.1.1 se dice que es n-lineal; el nombre lo justificaremos en el capitulo 4. Si ademés D satisface
la tercera condicién, entonces se dice que D es alternada.

Demostraremos en esta seccion que de existir una funcion determinante D : M, (F) — T,
esta es unica. Ademas, desarrollaremos las propiedades mas importantes que poseen estas fun-
ciones. Dejaremos para la seccion 2.3 la construccion explicita de la (tinica) funcion determinante

Comenzamos estudiando el comportamiento de una funcién determinante cuando una ope-
racion elemental por fila es aplicada a una matriz.
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Teorema 2.1.2 Sea D : M,, (F) — F una funcion alternada y sea A € M,, (F). Entonces:

1. Si B se obtiene a partir de A multiplicando una fila de A por o € F, entonces

D(B)=aD(A);

2. Si B se obtiene a partir de A intercambiando dos filas, entonces

D(B) = =D (A);

3. St B se obtiene a partir de A sumando un miltiplo de una fila a otra, entonces

Demostracién. 1. Es la condicion 1. de la definiciéon 2.1.1.

2.51 A= : entonces B = : . Sea C' = : . Entonces al ser D

una funcién alternada se obtiene

A Aj*
0 = D(C)=D : +D :
A + Aj* A + Aj*
Ay Ay Aj, Aj
= D + D : + D : +D
Ay Aj A;, Aj
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3.51 A= : entonces B = : y asi
A, Aj
Az* aAj* Az* A]*
D(B)=D : +D : =D : +aD : =D (A)
A A A A

Por el teorema 1.3.4 y el teorema 2.1.2, si D : M,, (F) — F es alternada, entonces, para
todo A € M,, (F), D(A) = aD (R) para 0 # a € F, donde R es la matriz escalonada reducida

de A. Calcular D (R) es facil, como veremos en nuestro proximo resultado.

Teorema 2.1.3 Sea D : M,, (F) — F una funcion determinante y A € M,, (F) una matriz
triangular. Entonces

D(A) = Al - [Aly -+ [A]

Demostraciéon. Supongamos primero que [Al,;,[A],y,-..,[A4],, son todos diferentes de

cero. Entonces, multiplicando cada fila por [A]fl y aplicando la parte 1. del teorema 2.1.2
obtenemos que

D (A) = [A]n ) [A]22 """ [A]

donde B es una matriz triangular con todos los coeficientes en la diagonal igual a 1. Ahora,
aplicando la operacion elemental en la parte 3. del teorema 2.1.2 repetidas veces nos lleva a que
B es equivalente por filas a I,, y D (B) = D (I,,) = 1. En consecuencia,

D(B)

nn

D(A) = [A]ly - [Aly - [Al,.,
Si [A],, = 0 para algtn 7 entonces la matriz escalonada reducida R de A tiene una fila 0, lo
cual implica que D (A) =0 = [A],; - [A]oy -~ [A] . u

Teorema 2.1.4 Si existe una funcion determinante D : M,, (F) — F, esta es unica.

Demostraciéon. Supongamos que D, D’ : M,, (F) — F son funciones determinantes y sea
Ae M, (F). Si R es la (inica) matriz escalonada reducida de A entonces, por el teorema 2.1.2
tenemos que D (A) = aD (R) y D' (A) = aD' (R) para algin a € F. Como R es una matriz
triangular, se deduce del teorema 2.1.3 que

D (R) =D (R) = [R]n ’ [R]22 """ [R]
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y asi D (A) = D' (A). u

A partir de ahora denotaremos por det : M,, (F) — F a la tnica funcion determinante (que
existe como veremos en la seccion 2.3) y diremos que det (A) es el determinante de la matriz
A € M, (F). Los teoremas 2.1.2 y 2.1.3 nos proporcionan un método para calcular el valor
det (A) para cualquier matriz A € M,, (F).

1 3 =2
Ejemplo 2.1.5 Consideremos la matriz A= | 2 8 —3 |. Entonces
17 1
1 3 -2 213-2 113-2 213-2
28 3 |02 1 | o2 1 |02
17 1 17 1 0 4 3 00 1
Luego, usando los teoremas 2.1.2 y 2.1.3 obtenemos
1 3 =2
det|{ 2 8 =3 | =1-2-1=2
17 1
EJERCICIOS

1. Calcule el determinante de la matrices A y B dadas a continuacion:

0 2 —1 341 2
4 1 2 3

2. Demuestre que en general, det (A + B) # det (A) + det (B).

3. Si una matriz A tiene una fila 0, entonces det (A) = 0.

4. Demuestre que det (E,,) = —1, det (E, (X)) = Ay det (Ep, (A)) = 1.

5. Sea a € F. Demuestre que para cualquier matriz A € M,, () se tiene que

det (0A) = a"det (A).

6. Demuestre que si A, B € M, (F) son matrices triangulares, entonces

det (AB) = det (A) det (B) .
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2.2. Propiedades del determinante
Vamos ahora a deducir algunas propiedades importantes de la funcién determinante

det : M,, (F) — F.
Teorema 2.2.1 Una matriz A € M,, (F) es invertible si, y sélo si, det (A) # 0.

Demostracion. Si A es invertible, entonces, por el teorema 1.4.5, A " I,,. Luego por el

teorema 2.1.2, det (A) = adet (I,,) = a # 0. Reciprocamente, si A no es invertible, entonces
rgo(A) < n por el teorema 1.4.5. Es decir, A ,}J R, donde la matriz escalonada reducida R de

A tiene solo ceros en la tdltima fila. En particular, det (R) = 0. Asi, det (A) = fdet (R) =0. =
Teorema 2.2.2 Si A, B € M,, (F), entonces det (AB) = det (A) det (B).

Demostracion. Si A no es invertible, entonces, por el teorema 2.2.1, det (A) = 0. Por otro
lado, usando el corolario 1.4.7 tenemos que R = U A, donde R es la matriz escalonada reducida
de A y U una matriz invertible. Ademaés, por el teorema 1.4.5, la ultima fila R,. de R es 0,
esto implica que (RB),, = R,.B = 0. Como RB = U(AB), se deduce del corolario 1.4.7 que
AB y RB. Se obtiene entonces por el teorema 2.1.2 que det (AB) = adet (RB) = a0 = 0.

Supongamos ahora que A es invertible. Entonces, por el teorema 1.4.5, A = E - - - E}, donde
E; es una matriz elemental para cada j = 1,..., k. Luego el problema se reduce a demostrar que
det (EB) = det (F) det (B) para cualquier matriz elemental E. Por el teorema 1.4.3, teorema
2.1.2 y teniendo en cuenta que det (E,,) = —1, det (E, (X)) = Ay det (E,, (X)) = 1 tenemos que

det (E,gB) = det(fp (B)) = —1det (B) = det (E,,) det (B)
det (E, (A\) B) = det(f,(\)(B)) = Adet (B) = det (E, (X)) det (B)
det (Epq (A) B) = det (fq (A) (B)) = det (B) = det (Epq (N)) det (B)

Corolario 2.2.3 Si A € M,, (F) es invertible, entonces det (A™') = —detl(A).

Demostraciéon. Observamos primero que por el teorema 2.2.1, det (A) # 0. Luego, por el
teorema 2.2.2,

1 =det (I,,) = det (AA_l) = det (A) det (A_l)

Teorema 2.2.4 Si A € M, (F), entonces det (A) = det (AT).
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Demostraciéon. Si A no es invertible, entonces, por el teorema 1.2.15, AT tampoco es
invertible. Luego por el teorema 2.2.1, 0 = det (A) = det (AT). Supongamos ahora que A es
invertible. Entonces, por el teorema 1.4.5 existen matrices elementales Fi, ..., Fj tales que
A= E},--- Ey. Luego por el teorema 1.2.15 parte 4., AT = E| --- El. Asi, por el teorema 2.2.2,
det (A) = det (Ey,) - --det (Ey) y det (A7) = det (E}) - - - det (ET ). Bastaria con demostrar que
det (E) = det (ET) para toda matriz elemental. En el caso de las matrices elementales del tipo
E,, v E, (\) se cumple porque son matrices simétricas. Finalmente, como (E,, (A))" = E,, (A),
entonces

det (Epg (\)) = det (Eyy (\) = 1 = det (Eyy (W)

]
Como consecuencia de este resultado obtenemos que el teorema 2.1.2 sigue siendo valido
cuando sustituimos “fila” por “columna”.

Teorema 2.2.5 Sea A € M,, (F). Entonces:

1. Sv B se obtiene a partir de A multiplicando una columna de A por a € F, entonces

det (B) = adet (A) ;
2. Si B se obtiene a partir de A intercambiando dos columnas, entonces det (B) = —det (A);

3. Si B se obtiene a partir de A sumando un mailtiplo de una columna a otra, entonces

det (B) = det (A).

Demostraciéon. En cada caso aplicamos el teorema 2.1.2 a la matriz traspuesta y luego
usamos teorema 2.2.4. [

EJERCICIOS

1. La matriz N € M,, (F) se llama nilpotente si N* = 0 para algtin entero k > 1. Demuestre
que si N es nilpotente, entonces det (N) = 0.

2. Una matriz A € M,, (F) se llama idempotente si A2 = A. ;Cuéles son los valores posibles
para det (A)?

3. Demuestre que para cualesquiera dos matrices A y B se tiene que det (AB) = det (BA).

4. Sean A y B matrices n X n tales que AB = —BA. Si n es impar demuestre que A o B no
es invertible.

5. Una matriz ortogonal es una matriz n x n que satisface AAT = I,,. Demuestre que si A es
ortogonal entonces det (A) = £1.
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2.3. Existencia de la funcién determinante

Vamos a demostrar en esta seccion que existe una funcion determinante M,, (F) — F. Para
eso necesitamos primero recordar algunas nociones basicas de la teoria de permutaciones.

Definiciéon 2.3.1 Una permutacion de {1,...,n} es una biyeccion

o:{1,...,n} = {1,...,n}

Usualmente la denotamos por oy - - -0, donde o; es la imagen de i bajo o. S, es el conjunto de
las permutaciones de {1,...,n}.

Ejemplo 2.3.2 Las permutaciones de Sy son 12 y 21. En S35 hay 6 permutaciones:

123,132,231,213,312 y 321

Sico € S, entonces la funcién inversa la denotamos por 0!, de manera que co™! = o~ lo = ¢,

. . _ -1
donde € = 1---n es la permutacion identidad. Claramente 0= € S, y ¢ = (67!)"". Por otra
parte, la composicion de permutaciones es también una permutacion. Es decir, si 0,7 € 5,
entonces o1 € S,,.

Ejemplo 2.3.3 Consideremos las permutaciones 0 = 13524 y 7 = 12543 de S5. Entonces
o' = 14253 y o1 = 13425
Definiciéon 2.3.4 Una tnversion de una permutacion o € S, es un par (j, k) tal que
1<j<k<n

y 0; > og. El signo de o € S, se define como sgn (o) = (=1)", donde m es el nimero de
inversiones de o.

En otras palabras, el signo de una permutacion o € S,, es 1 cuando tiene un nimero par de
inversiones y —1 cuando tiene un ntimero impar de inversiones.

Ejemplo 2.3.5 Consideremos la permutacion 142365 € Sg. Entonces las inversiones de esta
permutacion son

(2,3),(2,4),(5,6)

y, en consecuencia, sgn (142365) = —1.

Ejemplo 2.3.6 Fijemos 1 <1i < j <n y definamos la permutacion T € S,, como 7, = j, 7j =1
y 1 = k para todo k € {1,...,n} tal que k #1i y k # j. Esto es,

Tl =) () GHD) G- DG G n
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Entonces las inversiones de T son:

(t,0+1), (1,0 +2),...,(i,9)

(t+1,7),04+2,7),...,(5—1,7)

En la primera lista aparecen j — i inversiones y en la sequnda lista j — i — 1. Por lo tanto,
sgn (1) = (—1)2(]_2)_1 = —1.

La permutacion definida en el ejemplo 2.3.6 recibe el nombre de trasposicion. Observamos
que si ¢ € S, v 7 es la trasposicién que mueve a i, j, entonces o7 es la permutacion que se
obtiene a partir de o intercambiando las posiciones 7 y j.

Teorema 2.3.7 Si 1,0 € S,, entonces sgn (to) = sgn (1) sgn (o).

Demostraciéon. Consideremos el polinomio p = p (z1,...,2,) = [[ (z; —x;) y sea 0 € S,,.
i<j
Definamos o (p) = [] (2o, — 25,). Como o es biyectiva, entonces vamos a tener que o (p) = p
i<j
o 0 (p) = —p. De hecho, o (p) = p si, y solo si, hay un ntmero par de términos en o (p) de
la forma (x, — x;) tales que r > s. Es decir, existen un nimero par de (i, j) tales que i < j,
o; =1 > s = 0;. Este es precisamente el nimero total de inversiones de o. Asi hemos demostrado

que para cada o € S,
o (p) =sgn(o)p

Ahora sean 7,0 € S,,. Entonces

sgn(to)p = 7o (p)=r71[o(p)] =7[sgn (o) p]
= sgn(7)sgn(o)p

Esto implica que sgn (to) = sgn (1) sgn (o). |
Ahora estamos en condiciones de definir explicitamente la funcién determinante

det : M, (F) — F.

Teorema 2.3.8 La funcion D : M,, (F) — F definida por

con A € M,, (F), es una funcion determinante.
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Demostracion. Vamos a demostrar que D satisface las cuatro condiciones de la definicién
2.1.1.

1. Supongamos que B € M, (IF) se obtiene a partir de A € M,, (F) multiplicando la fila
i de A por @ € F. Entonces, para todo j = 1,...,n tenemos que [B],; = [A],; sik # iy
[B];; = a[A],;. Luego,

D(B) = Z sgn (o) [B]la(l) [B]20'(2) T [B]ia(i) T [B]M(n)

ij

= Z sgn (o) [A]la(l) [A]20'(2) a [A]ia(i) T [A]na(n)

2. Supongamos que A, B,C € M,, (F) son idénticas excepto en la fila i, y la fila i de C
es la suma de la fila i de A y la fila ¢ de B. Es decir, para todo j = 1,...,n tenemos que

[Cly; = [Aly; = [Bly; stk # iy [C],; = [Al;; + [Bl;;- Entonces
D(C) = Z sgn (o) [0]10(1) [0]20(2) T [C]ia(i) T [C]na(n)

0ESRH

= Z sgn (o) [0]10(1) [C]zo(z)' ([A]zo(z) + [B]w(i)) [C]no(n)
0ESH

= Z sgn (o) [A] lo(1) [A]20'(2) T [A]ia(i) T [A]na(n)
0ESH
+ Z sgn (o) [3]10(1) [3]20(2) T [B]ia(i) T [B]na(n)

o€Sh

= D(A)+ D (B)

3. Supongamos que A tiene dos filas iguales, digamos las filas que estan en la posiciéon i y la
posicién k, donde 1 < ¢ < k < n. Es decir, para todo j = 1,...,n tenemos que [A],; = [A],..
Sea 7 la trasposicion tal que 7; = k y 7, = ¢. Entonces, para todo o € S, se tiene que

[A]pa'p = [A]p(O'T)p Si p 7£ 'l yp 7£ k:
[A]iai = [A]k(a'r)k
[A] ko [A]i(ar)i

y por el ejemplo 2.3.6 y el teorema 2.3.7,
sgn (o) = sgn (1) sgn (o) = —sgn (o)
Consideremos la particiéon de .S,, dada por los dos conjuntos

F'={ceS,: 0, <o}
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Q={oce€S,:0,>0}.

Observamos que existe una biyeccion I' — 2 dada por o ~» o7, para todo o € S,,. Entonces

D(A) = Y sgn(0)[Al,, - [Aly, - (A, - (A,

_ gnsgn () (AL, - [Al,, [l - [A],,.
+ZQ s (@) Ay - AL, - Al (Al
_ 2;9” () (Al (Al [l [l
:—E ZF sgn (07) [Aly gy, [Alior), *  [Alken),  [Alugon),,
_ zgn () A+ (Al (A, (A,
U_E;SW@ Ay Al Ay A,
=0

D(I,) = Z sgn (o) [In]lo'l T [In]no'n =sgn (12---n) [In]ll T [In]nn =1

gESy

Como consecuencia de la propiedad de unicidad que tiene la funcion determinante (teorema
2.1.4) escribiremos de ahora en adelante

det (A) = ) sgn (o) [A],, [Aly, - [A],,, (2.1)

para todo A € M,, (F).

Ejemplo 2.3.9 Sea A € My (F) con elementos [A]Z.j = a;;, para todo 1 < 4,5 < 2. Entonces,
So = {12,21}, donde sgn (12) =1 y sgn (21) = —1 y, en consecuencia,

det (A) = ar1a22 — ar2a9
Ejemplo 2.3.10 Sea A € M3 (F) con elementos [A]Z.j = a;;, para todo 1 < 4,5 < 3. Entonces

Ss = {123,231,312,321,213,132}

donde
sgn (123) = sgn (231) = sgn (312) =1
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sgn (321) = sgn (213) = sgn (132) = —1
Por lo tanto,

det (A) = aj1a92a33 + a12023a31 + a13021032

—Q13022031 — (12021033-A11023032

EJERCICIOS
1. Calcule el signo de las siguientes permutaciones: 32154; 21453; 41235.

2. Usando la formula (2.1), calcule el determinante para las siguientes matrices:
0 21
1 4
A= < 3 7 ) yB= (1)

2.4. La expansiéon de Laplace

Vamos a presentar en esta seccion un nuevo método para calcular el determinante de una
matriz.

Definicién 2.4.1 Sea A € M,, (F). Consideremos la matriz A;; € M, (F) obtenida a partir
de A al eliminar la fila i y la columna j de A. Entonces A;; se llama la submatriz principal
ij de A. El escalar (—1)""7 det (Ay;) se llama el cofactor de [A],

i7"

1 3 =2
Ejemplo 2.4.2 Para la matriz A= | 2 8 =3 |, la submatriz principal 23 de A es
1 7 1

13
tn=(1 1)

y el cofactor de [Al,g es (—1)°7° -4 = —4.

Vamos a presentar una forma recursiva para calcular el determinante de una matriz en
términos de los cofactores de la matriz.

Teorema 2.4.3 Sea A € M,, (F). Entonces para cadai=1,...,n

n

det (A) = (=1)""7 [A],; det (Ay)

J=1

y para cada j =1,...,n

det (A) = Z <_1)i+j [A]ZJ det (AZJ)

i=1
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Demostracion. Demostraremos la segunda férmula. Por el teorema 2.1.4 basta ver que la
funcion ¥ : M,, (F) — F dada por ¥ (4) = 3 (=1)" [A];; det (A;;) es una funcion determi-

i=1
nante.
1. Supongamos que B € M,, (IF) se obtiene a partir de A € M,, (F) multiplicando la fila &

de A por o € F. Entonces para todo j es claro que By; = Ay; y asf,
[B]kj det (By;) = a [A]kj det (Ag;) -
Si i # k, entonces, por la (n — 1)-linealidad del determinante tenemos que para todo j
det (B;;) = adet (A;))
y como [A],. = [B],

i ;; concluimos que

[B]ij det (By;) = [A]ij det (Ay;)

Esto demuestra que ¥ (B) = a¥ (A).
2. Supongamos que A, B,C' € M,, (F) son idénticas excepto en la fila k, y la fila k de C es
la suma de la fila k de A y la fila k de B. Para todo j tenemos que Cy; = Ay; = By, v asi,

Ol det (Cy;) = [Aly,; det (Ag;) + [Bly,; det (By;)
Si i # k, entonces, por la (n — 1)-linealidad del determinante tenemos que para todo j
det (Cy5) = det (A;j) + det (B;j)
y al ser [C],. = [4],

i = [B];; entonces

[C]ij det (Cy;) = [A]ij det (Aij) + [B]ij det (B;)

Esto demuestra que ¥ (C') = ¥ (A) + ¥ (B).

3. Supongamos que A tiene dos filas iguales, digamos las filas que estan en la posicion £ y la
posicion [, donde 1 < k <1 <n..Sii# k oi# [, entonces, claramente, det (A4;;) = 0 para todo
J porque es el determinante de una matriz que tiene dos filas iguales. Por otra parte, como A;;
se obtiene a partir de Ay; intercambiando la fila [ — 1 por la filas k, k +1,...,1 — 2, se deduce
de la parte 1 del teorema 2.1.2 que (—1)""*"" det (A;j) = det (Ay;). En consecuencia,

V(A) = (=) [Al det (i) + (=1)" [A]; det (A4y)
= (1" [Al, (1) det (Ay) + (—1)77 [A]; det (Ayy)
= (=1 (A, det (Ayy) + (=1)"7 [A], det (Ay) = 0

J

W () = >0 (=1 [y det (L)) = (<17 (L] det (1)) = det (Iiy) =1
i=1
|
Las féormulas para el determinante de una matriz encontradas en el teorema 2.4.3 se llaman la
expansion de Laplace del determinante de A por la fila ¢ y por la columna j respectivamente.
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1 3 =2
Ejemplo 2.4.4 Sea A= | 2 8 —3 |. Consideremos las siguientes operaciones elementales:
17 1
1 3 =2 ) 1 3 =2 ) 1 3 -2
28 -3 |5 o2 1 |8V 02 1
17 1 17 1 04 3
1 3 =2
Luego por el teorema 2.1.2, det (A) =det | 0 2 1 . Usamos ahora la expansion de Laplace
0 4 3

por la columna 1 y obtenemos

det (A) = [A],, det (Ay,) = 1det ( . ) —6—4—2

Presentamos a continuacién una técnica para construir la inversa de una matriz a través de
los cofactores de una matriz.

Definicion 2.4.5 La adjunta de A € M,, (F), que denotamos por adj (A), la definimos como
ladj (A)],; = (—1)"" det (A;)

Ejemplo 2.4.6 Para la matriz

1 3 =2
A= 2 8 -3
1 7 1

1 3
17
lan todos los coeficientes [adj (A)];; de la matriz adj (A) obteniendo asi la matriz

tenemos, por ejemplo, que |adj (A)];, = (—1)° det ( ) = —4. De manera similar se calcu-

29 —17 7
adj (A)=| -5 3 -1
6 -4 2

Relacionamos la adjunta de una matriz con la inversa en nuestro préximo resultado.

Teorema 2.4.7 Si A € M,, (F), entonces Aadj (A) = det (A) I,,. En particular, si A es inver-

tible, entonces
1

-1 __
AT = det (A)

adj (A)
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Demostracion. El término i, j de Aadj (A) es

n

[Aadj (A)];; = Y [Aly, (—1)" det (Aj,)

k=1

Si ¢ = j, entonces, por el teorema 2.4.3

[Aadj (A)],; =Y (=) [A], det (Aix) = det (A)

k=1

Supongamos que i # j, digamos i < j. Si Ay, ..., Ay, son las filas de A construyamos la matriz
C con filas Cly, ..., Cy, dadas por Cy, = Ay, para todo k # j y Cj. = A;.. Entonces es claro
que [C];, = [A];, = [C;, v det (Aj) = det (Cjy,) para todo k. Ademas, det (C') = 0 porque tiene
dos filas iguales. Luego,

Aadi (A)]; = 3 (Al (C1)* det (Ag) = 3 (<1 [C],, det ()
— det(C) =0 )

Esto demuestra que Aadj (A) = det (A) 1,,.
Si A es invertible, entonces multiplicamos ambos lados por A~!, obteniendo asi

1
A7l = dj (A
der () Y A
[
1 3 =2
Ejemplo 2.4.8 Si A= | 2 8 —3 | entonces ya vimos en el ejemplo 2.4.4 que det (A) = 2
1 7 1
y en el ejemplo 2.4.6 que
20 —17 7
adj(A)=1 -5 3 -1
6 —4 2

Se deduce del teorema anterior que

29/2 —17/2 17/2
A= -5/2 3/2 -1/2
3 —2 1

Es posible aplicar el teorema 2.4.7 para describir la tinica soluciéon de un sistema de ecuaciones
del tipo AX = B cuando A es una matriz invertible.



DETERMINANTES 51

Corolario 2.4.9 (Regla de Cramer) Sea A € M, (F) y B = (by,...,b,) € My (F). Si

det (A) # 0, entonces la ecuacion matricial AX = B tiene una unica solucion dada por

[XL:EE%BE:@JYHM@MAW

para todo 7 =1,... n.

Demostracion. Por el teorema 2.2.1, A es invertible porque det (A) # 0. En consecuencia,
por el teorema 1.4.5, AX = B tiene tnica solucion X = A~'B. Pero por el teorema 2.4.7,

X=A'B= dj (A) B
det (4)"Y Y
[ ]
EJERCICIOS
2 8 -1
1. Paracadal < 1,5 < 3, calcule los cofactores de [A], jparalamatrizA= [ -2 3 1
3 1 5
2. Usando el teorema 2.4.3 encuentre el determinante de la matrices
;_312:? 1 2 3 0 140 142
A= s 1 0 1 , B=1 -1 1 2 |yC= 1—1 0 2— 31
9 9 _3 _1 1 -11 1—2i 243 0

3. Usando el teorema 2.4.3 demuestre que el determinante de una matriz triangular es el
producto de los elementos sobre la diagonal.

4. Demuestre que det (V) = ][] (z; —;), donde V es la matriz de Vandermonde
1<i<j<n
1 1 1 1
T i) T3 Tn
V= B S z?
A ant
1 11
5. Considere lamatriz B= | 2 3 4 |.Encuentre i) det (B);ii) adj (B)y iii) B~! usando
5 8 9

adj (B).
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6. Determine si las matrices dadas a continuacién son invertibles. Si son invertibles, calcule
la inversa usando el teorema 2.4.7:

11 11
2 —1 4
a— (3 Y (1 0 5) o]t 2 12
—4 -8 19 7 1 -1 2 1
1 3 3 2

7. Resuelva cada uno de los sistemas de ecuaciones usando la Regla de Cramer:

20 +y+2=6 2r+y—2=4
a) 3xr—2y—3z2=>5 ; b) r+z=2
8r +2y+ 5z =11 —y+oz=1

8. Demuestre que si A es una matriz n x n, entonces
a) det (adj (A)) = det (A",
b) adj (A)" = adj (A7)
¢) adj (adj (A)) = det (A)"? A.



CAPITULO 3
ESPACIOS VECTORIALES

3.1. [Espacios vectoriales

Comenzamos este capitulo generalizando los espacios conocidos R? y R3 a espacios de n
dimensiones. Recordamos que R? est4 formado por pares ordenados (zy, z), donde x; y x5 son
ntmeros reales. Los elementos de R? los visualizamos como puntos del plano cartesiano y estos
a su vez estan en correspondencia natural con los vectores del plano que tienen punto inicial en
el origen. Similarmente, R3 consiste en ternas (z1, rs, x3), donde 1, x9 y o3 son nimeros reales
y estos los identificamos con puntos del espacio tridimensional o con vectores del espacio con
punto inicial en el origen.

Mas generalmente, dado un entero n > 1, denotamos por F" (F = R o F = C) al conjunto de

todas las n-uplas (1, ..., x,), donde cada x; € F. Por analogia a los espacios R? y R3, llamamos
vectores a los elementos de F". Para cada k = 1,...,n, decimos que xj, es la coordenada k-ésima
de la n-upla. Las n-uplas x = (z1,...,2,) yy = (y1, .. ., yn) de F™ son iguales si, y solo si, x = yx

para todo k=1,...,n.
Extendemos la suma de vectores y multiplicacion escalar conocidas para R? y R? a F* de la
siguiente manera:

Definiciéon 3.1.1 Sean x = (x1,...,2,), ¥y = (y1,.--,Yn) € F". La suma de x y y, denotado
por x + vy, es la n-upla
r4+y=(T1+y,. , Tn+Yn)-

St a € F, la multiplicacion del escalar o por x se denota por ax y se define como la n-upla
ar = (axq,...,qx,)
El vector cero de F" se denota por 0 y se define como la n-upla 0 =(0,...,0). Si

x=(x1,...,2,) € F"
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entonces el inverso aditivo de = se denota por —z y se define como

—r=(=Z1,...,—Ty).
Ejemplo 3.1.2 Consideremos los vectores v = (3,2 —1i,1) ,y = (3,2
escalares a« =i y = —3. Entonces
ar+pPy = i1(3,2—14,1)—3(i,2—1,0)

i
(3i,2i+1,4) — (3i,6 — 3i,0)
(0, =5 + 5i, i)

—4,0) de C3 junto con los

El teorema a continuacion describe las propiedades bésicas que satisfacen estas operaciones.

Teorema 3.1.3 Sean x,y,z € F" y o, 3 € F. Entonces

1.z2+y=y+ux;

Un) EF" y o € F.

2. (x+y)+z=x+ (y+2);
3. r+0=uz
4. v+ (=) =0;
5. a(r+y) =ax+ ay;
6. (a+B)x = ax + fx;
7. (af)z = a(Br);
8. lx ==x.
Demostraciéon. Demostramos 5. Sean © = (z1,...,2,), ¥ = (Y1,-- -
Entonces
Oé([lf—l—y) = a(xl_l_yla"'axn_l'yn)
= (Oé($1+y1)a---70é($n+yn))
= (ax1+ay,...,ax, + ayy,)
= (axy,...,ax,) + (ay1, ..., ay,)
= ar+ oy

Llamamos a F™ junto con las dos operaciones introducidas en la definicién 3.1.1 el espacio
de las n-uplas sobre F. Es claro que cuando F = R, si n = 2 y n = 3, entonces recuperamos los

espacios conocidos R? y R? respectivamente.
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Es importante resaltar que los vectores de F” pueden representarse también como vectores

columna (xy, ... ,xn)T, x; € F. En este caso, las operaciones toman la forma
(xlu"'vxn)—r_'_(ylv”’?yn)—r = (xl_'_ylv’”axn_'_yn)—r
T T
a(xy,...,zn) = (azq,...,az,)

De esta manera es posible identificar al espacio F™ con el espacio de las matrices M, (F).
Bajo esta identificacion, si A € M« (F) y z € F", entonces Az € F™.

1
) € M1 (C)yxz=1| 0 | €C3 Entonces
7

1
(2 -1 2 ,
A‘”‘(Hlo 1) (Z.) _(2z'+1)€c

El espacio de las matrices y el espacio de las n-uplas son ejemplos de sistemas algebraicos
en los cuales es posible sumar sus elementos y multiplicar por escalares. En distintas areas de
las mateméaticas aparecen estructuras similares, por lo tanto, es razonable presentar una nociéon
general que abarque cada uno de estos casos particulares.

2 1 -1

Ejemplo 3.1.4 Sea A = ( it1 0 1

Definicion 3.1.5 Un espacio vectorial V' sobre F es un conjunto no vacio V' junto con dos
operaciones. En primer lugar, la suma que asocia a cada par de vectores u,v de V un vector
u+v de 'V que satisface las condiciones:

1. Conmutatividad: w4+ v = v 4+ u para todo u,v € V;
2. Asociatividad: (u+v) +w = u+ (v+ w) para todo u,v,w € V;

3. Identidad aditiva: existe un vector 0, llamada vector cero, tal que uw + 0 = u para todo
ueV;

4. Inverso aditivo: para cada vector u € V' existe un vector z € V' tal que u+ z = 0.

La sequnda operacion, que llamamos multiplicacion por escalar, asocia a cada escalar o € F
y vector u € V un vector au de V' que satisface las condiciones:

5. a(fu) = (af)u para todo o, 3 € F yu € V;
6. a(u+v)=au+ av para todo a« € F yu,v € V;
7. (a4 B)u = au+ Bu para todo o, € F yu € V;

8. 1lu = u para todo u € V.
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Ejemplo 3.1.6 Cada uno de los siguientes conjuntos con las operaciones indicadas es un es-
pacio vectorial.

1. El espacio de las n-uplas F™ es un espacio vectorial sobre IF con las operaciones

(a:l,...,a:n)T+(yl,...,yn)T = (a71+y1,...,xn+yn)T
T T
a(xy,...,z,) = (azq,...,ax,)

donde (z1,...,x2) ,(y1,-- . yn) €F" ya €F.
. El espacio de las matrices M, x, (F) es un espacio vectorial sobre F con las operaciones

[A"‘B]ij = [A]ij+[B]
[aA]ij = «af4],

ij

ij

donde A, B € M5 (F) y a € F.
. Sea X un conjunto no vacio y F (X,TF) el conjunto de las funciones X — F. Si
f,9€ F(X,F)
y a € F definimos las operaciones f + g y af por
(f+9) (@) = f(z)+g(2)
(af)(x) = af(z)
para todo x € X.

. El conjunto T [z] de todos los polinomios con coeficientes en F junto con las operaciones
usuales

n

1=0 1=0

i=0
n n
a E a;x’ = E (va;) x*
1=0 1=0

A partir de este momento, cuando decimos que V' es un espacio vectorial entendemos que V'

es un espacio vectorial sobre [F, junto con las dos operaciones que satisfacen las ocho condiciones
de la definicion anterior.

Comenzamos el estudio sistematico de los espacios vectoriales deduciendo algunas propiedades

inmediatas de la definiciéon. Entre los requisitos de un espacio vectorial esta el de la existencia
de identidad aditiva e inverso aditivo. El proximo resultado establece que son tnicos.

Teorema 3.1.7 Sea V' un espacio vectorial sobre F. FEntonces:
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1. La identidad aditiva es tinica;

2. El inverso aditivo de cada elemento es unico.

Demostracion. 1. Supongamos que 0 y 0’ son identidades aditivas. Entonces, por ser 0
identidad aditiva tenemos que 0’ = 0 + 0/, pero al ser 0 identidad aditiva 0 + 0’ = 0. En
consecuencia, 0 = 0'.

2. Sea u € V y supongamos que v, w son inversos aditivos de u. Entonces

v=v4+0=v+(v+w)=W+u)+w=0+w=w

[ ]
A partir de ahora denotamos por —u al (tnico) inverso aditivo de u. Ademas, escribimos
u — v en lugar de u + (—v).

Teorema 3.1.8 Sea V' un espacio vectorial sobre F, u,v € V y a, 3 € F. Entonces:

1. a0 =0;

Ca(u—v) = au— av;
(= pP)v=av— Pu;

2
3
4. (—1)v=—uv;
5
6
7. av =0 si, y solo si, « =0 o v =0.

Demostracién. 2. 0v = (0 + 0) v = Ov + Ov. Luego sumando el inverso aditivo de Ov ambos
lados de la ecuaciéon obtenemos Ov = 0.

3. (—a)v+av = (—a+ a)v = 0v = 0. Esto demuestra que (—«a)v = — (av). Para ver la
otra igualdad observamos que o (—v) + av = a(—v +v) = a0 = 0.

7. Supongamos que v = 0 y a # 0. Entonces

o:l(om):Ga)u:mzv.

(&%

La reciproca es consecuencia de 1. y 2. [
Estudiamos a continuacién los subconjuntos de un espacio vectorial V' que a su vez tienen
estructura de espacio vectorial, con las mismas operaciones definidas en V.

Definicion 3.1.9 Sea S un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V. Decimos que S es
un subespacio de V' si satisface las siguientes condiciones:
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1. Siu,v €S, entonces u+ v € S

2. SiaeFyuesS, entonces au € S.
Un espacio vectorial V' siempre tiene los subespacios triviales {0} y V.
Ejemplo 3.1.10 Los siguientes subconjuntos son subespacios del espacio indicado:
1. Sea S = {(x,y) € R*: y = 0}. Entonces
(2,0) + (2/,0) = (z +2/,0) € S

ysiaeR
a(z,0) = (ax,0) € S

Luego S es un subespacio de R?.

2. Cualquier recta de R? que pasa por el origen es un subespacio de R?.

3. Sea S = {(z,y) € R? : y = 2 + 1}. S no es un subespacio de R?. Por ejemplo
(0,1),(1,3) €
y, sin embargo, (0,1) + (1,3) = (1,4) ¢ S.

4. Los tnicos subespacios de R como espacio sobre si mismo son los triviales. En efecto,
supongamos que S es un subespacio de R distinto de cero y 0 # 2z € S. Entonces, para
cualquier x € R tenemos x = 7z € S. Luego, S = R.

5. Sea A € M,xn (F). Definimos el ntcleo de A, denotado por ker (A), al subconjunto de
Fn
ker (A) ={z € F": Ax =0}

ker (A) es el conjunto solucion del sistema de ecuaciones homogéneo Az = 0. Observamos
que 0 € ker (A). Supongamos que z,y € ker (A) y a € F. Entonces

Alz+y)=Az+Ay=0+0=0

A(ax) =aAz=a0=0
Luego x +y vy ax € ker (A) y, por lo tanto, ker (A) es un subespacio de F™.

6. Sea A € M,,xr, (F). Definimos la imagen de A, denotado por Im (A) como el subconjunto
de F™ dado por
Im(A) ={Az :z € F"}

Es facil ver que Im (A) es un subespacio de F™.
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7. Sea k un entero positivo y
S=A{p(x) eFla]: grad(p(z)) <k}.
SiaeFyp(z),q(x) € Flx], entonces es facil ver que

grad[p(z)+q(r)] <k

gradlap (z)] < k

En consecuencia, S es un subespacio de F [z].

Si V' es un espacio vectorial, entonces cualquier subespacio S de V tiene al 0. En efecto,
dado = € S tenemos que 0 = Ox € S.

Teorema 3.1.11 La interseccion de cualquier familia de subespacios de un espacio vectorial V'
es un subespacio de V.

Demostracion. Si {S; : ¢ € I} es una familia de subespacios de V, entonces 0 € [ S; y asi,

N S; #0.Seaaw € Fyuazye (S Luego z,y € S; para todo i € I y, como cadZ;ISZ- es un

;fl[bespacio, r4+yyar €S parlziltodo i € I. En consecuencia, x + y y az pertenecen a [ S,

lo que demuestra que [ S; es un subespacio de V. < [
iel

EJERCICIOS

1. Demuestre que cada uno de los conjuntos con las operaciones indicadas en el ejemplo 3.1.6
son espacios vectoriales.

2. Complete la demostracion de los teoremas 3.1.3 y 3.1.8.

3. ;Es R? con las operaciones indicadas a continuacién un espacio vectorial sobre R?
a) (z,y) +(w,2) = (x+w,y+2)y a(z,y) = (az,y);
b) (z,y) + (w,2) = (z+w,0) y a(z,y) = (az,0).

4. Sean U y W espacios vectoriales. Demuestre que el producto directo U x W es un espacio
vectorial con las operaciones

(w,w) + (u',w') = (u+u,w+w)

a(u,w) = (au,aw)

donde u,v' € U, w,w' € Wy a€eT.
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5. ;Cuales de los siguientes subconjuntos S es un subespacio de V'?

V=R"yS={(x1,...,2,) € R": 27 <0}
b) V=R"y S ={(x1,...,2,) € R": x; es racional}.

)

)
) V=M, (C)yS={AeM,(C): A* = A};
d) V=M,[F)yS={AeM,(F): A esinvertible};
e) V=M, (F)yS={AecM,(F):Aconmuta con P};
HV=M,(F)yS={T €M, (F):T es triangular superior};
g V=M,F)yS={DeM,(F):D es diagonal};

)

6. Demuestre que S es un subespacio de V si, y sélo si, S tiene estructura de espacio vectorial
con las mismas operaciones definidas en V.

3.2. Subespacios generados

Si X es un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V, entonces, por el teorema 3.1.11,
la interseccion de todos los subespacios de V' que contienen a X es un subespacio de V.

Definicion 3.2.1 Sea V' un espacio vectorial y X un subconjunto de V. La interseccion de
todos los subespacios de V' que contienen a X se llama el subespacio generado por X y lo
denotamos por gen (X).

El subespacio gen (X) es el menor subespacio de V' que contiene a X. En el proximo resultado
describimos la naturaleza de los elementos de gen (X).

Definicion 3.2.2 Sea V un espacio vectorial sobre F. Una combinacion lineal de los vectores
v1,...,U de V es un elemento de V de la forma

0V + -+ Uk
donde oy, ..., ax son elementos de IF.

Ejemplo 3.2.3 Consideremos los vectores u = (1,2) y v = (—1,1) de R%. Entonces una com-
binacion lineal de estos vectores es, por ejemplo,

—3u+ 5v = (-8,—1)
Mas generalmente, el conjunto de todas las combinaciones lineales de u y v vienen dadas por

A+ pv = (A — p, 2\ + 1)
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donde N\, € R. Observamos que en este caso, todo vector (z,y) € R? es una combinacion
lineal de los vectores u,v. En efecto, basta con resolver las ecuaciones t =X —pu yy =2 A+ p
obteniendo que A = ”y y =4 2m . Asi

Tty Yy — 2z
(x,y) = 3 u+ 5 v

Teorema 3.2.4 Sea X un subconjunto no vacio del espacio vectorial V. Entonces los elementos
de gen (X) son combinaciones lineales de elementos de X .

Demostracion. Llamemos C al conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores
de X. Entonces C es un subespacio de V En efecto, Sl x,y € C, entonces, tomando algunos
escalares igual a cero si es necesario, x = Z Ty Y = Z Bix;, donde oy, B; € Fy x; € X para

i=1 =1
todo7=1,...,n. Asi, para a € F tenemos que

x+y—Za:ﬁ,+Zﬁ,x,—Z (a; + G)xzi €C
i=1

ozx—ozZale:Z () z; €C

=1

Ademas, si x € X entonces x = 1z € C, por lo tanto, C es un subespacio de V' que contiene a X.

De manera que gen (X) C C. Reciprocamente, supongamos que S es un subespacio de V' que

contiene a X. Entonces, por la definiciéon de subespacio, contiene toda combinacion lineal de

vectores de X. Es decir, C C §. Demostramos asi que C esta contenido en cualquier subespacio

de V que contenga a X y, en consecuencia, C C gen (X). Por lo tanto, gen (X) = C. ]
Cuando X es finito, digamos X = {x1,...,z,}, escribimos directamente

gen (X) = gen (z1, ..., xn)

Ejemplo 3.2.5 Veamos algunos ejemplos de subespacios generados por un subconjunto de un
espacio vectorial.

1. Siu=(1,2) yv=(=1,1) en R? entonces por el ejemplo 3.2.3, gen (u,v) = R2.
2. Sea 0 # u € R3. Entonces el subespacio de R® generado por u es
gen (u) = { u: X € R}

Esta es la recta en el espacio que pasa por el origen en la direccion de u.
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. Sean u,v € R® diferentes de cero. Entonces

gen (u,v) = {u~+ pv : A\, u € R}
Observamos que si v € gen (u), entonces
gen (u,v) = gen (u)
En efecto, v = au y, por lo tanto, para escalares \, u € R tenemos que
A+ pv = M+ p(au) = (A4 pa) u € gen (u)

En caso que v € gen (u), entonces gen (u,v) es el plano en R® que pasa por el origen
generado por los vectores u,v.

. Consideremos para cada it = 1,...,n los vectores e; € F" que tienen todas las coordenadas

tguales a 0 excepto la coordenada i, que es 1. Entonces

gen(ey,....en) = {Mer+ -+ en: A, ...\, €F}
= {()\1,...,)\n)IAl,...,AnEF}:Fn

Los vectores eq, . .., e, reciben el nombre de vectores canonicos de F".

k

. El subespacio de T [z] generado por los polinomios 1,x, 2% ... % es

S={f(z)eF|x]: f(x) tiene grado <k}

. El subespacio de My (F) generado por las matrices

=(oa)v=(00)

gen(A,B):{<(>)\ g) :A,MGF}

es

. Sea A € Myxn (F). El espacio de filas de A lo denotamos por F (A), y se define como

el subespacio de F™ generado por las filas de A:

F(A) =gen (A, ..., Ans)

. Sea A € My (F). El espacio de columnas de A lo denotamos por C (A), y se define

como el subespacio de F™ generado por las columnas de A:

C(A) =gen(Aa,...,Am)
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Definiciéon 3.2.6 Un espacio vectorial V estd generado por un subconjunto X siV = gen (X).
También decitmos que X genera al espacio V. Si X es finito, entonces V es finitamente
generado.

Ejemplo 3.2.7 El espacio F" es un espacio vectorial finitamente generado. De hecho, los vec-
tores candnicos ey, ..., e, generan a F".

Ejemplo 3.2.8 El espacio vectorial F[x] no es finitamente generado. Para ver esto suponga-
mos que p1(x),...,pn(x) generan a F[z]. Elijamos k el mdximo grado entre los polinomios
p1(x),...,pn(z). Entonces cualquier combinacion lineal de estos polinomios tiene grado menor
0 igual a k. Por lo tanto, si tomamos un polinomio g (x) € F [x] de grado estrictamente mayor
que k, entonces es claro que g (z) ¢ gen (p1 (), ...,pn(x)). Sin embargo, es facil ver que F [x]
estd generado por los polinomios {1, SR LI }

Ejemplo 3.2.9 El subespacio de F [z]
S=A{p(z) €F[z]: grad(p(x)) <k}
es finitamente generado porque S = gen (1, x, 72, ... ,{Ek).

En general, si V' es un espacio vectorial y S, Sy son subespacios de V, entonces S; U S5 no
es necesariamente un subespacio de V' (ver Ejercicio 8). Por ejemplo, en R?,

gen ((1,1)) U gen ((—1,1))

contiene a (1,1) y (—1,1) pero no a (0,2) = (1,1) + (—1,1). Describimos a continuaciéon el
menor subespacio de V' que contiene a S; U Sy, esto es, gen (S; U Ss) .

Definicion 3.2.10 Sea V' un espacio vectorial y Sy, Sy subespacios de V. La suma de estos
subespacios, denotada por Sy + Ss, se define como

Si+ Sy ={veV:v=s +s; dondes; € S;}
Teorema 3.2.11 Sea V' un espacio vectorial y S1, Sy subespacios de V. Entonces
S1+4 Sy =gen (S1USs).
En otras palabras, Sy + Sy es el menor subespacio de V' que contiene a cada uno de los S;.
Demostracion. Sean z,y € S = 51 + 5, y a € F. Entonces
T=s1+Syy=-s]+5
donde s;, s; € S; para ¢ = 1,2. En consecuencia,

T4y = s1+ S+ 8+ s
= (s1+8))+(s2+s5) €S
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ar = a(s) + 82) =as; +asy €85

porque s; + s;, as; € S; para i = 1,2, al ser cada S; un subespacio. Esto demuestra que S es un
subespacio que ademads contiene claramente a S; USs. Por lo tanto, gen (S; U Ss) C S. Por otra
parte, como gen (S; U S3) esta formado por todas las combinaciones lineales finitas de elementos
de S7 U Sy, entonces es claro que S C gen (S; U Sy). Asi, S = gen (51U Ss). [ ]

Ejemplo 3.2.12 Consideremos los subespacios de F3
S = {(x,y,z) eF3: 2 :0} y Sy = {(z,y,z) e F3: {E:O}
Entonces B3 = S; + S,. En efecto, si (z,y,2) € F3, entonces
(z,y,2) = (2,y,0) + (0,0, 2)

donde (z,y,0) € S1 y (0,0, 2) € Ss.

EJERCICIOS

1. Demuestre que los vectores (2,1,3),(2,1,0) y (1,5,5) generan a R3.

2. ;Pertenece (—4,—8,1,—8,0) al subespacio generado por los vectores

(1,2,0,3,0),(0,0,1,4,0),(0,0,0,0,1)?

3. Exprese el polinomio p (x) = 2? + 42 — 3 como combinacién lineal de los polinomios

u(r)=a>—2r+5 v(r)=22>-3zyw(z)=x+3

4. Escriba la matriz P = ( Z1’> _11 ) como combinacion lineal de las matrices
11 00 0 2
a=(10)B=(17)ve=(5 %)
2 -1 3 2
5. Sea A = -1 1 1 =3 ]..(3,-1,0,—-1) € F(A)?
1 1 9 -5

6. Sea A € Mpun (F) vy S = {B € M,x1 (F) : AX = B tiene solucion}. Demuestre que S
es un subespacio de M1 (F). ;Qué relacion existe entre S'y C (A)?
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7. Demuestre que la solucion del sistema homogéneo

6r—3y+4w -3z = 0
3r + 2w — 3u
3r—y+2w—w—-—u =

I
o o

es un subespacio finitamente generado.

8. Sean 57,55 son subespacios de un espacio vectorial V. Demuestre que S; U Sy es un
subespacio de V si, y s6lo si, S; C Sy 0 S5 C 5;.

9. Decimos que V' es suma directa de los subespacios S; y S5, y escribimos V' = 5] & 5o,
siV =5 4+S5y 85 NSy =0. Demuestre que V = S; & S5 si, y solo si para cada v € V
existen elementos tnicos x € 51y y € S, tales que v =z + y.

10. En cada uno de los casos determine si V' = S| & Ss:

CL) V = M2 (C),

AEMQ(C):A

(
(

S o o O
o
N———
——

{
Sy = {A6M2(C):A

donde a, b, c € C;
b) V=F(R,R),

S = {9eFRR):g(z) =g(-x)} y
S = {9 F(R,R):g(z) = —g(-2)}
c) V=M, (F), S el subespacio de las matrices simétricas y Sy el subespacio de las
matrices antisimétricas;

d) V=M, (F), S; el subespacio de las matrices triangulares superiores y Sy el subes-
pacio de las matrices triangulares inferiores.

3.3. Independencia lineal y bases

10 0 1
. . 2 -2 2 -4 .
Consideremos la matriz A = 8 —6 6 —10 | Recordamos que el espacio de filas de A
4 =3 3 =5

es por definicion

f(A) = gen ((1a 07 Oa ]-) ) (2a _27 27 _4) ) (8a _67 67 _]-0) ) (4a _37 37 _5))
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Algunos vectores generadores de F (A) son superfluos en el sentido que podemos eliminarlos y
los vectores restantes siguen generando a F (A). Esta situacién ocurre porque algunos vectores
se escriben como combinacion lineal de otros:

(8,—6,6,—10) = 2(1,0,0,1) + 3 (2, —2,2, —4)

3
(4,-3,3,-5) = (1,0,0,1) + 5 (2, 2,2, ~4)

lo que nos lleva a que F (A) = gen[(1,0,0,1),(2,—2,2, —4)]. Tratemos de precisar mejor esta
idea.

Definiciéon 3.3.1 Sea V' un espacio vectorial. Los vectores vy,...,v, de V son linealmente
dependientes si existen escalares oy, . ..,a, de F | no todos iguales a cero, tales que

a0 + -+ av, =0

St los vectores vy, ...,v, de V no son linealmente dependientes decimos que son linealmente
independientes.

Para demostrar que los vectores v, ..., v, de V son linealmente independientes debemos ver
lo siguiente: si ajv; + - - - + @, v, = 0, donde a4, ...,a, € F, entonces a; = -+ = o, = 0.

Se deduce facilmente de la definicién que cualquier subconjunto de un conjunto de vectores
linealmente independiente es linealmente independiente. Dualmente, cualquier conjunto que
contenga a un conjunto de vectores linealmente dependientes es linealmente dependiente.

Ejemplo 3.3.2 llustramos el concepto de independencia en los siguientes ejemplos.

1. Los vectores (1,0,0,1),(2,-2,2,—4) y (8, —6,6,—10) de R* son linealmente dependientes.
En efecto, si a, 3,7 € R son tales que

«(1,0,0,1)+ 3(2,-2,2,—4) +~v(8,—6,6,—10) =0
entonces obtenemos el sistema de ecuaciones

a+28+8y =
20 + 67
a—46—-10y = 0

que tiene solucion (—27v,—3v,7), donde v € R. Asi, por ejemplo, si tomamos v = 1,
entonces

~2(1,0,0,1) — 3(2,-2,2,—4) + (8, 6,6, —10) = 0
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2. Los vectores u = (1,1) y v = (0,2) de R? son linealmente independientes. En efecto,
supongamos que o, 3 € R son tales que

a(1,1)+6(0,2) = (0,0).
FEsto implica (o, +23) = (0,0) y, en consecuencia, o = 3 = 0.

3. Sean e; = (1,0,0),e3 = (0,1,0) y e3 = (0,0,1) pertenecientes a F3. Entonces, ey, e, €3
son vectores linealmente independientes de F3. En efecto, si o, o1, a3 son escalares tales
que

Qe + aoey + azes =0

entonces (aq, ag, az) = (0,0,0) y, por lo tanto, a1 = ay = a3z = 0.

Mas generalmente, los vectores candnicos ey, . . ., e, son vectores linealmente independien-
tes de F".
4. Los vectores 1,x, 2%, ... 2% de F[z] son linealmente independientes. En efecto, si
n
E ozt =0,
i=1
donde o, ..., a, € F, entonces es claro que a; = 0 para todo i =1,...,n.

5. Las matrices
10 0 1 00 00
00/)'{loo/)'\10)Y 01
de My (F) son linealmente independientes.

Supongamos que oy, a1, a3, aq € F satisfacen

10 01 00 00 00
al(o 0)+O‘2(0 0)+O‘3(1 0)+O‘4<0 1)_(0 0)
Entonces
a1 Qo9 . 0 0
a3 4y o 0 0

Y, €N CONSECUENCIA, O = Qg = 3 = vy = ().

Vamos a extender el concepto de independencia lineal dada en la definicion 3.3.1 para un
subconjunto (no necesariamente finito) de un espacio vectorial.

Definicion 3.3.3 Sea V' un espacio vectorial. Un subconjunto S de V' se dice que es linealmente
independiente si todo subconjunto finito de S es linealmente independiente.

Ejemplo 3.3.4 Los vectores 1,z,2% ... 2% ... de F[x] son linealmente independientes.
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Ahora introducimos uno de los conceptos méas importantes del algebra lineal.

Definiciéon 3.3.5 Sea V' un espacio vectorial. Un subconjunto S de V' se dice que es una base
de V si S es linealmente independiente y genera a 'V .

Ejemplo 3.3.6 Veamos algunos ejemplos de bases de espacios vectoriales.

1. Se deduce de los ejemplos anteriores que los vectores candnicos ey, . .., e, de F" forman
una base para F". La llamamos a partir de ahora la base candonica de F™.

2. Los vectores u = (1,1) y v = (0,2) forman una base para R?. En efecto, ya vimos en un
ejemplo anterior que son linealmente independientes. Por otra parte, si z = (21, 22) € R?,

entonces buscamos escalares A\, € R tales que z = Au + pv. Esto ocurre para A = 21 y
20—21

p= 22 Es decir, R* = gen (u, v).
3. Los vectores u = (1,0,0,1) ;o = (2,—2,2,—4) forman una base para F (A), donde
Ae My (R)

es la matriz definida al comienzo de la seccion. En efecto, ya sabemos que generan a F (A).
Sdlo falta demostrar que

u=(1,0,0,1),v = (2,-2,2,—4)
son linealmente independientes. Si o, B € R son tales que au + v = 0 entonces
(+28,-28,20,a —43) = (0,0,0,0)
lo que implica o = 3 = 0.

4. Las matrices {E (i,7) : 1 <i<m y1l<j<n}, donde E (i,j) € M,,,, (F) esta definida
como 1 en la posicion ij y 0 en el resto, forman una base para My, ,, (F).

5. Los vectores 1,x,22,... 2% de F[x] forman una base para el espacio

S={p()€Flz]:grad(p(z)) <k}

Veamos ahora un ejemplo de un espacio vectorial que no tiene una base finita.

6. Se desprende del ejemplo 3.2.8 que F [x] no tiene una base finita. Sin embargo, el conjunto

(infinito) de vectores 1,x,22,... 2%, ... es una base de F[z].

Dos preguntas surgen naturalmente: ;tendra todo espacio vectorial una base? Por otra parte,
es posible que existan bases diferentes para un espacio vectorial. Por ejemplo, {(1,1),(0,2)} y
{(1,0),(0,1)} son bases diferentes de R?. Ahora, jexistira alguna relaciéon entre dos bases de
un espacio vectorial? Intentamos dar respuesta a estas preguntas en los siguientes resultados.
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Teorema 3.3.7 Sea V' un espacio vectorial generado por los vectores vy, ..., v,. Entonces todo
subconjunto de vectores linealmente independiente de V' es finito y tiene a lo sumo q vectores.

Demostracion. Es suficiente demostrar que todo subconjunto de V' que tenga mas de
g vectores es linealmente dependiente. Supongamos que wj, ..., w, son vectores de V', donde
p > q. Como V = gen (vy,...,v,) entonces para cada j = 1,...,p existen escalares a;; tales

= a;5. Como p > ¢ deducimos

q
que w; = > a;v;. Sea A € My, (F) la matriz tal que [A];;
i=1

€1
del corolario 1.3.8 que la ecuacion Ax = 0 tiene una solucién no trivial z = : . Es decir,
Tp
p
> a;x; =0 paratodoi=1,...,q. Luego
j=1
p p q
j=1 j=1 i=1
q p
= 2| 2w | ui=0
i=1 \j=1
Esto demuestra que los vectores wy, ..., w, de V son lincalmente dependientes. [
Corolario 3.3.8 Si V' es un espacio vectorial con base {vi,...,v,}, entonces toda base de V
contiene exactamente q vectores.

Demostracion. Sea S una base de V. Como V = gen (vy,...,v,), se deduce del teorema
3.3.7 que S tiene a lo sumo ¢ vectores, digamos wy,...,w,, donde p < ¢. Por otro lado,
V = gen (wy,...,wy) y v1,...,0, son lincalmente independientes, luego otra vez por el teorema
3.3.7, ¢ < p. En consecuencia, p = q. [

El ntimero de vectores en una base de un espacio vectorial es importante.

Definicion 3.3.9 SiV es un espacio vectorial que tiene una base finita, entonces la dimension
de V, denotada por dim (V'), es el nimero de vectores en cualquier base de V.. Cuando V tiene
una base finita decimos que V' es un espacio vectorial de dimension finita.

Ejemplo 3.3.10 Veamos algunos ejemplos de espacios vectoriales de dimension finita.
1. FEl espacio F" tiene dimension n. En efecto, la base candnica {eq, ..., e,} tiene n vectores.
2. Tenemos que dimF (A) = 2 para la matriz A al comienzo de la seccion.
3. Los vectores 1,x,22,... 2% de F [x] forman una base para el espacio
S=A{p(x) e Flz] : grad (p(z)) <k}
Por lo tanto, dim (S) =k + 1.
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Ya tenemos respuesta sobre la relacion existente entre dos bases en un espacio vectorial de
dimension finita. Nuestro interés ahora es abordar el problema sobre la existencia de bases en
un espacio vectorial. En esta direccion apunta el préximo resultado.

Teorema 3.3.11 Sea W un subespacio de un espacio vectorial finitamente generado V. Todo
subconjunto linealmente independiente de W es finito y puede extenderse hasta una base de W.

Demostraciéon. Por el teorema 3.3.7, todo subconjunto linealmente independiente de W es
finito. Sean wy, ..., w, vectores linealmente independientes de W. Si

W = gen (wy,...,w,),

entonces {wy, ..., w,} es la base que buscamos. De lo contrario existe w,+1 € W tal que
Wyt ¢ gen (wi, ..., wy).
Observamos que los vectores wy, . .., w,, wy41 son linealmente independientes. De hecho, si

Prwy + -+ + Bpwp + Bprawpr = 0
entonces, 3,11 = 0, de lo contrario w,; perteneceria a gen (wy, ..., w,). Luego

Srwy + -+ Brw, =0

y como wy, ..., w, son linealmente independientes, 3; = 0 para todo ¢ =1,...,p. Ahora, si

W = gen (wy, ..., Wy, Wpy1) ,
entonces {wy, ..., w,, wyt1} es la base que buscamos. Si no, repetimos el argumento para con-
struir un wyo ¢ gen (wy, ..., wp+1) tal que wy, ..., wyo son linealmente independientes. Con-

tinuando este proceso concluimos por el teorema 3.3.7 que

{wy, ..., ws}

es una base de W, para algtin p < s. ]

En particular, todo espacio vectorial finitamente generado es de dimensién finita. En reali-
dad es posible demostrar que todo espacio vectorial (no necesariamente finitamente generado)
tiene una base y cualesquiera dos bases tienen la misma cardinalidad. El lector interesado puede

consultar un libro de élgebra lineal mas avanzado para explorar estos hechos a mayor profundi-
dad.

Corolario 3.3.12 Sea W un subespacio propio de un espacio vectorial de dimension finita V.
Entonces W tiene dimension finita y dim (W) < dim (V).



ESPACIOS VECTORIALES 71

Demostraciéon. Sea 0 # w; € W. Por el teorema 3.3.11 existe una base wy, ..., w, de W.
Por el teorema 3.3.7, p < dim (V). Como W es un subespacio propio de V' existe un vector
v eV tal que v ¢ W. Luego wy, ..., w,, v son vectores linealmente independientes de V' y, por
el teorema 3.3.11, puede extenderse hasta una base de V. Esto implica que p < dim (V). ]

EJERCICIOS
1. {Cuales de los siguientes conjuntos de vectores es linealmente independiente?:

a) Los vectores (1,—2,1),(2,1,—1) y (7,—4,1) en R3;
b) Los polinomios z — 42 + 22 + 3, 2 + 222 + 42 — 1y 223 — 2 — 3z + 5 en R [z];

c¢) Las funciones senz, cosz y e* en F (R, R).

2. Siwvy,...,v, son vectores de un espacio vectorial V' linealmente independientes, demuestre
que vy, V1 + Vo, V1 + Vg + V3, ...,V + Vs + - - - + v, son vectores linealmente independientes.

3. Sea A € M,, (F) invertible. Si vy,...,v, son vectores linealmente independientes de F™,
entonces Avy, ..., Av, son también vectores linealmente independientes.

4. Si vy,...,v, son vectores de un espacio vectorial V' linealmente independientes y v ¢
gen (v, ..., v,), entonces demuestre que vy +v, v+, ..., v, + v son vectores linealmente
independientes.

5. Demuestre que los vectores (2,1,3),(2,1,0) y (1,5,5) forman una base de R3.
6. Determine si las matrices
(1 1) (0 1) (0 0) (0 0)
00)/)’\10)/)°\11)’\01
constituyen una base para My (R).
7. Sea V ={p(z) € F[z] : grado de p (z) < 2}. Demuestre que
B={l,z—1,2" -z} yB ={3,z,2° - 1}

son bases de V. Escriba cada uno de los vectores de B como combinacién lineal de los
vectores de B'.

8. Demuestre que C es un espacio vectorial sobre R de dimensién 2.
9. Determine si el conjunto
{1,1 +x, x4 a3, ™! +:.17m}

es una base para el espacio V = {p(z) € F [z] : grado de p () < m}
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10. Encuentre una base para los espacios indicados a continuacion:

CL) mxn( );

b) El subespacio de M,, () formado por las matrices diagonales;

¢) El subespacio de M,, (F) formado por las matrices triangulares superiores;
)

d) El subespacio de M,, (F) formado por las matrices simétricas.

11. Sean U y W espacios vectoriales de dimension finita. Demuestre que

a) dim (U x W) = dim (U) + dim (W) ;

b) Si U es un subespacio de V, entonces el subespacio {(u,u):u € U} de V' x V tiene
dimensién igual a dim (U).

12. Demuestre que n vectores linealmente independientes en un espacio de dimensiéon n forman
una base.

13. Demuestre que n vectores generadores de un espacio de dimensiéon n forma una base.

3.4. El rango y la nulidad de una matriz

Describimos en esta seccion métodos para encontrar una base de los subespacios
C(A),F(A),Im(A), ker(A)

asociados a la matriz A € M, (F). Para esto nos apoyamos una vez mas en la eliminacion
de Gauss-Jordan.

Teorema 3.4.1 Sea E la matriz escalonada reducida de A € My, sy, (F). Si
1<k <ky<---<k.<n

son las columnas que contienen los 1's principales de E, entonces A, ..., A forman una
) 1, ) T

base para C (A).

Demostraciéon. Afirmacion 1: las columnas E,y,. ..., E., forman una base para el sub-
espacio generado por las columnas de E. En efecto, recordamos que para todo i = 1,...,r se
cumple que E,, = e;, el vector i-ésimo vector canénico de F". En consecuencia, son linealmente
independientes. Por otro lado, dado un vector columna E,; de E, como [E];; = 0 para todo
¢ > r, entonces es claro que E,; se escribe como combinacion lineal de los vectores e;.

Afirmacion 2: los vectores Ay, ..., A, forman una base para el subespacio generado por
las columnas de A. Por el Corolario 1.4.7, existe una matriz P € M,, (F) invertible tal que
E = PA. Luego para cada j,

*J

E.; = (PA),, = PA



ESPACIOS VECTORIALES 73

Asi
T
A*j = P_IE*]‘ = P_IZOéiE*ki
i=1
T T
= Zai (P_lE*kL) = ZazA*kL
i=1 i=1
Esto demuestra que las columnas Ay, ..., A, generan el subespacio generado por las columnas
T
de A. Por otra parte, si i, ..., 3, son escalares tales que > ;A = 0, entonces
i=1
T r T
0=P0=P> BiAy,=PY B (P 'Ey)=> BiEu,
i=1 i=1 i=1
Como E,y, ..., E., son linealmente independientes concluimos que 4y =--- = 3, = 0. [ ]

Ejemplo 3.4.2 Encontremos una base del subespacio de R*

9 4 6 2 6
g 4 9 2 14
- gen o'l 4| s]|'|2]]| 2

9 9 2 2 8

Primero formamos la matriz A con las columnas dadas por lo vectores generadores de S :

2 46 2 6

6 4 2 2 14

A= 0 48 2 2

2 2 2 2 8

Vimos en el ejemplo 1.5.3 que

10 -1 0 2
01 2 0 —1

A% 100 0 1 3

00 0 0 0

Por el teorema anterior, F,, Ewo y E.y forman una base para el subespacio generado por las
columnas de E. Por lo tanto, los vectores

2

RGN
[ NI SR R ]

6
0 7
2

forman una base para S.
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Corolario 3.4.3 Sea A € M,«n (F). Entonces dimC (A) = rgo (A).

Demostraciéon. Es inmediato del teorema 3.4.1 y la definiciéon del rango de una matriz. m
Ahora pasamos a calcular una base para el subespacio F (A).

Teorema 3.4.4 Sean A, B € M,,», (F). Si A 7 B, entonces F (A) = F (B).

Demostracion. Es suficiente demostrar que si B es una matriz que se obtiene a partir de
A a través de una operacion elemental por fila, entonces F (B) = F (A). En efecto, como cada
fila B;, de la matriz B es una combinacion lineal de las filas Ay, ..., A,.. de la matriz A, es

claro que
gen (B, ..., Bms) C gen (As, ..o Aps)

Invirtiendo la operacion elemental por fila, es claro que A también se obtiene a partir de B a
través de una operacion elemental por fila. Luego, un argumento similar demuestra que

gen (Ars, ..., Aps) C gen (B, - - ., Bis)
Asi, F(B) = F (A). u

Corolario 3.4.5 Sea E la matriz escalonada reducida de A € My,xn (F). Entonces las filas dis-
tintas de cero de E forman una base de F (A). En particular, dimF (A) = rgo (A) = dimC (A).

Demostracion. Por el teorema 3.4.4, F (A) = F (E). Es claro que las filas distintas de cero
Ei., ..., E,, de E generan a F (E). Para ver que son linealmente independientes, supongamos
que

OélEl* + - F aT’ET’* = Oa

donde aq, ..., a, son elementos de F. Sean 1 < k; < ko < --- < k, < n las columnas de E que
contienen a los 1's principales. Como E,j, = e;, el vector canoénico de F, para todoi =1,...,r,
se deduce que la coordenada en la posicion k; de aq Eqy + - - - + . F,., es precisamente «;. Por
lo tanto, o; = 0 para todo i y asi, Ey,, ..., E.. son linealmente independientes. Esto demuestra
que FEi,, ..., E,, forma una base para F (E) = F (A).

La tultima parte es consecuencia del corolario 3.4.3 y del hecho que rgo (A) es precisamente
el nimero de filas distintas de cero de E. [ ]

Ejemplo 3.4.6 FEn el ejemplo 1.3.3 vimos que

246 2 6 10 -1 0 2
A 6 422114 (01 2 0 -1
0 4 8 2 2 100 0 1 3
2 2 2 2 8 00 0 0 O

Luego los vectores (1,0,—1,0,2),(0,1,2,0,—1),(0,0,0,1,3) es una base para F (A).
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Como consecuencia de los resultados anteriores llegamos al sorprendente resultado:
Corolario 3.4.7 Sea A € My, (F). Entonces rgo(A) =rgo (AT).
Demostraciéon. Claramente C (A) = F (AT). Luego por los corolarios 3.4.3 y 3.4.5,
rgo(A) = dimC (A) = dimF (A") = rgo (AT)

Veamos ahora como calcular una base para ker (A), donde A € M5, (F).

Teorema 3.4.8 Sea A € M, (F) y supongamos que A " E, donde E es escalonada reducida.

Supongamos que 1 < ki < ky < -+ < k, < n son las columnas que contienen a los 1's principales
de E. Entonces:

1. Sir =mn entonces ker (A) = {0};

2. Sir <mn entonces para cada j € J ={1,...,n} \ {k1,... k. } sea S; el vector columna de
Fn

Sj=¢;— Y [El,ex,
s=1
donde e; es el vector candnico de F". Entonces {S; : j € J} es una base de ker (A).

Demostracién. 1. Si r = n, entonces, por el teorema 1.4.5, ker (A) = {0}.

2. Sea X = (xq,... ,xn)T una solucién de la ecuacion £X = 0. Entonces
Z [E]U rj =0
j=1
paratodoi=1,...,r.

Como [E];, = d;s (delta de Kronecker), se deduce

Ty = — Z [E],; =

jeJ
para todo s = 1,... 7. Luego
n T
X = g Tje; = E xje; + E Tp, Ch,
j=1 jeT s=1
T
= > mie;— Y DBl 7| e,
jeJ s=1 LjeJ
T
= > xjle— > [El en| =Y ;8
jeJ s=1 jeJ
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En particular, para cada j € J, S; es la soluciéon obtenida al hacer x; = 1, z; = 0 para los otros
i de J y luego calculando xy,, ...,z como en el teorema 1.3.6 (parte 3). Asi, {S;:j € J} es
un conjunto generador para ker (A). Vamos a ver que también es linealmente independiente.
Observamos que [S;],, = d;; para todo 4,5 € J. Luego si Ay,..., A son escalares tales que
> A;iS; =0, entonces \; = > A;[9],, = 0 para cada i € J . Esto termina la demostracion. m

jeJ jeJ

Ejemplo 3.4.9 Encontremos una base del espacio solucion del sistema homogéneo

r4+2y—w+3z—4u = 0
20 +4y—2w—z+5u = 0
20 +4y —2w+4z—-2u = 0

Tenemos que

12 -1 3 —4 12 -1 00
2 4 -2 -1 5 ~1 00 0 10
2 4 -2 4 =2 00 0 01
En este caso ky =1, kg =4, ks =5, r =3 y J = {2,3}. Entonces
0 [ /1 0 0] —2
1 0 0 0 1
S, = o l=12lof+0lo]+0]lo]|l=] o |y
0 0 1 0 0
o) [ \o 0 1/ 0
0 [ 1 0 0\ ] 1
0 0 0 0 0
Sy = 1 {—-—1|-1]1 0 |+0f 0 |+0] O =11
0 0 1 0 0
o) | \o 0 1)) \o

y ast, {S2, 53} es una base del espacio solucion del sistema.

Definicion 3.4.10 Sea A € M« (F). La nulidad de A, denotada por nul (A), se define
como

nul (A) = dimker (A)

12 -1 3 -4

Ejemplo 3.4.11 SiA=| 2 4 -2 -1 5 , entonces se deduce del ejemplo 3.4.9 que
2 4 =2 4 =2

nul (A) = 2.

Ahora podemos demostrar uno de los teoremas importantes del algebra lineal.



ESPACIOS VECTORIALES 77

Corolario 3.4.12 (Teorema de la dimension) Sea A € Myxn (F). Entonces
rgo (A) + nul (A) = n.

Demostraciéon. Consecuencia inmediata del teorema 3.4.8. [
Recordamos ahora que dada una matriz A € M,,«, (F), la imagen de A es el subespacio de
Fm
Im(A) ={Az:z € F"}

Por el hecho de que
Az = flflA*l + QUQA*2 +--+ an*n

para todo x = (z1,. .. ,xn)T € F", se deduce que
C(A) =1Im(A)

Finalizamos esta seccion extendiendo la lista de condiciones equivalentes dadas en el teorema
1.4.5 para que una matriz sea invertible.

Teorema 3.4.13 Sea A € M,, (F). Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. A es invertible;

nul (A) = 0;

La ecuacion Ax = 0 tiene unica solucion x = 0;

Las columnas de A forman una base de F";

Las filas de A forman una base de F".

Demostraciéon. 1. = 2. Si A es invertible, entonces, por el teorema 1.4.5, rgo(A) = n.
Luego, por el Teorema de la dimension, nul (A) = 0.
2. = 3. Si nul (A) =0, entonces {0} = ker (A) = {x € F": Az = 0}.

3. = 4. Supongamos que aiA, + -+ + a,A., = 0 para escalares ay,...,q,. Entonces
Az =0, donde z = (ay, .. ., ozn)T € [F". Por hipoétesis x =0y asi, a; = - -+ = «,, = 0. Es decir,
Ay, ..., Ay son linealmente independientes. Pero n vectores linealmente independientes en F”

forman una base.
4. = 5. Si las columnas de A forman una base de F", entonces C (A) = F". Luego por el
corolario 3.4.5,
dimF (A) = dimC (A) =n

y asi F (A) = F". En consecuencia, los n vectores generadores Ay, ..., A,. de F" forman una
base de F".
5. = 1. Si las filas de A forman una base de F", entonces F (A) = F". Se deduce del corolario
3.4.5 que
n = dimF (A) = rgo (A)
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. Luego por el teorema 1.4.5, A es invertible. [

EJERCICIOS

1. Demuestre que los vectores (1,0, —i), (14,1 —14,1) y (4,4,7) forman una base para C3.

2. Encuentre una base para F (A), una base para C (A) y una base para ker (A) si

17 —6 2
A= 2 8 -2 4
25 3 4

3. Encuentre una base para el espacio soluciéon del sistema homogéneo

6r—3y+4w—3z = 0
3r+2w—3u = 0
3r—y+2w—w—-—u =

4. Demuestre que rgo (AB) < rgo(A)y rgo(AB) < rgo(B).

3.5. Coordenadas en un espacio vectorial

T . . . I
Las coordenadas de un vector = = (xy,...,x,) € F" satisfacen la siguiente relacién con
respecto a la base canoénica eq,...,e, de F" :

r=x1€1+ -+ xTHe,

Vamos a ver en esta seccion que es posible definir las coordenas de un vector de un espacio
vectorial de dimensién finita con respecto a una base dada.

Teorema 3.5.1 Sea V' un espacio vectorial con base vy, ..., v,. Entonces para cada vectorv € V
existen escalares unicos aq, . .., q, tales que v = aqvy + - - - + ARV, .

Demostracion. Como los vectores vy, ..., v, forman una base de V', todo elemento v € V'
se puede escribir como combinacion lineal de vy, ..., v,. Supongamos que

v =0yt F Uy = rog £ B

Entonces (a; — 1) vr + -+ + (n — Bn) v = 0y como los vectores vy, ..., v, son linealmente
independiente, concluimos que a; — 3; = 0 para todoi=1,...,n. [
La unicidad de los escalares o, ..., a, en el teorema anterior nos permite definir las coor-

denadas del vector v € V. Estas coordenadas dependen de la base que elijamos y también del
orden en que aparezcan los vectores de la base.
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Definiciéon 3.5.2 Sea B = {vy,...,v,} una base ordenada de un espacio vectorial V. Entonces

n

para cada v € V existen escalares inicos oy, . ..,y tales que v =Y ;. El vector coorde-
i=1

nadas de v con respecto a B, denotado por [v],, se define como

T n
v]g=(v,...,0,) €F
«; se llama la coordenada i-ésima de v, para cada v =1,...,n.

Ejemplo 3.5.3 Consideremos la base ordenada

=) ()}

1
0

de R%. Entonces para encontrar

detswtoms (1), ( 1)

(0)=1(1)+ () ()
st | ()] = (1) e
)-o(1)+()(5)

Ejemplo 3.5.4 Sea B = {vy,...,v,} una base ordenada del espacio vectorial V. Entonces para
cadat=1,...,n

] expresamos al vector ) como combinacion lineal
B

0

Por lo tanto, {( 1 )] =
0/]s

VR
-
N
—_ o ~~

[vilg = €
-
donde e; = (O, ...,0,1,0,..., O) es el vector canonico de F". En efecto,
v; =0v1 + -+ + 0vj—y + 1v; + O0vjgq + -+ - + 0w,

Teorema 3.5.5 Sea V un espacio vectorial de dimension finita con base ordenada B = {vy,...,v,}.
Entonces la funcion V. — F" dada por v ~+ [v]g, para cada v € V', es biyectiva. Ademds,

v+ wls = [v]s + [w]s

lav]g = afv]g

para todo v,w €V ya €F.
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Demostracion. La funciéon es claramente biyectiva. Supongamos que

n
V= E o;0;
i=1

y n
w = Zﬁﬂ)z
i=1
Entonces
M n o + B
wtwly = | (+B)v| = :
Li=1 B (67% + ﬁn
aq 51
= +1 1| =g+ wlg
Qi Bn
y
n Qg (651
[av]y = Z () v; = =« = alvly
=1 aoy, o,

|
Nos planteamos ahora la siguiente pregunta: sea V un espacio vectorial de dimension finita
con bases ordenadas By B, y v € V. jExiste alguna relacion entre [v]; y [v]g7

Teorema 3.5.6 Sean B = {vy,...,v,} y B ={wi,...,w,} bases ordenadas del espacio vecto-
rial V.. La matriz P € M,, (F) que tiene como columna i al vector columna [v;), es una matriz
invertible que satisface

vl = Plv]g

para todo v € V.. Ademds, P es unica con esta propiedad.

n
Demostracion. Sea v € V. Entonces existen escalares ay, ..., q, tales que v = Y o;u;.
i=1
Luego por el teorema 3.5.5,

n

[v]g = [Z aivi] = Z o; Vil = Z o; Pe; = PZ ae; = Plulg

B’ =1

Por otra parte observamos que por el teorema 3.5.5, como {vy, ..., v,} es una base de V, entonces
las columnas de P forman una base de F™ (ver el ejercicio 1 de esta seccion). Luego aplicamos
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el teorema 3.4.13 para concluir que P es invertible. Finalmente, supongamos que R € M,, (F)
satisface

[v]g = R[v]g
para todo v € V. Entonces, en particular,

P6i = P['Ui][)’ = R[Uz’]lg = R€Z‘
para todo i y asi, P = R. [

Definicion 3.5.7 Sean B y B' bases ordenadas de un espacio vectorial V. La matriz P del
teorema anterior recibe el nombre de matriz cambio de base de B a B'.

Ejemplo 3.5.8 Consideremos las bases

=={(0) ()} ve={(1)-(3)}

. . : . 1
de R%. Entonces la matriz cambio de base de £ a B tiene como primera columna a {( 0 )] Y
B

como segqunda columna a [( (1) )} . Se deduce del ejemplo 3.5.3 que la matriz cambio de base

B
de & a B es
1 0
(4 )
2 2
EJERCICIOS
1. Sea V un espacio vectorial sobre F con bases ordenadas B = {vy,...,v,} y B'. Demuestre
que {[vi]g ..., [Un]g } es una base para F".

2. Sea V el subespacio de R? que tiene como base ordenada a

1 3

B = 11,10

0 1
7
Encuentre —2
3

B

3. Sea S el subespacio de F [z]

S = {p(x) € Fla] : grad (p () < 1}
Encuentre las coordenadas de cualquier polinomio de S con respecto a la base ordenada

B={lz+1(z+1)% (@ +1° (z+1)}
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. Dadas las bases de R?

{()- (D {()(2))

Encuentre la matriz cambio de base P de £ a B, la matriz cambio de base () de B a £ y
compruebe que Q = P71,

. Considere las bases de R3

1 0 0 1 1 1
5: 0 s 1 y O yB: ]- ) ]- ) 0
0 0 1 1 0 0

Encuentre la matriz cambio de base P de £ a B, la matriz cambio de base () de B a £y
compruebe que Q = P71,

. Considere las bases B = {1,i} y C = {1+ 1,1+ 2i} del espacio vectorial C sobre R.

a) Encuentre las matrices cambio de base Py () de B a C y de C a BB respectivamente;
b) Compruebe que Q = P~L.

. Sea V' un espacio vectorial con bases B a £. Si P es la matriz cambio de base de £ a By

Q es la matriz cambio de base de B a £ demuestre que Q = P~1.

. Suponga que B y B’ son bases ordenadas de un espacio vectorial V' de dimensién finita.

Demuestre que si [v]; = [v]g para todo v € V, entonces B = B'.



CAPITULO 4
TRANSFORMACIONES LINEALES

4.1. Transformaciones lineales

Los conjuntos Rx {0} C R? y R son evidentemente distintos; el primero est4 formado por
pares ordenados de R? que tienen la segunda coordenada 0, mientras que el segundo consiste de
numeros reales. Sin embargo, como espacios vectoriales sobre R, son esencialmente los mismos.
De hecho, es posible establecer una correspondencia biyectiva entre estos dos conjuntos de
manera que las operaciones de espacio vectorial sean preservadas. Cuando esto ocurre decimos
que los espacios vectoriales son isomorfos. Precisamos mejor esta idea a lo largo de este capitulo.

Sea A € M,xn (F). Por el teorema 1.2.8, la funcion 74 : F*" — F™ definida por 74 () = Az
(x € F™), satisface las propiedades:

Talz+y) = 7a(z)+7a(y)

Ta (az) = aty(2)

para todo a € F y z,y € F". Mas generalmente tenemos el siguiente concepto fundamental del
algebra lineal:

Definicion 4.1.1 Sean V y W espacios vectoriales sobre F. Una transformacion lineal T
de V en W es una funcion T : V — W que satisface

T(z+y) = T(x)+T(y)
T(ax) = oT (z)

para todo o € F y x,y € V. Denotamos por L (V, W) al conjunto de todas las transformaciones
lineales de V- en W. Cuando V=W escribimos L(V,V) = L (V) y una transformacion lineal
de L (V) la llamamos un operador lineal sobre V.
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Un ejemplo trivial de transformacion lineal entre espacios vectoriales V' y W es la transfor-
macion nula, denotada por 0 :V — W y definida por 0 (v) = 0 para todo v € V.

Ejemplo 4.1.2 Como vimos antes, si A € My, (F), entonces 74 : F* — F™ es una transfor-
macidn lineal. Consideremos algunas matrices en Mo (R):

1 0

0 -1 ) Entonces 74 : R? — R? estd definida por

1. Reflexion respecto al eje x: Sea A =

TA ( f; ) = < _xy ) Geométricamente, T4 toma un vector de R? y lo refleja respecto al

eje .

2. Proyeccion sobre el eje x: Si P = , entonces Tp : R? — R? estd definida por

10
00
TP ( ;j ) = ( :5 ) Esto es, Tp toma un vector de R* y lo proyecta sobre el eje x.

3. Rotacion: sea 0 < 0 < 21 y consideremos la matriz
U— cos)  —send ‘
senfl  cost

[ x
St ( y ) € R? entonces x = rcosa y y = rsenc. Asi,

vl *) = cos) —sent rcosae \ [ rcos(6+ «)
y )\ senf cosf rsenae )\ rsen (04 «)
En otras palabras, la transformacion lineal 1y : R? — R? toma un vector de R? y lo rota
un dngulo 6 en sentido contrario a las agujas del reloj.

Ejemplo 4.1.3 Las siguientes funciones son ejemplos de transformaciones lineales entre espa-
cios vectoriales:

1. Sea D el subespacio de F (R, R) formado por las funciones f : R — R que tienen derivadas
de todos los drdenes y D : D — D definida por D (f) = f'. Para cualesquiera f,g €
F(R,R) y a € R tenemos que

D(f+g) = (f+9)=Ff+g=D(f)+D(9)
D(af) = (af) =af =aD(f)
2. Sea S ={f € F([a,b],R): f es continua} eZ : S — R la funcion definida por

b

1(5)= [ @s

a
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St f,g €S yaeR, entonces

(549 = [U+o)@d= [F@)+g@]ds
_ /f(x)dx+/g<x>dx=I<f>+z<g>
y b b b
T (af) =/<af> <x>da:=/af<x>da:=a/f<x>dx:az<f>

Vamos a establecer algunos hechos simples sobre las transformaciones lineales.
Teorema 4.1.4 Sea T' € L(V,W). Entonces se cumplen las siguientes condiciones:

1. T(0) = 0;

2.T(—v)=-T(v)=(-1)T (v).

Demostraciéon. Demostramos la parte 1, la segunda la dejamos como ejercicio. Tenemos
que
T0)=T((0+0)=T(0)+1T(0)

Luego sumando el inverso aditivo de 7'(0) a ambos lados de la relacion anterior obtenemos
T(0)=0. u

El siguiente resultado nos proporciona muchos ejemplos de transformaciones lineales. Ademas,
establece que una transformacion lineal T' € £ (V, W) queda completamente determinada por
los valores que toma en una base de V.

Teorema 4.1.5 Sean V,W espacios vectoriales y vy, ..., v, una base ordenada de V. Conside-
remos elementos wy, ..., w, € W. Entonces existe una tunica T € L (V,W) tal que T (v;) = w;
para todo .

Demostracion. Definamos la funcion 7' : V- — W por T (v;) = w; para cada i y extendamos
linealmente a V' por la formula

T (Z ozivi) = Z a; T (v;) .

T esta bien definida por el hecho de que cada vector de V' tiene una representaciéon tnica como
combinacion lineal de vectores de la base. La linealidad de T es clara por la forma que la
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definimos. Para ver la unicidad, supongamos que S € L (V, W) satisface S (v;) = w; para todo

7. Entonces . . . .
S (Z a,-vi) = ZaiS (v;) = Z%T (v;)) =T (Z ai”z’)
i=1 i=1 i=1 i=1

]
Ejemplo 4.1.6 Consideremos el espacio vectorial
V ={p(x) €F[z]: grad(p(z)) < k}
Y sean qy, ..., q elementos de F. Entonces existe una unica transformacion lineal T : V — F

tal que por T (z') = ay, para todo i = 0,... k. De hecho, estd definida por

k k
T <Z /5i1)5i> = Zﬁioﬁ-
i=0 i=0

Dotamos a continuacion al conjunto de las transformaciones lineales £ (V, W) de una estruc-
tura de espacio vectorial.

Definicion 4.1.7 Dadas S, T € L (V,W) definimos la suma de S y T, denotada por S+ T, a
la funcion S+ T :V — W definida por

(S+T)(z)=5(x)+T (x)

para todo x € V. Si o € F entonces la multiplicacion del escalar o por T € L(V,W), denotado
por T, es la funcion oT : V. — W definida por

(aT) (x) = aT (z)

Teorema 4.1.8 Sean V' y W espacios vectoriales sobre F. Si S, T € L(V,W) ya € F entonces
S+T yasS pertenecen a L(V,W). Mds aun, L (V,W) es un espacio vectorial sobre F con estas
OPETACIONES.

Demostraciéon. Dejamos como ejercicio al lector. [ ]
A £ (V,W) lo llamamos el espacio de las transformaciones lineales de V' en W.
Consideramos ahora la composicion entre transformaciones lineales.

Teorema 4.1.9 Sean

SeL(V,W)

TeLlL(UYV)

. Entonces
ST e L(UW).
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Demostracion. Sean a, 3 € F y x,y € U. Entonces

(ST) (ax + By) = ST (azx+ By)]

SlaT (z) + BT (y)]

aS (T (z)) + BS(T (v))
= a(ST)(z) +B(ST)(y)

]
La transformacion lineal identidad es la funcion Iy : V' — V definida por I (z) = = para
todo x € V. Es facil ver que IyT =TIy =T para cualquier T € L (V).
Al igual que las matrices, la composicion de transformaciones lineales no es conmutativa.

Ejemplo 4.1.10 Sean S :R?® — R3 y T : R® — R? los operadores lineales definidos por

T T T T
Sy =1y |vT|ly |=|=
z 0 z 0
Entonces
x T T x x x
STy | =S| 2z |=| = yTS| vy | =T| vy =10
z 0 0 z 0 0

Usamos la notacién de potencias para representar la composiciéon de un operador lineal
consigo mismo: si T € L£(V), entonces T° = I, y para un entero n > 1, T = TT" ! Las
potencias de un operador lineal si conmutan, i.e.,

T'T* = T°T" = T"**.

En el proximo resultado presentamos una lista de propiedades bésicas que satisface la com-
posiciéon de transformaciones lineales. Suponemos que los espacios de partida y de llegada son
los adecuados.

Teorema 4.1.11 Sean R, S y T transformaciones lineales. Entonces
1. (RS)T = R(ST);
2. R(S+T)= RS+ RT;
3. (R+S)T = RT + ST;

4. MRS) = (AR)S = R(AS) para todo A € F.
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Demostracién. La dejamos como ejercicio para el lector. [ ]

EJERCICIOS

. Sea U € M,, (F) invertible y considere la funcion 7' : M,, (F) — M, (F) definida por

T (A) = U'AU, para todo A € M,, (F). ;Es T un operador lineal? ;Es inyectivo? ;Es
sobreyectivo?

. Sea M € M, (F) y defina la funcion 7' : M,, (F) — M, (F) por T'(A) = AM — MA.

Demuestre que T es un operador lineal.

. Sea F : R? — R definida por F' ( ?/7 ) = zy. ;Es I una transformacién lineal?

. Encuentre un operador lineal R : R? — R? que tome un vector de R? y:

a) lo refleje respecto a la recta y = x;
b) lo refleje respecto al eje y;

¢) lo proyecte sobre el eje y.

. Sea I : R? — R? el tinico operador lineal que satisface

w(2)= () er()=(3)

Encuentre una expresion explicita para F ( :; ), donde ( :; ) € R2

. . Existe una transformacion lineal 7' : R?* — R? tal que

1 1
() (D) e[ 1) (0)
1 1

. (Existe un operador lineal T : R? — R? tal que

(L)) r(5)=() ()= ()

. Sea V el espacio de los niimeros complejos considerado como espacio vectorial sobre R.

Encuentre una transformacion lineal de V' en V' pero que no sea lineal cuando considere a
V' como espacio vectorial sobre C.
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9. Sea F' : V — W una transformacién lineal y suponga que vq,...,v, € V son tales que
F(v),...,F(v,) son linealmente independientes. Demuestre que los vectores vy, ..., v,
también son linealmente independientes.

10. Demuestre el teorema 4.1.8.
11. Demuestre el teorema 4.1.11.

12. Considere las transformaciones lineales F' : R?® — R?,G : R® — R?y H : R® — R?
definidas por

Al try+z) g TN (242
Y N r+y ’ Y1 =ave )Y
z z
X
2
il ) = (%)
z

Demuestre que F,G y H son linealmente independientes como vectores de £ (R3 R?).
13. Encuentre dos operadores lineales S, T en R? tales que ST = 0 pero T'S # 0.
14. Sea P € L (V) tal que P? = P. Demuestre que V = ker (P) & Im (P).

4.2. El nuacleo y la imagen

Una propiedad importante de las transformaciones lineales es que envia subespacios en sub-
espacios.

Teorema 4.2.1 Sea T' € L(V,W) y U un subespacio de V. Entonces
TU)=AT(u):ueU}
es un subespacio de W'.

Demostracion. Sean x,y € U y a € F. Entonces

T@)+T(y)=T(x+y) eTU)

ol (z) =T (ax) € T (U)

|
En particular, si T € L (V, W), entonces T (V'), llamado la imagen de Ty denotado por
Im (T), es un subespacio de W. Otro subespacio importante asociado a 7" es el nicleo de T
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Definicion 4.2.2 Sea T' € L (V,W). El nicleo de T, denotado por ker (T'), es el subconjunto
de V
ker (T)={veV:T(v)=0}.

Observamos que ker (1') es no vacio porque 7 (0) = 0.
Teorema 4.2.3 Sea T € L(V,W). Entonces ker (T) es un subespacio de V.

Demostraciéon. Sean x,y € ker (T') y a € F. Entonces, al ser T' una transformacion lineal,

Tx+y)=T(@)+T(y)=0+0=0

T(azx)=aT (x)=a0=0

porque z,y € ker (T'). En consecuencia, x +y y ax € ker (T). u
Ejemplo 4.2.4 Veamos algunos ejemplos.

1. Sea A € Mysn (F) y 74 € L(F™*,F™) la transformacion lineal inducida por A. Entonces

ker (ta) = {z€F":74(z) =0}
= {ze€F": Az =0}

Im(1a) = {ra(x):z€F"}
= {Az:x € F"}

Esto es, ker (Ta) y Im (74) coincide con lo que llamamos en secciones anteriores el nicleo
y la tmagen de A. Para calcular estos subespacios usamos las técnicas estudiadas en el
capitulo 1.

2. Sea D el subespacio de F (R,R) formado por las funciones f : R — R que tienen derivadas
de todos los ordenes y D : D — D definida por D (f) = f'. Entonces

ker(D) = {f€D:D(f)=0)
= {feD:f =0}
= {fe€D:f es constante}

Para decidir si una transformacion lineal es inyectiva basta con revisar el nucleo.

Teorema 4.2.5 Sea T € L(V,W). Entonces T es inyectiva si, y sdlo si, ker (T') = {0} .
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Demostraciéon. Supongamos que 7' es inyectiva y sea = € ker (T'). Entonces
T0)=0=T(x).

De aqui se concluye que x = 0y, por lo tanto, ker (T') = {0}. Reciprocamente, sean xz,y € V' y
supongamos que 1" (z) = T (y). Como T es lineal entonces

T(x—y)=0

y asi, x —y € ker (T) = {0}. Esto demuestra que x =y y T es inyectiva. [
El resultado central de esta seccion establece una relacion entre las dimensiones del ntcleo y
la imagen de una transformacion lineal definida sobre un espacio vectorial de dimensién finita.

Teorema 4.2.6 Sea T € L(V,W) y V un espacio vectorial de dimension finita. Entonces
Im (T) es de dimension finita y

dim (V') = dim [ker (T')] + dim [Im (T')]

Demostraciéon. Consideremos una base wy, ..., wy de ker (T'). Extendamos este conjunto
de vectores a una base wi, ..., wy,vy,...,v, de V. Entonces es claro que dim (V) = k + r.
Faltaria ver que dim [Im (T')] = r. Para eso demostramos que T (v1),...,7T (v,) es una base de

Im (T). Primero, si y € Im (T), entonces y = T (z) para algin x € V. Luego existen escalares
a1, ..., q (..., 0, tales que

x:a1w1+-~-+0zkwk+ﬂlvl—|—~-~—|—ﬂrvr
y como w; € ker (T') para todo i obtenemos

y = T(x)=T(qws + -+ apwi + vy + - + Groy)
= a7 (w) + -+ T (w) + BT (v1) + -+ 5,7 (vy)
= /GlT (Ul) + - +/87”T (,UT’)

Esto demuestra que 7' (vq), ..., T (v,) generan a I'm (T'). Por otro lado, si 71, . . ., 7. son escalares
tales que
T (vi) + -+ 3T (v) =0

entonces
0= VIT(U1> + "'+77‘T(Ur) :T(VIUI + "'+7rvr>

En particular, yyv1 + -+ - + .0, € ker (T') y asi, existen escalares (1, ..., (s tales que
7o+ v = Qur + -+ Gawg,

o equivalentemente,
Quy+ -+ Gewg — o1 — - — v =0



92 JUAN RADA
Pero wy, ..., wg,vy,...,v, es una base de V', por lo tanto, (; = --- =, =1 == = 0.
En consecuencia, T (vy),...,T (v,) son vectores linealmente independientes. |

En particular, si A € My, (F) y 74 € L (F™,F™) es la transformacion lineal inducida por

A, entonces

dim (F"™) = dim (ker (14)) + dim (Im (74))

0, equivalentemente,

n = nul (A) +rgo (A)

Este es el teorema de la dimension para matrices (teorema 3.4.12).

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es la siguiente.

Corolario 4.2.7 Sean V y W espacios de dimension finita tales que dim (V) = dim (W) y
T € L(V,W). Entonces T es inyectiva si, y solo si, T es sobreyectiva.

Demostracion. Por el teorema 4.2.6 sabemos que

dim (V') = dim [ker (T)] + dim [Im (T)]

Si T es inyectiva entonces ker (T') = {0} y asi, dim (W) = dim (V') = dim [Im (T)]. Se concluye
del teorema 3.3.12 que I'm (T') = W. Reciprocamente, si I'm (T') = W, entonces dim [ker (T')] = 0

y, por lo tanto, ker (T') = {0}. Esto demuestra que 7" es inyectiva. |
EJERCICIOS
x T —y+2z
. Sea T : R?® — R3 definida por T | y | = 2z +y . Encuentre una base para
z —x —2y+ 2z

ker (T') y Im (T).

. Describa explicitamente un operador lineal de R? en R? que tenga como imagen al subes-

pacio generado por (1,0, —1)T y (1,2, 2)T.
1
0 3
T (A) =AM — MA, para todo A € My (R). Encuentre una base del nucleo de T

. Sea M = ( 2 ) y considere el operador lineal 7" : My (R) — My (R) definida por

. Sean A, B € M,, (F). Demuestre que si AB = I,, entonces BA = I,,.

. Sea T : V. — W una transformacion lineal y S un subespacio de V. Demuestre (a) Si

dim (5) = 1 entonces T (S) es un punto o una recta; (b) Si dim (S) = 2 entonces 7' (S) es
un plano, una recta o un punto.

. Sea T : V — W una transformacion lineal y S un subespacio de V. Demuestre (a) Si S

es un recta arbitraria de V, entonces 7' (.S) es una recta o un punto; (b) Si S es un plano
arbitrario de V, entonces T'(S) es un plano, una recta o un punto.
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7. SeaT : V — W una transformacion lineal. Demuestre que si dim (V) > dim (W), entonces
T no es inyectiva.

8. Sea V el subespacio de F (R, R) formado por las funciones que tienen derivadas de todos
los 6rdenes y sea D™ : V' — V el operador derivada n-ésima. ;Cual es el ntucleo de D"?

9. ;Cual es la dimension del espacio S = {A € M, (F) : Tr(A) =0}?

10. Demuestre que la funcion P : M,, (F) — M,, (F) definida por P (A) = 1 (A+ AT) es
un operador lineal. Ademas, ker (P) consiste en el espacio de las matrices antisimétricas
y Im (P) el espacio de las matrices simétricas. ;Cuél es la dimension del espacio de las
matrices antisimétricas? Encuentre una base para el espacio de las matrices antisimétricas.

11. Suponga que U, W son subespacios de V.

a) Demuestre que la funcion T : U x W — V| definida por T (u,w) = u — w, es una
transformacion lineal.

b) Demuestre que dim (U + W) = dim (U) + dim (W) — dim (U N W).

4.3. Isomorfismos

Definicion 4.3.1 Un isomorfismo de V a W es una transformacion lineal T : 'V — W
biyectiva. Si existe un isomorfismo de V.a W decimos que V' es isomorfo a W y escribimos
V=W

Dos espacios isomorfos son esencialmente los mismos, lo tinico que cambia es la naturaleza
de sus elementos.

Ejemplo 4.3.2 Presentamos algunos ejemplos de isomorfismos.

1. A e M, (F) es invertible si, y sélo si, T4 : F* — F™ es un isomorfismo. Esto es conse-
cuencia del corolario 4.2.7 y el teorema 3.4.13.

2. Sea Fx {0} el subespacio de F? definido como
Fx {0} = {(x,0) : z € F}

Entonces ¢ : F — Fx {0} definido por ¢ (x) = (x,0) es un isomorfismo. Supongamos que
r,y €F ya, 0 e€F. Entonces

o(ar+Py) = (ax+ Py,0)=a(z,0)+3(y,0)
= ap(z) + By (y)

Ast, ¢ es una transformacion lineal. Ademds se verifica facilmente que @ es biyectiva.
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Si T € L(V,W) es un isomorfismo, entonces, en particular, existe la funciéon inversa 7! :
W — V tal que
TT =1y yT7'T =1y

Teorema 4.3.3 Si T € L(V,W) es un isomorfismo, entonces T1 € L (W,V) es un isomor-
fismo.

Demostraciéon. Sabemos que 7! es biyectiva. Sean w,z2 € W y o, 3 € F. Como T es
sobreyectiva, w =T (z) y z = T (y), donde x,y € V. Luego

T aw+pz) = T7'(aT (x) + BT (y)) =T~ (T (az + By))
= az+By=aol " (w)+ BT (2)

]

Como consecuencia de este resultado tenemos que la relacion es simétrica: si V' es
isomorfo a W, entonces W es isomorfo a V. Por lo tanto, a partir de ahora decimos simplemente
que los espacios V' 'y W son isomorfos. También es reflexiva porque la Iy, es un isomorfismo para

« o~

cualquier espacio V', y transitiva por el teorema 4.1.9. Deducimos que la relaciéon “ = 7 es una
relacion de equivalencia sobre el conjunto de los espacios vectoriales sobre .
Teorema 4.3.4 Sean S € L(V,W) yT € L(U,V) isomorfismos. Entonces
1. (T =T
2. ST es un isomorfismo y (ST)™ " = T—18~1;
Demostraciéon. Demostramos 2.
(ST)(T7'57") = S(TT ) S '=5I5" =1y
(TS (ST) = T (S T=T"IyT=1Iy
Luego (T'S)™' = (S~'T1). ]

Los conceptos de independencia, generacién y bases pasan a través del isomorfismo de un
espacio a otro.

Teorema 4.3.5 Supongamos que T € L (V,W) es un isomorfismo y X un subconjunto de V.
Entonces:

1. X es linealmente independiente si, y sdlo si, T (X) es linealmente independiente;
2. X genera a'V si, y sélo si, T (X) genera a W;

3. X es una base de V' si, y solo si, T (X) es una base de W.
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Demostracion. 1. Supongamos que X es un conjunto linealmente independiente y
n
Z OéiT (ZE'Z) = 0,
i=1

n
donde los a; € F y los z; € X. Como T es lineal, entonces T <Z aixi) = 0 y en consecuencia,
i=1

n
> ax; € ker (T) = {0} porque T es inyectiva. Esto implica que «; = 0 para todo i. Reciproca-
i=1
mente, supongamos que 7 (X)) es linealmente independiente. Sean 31, ..., (i escalares tales que

> Biz; = 0 para ciertos x; € X. Entonces 0 = T (Z ﬁixi) = > BT (x;) y asi, §; = 0 para
=1 i=1 i=1
todo 1.

2. Supongamos que X genera a V' y sea w € W. Entonces existe v € V' tal que T (v) = w

porque T es sobreyectiva. Sean vy, . .., 7, escalares y x1, ...z, € X tales que v = > y;x;. Luego
i=1

w=T()=T (Z %%) = Z%’T (@)

Esto demuestra que T (X) genera a W. Reciprocamente, supongamos que 7' (X) genera a W'y

sea =z € V. Entonces
i=1 i=1

para ciertos z; € X y escalares (; € F. Se deduce por la inyectividad de T" que z = Y (;z;. Asi,

=1

X genera a V.
3. Es consecuencia inmediata de las partes 1y 2. [ ]

Corolario 4.3.6 Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita sobre F. Entonces V =
W si, y sdlo si, dim (V') = dim (W).

Demostracion. Si V = W existe un isomorfismo 7" € £ (V,W). Si X es una base de V,
entonces sabemos por el teorema anterior que 7' (X ) es una base de W. Como T es biyectiva,
T (X) tiene exactamente el mismo numero de vectores que X. Por lo tanto, dim (V') = dim (W).

Reciprocamente, sean vy, ...,v, y wy,...,w, bases ordenadas de V' y W respectivamente.
Consideremos la (tnica) transformacion lineal 7" € £ (V, W) dada por el teorema 4.1.5 tal que
T (v;) = w;. Entonces T es sobreyectiva porque W = gen (wy,...,w,) C Im(T). El resultado
se deduce ahora del teorema 4.2.7. ]

Se desprende del corolario anterior que un espacio vectorial V' de dimensiéon n es isomorfo
al espacio F".
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Ejemplo 4.3.7 De hecho, si B = {vy,...,v,} es una base ordenada de V, entonces, por el
teorema 8.5.5, la funcion V. — F" dada por v ~» [v],, para cada v € V, es un isomorfismo.

EJERCICIOS
1. Sea S € L (R?) definida por S ( ?/7 ) = ( 32;:L5yy ) Demuestre que S es invertible.
T 3z
2. Sea T € L (R?) definida por T | y | = r—y . (Es T invertible? De serlo,
z 20 +y+ 2

encuentre 7.
3. Sea S € L (V) tal que S”™ = 0. Demuestre que I — S es invertible.

4. Suponga que m > ny sean T € L(R™ R™) y U € L (R",R™). Demuestre que UT no es
invertible.

5. Sea T € L(V), donde V es un espacio vectorial de dimension finita. Suponga que existe
U e L(V) tal que TU = I. Demuestre que T es invertible y 7-! = U. Por medio de un
ejemplo demuestre que el resultado no es cierto si V' no tiene dimension finita.

6. Suponga que el espacio vectorial V' es suma directa de los subespacios U y W. Demuestre
que V es isomorfo al espacio producto directo U x W.

7. Sean V' y W espacios vectoriales y sea U € L (V,W) un isomorfismo. Demuestre que
T ~» UTU™! es un isomorfismo de £ (V) en £ (W).
4.4. Matriz asociada a una transformacién lineal

En esta seccion demostramos que si V' 'y W son espacios vectoriales de dimension n y m
respectivamente, entonces £ (V, W) =2 M, x,, (F).

Teorema 4.4.1 Sean V y W espacios vectoriales sobre F de dimension n y m respectivamente.
Supongamos que B es una base ordenada de V y C es una base ordenada W. Para cada T €
L (V,W) existe una inica matriz A € M,xy (F) tal que

[T (v)]e = Alvlg (4.1)
para todo v € V.

Demostraciéon. Supongamos que B = {vy,...,v,} es una base ordenada de V. Definamos
la matriz A € My, (F) que tiene como columna i a [T (v;)],, paratodoi =1,...,n. Seav € V
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y supongamos que [v]; = (o, ..., )" . Entonces

T (Z OéiUZ‘) ] = [Z OéiT (Uz>
i=1 C i=1 c

= Z (67 [T (Ui>]c = Z oziAeZ- =A Z (6717
i=1 i=1 i=1

= Alvlg

[T ) =

Supongamos que B € M,,«, () satisface

[T ()] = Blvlg
para todo v € V. En particular, Ae; = A[v]z = B[vi|; = Be; para todo ¢ = 1,...,n, lo cual
indica que A y B tienen todas las columnas iguales. [ ]

Definicion 4.4.2 La matriz A que asociamos a la transformacion lineal T € L(V,W) en el
teorema 4.4.1 se llama la matriz de T respecto a las bases B y C. La denotamos por
A= [T]BC'

Ejemplo 4.4.3 Sea T : R? — R? el operador lineal definido por

T(i):<2ﬁgy)

Vamos a calcular la matriz [Tz, donde B = {( 1 ) , ( (2) )} . Para esto calculamos

r(1)-(2)=2(1)+(-2) ()
r(5)=( o) =2 (h) e (3)

Por otra parte,

En consecuencia,

Ejemplo 4.4.4 Sea V = {p(x) € F[z] : grado de p (z) < 2}. Consideremos las bases

B = {1,x—1,x2—x}

B = {3,z -1}
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de V' y la transformacion lineal D : V' — V definida por D (p (z)) = p' (z), la derivada de p (x).
Vamos a construir la matriz (D] gy .

D(1) = 0=0(3)+0(z)+0(z* — 1)

D(x—1) = 1:%(3)+0(x)+0(9:2—1)
1

D(z*—z) = 22—1= —5(3)—0—2(x)+0(x2—1)
En consecuencia,
o 1 _1
3 3
00 O

Teorema 4.4.5 Sean V y W espacios vectoriales sobre F de dimension n y m respectivamente.
Supongamos que B es una base ordenada de V y C es una base ordenada W. La funcion

HBC 1 L (V, W) — Minxn (F) )
definida por T ~ [T, , es un isomorfismo.

Demostracion. Sean S, T € L (V,W) y a € F. Entonces la columna i de la matriz asociada
aS+T es

[(S+T) (vi)]e =[S (vi) + T (vi)]e = [S (vi)le + [T (vi)le

y la columna i de la matriz asociada a S es

[(@5) (w)le = [@S (v3)]e = @[S (v

Luego (S + Tz, = [Slge + [Tge v [@S]ze = @ [S]ge. Esto demuestra que la funcién definida
por T' ~» [T, es lineal. Ademaés, es biyectiva. En efecto, supongamos que B = {v,...,v,} y
C={w,...,wn}. SiT € L(V,W) y [T]z = 0, entonces, por (4.1), [T (v)], = 0 para todo
v € V. Esto implica que T' = 0y, por lo tanto, la funcién es inyectiva. Para ver la sobreyectividad
sea M € M« (F) y supongamos que Me; = (14, - . - ,xmi)T para cada ¢ = 1,...,n. Definamos
Q:V — W por Q(v;) = xpwy + -+ + Tipw,, v extendamos linealmente a todo V. Entonces
Qe L(V,W)y [Qul, = Me; para todo i =1,...,n. Por lo tanto, [Q)] ;. = M. Esto termina la
demostracion. [ ]

La matriz asociada a una composiciéon de transformaciones lineales es el producto de las
matrices asociadas a cada una de las transformaciones lineales.

Teorema 4.4.6 Sea T' € L(V,W) y S € L(W,Z). Supongamos que B,C y D son bases de
VW y Z respectivamente. Entonces

[ST]BD = [S]CD [T]BC
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Demostracién. Por la relacion (4.1),

1S (w)lp = [Slep [wle
para todow € W'y

[T (0)le = [T]e [v] 8
para todo v € V. Luego para v € V tenemos que

[(ST) (W)l = [S(T(©))lp = [Slep [T (v)]
= [Slep [Tlpe [v]5
Por la unicidad, [ST)zp = [S]ep [T 5e- u
El isomorfismo dado en el teorema 4.4.5 entre los espacios vectoriales £ (V, W) y M ,xn (F)
depende de las bases elegidas B y C. Surge de forma natural la siguiente pregunta: si B’ y C’
son otras bases de V' y W respectivamente, ;qué relacion existe entre [T|z. v 1] gior?
Recordamos que si B = {vq,...,v,} v B’ son bases ordenadas del espacio vectorial V', la

matriz cambio de base de B a B’ es la matriz invertible P € M,, (F) que tiene como columna i
al vector columna [v;] 4.

Teorema 4.4.7 Sean V,W espacios vectoriales de dimension finita y T € L(V,W). Supon-
gamos que B,B’ son bases ordenadas de V' y C,C' son bases ordenadas de W. Sea P la matriz
cambio de base de B a B' y Q la matriz cambio de base de C a C'. Entonces

Tpe = QT]se P
Demostracioén. Por los teoremas 3.5.6 y 4.4.1 tenemos que
Q[T P ]y = QT ]g=QIT (W)
= [T ()
para todo v € V. Por la unicidad del teorema 4.4.1 deducimos que

Q [T]BC Pt = [T]B’C’

Ejemplo 4.4.8 Sea U : R? — R? la transformacion lineal definida por

Consideremos la base B = {(1,1,1)T,(1,1,O)T,(1,O,0)T} de R® y C = {(1,1)T,(1,—1)T}

1 -1 1 0
de R?. Un cdlculo demuestra que U],y = | —1 3 Yy [Ulge = | 1 =1 |, donde &
1 -1 0 1
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y € son las bases candnicas de R? y R3 respectivamente. Por el teorema anterior sabemos

que [Ulge = Q[Uleg P™', donde P = ( 11

1 1 ) es la matriz cambio de base de C a £ vy

1 11
Q=1 1 1 0 | esla matriz cambio de base de B a £.
100

Para simplificar la notacion, si 7' € £ (V) y B es una base ordenada de V, escribiremos [T,
en lugar de [Tz, v diremos que [T], es la matriz de T" con respecto a B.

Corolario 4.4.9 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y T € L (V). Supongamos que
B,B’ son bases ordenadas de V y P es la matriz cambio de base de B a B'. Entonces

[Ty =P[T)s P~

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata del teorema 4.4.7, tomando V =W, B =C
y B/ - C,. ]

Este resultado motiva la siguiente definicion.

Definicion 4.4.10 Sean A, B € M,, (F). Decimos que A es semejante a B si existe una matriz
invertible Q € M,, (F) tal que B = Q7 1AQ.

La relaciéon de semejanza es una relacion de equivalencia sobre el espacio M, (F) (ver ejercicio
12) y, por lo tanto, divide a M,, () en clases de equivalencia disjuntas. Se concluye del corolario
anterior que las matrices asociadas a un operador lineal con respecto a bases diferentes son
matrices semejantes. El reciproco también es cierto, es decir, si A, B € M,, (F) son semejantes,
entonces A, B son matrices asociadas a un operador lineal T' € L (V') con respecto a dos bases
de V. Ese es nuestro proximo resultado.

Teorema 4.4.11 Supongamos que A, B € M,, (F) son semejantes. Entonces existen bases B y
B’ de un espacio vectorial V de dimension finita yT € L (V') tales que [T)z = A y [T]z = B.

Demostracion. Sea V' un espacio vectorial de dimensiéon n y B una base de V. Por el
teorema 4.4.5, existe T € L (V) tal que [T]; = A. Sea Q@ € M,, (F) una matriz invertible tal
que B = Q 1AQ. Veamos que es posible construir una base B’ de V tal que la matriz cambio
de base de B a B es P = Q~!. En tal caso obtenemos que

Ty =PT,P'=Q 'AQ =B

Recordando que [] : V' — F” es un isomorfismo, consideremos la base B’ = {vy,...,v,} de V
determinada por la relacion

[vi]g = Qei

para todo 2 = 1,...,n. Entonces

Q' [v]s =€ = [vig
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para todo ¢ y, en consecuencia, Q' [v] 5 = [v]5 para todo v € V. Como P es tnica tal que

para todo v € V, concluimos que P = Q1. n
En resumen, concluimos que las diferentes representaciones de un operador lineal T € L (V)
forman una de las clases de equivalencias determinadas por la relaciéon de semejanza sobre

M, (F).

EJERCICIOS
1. Sea T : C*> — C? el operador lineal definido por T' ( ?/7 ) = ( 2 ) Considere la base

—1

B = {( i ) , ( 2. )} de C? y £ la base canodnica de C?. Calcule Tge s [T)eg s [T)ee ¥

Tlpp-
. T+ z
2. Sea T : R3 — R? el operador lineal definido por T'| y | = ( 2 — ) Considere la
z
-1 1 1
base B = 0 1 1 |, O de R? y las bases candnicas £ y £ de R? y R?
1 1 0
[T

respectivamente. Calcule [T]500 y [T]cer-

3. Sea T € L (R?®) cuya matriz en la base canénica es

2
A= 3
-1

N O W
— DN =

Encuentre una base de I'm (T') y una base de ker (T).

4. Sea M = ( :1)) Z ) y T € L (M (R)) definida por T'(A) = M A, para todo A € M5 (R).

Si B = {l11, L2, 21, Iz} es la base canénica de My (R) encuentre [T .

5. Demuestre que dim Im (T') = rgo(A) y dimker (T') = nul (A), donde T'€ L(V) y A =
[T 55 para una base arbitraria B de V.

6. Demuestre que la funcién definida por A ~~ 74 es un isomorfismo entre los espacios

vectoriales M, (F) y L (F™).
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1 1 1 1 1
7. Sea B = 1|, 1]|,]10 una base ordenada de R3 y C = ,
1 0 0 ! -
una base ordenada de R?. Considere la aplicacion lineal T : R? — R? definida por
x
T — 32
g i _(2x+y)

Encuentre:

a) [T)ger, donde € es la base standard de R? y &' es la base standard de R

b) [Tp;
¢) Matrices invertibles P, @ tales que [Tz, = Q [T)ce P71

dr —y
20 +y

={(0) ()} s={(5)-(3)}

a) Encuentre la matriz cambio de base P de £ a B, la matriz cambio de base @ de B a
£ y compruebe que Q = P71,

8. Dada T € L (R?) definida por T ( :; ) = ( ) y las bases de R?

b) Encuentre [T, , [T],; y compruebe que
[T)s=Q "' [Tl Q

donde @) es la matriz cambio de base de B a £.

x 2y + 2
9. Sea S € L (R3) definidapor S| y | = | = —4y | y considere las bases de R3
z 3T
1 0 0 1 1 1
&= o1, 1],10 y B = 11,11 1},10
0 0 1 1 0 0

a) Encuentre la matriz cambio de base P de £ a B, la matriz cambio de base @) de B a
£ v compruebe que Q = P71

b) Encuentre [T, , [T],; y compruebe que
[Ty =Q " [T]: Q

donde @ es la matriz cambio de base de B a £.
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10. Considere las bases B = {1,i} y C = {1 + 14,1 + 2i} del espacio vectorial C sobre R.

a) Encuentre las matrices cambio de base Py @) de B a C y de C a B respectivamente;
b) Compruebe que Q = P~1;

¢) Demuestre que [T]; = P~ [T, P, donde T es el operador lineal T : C — C definido
por T'(z) = Z.

11. Sea V' un espacio vectorial con bases B a £. Si P es la matriz cambio de base de £ a By
Q es la matriz cambio de base de B a £ demuestre que Q = P~1.

12. Demuestre que la relaciéon de semejanza de matrices es una relacion de equivalencia.
13. Demuestre que matrices semejantes tienen la misma traza.

14. Demuestre que matrices semejantes tienen el mismo rango.

4.5. Autovalores y autovectores

Uno de los objetivos principales de este curso consiste en estudiar los operadores lineales
definidos sobre un espacio vectorial V. Teniendo en cuenta que un operador lineal tiene distintas
representaciones matriciales, es natural elegir una base de V' de forma que la representacion
resulte lo méas simple posible. Las matrices diagonales son bastante sencillas.

Definicién 4.5.1 Una matriz D € M,, (F) es diagonal si cumple [D];; =0 para todo i # j.

Es decir, todos los elementos fuera de la diagonal son 0. Si los elementos sobre la diagonal
son [D],, = \;, para ¢ = 1,...,n, entonces escribimos

D = diag (M1,...,\n)

Presentamos en este capitulo criterios para decidir cuando existe una base B de V' tal que [T,
es una matriz diagonal.

Definicion 4.5.2 Sea V' un espacio vectorial. Un operador lineal T € L (V') es diagonalizable
si existe una base B de V' tal que [Ty es una matriz diagonal.

Ejemplo 4.5.3 Consideremos el operador lineal T € L (R?) definido por
r\ ([ 6r—y
T(y)_(3x+2y)
1 1 9 .
Entonces B = s )\ es una base de R*. Ademds,

r(5)=(5) (i) e (d)
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Por lo tanto,

y asi, T es diagonalizable.

Ejemplo 4.5.4 Sea S € L (R?) definida por

0 1
00
lizable existiria una matriz invertible Q tal que A = QDQ~, donde D es diagonal. Luego,

La matriz asociada a S con respecto a la base canonica es A = ( ) S1 S fuera diagona-
0=A%=(QDQ™")" = QD*Q™"

Pero entonces D? = 0 porque Q es invertible, y esto implica que D = 0 porque D es diagonal.
Esto implica que A =0, una contradiccion.

El problema de decidir si un operador lineal es diagonalizable es equivalente a determinar si
una matriz es semejante a una matriz diagonal.

Teorema 4.5.5 Sea V' un espacio vectorial y A € M,, (F) una matriz asociada a T € L (V).
T es diagonalizable si, y solo si, A es semejante a una matriz diagonal.

Demostracién. Sea B una base de V' tal que [T]; = A. Si T es diagonalizable, entonces
existe una base C de V' tal que [T], = D, donde D es una matriz diagonal. Por el teorema 4.4.7,

D=[T),=P[T|z P = PAP™!

Asi, A es semejante a una matriz diagonal. Reciprocamente, si A = [T]; es semejante a una
matriz diagonal D, entonces por el teorema 4.4.11, existe una base C de V' tal que [T], = D.
Esto demuestra que T es diagonalizable. [

Definiciéon 4.5.6 Decimos que la matriz A € M,, (F) es diagonalizable si existe una matriz
diagonal D tal que A es semejante a D.

Introducimos la teoria de autovalores con el fin de estudiar el problema de diagonalizacion
de una matriz.
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Definicion 4.5.7 Sea A € M,, (F). Un autovalor de A es un escalar X\ € F tal que
Ax = \x
para algin 0 # x € F". Decimos que x es un autovector de A asociado a .

7T =2
4 1

1(a)=(2)

) es un autovector de A asociado a 3.

Ejemplo 4.5.8 Consideremos la matriz A = ( ) € My (R). Entonces 3 es un autova-

lor de A porque

El vector ( ;

Teorema 4.5.9 Sea A € M,, (F). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es un autovalor de A;

2. det (AN — A) = 0.

Demostracion. Esto es consecuencia de los teoremas 3.4.13 y 2.4.7 porque A es un autovalor
de A si, y solo si, (M — A)x = 0 para 0 # x € F" si, y s6lo si, A\I — A no es invertible si, y solo
si, det (AN — A) = 0. u

Este resultado nos proporciona un método para encontrar los autovalores y autovectores
de una matriz. Si tratamos a A como una variable, entonces det (Al — A) es un polinomio en
Ay los autovalores de A son las raices de la ecuacion polinomica det (A — A) = 0. Después
de encontrar los autovalores de A encontramos los autovectores como la solucion no trivial del
sistema de ecuaciones homogéneas (A — A) z = 0. Es decir, los vectores diferentes de cero en
ker (A — A). Llamamos a ker (A — A) el autoespacio de A asociado al autovalor A.

Definicién 4.5.10 El polinomio pa = pa (z) = det (z1 — A) € F[z] se llama polinomio ca-
racteristico de A.

El hecho de que los autovalores de una matriz A se obtienen como raices de p (x) nos indica
que hay diferencias cuando tomamos F =R o F = C

0 1

Ejemplo 4.5.11 Consideremos la matriz B = ( 10

) € My (R). Entonces el polinomio

caracteristico de B es

PB=d6t<:f ;1):x2+1€R[x]

Este polinomio no tiene raices sobre R y, por lo tanto, B no tiene autovalores.
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0 1

Ejemplo 4.5.12 Consideremos la matriz B = ( 10

) € My (C). Entonces el polinomio

caracteristico de B es
X —]. 2 . .
pp=det{ | = |=w +1=(z+1i)(x—1)

En este ejemplo notamos que los autovalores de B son {—i,i}. El autoespacio asociado al

. . 1 . .
autovalor A\ = —i es el subespacio generado por el vector .| . El autoespacio asociado a

. . 1
A =1 es el subespacio generado por el vector ( ; )

El proximo resultado muestra que matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracte-
ristico.

Teorema 4.5.13 Sean A, B € M,, (F) matrices semejantes. Entonces pa = pp.

Demostracién. Sea P € M,, (F) una matriz invertible tal que B = P~'AP. Entonces
pa = det (x] — A) = det (P~" (zI — A) P) = det (zxI — B) = pp

|
En particular, matrices semejantes tienen los mismos autovalores.
Concluimos esta secciéon con un importante resultado sobre la independencia lineal de au-
tovectores.

Teorema 4.5.14 Sea A € M, (F) y A1,..., A\ los diferentes autovalores de A.

1. Si x; es un autovector asociado a \; para cadai =1, ..., k, entonces el conjunto x1, ..., xx
es linealmente independiente;

2. Sipara cada i =1,...,k, B; es una base de ker (\;I — A) entonces B =B, U---U By es
un conjunto linealmente independiente.

Demostracion. 1. Supongamos que el conjunto zy, ...,z es linealmente dependiente. En-
tonces para algin entero 1 < s < k tenemos que xy,...,x, es linealmente independiente pero
x1,...,%ss1 €s linelamente dependiente. Luego

Top1 = Ty + -+ Qg (4.2)

donde no todos los «; € F son ceros. Multiplicando ambos lados por A obtenemos

)\s—l—lxs-i-l = al)\lxl + -+ as)\sIS
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y multiplicando ambos lados de (4.2) por Asy; obtenemos
>\s+1xs+1 = >\s+10é1.§(31 +-F )\s—l—lasxs

Por la independencia lineal de x4, ...,z concluimos que o;\; = A\;41; para todo j =1,...,s.
Sea r tal que «,. # 0. Entonces a,. (A, — A1) = 0y asi A\, = A4 1, una contradiccion.
2. Vamos a demostrar que

ker (\jI —A)N[ker (ML —A)+---+ker (A\j_1] —A)] ={0}

para todo j = 2,..., k. En efecto, supongamos que = € ker (\; I —A)yz = a1+ -+ x4,
donde x; € ker (\;I — A) para todo i =1,...,j — 1. Entonces

—1 j—1

J—1
i=1

i=1

<.

=1

Se deduce de la primera parte que todos los x; son cero y, por lo tanto, x = 0.
Ahora supongamos que B; = {%;1,...,%;,} y consideremos una combinacion lineal

%1+t Tyt o Tey g Ty, = 0

Si llamamos y; = a; 121 + -+ + @, iy, € ker (M1 — A), entonces yy + -+ + yr, = 0. Sea j el
maximo entero positivo tal que y; # 0. Luego

Yi=mn+-+yj-1€ ker ()\j]—A)ﬂ [1{267”()\1]—14)—0—"'-0—/{767‘ ()\j_lf—A)] = {O}

Esto es una contradiccion. Por lo tanto, y; = 0 para todo ¢ y asf, o;; = 0 para todo 1 <1¢ <k
y 1 <t <t;. Esto termina la demostracion. ]

EJERCICIOS

2 3

1. Encuentre el polinomio caracteristico de la matriz A = ( 11

) € M, (R), los auto-

. . . . 2 3
valores y los autoespacios correspondientes. ;Qué ocurre si considera a A = ( 11 ) S
M, (C)?

2. Sea A € M, (F) una matriz triangular. Demuestre que los autovalores de A son los
elementos de la diagonal de A.

-9 4 4
3. Encuentre el polinomio caracteristico de la matriz A = -8 3 4 | € My(R), los
-16 8 7

autovalores y los autoespacios correspondientes.
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10.

11.

12.

13.

Sea T' € L (V') donde V' es un espacio vectorial de dimension n. Si T' tiene n autovalores
diferentes, demuestre que 7' es diagonalizable.

Sean A, B € M,, (F) . Demuestre que si I — AB es invertible, entonces I — BA es invertible

¥y que
(I-BA) ™ '=I+B(I-AB)'A

Concluya que AB y BA tienen los mismos autovalores.

Sea V el espacio de las funciones continuas de R en Ry T : V — V el operador lineal
sobre V' definido por

(Tf) (x) = / £ (1) dt

Demuestre que T no tiene autovalores.
Sea D € M,, (F) una matriz diagonal con polinomio caracteristico
(x—c)®  (z =)™

donde ¢y, ..., ¢, son distintos. Sea V. = {A € M, (F): AD = DA}. Demuestre que la
dimension de V es d3 + - - + d3.

. Demuestre que 0 es un autovalor de A si, y s6lo si, A no es invertible.

. Suponga que \ es un autovalor de la matriz invertible A. Demuestre que A~! es un autovalor

de AL

Suponga que v es un autovector de las matrices A, B € M,, (F). Demuestre que v es un
autovector de oA + 3B, donde o, 5 € F.

Suponga que A es un autovalor de la matriz A con autovector asociado v. Demuestre que
para todo entero n > 0, A" es un autovalor de A™ con autovector asociado v.

Sean A, B € M,, (F) tales que AB = BA. Sea A un autovalor de B y W el autoespacio de
B asociado a \. Demuestre que AW C W.

Sea T € L (V). Un autovalor de T" es un escalar A € F tal que
Tr =\

para algin 0 # x € V. Se dice que = es un autovector de 7" asociado a A. Sea A = [T, la
matriz asociada a T' con respecto a la base B. Demuestre que A € F es un autovalor de T’
si, y sOlo si, A es un autovalor de A.
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4.6. Diagonalizacion

En esta seccion establecemos la conexion entre la teoria de autovalores y el problema de
diagonalizacion.

Teorema 4.6.1 La matriz A € M,, (F) es diagonalizable si, y sdlo si, existe una base de F"
formada por autovectores de A.

Demostracion. Sea P una matriz invertible tal que AP = PD, donde
D = diag (M,..., \n) -

Por el teorema 3.4.13, las columnas de P,q, ..., P,, de P forman una base de F". Por otra parte,
un célculo simple demuestra que

AP,j = (AP),; = (PD),; = \;Py

para cada j = 1,...,n. Asi, cada P,; es un autovector asociado al autovalor \;. Reciprocamente,
supongamos que yi, ..., Y, es una base de F" formada por autovectores de A, digamos Ay, =
Ajy;. Sea P la matriz cuya columna j es el vector y;. Entonces P es invertible y para todo

j=1...,n
(AP),; = Ay; = N\jy; = (PD),

donde D = diag (A1, ..., \,). Esto demuestra que P~YAP = diag (\1,..., \,) . [ ]

Damos a continuacion un criterio tutil para decidir cuando una matriz A € M,, (F) es dia-
gonalizable, en el caso que el polinomio caracteristico py de A se expresa como producto de
factores lineales:

pa=(x—X)" - (z—X\)™ (4.3)

donde Ay, ..., \; son los autovalores diferentes de Ay my+---+my =n. Paracada j =1,... k,
recordamos que la multiplicidad algebraica de A;, que denotamos por may (1), es el nimero
m;. Esto es, may (A\;) = m;.

Es importante notar que por el Teorema Fundamental del Algebra, si tomamos F = C,
entonces cualquier matriz A € M,, (C) tiene polinomio p4 en la forma dada en (4.3).

Definicién 4.6.2 Sea A € M, (F). La dimension del autoespacio ker (A — A) asociado a un
autovalor X de A se llama la multiplicidad geométrica de \ y la denotamos por mga ().

En general, la multiplicidad algebraica y geométrica de un autovalor son diferentes.

00
10
unico autovalor de A es el cero. En este caso, dim [ker (01 — A)] = dim [ker (A)] = 1. Esto es,
mga (0) =1 75 2 =may (0)

Ejemplo 4.6.3 Consideremos la matriz A = . Entonces ®4 = 2? y, por lo tanto, el
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Teorema 4.6.4 Sea A € M,, (F) y \g un autovalor de A. Entonces mga (Ao) < maa (No).

Demostracion. Supongamos que mga (Ag) = ry sea @1, ..., Q, una base de ker (Ao — A).
Extendamos hasta una base

Qla"'aQTaQT’-‘rla"'aQn

de F" y consideremos la matriz invertible () que tiene a (); como columna j, para j =1,...,n.
Entonces

(Q_IAQ)*j =QAQ.; = QTTAQ; = Q7 NQ; = \oej

para todo 7 = 1,...,r. Por lo tanto

_ Ml B
- (5 1)

para ciertas B € M, ,,_, (F) y C € M,,_, (F). Se concluye del teorema 4.5.13 que

xr— o) I, -B

Desarrollando este determinante por las primeras m columnas obtenemos que pa = (x — \o)" |21,,—. — C|
lo cual demuestra que
maa (o) > 1 =mga (Ao)

]
Ahora estamos en condiciones de presentar un criterio para decidir cuando una matriz es
diagonalizable.

Teorema 4.6.5 Sea A € M, (F) tal que pa se expresa como producto de factores lineales.
Entonces A es diagonalizable si, y sélo si, mga (A) = maa (X) para todo X € o (A).

Demostracion. Supongamos que A es diagonalizable y sea A un autovalor de A tal que

may (A) = r. Entonces
AL, 0
_1 _ r
P AP = ( 0 B )

donde B € M,,_, (F) es diagonal y A no es autovalor de B. En consecuencia,

(0 0 »
(AI—A)_P(O Aln_r—B)P

Como matrices semejantes tienen igual rango se obtiene que

0 0
rgo()J—A):rgo( 0 M., B ) =rgo(AM,_,—B)=n—r



TRANSFORMACIONES LINEALES 111

Se deduce del Teorema de la Dimensién que
mga (A) =dim[ker (M — A)l=n—rgo(\l —A)=n—(n—r)=r

Reciprocamente, supongamos que g, ..., A; son los diferentes autovalores de A y supon-
gamos que mga (N\;) = maa (\;) para todo i. Elijamos para cada i = 1,...,k una base ; de
ker (\;1 — A). Entonces, por el teorema 4.5.14, el conjunto B = By U --- U By es linealmente

k k
independiente. Ademas, el nimero de vectores en B es > mga (A;)) = > maa(N;) = n. En
i=1

i=1 =
consecuencia, B es una base de F” formada por autovectores de A y el resultado se deduce del

teorema 4.6.1. m
211
Ejemplo 4.6.6 Sea A= 2 3 2 € M3 (R). Entonces
11 2
r—2 -1 -1
pa = det -2 -3 -2 = (z—5) (z —1)°
—1 -1 z-2

Por lo tanto, el conjunto de autovalores de A es el conjunto {1,5}, maa (1) =2 ymay (5) = 1.
Calculemos ahora las multiplicidades geométricas de los autovalores de A. Usando las técnicas
del primer capitulo tenemos

3 -1 —1 10 —1
sl—A=[ —2 2 2 ]~[01 =2 (4.4)
1 -1 3 /7 \o0oo0 o

Luego rgo (51 — A) = 2, y por el Teorema de la Dimension, mga (5) = 1. Similarmente,

1 -1 -1 11 1
U-A=[ -2 =2 =2 ]~100 0 (4.5)
1 -1 =1/ 7\o o0 o0

y ast, rgo(I — A) = 1 lo cual implica mga (1) = 2. El teorema 4.6.5 nos garantiza que A
es diagonalizable. Para encontrar la matriz P invertible tal que P~YAP es diagonal debemos
construir bases de los autoespacios ker (51 — A) y ker (I — A). De la relacion (4.4) obtenemos
que

y—2z = 0
r—z = 0
Luego la solucion del sistema homogéneo (51 — A) X = 0 wiene dada por los vectores de la
x 1 1
forma | 2x | =x | 2 |. Es decir, 2 ) } es una base de ker (51 — A). Por otra parte,
x 1 1

se deduce de la relacion (4.5) que
r+y+z2=0
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0 1
Luego el conjunto 1 : 0 forma una base de ker (I — A). La matriz invertible
—1 —1
P que buscamos es
1 0 1
P=1 2 1 0
1 -1 -1

En efecto,

AP == (Ap*l,AP*Q,AP*3> - (5P*1,P*2,P*3)
(P*17 P*27 P*3) dlag (5a ]-7 1) = sza'g (57 1a ]-)

0
Ejemplo 4.6.7 Sea B = 1 | € M3(R). Entonces
3

S O W
O W

r—3 -1 0
pp=| 0 x-3 -1 |=(x-3)°
0 0 z-3

Asi, 3 es el unico autovalor de B y mag (3) = 3. Por otro lado,

—1

3] - B = 0
0 O

o O O

En consecuencia, rgo (3] — B) =2 y mggp (3) = 1. Concluimos que la matriz B no es diago-
nalizable.

EJERCICIOS

2 9 . . r\ 6x — vy ] N
1. Sea F': R* — R* el operador lineal definido por F ( y ) = < 31+ 2 ) JEs F diago

nalizable? En caso de serlo, encuentre una base B de R? tal que [F], es diagonal.

T 2x 4y
2. Sea T : R® — R? el operador lineal definido por T | v = y—z . (Es T
z 2y + 4z
diagonalizable? En caso de serlo, encuentre una base B de R® tal que [T, es diagonal.
6 —3 -2
3. Sea A= 4 —1 -2 |.Es A semejante, sobre C, a una matriz diagonal?

10 -5 -3
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4. Sea A € Ms (R) simétrica. Demuestre que A es diagonalizable.

5. ;Bajo que condiciones es la matriz A = diagonalizable?

o O e O
o o0 OO
o O O O
o O OO






CAPITULO 5

ESPACIOS VECTORIALES CON
PRODUCTO INTERNO

5.1. Producto interno

Es nuestro interés ahora extender la geometria basica de los espacios R? y R? a espacio
vectoriales de dimensioén finita. En lo que sigue, V' es un espacio vectorial de dimension finita
sobre F, donde F =R o F = C.

Definicion 5.1.1 Un producto interno sobre V es una funcion que asigna a cada par orde-
nado z,y € V un elemento (x,y) € F que satisface las siguientes condiciones:

1. (z,y) = (y, ) para todo x,y € V;

2. (x+y,z) = {(x,2) + (y, 2) para todo x,y,z €V ;
3. (A\x,y) = Xx,y) para todo N € F y x,y € V;

4. (x,xy > 0. Ademds, (x,x) =0 si, y solo si, x = 0.

Un espacio vectorial V' junto con un producto interno definido sobre V' se llama un espacio
con producto interno.

La condicion 4 de la definicién de producto interno establece que (x, z) es un nimero real no-
negativo, aun en el caso que F = C. Por otra parte, las condiciones 2 y 3 establecen linealidad en
la primera componente. Con relacién a la segunda componente tenemos que para todo z,y, z € V
yApeF

(@, Ay + pz) = (\y + pz, @) = My, 2) + p(2,2) = Mo, y) +7(z, 2)

Veamos algunos ejemplos importantes de espacios con producto interno.
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Ejemplo 5.1.2 Los siguientes espacios vectoriales son espacios con producto interno:

a FEl espacio F™ con el producto interno

<(.f131,. . 7xn) ’ (ylv’ .- 7yn)> = ZxZE
i=1
donde (x1,...,2,), (Y1,-..,yn) € F". Este producto interno recibe el nombre de producto

interno candnico de F™.

b El espacio S = {f € F ([a,b],R) : f es continua} con el producto interno

b

(f.g) = / f(2) g (x) de

a

donde f,g € S.

¢ El espacio M, (F) con el producto interno
(A,B) =Tr (AB")
donde A, B € My (F).

d Sea
S ={(z,) € Suc(F) : x, =0 para todo n, excepto un nimero finito} .

Es facil ver que S es un espacio con producto interno
[e.e]
(), () = 2T
i=1
En un espacio con producto interno es posible definir los conceptos de norma, ortogonalidad

y proyecciones de la misma manera como se realiza en los espacios conocidos R? y R3.

Definicion 5.1.3 Sea V' un espacio con producto interno. La morma de un vector v € V,
denotado por ||v||, estd definida como

[0l = v/ {v, )
Teorema 5.1.4 Sea V un espacio con producto interno. Si x,y € V. y XA € F, entonces

1. ||z|| > 0. Ademds, ||x|| =0 si, y sdlo si, x =0;

2 el = [AHl
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Demostracion. Demostramos 2. Si z € V y A € F entonces
IAz]|* = (ha, Az) = AX (z,2) = [A]” {z, 2)
Ahora tomamos raiz cuadrada en ambos miembros de la igualdad. ]

Definicion 5.1.5 Sea V' un espacio con producto interno. Los vectores x,y € V son ortogo-
nales si (x,y) = 0.

En la definicion anterior no importa el orden de los vectores porque (x,y) = 0 si, y solo si,
(y, ) = 0, tomando en cuenta que (z,y) = (y, z). El vector 0 es ortogonal a todo vector v € V :

(0,v) = (0 +0,v) = (0,v) + (0, v)

Por lo tanto, (0,v) = 0 para todo v € V. De hecho, es el tinico con esta propiedad (ver Ejercicio
9).

Teorema 5.1.6 (Teorema de Pitdgoras) Sea V' un espacio con producto interno. Si x,y € V
son ortogonales, entonces

2 2 2
[z +ylI” = ll=l]” + llyll
Demostracion. Si z,y € V son ortogonales, entonces (z,y) = 0. Luego

lz+yl* = (z+yz+y)
2 2
= =l + (z,9) + (v, 2) + |y
2 2
]+l

]
Consideramos ahora el concepto de proyecciéon de un vector sobre otro en un espacio con
producto interno V.

Teorema 5.1.7 Sean x,y € V yy # 0. Fxiste un unico vector p € V que es un multiplo escalar
de y y que es ortogonal a x — p.

Demostracion. Sea p = %y. Entonces

(x,9)°  (zy)?
2 P
[yl lyll

Para ver la unicidad, supongamos que Ay es ortogonal a x — Ay. Entonces 0 = (x — Ay, y) =

(z,y) — X||y|?, de donde deducimos que A = Tf; ﬁg? y, €n consecuencia, \y = p. ]

(z —p,p) = (z,p) — |Ip|* =

Definicion 5.1.8 Sea V' un espacio con producto interno, x,y € V yy # 0. El vector p = m

recibe el nombre de proyeccion de x sobre y. El escalar TIUZIIQ se llama el coeficiente de

Fourier de x con respecto a y.
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Teorema 5.1.9 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea V' un espacio con producto interno. Si
x,y € V, entonces

(=, )] < [zl lyll- (5.1)

La igualdad se satisface si, y solo si, uno de los vectores x,y es un multiplo escalar del otro.

Demostracion. Si y = 0, entonces ambos lados de la desigualdad (5.1) son iguales a 0. Asi
suponemos que y # 0. Sea p la proyeccion de z sobre y. Entonces x = p + (x — p) donde p y
x — p son ortogonales. Se deduce del Teorema de Pitédgoras que

2 2 2 2
lz|* = llplI” + [z = plI” = [Pl
<$7y> |<l’,y>|2 2 |<Zl§',y>|2
= = lyll” = ——%— (5.2)
Iy II* lylI* ly|I?

Multiplicando ambos lados de la desigualdad por ||y||2 y luego tomando raiz cuadrada se obtiene
la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para ver la segunda parte notamos que (5.1) es una igualdad si, y solo si, (5.2) es una
igualdad. Esto ocurre si, y s6lo si, ||z — p|| = 0, o equivalentemente, = es un multiplo escalar de
Y. ]

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a los espacios con producto interno del Ejemplo
5.1.2 obtenemos

1

n 2 n 2
| < (; |x2\2) <; \yi|2) , para todo z;,y; € F, i =1,...,n;

Jun

b 2 /b 3
< (f [f (:c)]2d:c) (f g (2)]? dm) , para toda las funciones continuas

a

3. |Tr(AB")| < [Tr (AA*)]% [Tr (BB*)]%, para todas las matrices A, B € M,, (F);

1 1
00 o0 2 oS 2
Y| < (Z |xz\2) <Z \yl|2) , para todas las sucesiones (z,), (yn) € Suc (F) tales
i=1 i=1 i=1

que z,, =0y y, = 0 para todo n excepto un nimero finito.

4.

Teorema 5.1.10 (Desigualdad triangular) Sea V' un espacio con producto interno. St x,y € V,
entonces ||z +y|| < |||l + ||lyll. La igualdad se cumple si, y solo si, uno de los vectores x,y es
un maltiplo no negativo del otro.
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Demostracion. Si z,y € V, entonces se obtiene de la desigualdad de Cauchy-Schwarz que

lz+yl* = (z+y.z+y)

2l + (z, y) + (y,2) + ||y
z)1* + (2, y) + (@, y) + [lyl®
= |lz|* + 2Re (z,y) + Iyl
)1 + 2 (2, m)] + Iyl
)1+ 2 (||| yll + Iyl
(Nl + llyl)?

Tomando raiz cuadrada ambos lados obtenemos la desigualdad triangular.
La igualdad ocurre si, y sélo si,

IAINA

2 2 2 2
2l + 2 €z, y) + [lyll” = [l + 2 [z lyl] + llyll

o equivalentemente, (z,y) = ||z| [|y||. El resultado es consecuencia del teorema anterior. ]

EJERCICIOS

1. Compruebe que los espacios vectoriales dados en el ejemplo 5.1.2 son espacios con producto
interno.

2. Considere el espacio C* con el producto interno canénico y los vectores x = (1 + 14, 3i, 3 — 21, 5)
yy = (3,4—1,0,2i). Calcule (z,y),[lz[| vy ||yl

3. Considere el espacio Myy3 (R) con el producto interno
(A,B) =Tr (BT A)
donde A, B € Myy3 (R). Sean
a=(155) =i 5)ve=(337)
Calcule (24 + 3B,4C) , | Al y ||B]|-
4. Demuestre que si = (z1,72) y ¥ = (y1,¥2) son elementos de R?, entonces
(,y) = 2191 — T1y2 — Tay1 + 3T2y2
define un producto interno sobre R2.

5. Demuestre que si V' es un espacio sobre R con producto interno, entonces, para todo
r,yeV

(@,y) =7 (le+yl” = llz —yII*)

A~ =
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10.

11.

12.

13.

14.

. Demuestre que si V' es un espacio sobre C con producto interno, entonces, para todo
r,y eV
1 2 2 l 2 2
(@9) =7 (lz +9lI” = llz = yII") + 7 (e + iy " = e = iy|")
Sea V' un espacio sobre R con producto interno. Demuestre que dados =,y € V
a) |[z]| = [ly| si, y s6lo si, (z +y,z —y) = 0;
2 2 2 . i
b) |z +yll” = [lz[I” + llyllI” si, y solo si, {z,y) = 0.
Demuestre por medio de contraejemplos que las afirmaciones anteriores no son ciertas
para C2.
En el espacio C? con producto interno canénico calcule el coeficiente de Fourier y la
proyeccion de (3 + 4i,2 — 3i) sobre (5 + 1, 2i).
Sea V' un espacio con producto interno. Demuestre que si (u,v) = 0 para todo v € V,
entonces u = 0.
Sea V' un espacio con producto interno y x,y € V. Demuestre que x = y si, y solo si,
(z,z) = (y, z) para todo z € V.
Sea V' un espacio vectorial con producto interno y B = {vy,...,v,} una base de V.
Demuestre que si aq, ..., a, son escalares de I, entonces existe un tnico v € V tal que
(v,vj) = aj para todo j =1,...,n.
Sea V' un espacio vectorial sobre F con producto interno. Demuestre la ley del paralelo-
gramo:
2 2 2 2
e +yl” + [z —ylI” = 2|z + 2yl
Sea V' un espacio con producto interno. Definimos la distancia entre los vectores x y y
en V por
d(z,y) =z -yl
Demuestre que
a) d(z,y) = 0;
b) d(x,y) =0si, y solo si, z = y;
¢) d(z,y) =d(y,z);
d) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y)
Sean vy, ..., v, vectores mutuamente ortogonales y tales que ||v;]| # 0. Sea v € V' 'y «; el

coeficiente de Fourier de v con respecto a v;. Demuestre que

a) v— > a;u; es ortogonal a cada uno de los v;;
b) lv—=">" auus|| < |lv = > Bivs|| para todo 5; € F.



ESPACIOS VECTORIALES CON PRODUCTO INTERNO 121

5.2. Bases ortonormales

Si V' es un espacio vectorial y vy, ..., v, es una base de V| entonces, para cada vector v € V'
existen escalares tnicos aq, ..., a, tales que

V= QU] + -+ v,

El procedimiento para calcular los escalares resulta en general complicado. Por ejemplo, si los
vectores vy, ..., v, forman una base de R", entonces debemos resolver la ecuaciéon Ax = v, donde
A es la matriz (invertible) cuya columna j es el vector v;. La solucion de esta ecuacion viene
dada por x = A~'v, por lo tanto, debemos calcular la inversa de la matriz A de tamaifio n x n.
En esta secciéon construimos bases para espacios con producto interno que, entre otras cosas,
facilitan este célculo.

Definicion 5.2.1 Sea V' un espacio con producto interno. Un conjunto de vectores vy, ..., vy
de V es ortogonal si (v;,v;) = 0 para todo i # j. Si ademds cada uno de los vectores tiene
norma 1, entonces los vectores vy, ..., v, son ortonormales.

Ejemplo 5.2.2 Los siguientes conjuntos de vectores son ortonormales en el espacio indicado:

1. Los vectores ey, ..., e, de F™ con el producto interno usual;

2. Las funciones \/%, VR se\’/@w, T C‘z;%”” son ortonormales en el espacio

™

S={feF(0,2n],R) : f es continua}

con el producto interno

<f,g>:/f<x>g<x>da:

3. Las matrices simétricas Iy, ..., L, con el producto interno dado por la traza.
Teorema 5.2.3 Sea V un espacio vectorial con producto interno y uy, ..., u, un conjunto de
vectores ortogonales diferentes de cero de V. Entonces los vectores uq, . ..,u son linealmente
independientes.

Demostracion. Supongamos que
aquy + -+ opug, =0
donde ay, ..., ax pertenecen a F. Entonces para cada j =1, ...,k tenemos que
0 = (0,u;) = (qug + - - - + agug, u;)
= ay (U, u;) + - -+ oy (ug, uy) = a; (uj, uj)

Como u; # 0 se obtiene que (u;,u;) > 0y, en consecuencia, a; =0 paratodo j =1,...,k. =
En el siguiente resultado presentamos un método facil para encontrar las coordenadas de un
vector que se escribe como combinacion lineal de vectores en un conjunto ortonormal.
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Teorema 5.2.4 Sea V' un espacio con producto interno. Si v € V' es una combinacion lineal
de los vectores ortonormales uy, . .., ux, entonces

1.v=(v,ur) us + - -+ (v, ug) ug;
2 2 2
2. l|” = [{v,un)|” + - + [{v,up) |

Demostracion. Sea v € V' y supongamos que existen escalares aq, .., a pertenecientes a IF
tales que
V= QqUl + -+ ogUg

Tomando el producto interno ambos lados con u; obtenemos
(v,u;) = (ug + - - + agug, u;) = aj (U, u;) = a;
Ademas, por el Teorema de Pitagoras,

lol* = flarus + -+ arul|* = fowwl|* + - + [l
o [* flun|” + -+ o [lue” = o[ + -+ e

= (v, un)* + -+ v, w)

[ ]

La pregunta que nos planteamos ahora es ;Cuando existen bases ortonormales en espacios

con producto interno? El siguiente teorema es crucial en este sentido porque produce un algo-

ritmo que permite convertir vectores linealmente independientes en vectores ortonormales que
generan exactamente el mismo subespacio.

Teorema 5.2.5 (Gram-Schmidt) Sean vy, ..., vy vectores linealmente independientes en un es-
pacio con producto interno V. Entonces existen vectores uy, . .., ux ortonormales de V tales que
gen (v, ..., vp) = gen (ug, ..., ug).

Demostracion. La demostracion es por induccion sobre k. Si k = 1, entonces v; # 0y

tomamos u; = ”5—1” Supongamos que el resultado es cierto para k£ > 1. Sean vy, ..., Uk, Upiq
vectores linealmente independientes. Como vy, ..., v, son vectores linealmente independientes,
existen vectores uq, . .., ug ortonormales de V tales que gen (vy,...,vx) = gen (uq, ..., u;). Con-
sideremos el vector de norma 1
U1 — (Ukg1, ur) ur — -+ — (Upgr, ug) Uy,
Uk+1 =
k1 — (Urr, wr) ur — -+ - — (Uipr, wr) ug|
En primer lugar notamos que el denominador de esta expresion es diferente de cero, de lo
contrario, viy1 € gen (uq, ..., ux) = gen (vy,...,v;) pero esto no es posible por la independencia
lineal de los vectores vy, ..., vk, Upy1. Por otra parte, para cada j =1,...,k
. Vg1 — (Upy1, Un) Uy — -+ — (Vpy1, Ug) Uy,
<uk+17uj> - s Uy
k1 — (Urpns wr) us — -+ = (Ui, wp) gl

_ <'Uk+1> uj> - <Uk+la u]) =0

Hvk+1 - (Uk+1,U1> Uy — - — <Uk+lauk> Uk“ B
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lo que demuestra que los vectores uq, ..., us; son ortonormales. Ademas,

Ukt € gen (U, . .., Ups1)

y, por lo tanto,
gen (vi,...,ve41) C gen (U, ..., Upp1)

Esto, junto con el hecho de que
dim [gen (v1, ..., vps1)] = dim [gen (u1, ..., Upy1)]
nos lleva a la conclusiéon de que
gen (vy, ..., Ugsr1) = gen (ug, ..., Ugs1)
]

Corolario 5.2.6 SiV es un espacio vectorial de dimension finita con producto interno entonces
V' tiene una base ortonormal.

Demostracion. Seleccionamos una base vq,...,v, de V. Por el teorema anterior existen
vectores ortonormales uq, ..., u tales que
gen (ug, ..., up) =gen(vy,...,vx) =V
Se deduce del teorema 5.2.3 que uq, ..., u; es una base ortonormal de V. [
1 ; Uk

Ejemplo 5.2.7 Aplicamos el proceso de Gram-Schmidt a la base {1,z,2*} del espacio de poli-
nomios de grado < 2 con coeficientes reales y el producto interno

(p,q) = /p(fc)q(fc) dx

para obtener la base ortonormal

uy = 1
1
x—ofxda: 1 s .
2
Uy = ] = —1 =2 3(17 )
el T 2
0

1 1
1? — [2%dr —12(z = 1) [2? (v — L) du
0 0

us =

1 1
xz—fx2dx—24(x—%)fx2(x—
0 0

2 1
—T+g 1
;i_ﬁ_ﬁ_:6¢gge_z+_)

|22 =z + 5]l 6
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Definicion 5.2.8 Sea V' un espacio con producto interno. St .S es un subconjunto de V, entonces
el complemento ortogonal de S, denotado por S+, lo definimos como

St={veV:(v,s)=0 para todo s € S}

Es un ejercicio facil demostrar que para cualquier subconjunto S de V', el complemento
ortogonal S+ es un subespacio de V.

Ejemplo 5.2.9 En R? con el producto interno usual, el complemento ortogonal de la recta
gen (u), donde 0 # u € R?, es la recta gen (v), donde v es un vector de R? diferente de cero tal
que (u,v) = 0.

Teorema 5.2.10 Sea V' un espacio de dimension finita con producto interno. St U es un sub-
espacio de V, entonces V =U ® U+.

Demostracion. Sea uq,...,u; una base ortonormal de U. Para cada v € V definamos el
elemento
U= (v,u)u; + -+ (v,up)u €U

Entonces v =7+ (v — 7). Ademas, para cadai=1,...,k
(v=T1,u;) = (v,u;) — (U, u;)
= (v,u;) — ((v,u1) ug + - - - + (v, ug) ug, u;)
= (v,u;) — (v,u;) =0

En consecuencia, v — 7 € UL. Por otra parte, si x € UN UL entonces 0 = (z,z) v, por lo tanto,
x = 0. Esto demuestra que U N U+ = 0. [

EJERCICIOS
1. Encuentre una base ortonormal para el subespacio W de R* generado por los vectores

(1,1,1,1),(1,1,2,4),(1,2,—4,-3)

2. Considerando a C? con el producto interno canénico, encuentre una base ortonormal para
el subespacio generado por (1,0,7) y (2,1,1 4+ 1).

3. Encuentre una base ortonormal para el espacio de soluciones del sistema homogéneo

3r—2y+w+z = 0
r+y+2z = 0

4. Sea V ={f (z) € Rlz] / grado de f (z) es menor o igual a 3} con el producto interno

(r9)= [ 1@ 9@ dr
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a) Halle el complemento ortogonal del subespacio W de V' formado por polinomios de
grado 0;

b) Aplique el proceso de Gram-Schmidt a la base {1, z, 2%, x3}.

5. Considere el espacio M,, (C) con el producto interno
(A,B) =Tr(AB")

Halle el complemento ortogonal del subespacio W de M,, (C) formado por las matrices
diagonales.

6. Sea V un espacio con producto interno y B = {vy,...,v,} una base ortonormal de V.
Demuestre que para vectores x,y € V

n

<Z’,y> = Z <JI,’Uk> <y7vk>

k=1

5.3. Operadores lineales

Comenzamos esta secciéon introduciendo el concepto de adjunto de un operador lineal sobre
un espacio con producto interno. Dado T" € £ (V'), para abreviar escribimos Tz en lugar de
T (z), donde x € V.

Lema 5.3.1 Sea V' un espacio con producto interno y B = {vy,...,v,} una base ortonormal
deV.S5iTeL(V)yA=I[T|z, entonces, para todo 1 <i,j <n

[A],; = (Tv;,v)

v

Demostracién. Por la parte 1 del teorema 5.2.4, Tv; = (Twj,v1) vy + -+ - + (Tvj, vy) Uy
Luego
.
A*j = [T'Uj]B = ((T’Uj, U1> yee ey <TUj, 'Un>)
ASi, [A] L= <T’Uj, Ui)- |

v

Teorema 5.3.2 Sea V' un espacio con producto interno de dimension finita y T € L (V).
Entonces existe un unico operador lineal T* € L (V') que satisface

(T'z,y) = (z,T"y)
para todo x,y € V. Ademds, para cualquier base ortonormal B de V' se cumple

[T*]B = [T]Z
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Demostracién. Sea B = {vi,...,v,} una base ortonormal de V' y A = [T']5. Por el teorema
4.4.5 existe T* € L (V) tal que [T%]z; = A*. Se deduce del teorema anterior que

(A, = (Tvj,v;) v [A"],: = (T, v;)

ij ij
Luego para todo 1 <1i,7 <n

(vi, Tv;) = (T*v;,v;) = [A*],; = [A]; = [A];; = (Tvi, v)

J

Se deduce de aqui que (T'z,y) = (x,T*y) para todo =,y € V.
Supongamos que R € L (V) satisface (T'z,y) = (x, Ry) para todo z,y € V. En particular,

(Rvj,vi) = (vi, Bug) = (T'vi, v5) = (v, Tvi) = (T"0;,0)
Luego [R]; = [T%]z vy, en consecuencia, R = T™. u

Definicion 5.3.3 El operador lineal T* € L (V') del teorema anterior recibe el nombre de ope-
rador adjunto de T'.

Ejemplo 5.3.4 Encontremos el adjunto del operador lineal T : C* — C? definido por

x 20+ (1 —1)y
Ty | = (34 2i)x — 4diz
z 2ix 4+ (4 —3i)y — 3z

Si € es la base candnica de C3, entonces

2 1-i 0 2 3-2 -2i
M= 3+2 0 —4i | yTi=|1+i 0 443
2%  4-3i —3 0 4 -3

Por lo tanto, T* : C> — C3 estd definido por

T 20 4 (3 —2i)y — 2iz
™"ly |= QA+d)z+(4+30)z
z diy — 3z

El siguiente teorema contiene las propiedades basicas del adjunto de un operador lineal.

Teorema 5.3.5 Sean R,S operadores lineales sobre el espacio con producto interno V' de di-
mension finita. Entonces

1. (R+5S) =R+ 5%
2. (aR)" = aR*;
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3. (RS)" = S*R*;

4 (R*)" =R;

5. 8i R es un isomorfismo, entonces (R™1)" = (R*)™".
Demostracion. Demostramos 1. Sean z,y € V. Entonces

(R+S)z,y) = (Rr+ Sz,y) = (Rr,y) + (Sv,y) = (z, R'y) + (v, S"y)
= (z,R'y+ S"y) = (z,(R" + 5)y)

Por lo tanto, (R + S)" = R* + S*. |
Sabemos que si By C son bases del espacio vectorial V' 'y T" € £ (V') , entonces existe una
matriz invertible P, la matriz cambio de base de B a C, tal que

[T = p [Tl P
Esto nos llevo a considerar la relacion de semejanza sobre M,, (F) :

A es semejante a B < B = P 'AP

donde P € M,, (F) es una matriz invertible. Veamos ahora qué ocurre si suponemos ademéas
que By C son bases ortonormales de un espacio con producto interior V. Si B = {vy,...,v,},
entonces recordamos que la columna j de P viene dada por [v;]., la coordenada de v; con
respecto a la base C. Esto es,

[wile = (v, w1,y (v, w,) T

donde C ={wy,...,w,}. Luego la fila i de P* es ((vi, wy), ..., (v, wn>> y, por lo tanto,
(PPl = (vi,wi) (vj, wi) + -+ (vi, wy) (v, Wy)
Vz, (Ui, wi) wi) + -+ -+ (Vg (Ui, Wy) Wy)

(
(

= (vj, (vi, w1) w1 + -+ + (Vg Wy) Wy)
(

En consecuencia, P*P = I,,.

Definicién 5.3.6 Una matriz U € M,, (F) es unitaria si U'U = I,. Si UTU = I,, decimos
que U es ortogonal.

Es claro que si U € M, (R), entonces U* = U y asf, matrices unitarias y ortogonales
coinciden.
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Teorema 5.3.7 Sea U € M,, (F). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. U es unitaria ;

2. U es invertible y U~ = U*;

3. U* es unitaria;

4. Las columnas de U forman una base ortonormal de F™;
5

. Las filas de U forman una base ortonormal de F";

Demostraciéon. 1 = 2. Si U es unitaria, entonces U*U = [,,. Luego por el ejercicio 4,
UU* = I,,. En consecuencia, U y U* son invertibles y U* = U~

2 & 1. Es claro.

1 & 3. Esto es consecuencia de U** = U y la equivalencia U*U =1 & UU* = I.

1 < 4. El elemento ij de la matriz U*U es

[U*U]ij = (U"),. (U)*j = (U)*Z (U>*j

Por lo tanto, U*U = I si, y solo si, (U) v (U)*j = 0;;, donde 0;; es el delta de Kronecker.

3 < 5 Es similar. m

Tenemos también una version de este teorema para matrices reales ortogonales sustituyendo
unitaria por ortogonal, U* por U' y F" por R".

Como vimos antes, si By C son bases ortonormales de V' 'y T € £ (V') , entonces

[T]B = P* [T]CP

donde P es una matriz unitaria. Esto sugiere introducir una nueva relaciéon de equivalencia sobre

M, (F).

Definicion 5.3.8 Sean A, B € M, (F). Decimos que la matriz A es unitariamente equiva-
lente a la matriz B si existe una matriz unitaria U € M, (F) tal que B = U*AU. Decimos que
A es ortogonalmente equivalente a B si existe una matriz O ortogonal tal que B = O AO.

Por el teorema anterior y el hecho que producto de matrices unitarias (resp. ortogonales) es
unitaria (resp. ortogonal) (ver ejercicio 6), se deduce que las equivalencias unitaria y ortogonal
son relaciones de equivalencia.

Demostramos que las matrices asociadas a un operador lineal con respecto a dos bases
ortonormales son unitariamente equivalentes. El reciproco también es cierto, como vemos en
nuestro proximo resultado.

Teorema 5.3.9 Sean A, B € M,, (F). Las matrices A y B son unitariamente equivalentes si,
y solo si, A y B son matrices asociadas a un operador lineal de L (V') con respecto a dos bases
ortonormales de V.
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Demostracion. Una de las implicaciones ya fue demostrada. Supongamos que U es una
matriz unitariay B = U*AU. Sea B = {vy,...,v,} una base ortonormal de un espacio vectorial
Viy T eL(V)tal que [T]z; = A. Por el teorema 4.4.11, la base C = {wy, ..., w,} que satisface

[wi]s =Ue;

para cada ¢ = 1,...n, cumple con [T|, = B. S6lo debemos demostrar que C es una base
ortonormal de V. Para cada 7 tenemos que

w; = U101 + U2; V2 + -+ Un;Up,

donde Ue; = (uy;, Ui, - .., Up;) es la columna ¢ de la matriz unitaria U. Luego al ser B una
base ortonormal de V' se deduce que

wszj <§ UmUImE uljvl> E uT‘ZuTj U*Z7U*j>

Como U es unitaria, se deduce del teorema 5.3.7 que {U,1, ..., U.,} es una base ortonormal de
F™. En consecuencia, C es una base ortonormal de V. [
El resultado para equivalencia ortogonal es similar.

Teorema 5.3.10 Sean A, B € M,, (R). Las matrices A y B son ortogonalmente equivalentes
st, y sdlo si, A y B son matrices asociadas a un operador lineal real de L (V') con respecto a dos
bases ortonormales de R".

Demostracién. Dejamos la demsotracion al lector. ]
Definicion 5.3.11 Sea T' € L (V). Decimos que T' es unitario si TT* =TT = Iy.

Demostramos en nuestro proximo resultado que en el isomorfismo £ (V) — M,, (F) definido
por T~ [T'] 4, los operadores unitarios se corresponden con las matrices unitarias.

Teorema 5.3.12 Sea T' € L (V) y B una base ortonormal de V. T es unitario si, y sdlo si,
[Tz es unitaria.

Demostracién. Si T es unitario entonces 17" = T*T = Iy,. Luego por el teorema 5.3.2,
(T[] = [T [T7]5 = [TT"]g = lv]s =1

Luego, [T'|4 es unitaria. Reciprocamente, supongamos que [T']; es una matriz unitaria. Entonces,
de nuevo usando el teorema 5.3.2 obtenemos

[TT"]5 = [T)g[T"]g = T[T = I = [Ivlg

En consecuencia, TT™* = Iy, y asi, T es un operador unitario. [
Finalizamos esta seccién con una caracterizacion de los operadores unitarios.
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Teorema 5.3.13 Sea V' un espacio con producto interno de dimension finita y T € L (V). Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. T es un operador unitario;

2. T envia bases ortonormales en bases ortonormales;
3. ||Tx|| = ||z|| para todo x € V;

4. (Tx,Ty) = (x,y) para todo z,y € V.

Demostracién. 1 = 2 Primero que todo observamos que si 7' es unitario, entonces 1" es
inyectiva. En efecto, si Tx = 0, entonces (z,z) = (T'x,Tx) = 0 lo que implica z = 0. Se deduce
del corolario 4.2.7 que T es un isomorfismo. Luego si B = {vy,...,v,} es una base ortonormal de
V, entonces por el teorema 4.3.5, {Tv1,...,Tv,} es una base de V. Falta ver que es ortonormal.
Pero esto se deduce del hecho de que T" es unitario: para todo i, j tenemos

<TU,’,TUJ'> = <’UZ',T*TUJ'> = <UZ','U]'> = 52']'
2 = 3 Supongamos que {vy, ..., v,} y {Tv1,...,Tv,} son bases ortonormales de V. Entonces
para todo 7, j
<Ui7 Uj> = 52']‘ = <TUZ',TUj>

Luego, si « € V entonces x = Y yv; v asi

|Tz||> = (Tx, Tx) <Z a; Ty, Za]ij> Za a; = (z,2) = ||z]|?
3 = 4 Sean z,y € V. Entonces

(T'(z+y),T(x+y) =(z+yz+y)

lo que implica
(T'z,Ty) + (Tz, Ty) = (z,y) + (z,y)

De aqui se deduce que Re ((T'xz, Ty)) = Re ({(x,y)). Por otra parte,

(I'(z+iy), T (z +iy)) = (z +1iy,z + iy)
Luego

y, €N consecuencia,

Im ((Tx, Ty)) = Im ((z,y))
4 =1 Sea x € V. Entonces para todo y € V tenemos
(I"Tx —x,y) = (I"Tz,y) —(z,y) = (Tz,Ty) — (z,y)

Por lo tanto, T"Tx = x. [
Se desprende de este teorema que un operador unitario 7" preserva las distancias:

[Tz =Tyl = |z -yl

para todo x,y € V. Por esta razon, T' se también recibe el nombre de isometria.
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EJERCICIOS
1. Encuentre la matriz cambio de base de

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a {(%o ;—%) ,(0,1,0), (O,O,i)}

en C3. Verifique que la matriz obtenida es unitaria.

2. Encuentre el adjunto de cada uno de los operadores lineales siguientes:

x 3r + 4y — 5z
a) S:R®— R3 definidopor S| vy | =| 20 —6y+72 |;
z S5t — 9y + 2
x 20+ (1—1d)y
b) T:C?® — C? definidopor T [ y | = (34 2i)x — 4diz
z 2ix + (4 —3i)y — 3z

3. Sea V ={f(z) € Rlz]: grado de f (z) es menor o igual a 3} con el producto interno

()= [ 1@ 9@ s

Encuentre el adjunto del operador derivacion D.

4. Sea V. =M, (C) con el producto interno (A, B) = Tr (AB*). Sea P una matriz invertible
en V yseap:V — V definido por I'p (4) = P~LAP. Encuentre el adjunto de I'p.

5. Sea V.= M,, (C) con el producto interno (A, By = T'r (AB*). Para cada M en V, sea
Uy oV — V definida por Wy, (A) = M A. Demuestre que Wy, es unitario si, y solo si, M
es una matriz unitaria.

6. Suponga que A, B € M, (C) son unitarias. Demuestre que A™' y AB son unitarias.
Similarmente para matrices ortogonales.

7. Demuestre que T € L (R?) es unitario si, y solo si, T es una rotaciéon o una reflexion
sobre el eje z seguida de una rotacion. (Sugerencia: si e1, ey es la base candnica de R?
entonces u; = Tey,us = Tes es una base ortonormal de R?. Existe 0 < 6 < 27 tal que

[ cosf [ cos (9 + g)
up = < senf) ) Como us es ortogonal a u;, entonces uy = < sen (9 . g) ).

8. Demuestre que si 7*1" = 0, entonces 1" = 0.
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9. Sea T' € L (V) y suponga que W es un subespacio de V' tal que 7' (W) C W. Demuestre
que T (WT) cCwr.

10. Sea T un operador unitario sobre V' y W un subespacio de V tal que T'(W) C W.
Demuestre que T (WT) CWwr.

11. Sea V un espacio con producto interno de dimension finita. Demuestre que
Im (T*) = (kerT)"
En particular, rgo (T') = rgo (T*).

12. Demuestre que las relaciones equivalencia unitaria y ortogonal son relaciones de equiva-
lencia.

5.4. Diagonalizacién unitaria

En secciones anteriores estudiamos el problema de decidir cudndo un operador lineal T' €
L (V) (o, equivalentemente una matriz) es diagonalizable, donde V' es un espacio vectorial. En
esta seccion nos planteamos el mismo problema pero con la condicion adicional de que V' es un
espacio con producto interno. En este caso es posible elegir una matriz asociada al operador
lineal T € L (V') con respecto a una base ortonormal. Luego la pregunta que nos planteamos es
la siguiente: jcuando existe una base ortonormal de V' de tal manera que la matriz asociada a
T es diagonal?

Definicion 5.4.1 Sea V' un espacio con producto interno. Decimos que T € L (V) es unita-
riamente diagonalizable si existe una base ortonormal B de V' tal que [T]g es diagonal.

Esta seccion tiene como objetivo determinar cuando un operador T € L (V') es unitariamente
diagonalizable. Como antes, trasladamos el problema a las matrices.

Teorema 5.4.2 Sea V' un espacio con producto interno, T € L (V) y A una matriz asociada a
T con respecto a una base ortonormal de V. Entonces T' es unitariamente diagonalizable si, y
solo si, A es unitariamente equivalente a una matriz diagonal.

Demostracion. Sea B una base ortonormal de V' tal que [T]; = A. Si T' es unitariamente
diagonalizable, entonces existe una base ortonormal C de V' tal que [T], = D, donde D es una
matriz diagonal. Por el teorema 5.3.9,

D=[T], = P*[T]yP

donde P es una matriz unitaria. Asi, A es unitariamente equivalente a una matriz diagonal.
Reciprocamente, si A = [T, es unitariamente equivalente a una matriz diagonal D, entonces,
por el teorema 5.3.9 existe una base ortonormal C de V' tal que [T], = D. Esto demuestra que
T es diagonalizable. ]
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Definicion 5.4.3 Decimos que una matriz A € M,, (F) es unitariamente (ortogonalmente)
diagonalizable si A es unitariamente (ortogonalmente) equivalente a una matriz diagonal.

Uno de los resultados mas importantes en la teoria elemental de matrices establece que
cualquier matriz A € M,, (F) es unitariamente equivalente a una matriz triangular superior que
tiene los autovalores de A en la diagonal.

Teorema 5.4.4 (Schur) Sea A € M, (F) con autovalores Ay, ..., \,. Eziste una matriz uni-
taria U € M,, (F) tal que UL AU =T, donde T es una matriz triangular superior con elementos
sobre la diagonal [T, = \; para cada i =1,...,n. Ademds, si A € M,, (R) y si todos los auto-
valores de A son reales, entonces U la tomamos real ortogonal.

Demostracion. Sea z; € F" un autovector de A asociado a A; y supongamos que ||z1| = 1.
Extendemos este vector a una base de F" y luego aplicamos el proceso de Gram-Schmidt para
obtener una base ortonormal z1,ys,...,y, de F". Consideremos la matriz U; € M, (F) que
tiene primera columna a x; y para 2 < j < n, la columna j de U; es y;. Entonces, un calculo

simple muestra que
_ AL %
Uy A = ( 01 Ay )

donde A; € M,,_; (F) tiene autovalores Mg, ..., \,. Sea 15 € F*~! un autovector de A; asociado
al autovalor Ay y supongamos que ||z3|| = 1. Por el mismo procedimiento anterior construimos
una matriz unitaria Uy € M,,_; (F) tal que

_ Aok
Us 1A1U2 - ( 02 Ag )
donde Ay € M, (F) tiene autovalores A3, ..., \,. Sea Wy = ( (1) UO ) Entonces U; W5 es
2

unitaria y

- . (A
(U W) " AUW, = Wi lU; 1AU1W2:W21< N ; )Wz
>\1 x
- 0 A

0 A

*

Continuamos este procedimiento para obtener matrices unitarias Uy € M, _g—1) (F) y matrices
Wy € M, (F) para k = 1,...,n — 1. La matriz U = U;Wy---W,_; es unitaria y U AU tiene
la forma deseada.
Si A e M, (R) y si todos los autovalores de A son reales, entonces los autovectores corres-
pondientes los tomamos reales y el procedimiento anterior se repite. [
Notamos que en el Teorema de Schur, ni la matriz unitaria U ni la matriz triangular 7" son
Ginicas, como vemos en el siguiente ejemplo.
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114
Ejemplo 5.4.5 Sea A= 0 2 2 | € M, (R). Entonces
00 3
2 —1 3v2 11 4
UltAuU=[10 1 V2 el TAI=|( 0 2 2
0 0 3 003

Una primera aplicacion del Teorema de Schur demuestra que las matrices reales simétricas
son ortogonalmente diagonalizables.

Definicion 5.4.6 Una matriz A € M,, (F) es hermitiana si A* = A.

1 2t 1—1
Ejemplo 5.4.7 La matriz A = —2i 2 141 | es hermitiana.
142 1—-7 0

Teorema 5.4.8 Los autovalores de una matriz hermitiana son reales. En particular, una matriz
simétrica real es ortogonalmente equivalente a una matriz diagonal.

Demostracion. Sea A una matriz hermitiana y A un autovalor de A. Sea z # 0 un autovector
asociado. Como Ax = Az, entonces x* A = Ax*. Multiplicamos por z* a la izquierda de la primera
relacion y por x a la derecha en la segunda para obtener

T Ar = 'z

T’ Arx = 'z

Se deduce que Az*z = Ax*z y como x # 0, A = . Es decir, A es un nimero real.

Para ver la segunda parte, si A es simétrica real (con autovalores reales), entonces UT AU = T
para una matriz real ortogonal U y una matriz triangular superior 7. En particular, U AU es
simétrica y triangular y por lo tanto diagonal. [ ]

Nos planteamos ahora el problema de determinar cuando una matriz A € M,, (F) es unita-
riamente diagonalizable.

Teorema 5.4.9 Sea A € M, (F) con autovalores Ay, ..., \,. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. A es unitariamente diagonalizable;

2. AA* = A*A;

2 n
3. Z [A]ij = Z:lp‘i‘z;
2¥) =

4. Eziste una base ortonormal de autovectores de F".
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Demostracion. 1 = 2. Si A € M,, (F) es unitariamente equivalente a la matriz diagonal
D, entonces U*AU = D, donde U es una matriz unitaria. Luego A = UDU* y A* = UD*U".
De aqui se concluye que
AA* = UDUUDU*=UDD*U* =UD*DU*
UD*U*UDU* = A*A
y asi, A es normal.

2 = 1. Por el Teorema de Schur existe una matriz unitaria U y una matriz triangular
superior 1" tal que

At tie tig e i
0 Ay tag -+ top
UAU=T=|0 0 Az - i3 (5.3)
0O 0 0 - A\,
donde Aq,..., A, son los autovalores de A. Como U es unitaria y A es normal, entonces es facil

ver que 1" es normal. Por lo tanto,
(T*T)y, = A = (TT*);; = MM+ Liatia + -+ - + Eintin

En consecuencia,

tig="-+=11, =0
Analogamente, o o

(T7T) gy = Mg = (TT7)gy = Aadg + tasgtos + - - - + Lopto,

y por lo tanto,

log =+ =12, =0
Continuando asi concluimos que T' = diag(\1, Ag, ..., \y).

1 = 3. Supongamos que D = U*AU, donde U es unitaria y D diagonal. Entonces, usando

el hecho de que la traza es invariante por semejanza obtenemos

Y INP = Tr(D'D)=Tr (U A"UU" AU)
i=1
2

= Tr(UATAU) = Tr(A"A) =) \[A]w'

3 = 1. Sabemos por el Teorema de Schur que existe una matriz unitaria U tal que U*AU =T,
donde T tiene la forma dada en (5.3). Luego A = UTU* y A* = UT*U* y, por lo tanto,
AA* =UTT*U*. Se deduce que

SN = > il
i=1 ij
= > N Iyl
=1

i<j

* Ty (AAY) = Tr (TT)
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En consecuencia, » |tij\2 =0y asi, t;; = 0 para todo ¢ < j. Esto demuestra que 7" es diagonal.
i<j
1 = 4. Supongamos que AU = UD, donde D = diag (\,...,\,). Por el teorema 5.3.7, las
columnas de U forman una base ortonormal de C". Ademas,
lo que demuestra que las columnas de U son autovectores de A.
4 = 1. Es claro. [

Definicion 5.4.10 Una matriz A € M,, (F) es normal si AA* = A*A.

Es claro que las matrices unitarias y las matrices hermitianas son matrices normales. También
lo son las matrices antihermitianas: A € M,, (F) es antihermitiana si A* = —A.

Ejemplo 5.4.11 La matriz ( 1 1

) es normal pero no es unitaria, hermitiana ni antiher-

mitiana.

EJERCICIOS
1. Considere las matrices
1 1 —1 -1+ 3 1—2¢ 4+7i
A = 5 i 1 1414 , B=| 1+2¢ —4 —27 y
144 —1+4 0 V/—) 21 2

_ (2+3 1
C‘( i 1+2i)

Demuestre que A es unitaria, B es hermitiana y C' es normal.

2. Sea A € M5 (R) una matriz normal. Demuestre que A es simétrica o A es suma de una
matriz multiplo de la identidad y una antisimétrica.

3. Suponga que A € M,, (C). Demuestre que AA* y A*A son ambas hermitianas.

4. Suponga que A € M,, (C). Demuestre que A+ A* es hermitiana y A—A* es antihermitiana.
En particular, cualquier matriz de M,, (C) se escribe como suma de una matriz hermitiana
y una antihermitiana.

5. Suponga que A,U € M, (C), A es normal y U es unitaria. Demuestre que U*AU es
normal.
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. Calcule una forma de Schur para cada una de las siguientes matrices:

111 111
10 2 ], 0 0 2
11 2 111
. Dada la matriz
1 -14 -10
A= =14 -2 —4
—-10 —4 10

encuentre una matriz ortogonal @ tal que Q" AQ es diagonal.

. 2 1 . o
. Compruebe que la matriz A = ( ; ; ) es normal. Encuentre una matriz unitaria U tal

que U*AU es diagonal.

. Sea V un espacio con producto interno y 7' € £ (V). Defina

a) T es un operador hermitiano o autoadjunto si 7% = T’
b) T es un operador unitario si 7% = T!;

¢) T es un operador normal si 77" = T"T.

Sea B una base ortonormal del espacio V' sobre F . Demuestre que 7' € L (V) es
hermitiano (resp. unitario o normal) si, y solo si, [T]; es una matriz hermitiana
(resp. unitaria o normal).



