FUNCIONES LOGARITMICAS

0.02¢ .
millones a

Suponga una poblacion cuyo modelo de crecimiento esta dado por P(t) = 4e
partir del afio 2000. Si quisiéramos saber cuando la poblacion tendra 5 millones de habitantes,
debemos plantear la ecuacion

5 — 4002

y obtener el valor de ¢ que satisface esta ecuacion. Para resolverla deberemos usar el proceso
inverso de la exponencial el cual es el logaritmo.

La funcion logaritmica en base a es la funcion inversa de la funcidén exponencial en base a.
Es claro, viendo la grafica de la funcidon exponencial, que ella tiene inversa. Esta funcion inversa
tiene una notacion propia: log,. Los valores de esta funcion vienen dados por log,(x).

Del concepto de funcién inversa, sabemos que y = f'(x) si y sélo si x= f(y).
Puntualicemos entonces la definicion de logaritmo

Definicion.- Sea >0, a # 1. El logaritmo de x con base a se define como
y=log,(x) siy solosi a’=x,
siempre y cuando x>0.

Observaciones:
1.- Conviene recordar siempre al log,(x) como el exponente al que hay que elevar la base para que
se produzca el namero x. Por ejemplo 3°=9, entonces 2 es el logaritmo de 9 en base 3:

log;9=2.
2.-Los logaritmos en base 10 son conocidos como logaritmos decimales, En este caso se suprime el
subindice en la notacion, esto es: logio(x)=log(x). En el caso que la base sea el niimero e, el
logaritmo se escribe como In(x) para representar el logaritmo en base e de x y se lo llama logaritmo
natural de x
3.- El logaritmo soélo esta definido para los numeros estrictamente positivos. El dominio de la
funcion logaritmica y= log,(x) es el conjunto (0,90). Recuerde que el rango de la funcidn
exponencial es (0, 0).
4.- y=log,(x) es conocida como la forma logaritmicay «’=x la forma exponencial. En ocasiones
es util pasar de la forma exponencial a la logaritmica y viceversa.

5.- De la propia definicidn, si sustituimos y en la expresion exponencial obtenemos que

alogax =x

Si ahora sustituimos x en la expresion logaritmica resulta que

y =log,(a”)

Ejemplo 1.- Convertir las siguientes formas exponenciales en logaritmicas
a) 2° =32:b) 10° =1000; ¢) ¢’ =1

Solucién: Hay que tener siempre en mente que el logaritmo es el exponente.
a) El exponente es 5, por tanto es el logaritmo, asi: 5 = log, 32

b) En este caso 3 es el exponente, por tanto el logaritmo, asi: 3 =1og1000

En este caso la base se suprime por ser decimal.
¢) 0 es el exponente y la base es e, por tanto usamos la notacion In para representar el logaritmo en
basee: 0=1Inl



Ejemplo 2.- Convertir las siguientes formas logaritmicas en exponenciales
1
a) log,,4=1/2; b) log3§=—1 ¢) log(0.001) =-3

Solucion: Las respuestas estdn dadas en la siguiente tabla.
Forma Forma
Logaritmica exponencial

log,,4=1/2 162 =4

1 1

log, —=-1 3 ==

g3 3 3
log(0.001)=-3 |10~ = 0.001

Ejercicio de desarrollo: Convertir las siguientes formas exponenciales en logaritmicas:

1
—=47= b) V8 =2=
T )

Convertir las siguientes formas logaritmicas en exponenciales

a) log2%2—2 b) log,;5 :%

Sin aplicar calculadoras, ni propiedades, salvo la propia definicion y tanteo podemos
calcular algunos logaritmos.

Ejemplo 3.- Calcular los siguientes logaritmos:

a) log,(8); b)log(0.01) y ¢) In(/e)

Solucion: a) La base es 2, para conseguir log,(8) debemos pensar en un exponente y tal que
2”7 =8, como 2° =8, entonces 3=log, (8);

b) Tenemos en este caso que la base es 10, recuerde que el logaritmo es el exponente y tal que
10" =0.01, el cual se satisface con y=-2. Asi —2 =10g(0.01).

¢) En este caso la base es e, se quiere conseguir y tal que y = ln(\/z). Se lleva a la forma

exponencial: ¢’ = \/;, estoes e’ =e'? de aqui que ln(\/e_) =1/2.

Algunas ecuaciones exponenciales se pueden resolver pasandola a su forma logaritmica y
algunas logaritmicas se resuelven pasandolas a su forma exponencial. Veamos las siguientes
ecuaciones:

Ejemplo 4.- Resolver las siguientes ecuaciones

a) 2" =5; b) e =8 ¢) log,(x—1)=3; d) log, (27)=3
Solucion: a) y b) las pasamos a su forma logaritmica para resolverlas
a) 1 -3y =log, 5. Esto es una ecuacion lineal en y la cual resolvemos



1-1 5
—3y:10g25—13y:i

In8
b) 2x = In8. De nuevo es una ecuacion lineal en x, en la cual despejamos la variable: x = T;
¢) y d) las pasamos a su forma exponencial
¢)2°=x-1=x=9; d) x’ =27.Esti es una ecuacién cubica: x =3/27 =3

Ejercicio de desarrollo: Resolver las siguientes ecuaciones

a) log,(x+10)=2 b)y e ' =6

Volvemos al problema que nos planteamos al comienzo de la seccion.

Ejemplo 5.- Suponga una poblacion cuyo modelo de crecimiento estd dado por
P(t) = 4¢""* millones a partir del afio 2000.;Cuéndo la poblacién tendré 5 millones de habitantes?

Solucion: Debemos plantear la ecuacion

5 — 4002
Antes de pasar a su forma logaritmica, dejamos sola la exponencial:

2 _ 00
4

Pasamos ahora la ecuacion a su forma logaritmica para resolverla:

0.02t = ln(é)
4

In >
—y
0.02
Usando una calculadora, obtenemos que
t=11.16

Concluimos que aproximadamente en el afio 2011, la poblacion tendra 5 millones de habitantes.

EJERCICIOS

1) Pase a la forma logaritmica las siguientes:

1.1) 10 =0,0001; 1.2) 27 = %; 1.3) (16)"? = 4;
1.4) 3* =81; 1.5) e’ = l; 1.6)10° =1000

e



2)Pase a la forma exponencial

1 1 2
2.1) log, 64=6; 22) log.\3==; 2.3) lo y=-=;
g g3 5 g( 1100 3
1 1 1
2.4) log,—=-2; 25) In—=——; 2.6) log(10000) =4
3) Resuelva las siguientes ecuaciones:
3.1) In(x-1)=1; 3.2) log(x+3)—2=0; 3.3) log,(2x)=-3;
34) e =4 35) 2.4 =1; 3.6) 2V =8;
3.7)2% =8
4) Calcular los siguientes logaritmos sin usar calculadora:
4.1) log(100); 4.2) log,(4); 4.3) ln(l); 4.4)) 1og(0.001);
e
4.5)) log,(3/4) 4.6) In(e°); 4.7) log,(4); 4.8) log, (L)
V27

APLICACIONES DE ECONOMIA

1) Un economista predice que el poder de compra P(z), de una unidad monetaria a los ¢ afios a partir
de hoy, sera de P(1)=(0.95)". ;Cuando ese poder de compra sera la mitad de lo que es hoy? (Resp.
Dentro de 13.5 afos).

2) Una cantidad de 150 UM es invertida a un interés compuesto anual del 5%. ;Cuénto tiempo
tardara la inversion en valer 200 UM? (Resp. Tardara 5 afios con aproximadamente 11 meses).

Resp: 1.1) -4=10og(0.0001); 1.2) —4 =log,(1/16); 1.3) log,c4=1/2; 1.4) 4 =1log,(81);

1
1.5)In(1/e)=-1; 1.6) 3 =1og(1000) 2.1)2°=64; 2.2) 3"> =+/2 ; 23) 1072 = :2.4)
3100
5%=1/25;25) ¢ =%;2.6) 10* =10000; 3.1)e+1; 3.2)97; 3.3) 1/16; 3.4) 1_;n4;
e

3.5)-3/2; 3.6)9;3.7) +/3;

4.1)2; 42)1; 43)-1; 4.4) —3; 4.5) %; 4.6) 1;4.7) %;4.8) —%



GRAFICAS DE FUNCIONES LORGARITMICAS
Por ser y =1log,(x) la funcién inversa de y =a”, usamos la técnica de obtencion de la

graficade f ! a partir de la de /' por medio de la reflexion en torno a la recta y=x, como muestra la

siguiente figura, para a>1:

¥ =log ()

Para 0<a<1 tenemos

a>1

TPl y=leg,(x) 7

F=x S
e
~

rd
En resumen, las formas generales de las graficas del logaritmo son dos, dependiendo si la
base es mayor o menor que 1. A continuacion presentamos cada una con su reporte.

+p
a=I

»=log, ()

Reporte de la grafica de la funcién, y =log,(x)con

a>1:

1) El dominio es el conjunto de los reales positivos. El
rango es el conjunto de todos los nimeros reales

2) La intercepcion con el eje x es el punto (1,0)

3) La funcidn crece de izquierda a derecha.

4) La recta x=0 (el eje y) es una asintota vertical, esto
quiere decir que la grafica de la funcion se acerca cada
vez mas a esta recta.




O<a<]

»=log,(x)

Reporte de la grafica de la funcion y =log, (x), con

0<a<l:

1) El dominio es el conjunto de los reales positivos. El
rango es el conjunto de todos los reales.

2) La intercepcion con el eje x es el punto (1,0)

3) La funcién decrece de izquierda a derecha.

4) La recta x=0 (el eje y) es una asintota vertical, esto
quiere decir que la grafica de la funcion se acerca cada
vez mas a esta recta cuando x se acerca a 0.

Ejemplo 1.- Graficar la funcién y =log(x —1) + 2, haga un reporte de la grafica.
Solucién: Para calcular la intercepcion con el eje x se plantea la ecuacion
0=log(x—1)+2, afin de solucionar esta ecuacion dejamos el logaritmo en un solo lado de la

ecuacion log(x—1)=-2

Esta tltima la pasamos a su forma exponencial 10> = x—1, de aqui x =1+107

Reporte de la grafica de la funcion, y =log(x —1)+2

1) Domf=(1, o). El rango es el conjunto de todos los
numeros reales

2) La intercepcion con el eje x es el punto (1+107%,0)
3) La funcién crece de izquierda a derecha.

4) La recta x=1, es una asintota vertical, esto quiere
decir que la grafica de la funcion se acerca cada vez
mas a esta recta.

Ejercicio de desarrollo.- Graficar la funcion y = log(x +0.5) + 1, haga un reporte de la grafica.

JLy

Reporte de la grafica de la funcion,
1) Domf= . El rango
2) La intercepcion con el eje x es el punto

3) La funcién de izquierda a derecha.
4) La recta , €s una asintota s
esto quiere decir que la grafica de la funcion
se acerca cada vez mas a esta recta.

En la funcion logaritmica dada arriba pudimos calcular el dominio a partir de la grafica,
pero no siempre lo podremos hacer cuando hay un logaritmo en la funcidén y no conocemos la



grafica. El siguiente ejemplo ilustra como calcular dominio de funciones en donde aparece un
logaritmo

Ejemplo 2.- Calcular el dominio de las siguientes funciones a) y = log(x* — x —2)

b) ¥ =+/x log(x—1)
Solucion:
a) Para calcular el dominio de y=log(x* —x—2) solo debemos plantear y resolver la

desigualdad cuadratica x> —x —2 > 0 .Para ello factorizamos y hacemos un estudio de signo de los
factores

(x=2)x+1)>0

Recuerde que los pares de paréntesis
arriba de la recta real lleva el signo de los
factores en el intervalo definido por las raices, y sgno(x psigno(xl) OO, 0O 6O
el paréntesis de abajo lleva el signo del producto sgro(x-2)xey 1 W2 ®
de signos en el intervalo respectivo. De la figura
vemos entonces que la solucion de la desigualdad
planteada es:

Dom f=(-0,-1)U(2, )

b) Para calcular el dominio de esta funcion debemos plantear la parte comtn del dominio de \/; y
del dominio de log(x —1).Esto es la interseccion de los dos dominios. El dominio de y=\/; esta
dado por [0, ). Para el dominio de log(x —1) debemos plantear la desigualdad x —1> 0, cuya
solucién es x > 1.

5 0
! Asi el dominio de fes el intervalo (1, o) por
log{x—T) I ser la parte comin entre los dominios de los dos
0 1 factores.
Domjf : ?
o 1
S . .. . log(x? — 2x)
Ejercicio de desarrollo .- Calcular el dominio de la siguiente funcion y =————=
X
EJERCICIOS
1) Bosqueje la grafica de las siguientes funciones. Realice un reporte de la grafica
1.1) y =log(x—-2); 1.2) y=log,,,(x+3);

1.3) y =—log(x)+1; 1.4)y =log,(x—2)-3



2) Encuentre el dominio de las siguientes funciones:

2.1) f(x)=log(x*-9); 22) f(x)= 2.3) f(x)=+1-xlog(x+2);

_x .
log(x—3)’

In(x +1) 1 5
2"4) y= N 5 2-5) g(X) == 10g(x+ 1) H 2-6) ]’l(X) = \/;ln(x —X— 6);
x" =5x" +6x x+1
1
27 f(x)=—
log(x +1)
| ALy
Ty I |
I |
' [
| =2 :
I |
| |
| | i &
0 : r -4 i _ i )
i Iz 3
I |
|
|
i \
1.1 1.2)
g 1) Dom f=¢-3, 2 JRang <R
D D°f_“f=@ w) ngf:R )| L:I;lt.ercepcién conel eje x es el puato (-2,0)
SR e AR (G e L) 3) Lafuncidn decrece de izgquierda a derecha.
31 La funcidn crece de imgquierda a derecha. 4 Larsctax=-3 ss &V
4 Latectax=2 es AV

1.3)
- 1) Dom f=(0, ) Rangf=R
¥ ) Laintercepeidn com el eje x es el punto (10,0)
3 La funcidn decrece de izguierda a derecha.
4y Larectax=0es AV

0 X
0 in 0
i X
0 10 E—
1.4)
1) Dom =2, =) Rangf=R
2 Laintercepeidn con el eje @ es el punto (10,00
3 Lafuncidn crece de izguierda a derecha.
4 Larectax=2 es AV
Respuestas:

2.1) (=0,-3) U (3,0); 2.2) (3,4) U (4,00); 2.3) (-2,1]; 2.4) (=1,0) U (0,2) U (2,3) U (3,0)
2.5) (L) U (L,0);2.6) (3,00); 2.7) (=1,0) U (0,00)



PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

En esta seccion se estudiaran las propiedades de los logaritmos. Como los logaritmos son
los exponentes, las propiedades se establecen en base a las propiedades de los exponentes.

Por ejemplo, si x=log, m y y=1log, n entonces a* =m y a’ =n, de donde
mn=a"a’ =a™"’
De aqui tenemos, volviendo esta forma mn=a"""a su forma logaritmica, que
log, (mn)=x+y,
sustituyendo finalmente establecemos nuestra primera propiedad
log,(mn) =log, m+log, n.

En el siguiente recuadro remarcamos ésta y otras propiedades de logaritmos de uso
frecuente

1.- log,,(mn) =log, m+log, n
2.- log, (ﬁ) =log, m—log, n
n

3.- log,(m“)=clog, m
4.- log, (a) =1
5.-log,(1)=0

Dado que las formas de estas propiedades no son usuales, los estudiantes suelen cometer
muchos errores en ellas. Uno muy frecuente es decir que el logaritmo de la suma (diferencia) es la
suma (diferencia) de los logaritmos, lo cual es falso.

Esto es
log, (m+n)+#log,m+log,n obien log, (m—n)+#log, m—Ilog, n

Una correcta lectura de estas igualdades pueden ayudar a no cometer estos y otros errores
muy comunes. Por ejemplo las propiedades las podemos leer como:

1.- log, (mn) =log, m+log, n: El logaritmo de un producto es la suma de los logaritmos.
m

2.- log,(—)=log, m—1log,n: El logaritmo de un cociente es la diferencia de los
n

logaritmos.

3.- log,(m®) =clog, m: El logaritmo de una potencia es el exponente por el logaritmo del

numero.

4.- log, (a) =1: El logaritmo de la base es 1.

5.- log, (1) = 0: El logaritmo de 1 en cualquier base es 0.
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Observe que en la propiedad 2 se refiere al logaritmo de un cociente, esto es estamos

evaluando el logaritmo en un niamero expresado como cociente: — . El logaritmo de un cociente no
n

log,, (m)
log, (n)

Para los logaritmos de una suma, log, (m+n),y una diferencia,log, (m—n), no hay

: . m
es el cociente de los logaritmos: log , (—) #
n

propiedades generales.

De nuevo estas propiedades son faciles de demostrar al pasar las formas logaritmicas en
exponenciales. Por ejemplo la propiedad 4: log, (a)=1<>a' =a.

Los siguientes ejercicios seran de utilidad mas adelante. Por medio de las propiedades se
pide reescribir una expresion con logaritmos:

Ejemplo 1.- Expresar log(x\/;) en términos de log(x)
Solucion: Tal como esta expresado log(x\/;) lo podemos interpretar como el logaritmo de un

producto y entonces aplicar la propiedad 1. Pero alternativamente podemos rescribir (x\/;) =x"?
y aplicar la propiedad 3:

log(x+/x) = log(x*'?) = %log(x) .

3
X

Ejemplo 2.- Expresar 10g(x—;1) en términos de log(x),log(x+1) y log(x—2)
X

Solucién: La forma de resolver este tipo de ejercicio es analizando cual es la ultima operacion que
se realiza en la expresion que se le toma logaritmo. En este caso es un cociente, por tanto se aplica
la propiedad 2 del cociente:

El primer término del lado derecho es un producto,
*Nx

X +1 i '
log( - )= 10g(x3 \/le) “log(x—2). por tanto aplicamos la propiedad 1 del producto

El primer término ahora es una potencia, por tanto
=log(x’) +log(y/x + 1) —log(x —2) aplicamos esta regla. El segundo que es un radical
Lo expresamos como una potencia y también le
aplicamos esta propiedad

=3log(x )+ %log(x +1)—log(x —2)

(x+3)?
AX(x+2)

Ejercicio de desarrollo: Expresar ln[ ] en términos de In(x),In(x+2) y In(x+3)



11

ECUACIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES

Las propiedades de los logaritmos permiten solucionar algunas ecuaciones logaritmicas.
Bésicamente tendremos dos tipos de formas y deberemos llevar la ecuacion planteada a una de
estas dos formas a través de las propiedades de los logaritmos:

Forma 1: loga (g (X)) =C. La recomendaciéon para resolverla es llevarla a la forma

exponencial.

Forma 2: loga(g (X)) = loga( f (X)) Para resolverla usamos el hecho que la funcion

logaritmica es biunivoca entonces esta expresion ocurre si y sélo si g(x) = f(x), la cual es la
que resolveremos.

Comentarios:

1) Al llevar una ecuacién a la forma 1 o 2 podriamos estar agregando solucién, asi que debemos
siempre verificar que las soluciones satisfacen la ecuacion original.

2) La forma 1 o 2 también se resuelven elevando ambos miembros en base a.

Veamos los siguientes ejemplos donde debemos llevar la ecuacion que se nos presente a
una de estas dos formas usando las propiedades de los logaritmos.

Ejemplo 1.- Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) log(B3x+1)—log(x)—1=0; b) 2log(x) =log(x+1)+log(x+2)
Solucion:

a) Esta ecuacion la llevamos a la forma 1:

log(3x +1) —log(x) =1

3x+1
log(™——) =1
X
Abhora la llevamos a su forma exponencial
10 = 3x +1
X

Esta es una ecuacion racional, multiplicamos ambos lados por x y asi obtenemos una ecuacion
lineal:

10x =3x+1
Cuya la solucion es: x = 7 .

Esta solucion debe ser verificada en la ecuacion racional pues puede ser una solucion
anadida. En la ecuacion logaritmica original, se debe sustituir la soluciéon en cada expresion
logaritmica para verificar que cada expresion a la que se le toma logaritmo sea mayor que cero. El

. . . 1
lector puede verificar que cumple con la ecuacion racional y que 3x+1>0 con x = 7 .

b) Esta ecuacion la llevamos a la forma 2: log, (g(x))=1log, (f(x)). Para ello en el lado
izquierdo usamos la regla de la potencia y en el lado derecho la propiedad de la suma:
2log(x) =log(x +1)+log(x +2)

log(x?) = log((x +1)(x +2))
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Entonces
¥ =(x+D)(x+2),
Ahora resolvemos esta ecuacion:
x*=x"+3x+2
3x+2=0
-2
3

Esta solucion la sustituimos en la ecuacion original para verificar que estemos aplicando logaritmos
a nimeros positivos:

X =

2 log(_TZ) = log(—% +1)+ log(—% +2). Como log (_TZ) no esta definido, entonces x = _Tz no

es solucion. En conclusion esta ecuacion no tiene solucion.

Ejercicio de desarrollo: Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a) In(x+1) =In(2x +1) - In(x - 1) b) 1 -log(3x +1) =log(x —2)

Si una ecuacién exponencial puede ser expresada de forma a®" =c-k’™, entonces

para resolverla aplicamos logaritmos a ambos lados con la idea que los exponentes pasen
multiplicando

log, (a*) = g(x)log, (a);
log, (c k") =log, (c) +log, (k") = log, (c) + f (x)log, (k)
Si estamos interesados en la solucion numérica, podemos emplear o bien el logaritmo

decimal o el neperiano. Si k =a’”, se puede aplicar logaritmos en base a para tener una solucion
exacta.

Ejemplo 2.- Resolver las siguientes ecuaciones:

2 2 2 _
a) 5% -1 =5.0% -3 b) 2x +1 :2.4)( 4
Solucion:
a) Tomamos logaritmo decimal en ambos lados:

2 2_
10g(5x : ) = 10g(5 A ) y aplicamos propiedades del logaritmo

(x> =1)log(5) = log(5) +log(2* )

(x> =D log(5) = log(5) + (x* —3)log(2) Se distribuye el logaritmo

Se agrupan los términos en x* en el lado
izquierdo y en el derecho las constantes
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x”log(5) — x* log(2) = log(5) — 31log(2) + log(5)

.2 .
Se saca factor comiin x” y se despeja

x*(log(5) —log(2)) = 21og(5) — 3log(2)

2o 2log(5) —3log(2)
"~ log(5)-log(2)

Puede confirma que x =+

e i\/210g(5)—3log(2) L1l
log(5) —log(2)

b) Para resolver 25 = 0.4 , primero expresamos 4 como potencias de 2
2x2+1 — 2 . (22 )x+2

2x2+1 =2.2°0+2) Aplicamos logaritmo en base 2 a ambos lados de la ecuacion

10g2 (2x2+1) — 10g2 (2 . 22(x+2)) )

(x* +1)log,(2) =log, (2) +log, (2°*")

(x> +2)=1+Q2x+4)log,(2 )

xP+1=(2x+4)

x*=2x-3=0
Las soluciones son X=3y x=—1.

Ejercicio de desarrollo: Resolver las siguientes ecuaciones:

a) 8x2+1 — 23—2x b) 5x+1 — 4 . 2372x

FORMULA DE CAMBIO DE BASE
Si tenemos un niimero expresado como logaritmo de una base y queremos expresarlo en
otra base usamos la formula

que permite hacer este cambio de base.
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Demostracion: Supongamos y = log, (x), llevamos esta forma a su forma exponencial
x=a’
Tomando logaritmo en base b a ambos lados, tenemos
log, x =log, a”
Al aplicar la propiedad de la potencia y despejar y obtenemos
log, x=ylog, a

3 log, x

- log, a

Finalmente sustituimos y por su valor para alcanzar la igualdad.

En particular, las férmulas de cambio de base a la decimal y a la logaritmica viene
expresada por las siguientes

log, x = log x
loga
Inx
log, x =—
Ina

Ejemplo 1.- Expresar los siguientes logaritmos en base 10: a)log,(10) b) In(x)
Solucién: Aplicamos la formula de cambio de base en ambos casos:
logl 1 1
a) log,(10)=2810 _ 1y = Jogx
log2 log?2 loge

APLICACIONES A LA ECONOMIA

Ejemplo 1.- Si se invierte 5000UM a un interés compuesto continuamente de 8% anual y otro
capital de 4000UM se invierte en un bono de mayor riesgo pero con un interés compuesto
continuamente de 10% ;Cuéando se tendra la misma cantidad de dinero en las cuentas

Soluciéon: En la primera inversiéon como el interés es compuesto continuamente al 8%, el monto
acumulado esta dado por

A, =5000-¢"*
En la segunda inversion el monto acumulado sera de
B, = 4000 - "
Se tendra el mismo capital en ambas cuentas cuando
A =B,

5000-"* = 4000-e"" .

Esto es una ecuacion exponencial, lo llevamos a la forma a*™ =c-a’/®™

neperianos a ambos lados

y tomamos logaritmos
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e ==

Q

0.081 f 0.11
5

ln(e0.0SI) — ln( . eO.lt)

W | B~

0.08¢In(e) = 1n(§) +0.1¢In(e)

0.08¢ = ln(%) +0.17
4
In(—
( 5)

— ~11.57 afios
0.02

=

Ejemplo 2.- Si se invirtio6 1000UM a una tasa compuesta anual de »% y se duplico al cabo de 6
afios ;Cual fue la tasa de interés?
Solucién: En 6 afios el capital final a la tasa del 7% compuesto anualmente es 2000. Al usar la

,
formula A= P(1+—)", con n=1, x=6 y P=1000 tenemos:
n

2000 =1000(1 + r)6
2=(1+7r)°
Se toma raiz sexta a ambos lados de la ecuacion

r=%2-1~0.12

Ejemplo 3.- La alcaldia esta promoviendo el desarrollo de la zona con ciertos incentivos y con ello
se espera que en los proximos afios crezca un 8% anual. ;Cuanto tiempo tardard la poblacion en
triplicarse, si sigue esta politica?

Solucion:

En este problema se aplica la formula P(¢) = P,(1+7)".
En este caso 7 =0.08. Aqui P, no lo dan, pero esta informacion no hace falta para resolver el
problema. Simplemente queremos conoce ¢ tal que P(f) =3F,

La ecuacion a plantear entonceses: 3P, = P,(1.08)', la cual es equivalente a

3=(1.08)'
Es una ecuacion exponencial, tomamos logaritmos naturales a ambos lados (se pido tomar también
el decimal)

In3 =In(1.08)"
In3 =¢In(1.08)
In3
f=— _~142
In(1.08)
Tardara 14 afios aproximadamente en duplicarse.
Observacion.- Esta cantidad de afios es independiente de la poblacién inicial.
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EJERCICIOS

2 f—
1) Expresar log(x 5 !
X

) en términos de log(x),log(x—1) y log(x+1)

2) Expresar In(2x(x —1)4/(x +3)) en términos de In(x),In(x—1) y In(x +3)

TS
3) Expresar log( M) en términos de log(x),log(x—1) y log(x+2)
x(x+2)

(x+1)

4) Expresar In(x ) en términos de In(x),In(x+1) y In(x—2).



5) Resolver las siguientes ecuaciones

5.1) log(x+3)+log(x)-1=03 5.2) log(x) +log(x +3) =2log(x +2);
5.3) log(x ) =log(x+4)—log(x+1); 5.4) log(/x) =log(x—2);
5.5) 2=10g(20x +10)—log(x+2);  5.6) 5° =25""*;

57) 77 =57, 5.8)2log(x—2)=4;
5.9)e""™ =2x; 510)Inx =2+1In(1-x);
511)In(x> -1)=0; #5.12) (Inx)* —Inx =0

(*Sugerencia: Use el método de factorizacion para resolver ecuaciones)

6) Expresar los siguientes logaritmos en base 10:

6.1)log, (100) ; 6.2) In(v/5).
Expresar los siguientes logaritmos en base e:
6.3)log(12) ; 6.4) log, (+/e)

7) Demuestre que y = log, (x —1) es la funcion inversa de y = 2" +1. Dibuje ambas en el mismo
sistema de coordenadas.

PROBLEMAS DE CRECIMIENTO POBLACIONAL
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PROBLEMAS ECONOMIA
1) Hace un afio se depositdo 1500 UM a un interés constante compuesto mensualmente, si al cabo
de un afio el monto total era de 1655UM. ;Cual es la tasa de interés? (9.87%)
2) Se estd promocionando una inversion al 8% compuesto anualmente por tiempo indefinido.
(Cuanto dinero deberia invertirse para que al cabo de 5 afios el monto total de la inversion sea de
3000UM (2041,75UM)
3) Calcule la tasa de interés compuesto capitalizable trimestralmente equivalente a una tasa anual
del 7%.
4) Calcule la tasa efectiva de una inversion del 6% compuesto semestralmente.
5) Un capital de 150.000 UM fue depositada hace 15 afios a un interés compuesto anualmente de
rx100%. Si en los actuales momentos tiene 355.000. ;A qué interés fue depositada el capital, si
suponemos que la tasa se mantuvo constante todos estos afios? Resp 5.91%
6) Alicia quiere hacer un viaje dentro de 5 afos que le costarda 6.000 UM. ;Cuanto deberia invertir a
un interés compuesto anual del 7% para tener la cantidad suficiente para el momento del viaje?
Resp. 4083,5UM
7) La ecuacion A=P(1.08)' da el valor A, al final de t afios de una inversién de P UM compuesta
anualmente a una tasa de interés de 8%. ;Cuantos afios tomard para que una inversion se duplique?
Dé su respuesta al afio mas cercano. Resp. 9 afios

50

8) La funcién de demanda de un producto estd dada por p = ﬁ (Cuantos articulos seran
n(qg +

demandados a un precio de 10UM.? (Resp e’ —1~147)

9) La funcién de demanda de un articulo estd dada por p =150e %

. (Cuantos articulos seran

In15
demandados a un precio de 10UM.? (Resp. 0n()02 ~ 1354 articulos)

~0%"donde ¢

estd medidos en afos. ;Cudnto tiempo tardard en depreciarse ese capital en la mitad? (Resp.
In2

—— ~ 11.55 afos)

0.06

10) EI poder adquisitivo de una cantidad inicial P, decae segiin el modelo P = Fje

PROBLEMAS DE CIENCIAS NATURALES
1) El crecimiento de los arboles en ocasiones es modelado usando el modelo logistico. Suponga que

Lmdonde h(t)es la altura en metros
1+210e™™

después de ¢ afios de sembrado. ;Qué altura tendra a los 10 afios de sembrado? ;Cuéanto tiempo
tiene que transcurrir para que su altura sea de 25 metros) (9.6; 17.8 afios)

2) El yodo radioactivo tiene una ley de decrecimiento exponencial con un tiempo de vida de 20.9 h.
Si a una persona se inyecta yodo 133 y tiene una tiroides sana ella absorbe todo el iodo a) Después
de 24 horas de haberse inyectado yodo a una persona sana ;Qué porcentaje de yodo 133 deberia
encontrarse en la tiroides? b) Si al paciente se le detectd el 43% de yodo 133 inyectado. ;Qué
porcentaje queda en el cuerpo? (45%, 2%)

3) El terremoto de San Francisco liberé una energia aproximada de 5.96x10'%joules. ;Cual fue su
magnitud en la escala de Richter? (8.25)

4) El mayor terremoto registrado hasta ahora fue de 8.6 en la escala de Richter. Si un terremoto es
de 7.5 en la escala de Richter. ;Cuantas veces mas intenso es este terremoto con respecto a uno de
7.5?7 (Sugerencia: Calcule la energia liberada por ambos terremotos y haga el cociente entre ellas.

cierta variedad sigue el siguiente modelo, /(f) =
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Respuestas:
1) log(x-1)+log(x+1)-2logx; 2) In2+Inx + In(x —1) +1/31In(x +3) ;

3) %[3 log(x —1)—logx —log(x+2)]; 4) Inx + l/2(1n(x -1)—In(x - 2))

5.1)2, (-5 no es solucion);
5.2) -4 no es solucion; 5.3) 2 (-2 no es solucion); 5.4)4; 5.5) -19/8 no es solucion;

—In5 ?
nz ~1.71; 5.8) 4(0 no es solucion) 5.9) 1/3 ; 5.10)1 ¢ =5
+e

11‘1573

5.6) -2:4; 5.7)

5.11) £4/2; 11.-25In(35/22) ~11.6; 5.12) L,e

262 1og\/§; 63) M2 64 L
log3 loge In10 In4

6.1)



