LA DERIVADA

Nuestro mundo es cambiante. Las variaciones de una cantidad inciden en que otras cantidades
cambien. Si se decide aumentar el precio de un articulo la utilidad de la empresa ya no sera la misma,
probablemente la demanda disminuya y la cantidad de materia solicitada cambiara. Si se aumenta la
temperatura de un gas contenido en un recipiente hermético la presion del gas sobre las paredes del
recipiente aumenta. Si aumentamos nuestro consumo diario de azucares probablemente aumente la
insulina en sangre.

El célculo diferencial trata del estudio del cambio de una cantidad cuando otra cantidad que esta
relacionada con la primera varia.

CONCEPTO
TASA DE CAMBIO PROMEDIO

En una relacion lineal entre dos variables: ¥ = mx+ b sabemos que la pendiente 7 es
la razén de cambio entre las variables V y X. La razon de cambio es constante si la relacion entre las
variables es lineal. El problema empieza a complicarse cuando pensamos en relaciones entre las
variables que no son lineales.

Normalmente se piensa que una de las variables es funcion de la otra. Esto es ¥ = f(x).
Normalmente habra puntos de la grafica de la funcion donde suben mas que en otros puntos y otros
incluso bajan.

Una manera de medir la relacion entre los cambios de dos variables relacionadas es a través de
la tasa o razén de cambio promedio.

Definicién.- Sea / definida en un intervalo conteniendo los puntos X, y X,. Se define la tasa de

cambio promedio de la funcién y = f(x) desde x= x; a X = x, como

S(x,)- f(x)

X T X
A
Y y=Ax)
Observe que esta tasa de cambio promedio no es
otra cosa que la pendiente de la recta que une los puntos T
(x1, f(x))) y (x5, f(x,)) llamada la recta secante a la S
grafica de f que pasa por los puntos (x,f(x,)) y (. £ (x)))
(x5, f(x,)).

Si denotamos Ay = f(x,)- f(x;) como el cambio en y y Ax=x,- x; el cambio en x,
Ay _ S(xy)- f(x)

entonces la tasa de cambio puede ser escrita como Ay x - x
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Observaciones:
1) Cuando el cambio en y, 4y, es positivo se habla del incremento de y

2) Latasa de cambio promedio es un cociente de cambios 6 un cociente de diferencia.

3) La tasa de cambio promedio es conocida también como la razén de cambio promedio. La tasa de
cambio puede ser positiva y esto corresponde cuando el cambio en J es positivo al pasar de un punto

X, aun punto X, (X; < Xx,) o puede ser negativo y esto corresponde al caso en que y disminuye o
decrece.

y=f(x)

y=1() oA

T f(x,
Ay

1 f(x,

Y
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Ax— Ax—

Ejemplo 1.- El tamaiio de una poblacion estd modelada por
P(t) = 5000+ 500t - 50¢°
donde 7 es el nimero de afios después del 2001. Calcule la razéon de cambio promedio de a) 7= 2 a
t=4.b)t=2at=3ye)t=2a t=21,
Solucidn:
a) La razon de cambio promedio de £ = 2 a ¢ = 4 viene dada por
P(4)- P(2) _ 5000+ 50004 - 50016~ (5000+ 50002 - 5004) _ 400

= 200 hab/ano
4-2 4-2
b) Larazon de cambio promedio de # = 2 a ¢ = 3 viene dada por
- + - - + -
P(3)- P(2) _ 5000+ 50003 5009 (5000+ 50002~ 5004) _ ,o0

3-2 3-2
¢) Larazon de cambio promediode = 2 a = 21 viene dada por

P(23)- P(2) _ 5000+ 50002,5- 500(2.5)* - (5000+ 50002- 5004) _ 137.5
21-2 2,5-2

= 275

Observe que entre el lapso de tiempo de 1= 2 a = 4 el crecimiento promedio de la poblacion
fue de 200 hab/ano. Este es un crecimiento promedio porque efectivamente en la primera parte de este
periodo el crecimiento promedio de la poblacion fue mayor: de 250 habitantes por afio, con lo cual
deducimos que en la segunda parte el crecimiento debid de ser menor a 200.

En el primer semestre del afio = 2 el crecimiento era de 275 habitantes por afio. Asi que todo
parece indicar que en el lapso de 7= 2 a = 4, la poblacion aumentaba mas rapidamente al comienzo
que al final. En este ejemplo estamos hablando en alglin sentido de la velocidad. El concepto fisico de
velocidad esta estrechamente ligado con el concepto de tasa de cambio promedio y de derivada.



VELOCIDAD PROMEDIO Y VELOCIDAD INSTANTANEA

Desarrollaremos estos dos conceptos para entender mejor los conceptos de razén de cambio
promedio y razon de cambio instantaneo.

Suponga que un objeto parte de un punto siguiendo un movimiento rectilineo. Sea ¥ = d(¢) la
funcion desplazamiento hasta el momento ¢, esta funcién es conocida también como la funcion
posicion. El incremento: d(Z,)- d(f;) es la distancia recorrida por el objeto desde el tiempo #, hasta

el tiempo ¢, y larazon de cambio promedio desde f, hasta el tiempo #, esta dada por

d(t,)—dig)  distancia recornda ;
— f )
- e .
L4 tiempo total % £, ¢ = tiempo total
die) -
Esta es la velocidad promedio en el die)-d (&) ;% “"\:}

lapso de tiempo desde #, hasta el tiempo ¢, . distancia rmmae\

dity]
Ejemplo 2.- Suponga que el desplazamiento de un movil hasta el tiempo ¢ esta dado por la ecuacion
d(t) = 64+ 4t* metros, donde 7 esta medido en segundos. Determinar la velocidad promedio durante los
tiemposde a) r=2at=4.b)t=2at=3yec)t=2a t=24,
Solucién:
a) La velocidad promedio durante el tiempo de # = 2 a ¢t = 4 viene dada por
d(4)- d(2) 64+ 4016~ (64+ 404) _
4-2 4-2 )
b) La velocidad promedio durante el tiempo de # = 2 a ¢ = 3 viene dada por
d(3)-d(2) 64+ 409- (64+ 44) _
3-2 3-2 )
¢) La velocidad promedio durante el tiempo de #= 2 a ¢= 21 viene dada por

d23)-dQ) _ 64+ 4025 - (64+404) o
e 252 m./seg.

24 m/seg

20 m./seg.

De nuevo observamos que en el lapso de tiempo de 2 a 4 la velocidad promedio es de 24m./seg.
Sin embargo en la primera parte de este tiempo iba en promedio mas despacio: 20m./seg. Esto nos
indica que la velocidad no se mantiene constante como efectivamente ocurre cuando vamos en un
automovil. Se quisiera tener una mejor idea de lo que estd ocurriendo cerca de 2, por e€so nos

aproximamos mas a 2 tomando la velocidad promedio de 7=2 a =21 Deberiamos cada vez

aproximarnos mas a 2 para tener una mejor idea de lo que estd ocurriendo con la velocidad en ese
instante.

En términos generales estamos interesados en “la velocidad” en el instante ¢, la que marca el
velocimetro en ese instante. Denotaremos como c+/ un tiempo proximo a ¢, entonces / sera un valor
proximo a 0. La velocidad promedio en el lapso de tiempo entre ¢ y ¢t/ sera entonces

d(ct h)-d(c) _d(cth)-d(c)
(ct h)- (c) h

Esta velocidad esté cercana a la velocidad instantanea (o simplemente velocidad) en el tiempo ¢
definida por:

v, = }irréd(CJr }2_ d(c)



Este limite si existe es llamado también la derivada de d(X) en el instante c.

Ejemplo 3.- Suponga que el desplazamiento de un movil hasta el tiempo ¢ esta dado por la ecuacion
d(t) = 64+ 4t> metros, donde ¢ estd medido en minutos. Determinar la velocidad en el tiempo =2.
Solucion:

dQ2+ h)- d(2)
h

v, = }IITIS Evaluamos la funcion d en 2+4 y en 2.

- i (041 42+ h)?)- (64+ 4027)

Se desarrolla el producto notable

) h
" + 4h+ h*)- (64+

= lim (64+ 4(4+ 4h - h")- (64+ 16) Se distribuye el 4 y el signo menos. Luego se simplifica

h- 0

2

= limw Se factoriza, sacando /4 de factor comun

h- 0

. h(16+ 4h . .
= }lmé% = 16 metros/min. Se simplificéd y luego se evaltio en #=0

De nuevo reiteramos que la velocidad instantinea en el momento ¢ es el limite de la velocidad
promedio en un intervalo que va a ¢

CONCEPTO DE DERIVADA

Derivada de una funcion.- La derivada de una funcion f(X) con respecto a x en el punto ¢ se define
como:

: . f(ct h)- f(c)
- im&¥Q——F~r <2
S(@)= lim
siempre y cuando el limite exista.
Observaciones:
1) Como c+ h representa un punto cercano a ¢, entonces podemos escribir alternativa la derivada
como f'(c)= Iim—f () - f)
x-ec  x-c

Esta tultima escritura de la derivada nos permite interpretarla como la razén de cambio instantanea en el
punto ¢, obtenida a través del limite de la razén de cambio promedio para intervalos que llegan a c.

flet h)- f(e)
h

2) A efectos de célculo es preferible trabajar con la forma f'(c) = }qm(l)

Si la funcion tiene derivada en cada punto x de un intervalo contenido en el dominio entonces
la funcion se dice diferenciable o derivable en el intervaloy f '(x) denota la funcion derivada.

Algunos libros prefieren usar la notacion Ax en vez de A, quedando escrita la funcion
derivada como:

S(xtbhx)- f(x)
Ax

70+ fim,



Observacion.- Siempre que planteamos este limite para funciones continuas nos da una indeterminacion
0/0, asi que se haran manipulaciones algebraicas segin las recomendaciones para cada caso.

2
Ejemplo 4.- Calcule la derivada de  f(x) = 1
x

Solucién: Se plantea la definicion de derivada para x variable

, . + h)- . .
f(x)= }lméw Se evalta la funcién en f(x+ 1) y se sustituye f(x)
2 2 . . .
Gt i)+l T I Se realiza la suma algebraica de fracciones
o (x X
= hm h

20xt 1)- 2(xt At 1)
(x+ h+tD(x+1

Se aplica la propiedad distributiva y se simplifica

= li
h- 0 h
- 2h
- lim (x+ ht D(x+1)
h- 0 h
. 2h ) 2 Observe que cuando se simplifica el factor 4 del
= },{ng- Wt 7t Dt D) i (xt 1)2 numerador con el denominador la indeterminacion

desaparece.

Ejercicio de desarrollo: Encuentre la derivada de f(x) = " +x

LA DERIVADA COMO RAZON DE CAMBIO
flet B)- f(o)

El cociente P es la razén de cambio promedio en el intervalo entre ¢ y c+h.
g Slet h)- f(o) , - , : ,
El limite: £lrr01 es entonces la razon de cambio instantaneo o simplemente la razén de

cambio de fcon respecto a x cuando x=c. Asi pues la derivada se interpreta también como la razén de
cambio instantanea.
En ocasiones nos referimos a la tasa de cambio como la razén de cambio.

Ejemplo 5.- El tamaiio de una poblacion estda modelada por
P(t) = 5000+ 500z - 50¢°

donde 7 es el numero de afios después del 2001. Calcule la tasa de crecimiento instantaneo en =2.
Solucion:

tasa,., = P'(2)+= limw
w2 h- 0 h
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_ .. 5000+ 500(2+ h)- 50(2+ h)* - (5000+ 50002 - 5004) D_esar-rollamos y
= lim simplificamos

h 0 A
. 500h- 50(4+ 4h+ h*)+ 5004
= lim

ha 0 h

. 300h- 50n* .. h(300- 50h) Se factoriza sacando / de factor comun.
= hmT= = }zlmT

-0 e

= im(300- 504) = 300 hapitantes/afio

Este es un ejemplo de interés para un geodgrafo. En diversas partes de las ciencias sociales,
naturales y econdmicas se emplea el concepto de derivada a través de distintas terminologias: tasas de
cambio o rapidez. Un meteordlogo puede estar interesado en la rapidez de cambio de la presion
atmosférica con respecto a la altura. Un gedlogo le puede interesar la rapidez con que cambia la
temperatura en cierta roca fundida. En economia se habla de ingreso, costo y utilidad marginal para
referirse a la tasa de cambio de estas magnitudes.

NOTACIONES
. _ . d df d \
La derivada de ¥ = f(x) con respecto a x se la denota también por — (), —, —(f), V.
dx dx  dx
d
d_y es un solo simbolo que ayuda a recordar que es el limite de cociente de diferencias o una
X

razén de cambio de y con respecto a x.

d_ es conocida como la notacion de Leizbniz.
x

Para indicar la derivada en un punto particular, por ejemplo ¢, se usan las siguientes notaciones:

PR/ N4
f(c)’dx > dx

xX=c

X=c

Si por ejemplo f(x)= x> - 2x, es decir conocemos una férmula para f entonces las siguientes
notaciones se usan:

%(x2 - 2x); (x* - 2x)

Ejercicio de desarrollo Para la funcién y = x- x* Calcule:
a) La razén de cambio promedio de x=2 ax=2.05; b) La razon de cambio instantanea en x=2

OTRA INTERPRETACION DE LA DERIVADA:
DE LA RECTA SECANTE A LA RECTA TANGENTE.

Recordemos que la tasa de cambio promedio de #=c a t=cth es la pendiente de la recta secante a
la curva en los puntos (¢, f(¢)) y (¢t h, f(c+ h)). Si c+h estd muy cerca de ¢, (esto ocurre cuando h
estd muy cerca de 0), la recta secante pasa casi rasante a la grafica de la funcion en el punto (¢, f(c)).
Si 4 - 0 intuitivamente la recta limite es la recta tangente a la curva en el punto (¢, f(c)) y la
pendiente de esta recta es



mtag - }ingmsec (C’C+ h)

i LD 1O

lim /@)

o +h, Fle +R])

En conclusion: 0 - \ >
T secante

~

La derivada en un punto x=c es la
pendiente de la recta tangente a la grdfica de f

en el punto (c, f(c)).

tangente

Ejemplo 6.- a) Calcule la derivada de la funcion f(x)= 2+vx+ 1+ 3.

b) Use este resultado para calcular la pendiente de la recta tangente a la curva cuando x=1
Solucidn: a) Calculamos primero la funcion derivada usando la definicion:

+ -
f1(x)= }linéw Al sustituir una expresion por otra considere encerrarla entre
) paréntesis. Observe como se colocara entre paréntesis las
C2Jxr 13- \/m +3) expr'esiones x+h (no hace. falta) y 2Jx+1+3, pues ellas
= Ilqlng P sustituyen a x y f{x) respectivamente.

Cuando hay indeterminacion en un limite de esta naturaleza se
= lim 2(x+ )+ 143-24x+1-3 tiene que considerar usar el truco de la conjugada, pero tiene

h- 0 h que existir dos términos. Primero simplificamos el numerador.

2t )+ 1= 24x+ 1
lim
h- 0 h

al. Ahora podemos usar la conjugada

2t byt - 24xt 1 DZ\/()H h)+ 1+ 24x+1
= lim

-0 h 2(x+ byt 1+ 24x+ 1

i QY+ )+ D)7 - 2Vxt1)? [y 4Gt ht D)= 4t )
B0 B2yt B)+ 1+ 24x+ 1) - O02h(\x+ B+ 1+ \[x+ 1)

= —

= lim 4h
=0 2h(x+ ht 1+ Jxt 1)

2

= lim ) o
B0 (xt ht 14 fx+ 1) Se evalua el limite

1

Vxt1

b) La pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto x=1 es: f'(1) =

Ejercicio de desarrollo.- Calcule la pendiente de la recta tangente a la graficade f(x)= 5 x+
X



FUNCIONES NO DERIVABLES

Existen funciones que no son derivables en algin punto X,. En esta seccion pretendemos
mostrar algunas situaciones en que la derivada puede no existir.

1) Si la grafica de la funcién tiene un punto anguloso entonces la funcién no es derivable en ese
punto.

La funcion f(x) = |x| no es derivable en 0. Observe que la pendiente de la recta tangente por la derecha

es ella misma y vale 1 y por la izquierda la pendiente de la recta tangente vale -1. Para establecerlo de
una manera mas formal nos valemos de la definicion analitica del valor absoluto.

. A
|x|= Ox six20 y feo=kx]
0 X si x< 0
Calculamos entonces los limites laterales:
- hl- 10
N L) S (O NG ol B
h- 0 h -0 h h- 0" h >
0 x
_ Al - lo _
tim LOH SOy WO ok
h- 0 h h- 0 h -0 h
+ - + - . 0+ h - O
Como hlirq w : hlim w entonces l}lm At })l /© no existe.
50 -0 -0

Observe que esta funcion es continua en 0. Asi que continuidad no implica que la funcién sea
derivable.

A

y=f(x) 2) Sin embargo, si una funcion no es continua en un punto ¢
y entonces no es derivable en ese punto.
Por eiemmp] o funcid f()_Dx2+1, sz’x<1t
x -
or ejemplo para la funcion % + 0 s x| fENEMOs que
+ -
s S S
h- 0 h
; . 1+ h)- fA)_ . (1+h)*+1-(1+2
W4 i LOER @) (P12
ha O h he O h
: X Como los limites laterales son distintos entonces el limite no
0 1 existe y por tanto no existe la derivada

Observe que no tiene recta tangente en ese punto.

vy 4 re=Vx

3) La recta tangente en el punto es vertical
La funcién f(x) = 3/x no tiene derivada en 0.

£ = lim QD SO hz' AC R s >

h- 0 h- 0 h 0 X
. 1

:]1m2—/3 =0
h- 0}

Como el limite no existe entonces no es derivable. Este caso lo podemos expresar diciendo que
la recta tangente a la curva en 0 es vertical.




EJERCICIOS
1) Parala funcion y = 2¢* - 1 calcule

a) La razon de cambio promedio de =0 a /=2
b) Para estos valores de 7 ;cual es el incremento de y?
¢) La razon de cambio instantidnea en =1

2) Parala funcion y = +/1+ 2¢ calcule

a) La razon de cambio promedio de =1 a r=1.1.
b) Para estos valores de 7 ;cual es el incremento de y?
¢) La raz6n de cambio instantidnea en =1

3) El tamafio de una poblacién esta modelada por
P(t) = 70000 + 80¢*
donde f es el numero de afios después del 2001. a) ;Cual es el incremento de la poblacion desde el

tiempo =3 a t=3.1? b) Calcule la tasa de cambio promedio desde =3 a =3.1
¢) Calcule la tasa de crecimiento instantdneo en =3.

4) Emplee la definicion de la derivada para encontrar

F
41) 'Q)si f(x)=4-x; 42) Cfl—x si F(x)= x*-2x; 43) g3)si g(t)=1t"-1t; 4.4)

x=0
dy 2 d . x d 2
- 2. . —(2-3): 6) —(x"-2x-1
—dx siy x2 1, 45) dx( 4), 46) dx(x x-1)
dc I / '
47 g S C(q)= q” +3¢-3:48) f(X) si f(x)=Vx+3-2; 4.9) g(¥)si gx)* 4-2x;

410) /(%) sifMze;  411) g() si g(x)= 2/1- x5 4.12) %(1'4%)

Respuestas: 1)a) 4; b)8 ;c)4; 2)a) 0.568; b) 0.0568; ¢) 0.5773; 3) a)48.80; b) 488; ¢)480; 4.1) -

1;4.2) 2-43)5-44)-1-45)i(z—f)=—1-46)2x-2-47)d£=2q+3-48) 1 4.9)
S A R > dg N NI R

.2 1 2
- WM.IO) 0; 4.11) - m;4.12) W

5) Encuentre la pendiente de la curva y = 2 - 3x”en el punto (1,-1). Use la definicion de derivada.
Respuesta: m=-6
6) Encuentre la pendiente de la curva f(x)= +/3- x en el punto (2,1). Use la definicion de derivada.
Respuesta: m=-1/2

1
7) Calcule la derivada de la funcion f(x) = —— . Use este resultado para calcular la pendiente de la

2x+1

, 2
recta tangente a la curva cuando x=1.Respuesta: S(x)=- —(2 : 1)2 ; m=-2/9
X

8) Calcule las derivadas de las funciones f(x)= x> y f(x)= x°+ 3. Grafique ambas funciones y de
una argumentacion geométrica porque ambas funciones tienen la misma derivada.
9) Un movil se desplaza a lo largo del eje x, la funcion f dada por f(f)= 16- t*metros da la

localizacion del objeto en el instante ¢, donde ¢ esta medido en minutos. Determinar la velocidad en el
tiempo £=3. Interprete el resultado. Respuesta: -6 metros/min.
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REGLAS DE DERIVACION

El célculo de las derivadas por definicion, como se ha hecho hasta ahora, es un proceso tedioso
y repetitivo. En esta seccion se daran reglas basicas que permitirdn encontrar las derivadas de una
manera mas rapida.

1) REGLA DE LA CONSTANTE: Si / es una funcién constante, esto es f(x)=c¢c ,

entonces
f(x)=0
(La derivada de una constante es 0)

Este resultado es claro desde un punto de vista geométrico, la grafica de la funcion constante es
una recta horizontal, la pendiente es 0.

Ejemplo 1.-
d
—(%)=0
a) dx( )
b) Si f(x)= In3 entonces f (x)= 0

¢) Sea g(x)= +/2 para calcular g'(4) primero observamos que g'(x)= 0 y al evaluar g en 4
obtenemos que g'(4)= 0.

Podemos verificar, usando la definicion de derivada, que
-Si f(x)= x’entonces f (x)= 2x.

-1/2
X/‘

N | =

-Si f(x)= = x"%entonces f'(x)= % z

1 _ ) 1 B}
—= x'entonces f'(x) = -— = -1 ’
X X

-Si f(x)=

Como el lector observara existe una tendencia la cual estd descrita en la siguiente regla clave para la
derivacion

2) REGLA DE LA POTENCIA: Si f(x)= x", donde " es un ntimero real distinto de 0,

entonces

f@=

Veamos el siguiente ejemplo que ilustra las aplicaciones de la regla de la potencia en las
diversas notaciones.
Ejemplo 2.-

d 2

a) —(x’)= 3x

) dx( )

b) Si f(x)= x'°, entonces f'(x)= 10x’

¢) Si g(x)= x,entonces g'(x)= 10x". Asi g'(x) =1

Efectivamente la funcién g(X) = X es una recta cuya pendiente es 1
3 34 3 1

d) x3/2 I: _xz = _x2

(x™7) 2 2

En muchas ocasiones es conveniente reescribir algunas funciones para derivar mas facilmente.



Reescritura
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a) Funciones con radicales. Las funciones con radicales se reescriben con exponente fraccionario

Ejemplo a de reescritura: Si f(x)= 3/x° , entonces se reescribe como  f(x)= x*3. A esta tltima

2. 5 2/3 - 53\/)62
3

forma de escribir f se le aplica la regla de la potencia f'(x)= > x3 ==
3 3

=

3) REGLA DEL FACTOR CONSTANTE: Si / es una funcion derivable en x y € una

constante entonces ¢f es derivable y

(f (X)) = ¢f (x).

En notacién de Leibniz

4 orion- e
E(Cf (x))=c T (f(x))

El factor constante sale fuera de la derivacion.

Reescritura

Reescritura

Ejemplo 3.- Encuentre la derivada de f(x)= 5[3/x?
Solucién: Reescribimos f(x)= 50x*'*. Entonces
f!(x) - (5x2/3)! - 5(x2/3)1
_sp2yis 1
3

3mx

rg(x) _r

k g(x), 7y k constantes.

b) Funciones fraccionarias con denominador constante. :

2
Ejemplo b: Si h(x)-= %, entonces se reescribe como  A(x)= gx” 2 la cudl se deriva usando

primero la regla del factor constante y luego la regla de la potencia
d 2d

2 1/2 1/2 ,
—X = X Al
PRSI aC) .
1
-1
i(h(x))= 2l 2. L
dx 372 3x
) Funciones fraccionari dor constante: —— = ———= " (g, donde ¥ y k
C unciones 1I1raccionaria con numeraaor constante: — _ - —— - — , onde 7
kg(x)  kglx) Kk Y

son constantes
. : _ 2 : 2 . :
Ejemplo c: Si A(x) = 3—9 , entonces se reescribe como  A(x) = Ex , la cual es la que se deriva usando
X

primero la regla del factor constante y luego la regla de la potencia
I 2 -9/ 2 A
h(x)=(=x = —(x
(%)= ( 3 ) 3 (x7)
I 2 -10 -10
h'(x)= g(-9)x =-60x "= -

10 °
X

Ejercicio de desarrollo: Encuentre la derivada de f(x) = , reescribiendo la funcién previamente.

N2x
2
(Recomendacion: use la propiedad de la raiz de un producto, reescriba, aplique entonces la propiedad del factor constante y

luego la regla de la potencia.)
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4) REGLAS DE LA SUMA Y DE LA RESTA: Sean S y g funciones derivables en x,
entonces f 1 & y f - g también lo sony

(f+8)x)= f(x)tg(x)

(f-8)x)= f(0)-g(x).

La derivada de una suma es la suma de las derivadas.
La derivada de una diferencia es la diferencia de las derivadas.

Demostracion: Para demostrar esta propiedad de las derivadas planteamos la derivada de la funcion
(f *+ g)(x) por definicién, manipulamos usando propiedades de limite y algebraicas para llegar que es
la suma de las derivadas:

' + +th)y-(f+ + h)+ + h)- +
Uwg“m:ygf gl 2 s d@)ﬁy%f@ M+ g(x ? /) + g)

i L@ D gt W) () g()
h- 0 h

Se distribuyo el signo

= li Se reordenod la suma

G- )+ gt h)- g(x)
0

h- h
i Hf(x+ - f(x) gxth)- g(x)H Se descompuso como suma de
- hlf%D h ' h 0 fracciones con igual denominador
. + h)- . t h)- , )
= }11113 Slx 2 S ) + }111% 8lx 2 46) Se uso la propiedad del limite de una suma
= () g Se aplico la definicion de la derivada de 'y g.

Esta regla puede ampliarse a la suma o diferencia de un nimero finito de funciones. En notacién
de Leizbniz podemos escribir que:

e St ot )0 = L f00)s L 00)s

| =

(£, ()

x

X

Ejemplo 4.- Encuentre las derivadas de las siguientes funciones
2 4
a) h(z)= Jz+ 4%; b) g(x)= — - J3+ 3x
X

1/2

Solucion: a) Reescribimos /A(z)= z '~ + 522. Esta ultima reescritura se deriva aplicando primero la

propiedad de la suma. Asi

Al primer término aplicamos la regla de la potencia y al segundo
la regla del factor constante.

4 4
X :H1/2+_2H: 2y (3 2y
(2) Jz 3L =+ G2

1 . 4 , . . .
= —z V2 3 (z%) Aplicamos al segundo término la regla de la potencia
1
= + —Z

2z 3
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b) Reescribimos primero antes de derivar g(x) = 4x* - \/3+ 3x. Ahora aplicamos la propiedad de la

suma y diferencia.
Al primer y tercer término se aplica la regla del factor

' - -4 constante y al segundo la regla de la constante. No se
axt- i+ 3 E
g (x) (4x \/5 3x suelen reescribir las constantes.

=(@4x"*) - (V3) + Bx)

_ N ' La tltima igualdad se obtuvo al aplicar la regla de la
- 4(x ) 0+ 3(x ) potencia a los términos en derivacion

=-16x7+3

Reescribir para derivar:

d) Un cociente donde el denominador consta de un solo término en x".
1 r, 1 T,
axtt ot ax ax’! ax" a, .- a .-
1 —— = 1 et s Lk g g Dtk 7.,k constantes
cx cx cx c c
. . 3x° - 2x% - x . 3x° 2x? X
Ejemplo d: Si g(x) = ——————, entonces se reescribe como una suma : g(x) = - - ,
2 2 2 2
3x 3x© 3x 3x

la cual se sigue simplificando para que quede expresado de tal manera que posteriormente se use las
reglas del factor constante y el de la potencia. De esta forma obtenemos que & puede ser expresado
como:

2 1 .
- .3 1
X)= x - —-=Xx
g(x) 373
Ahora podemos derivar con facilidad usando primero la regla de la suma

eyl o201 b
g(x)-@x 3 3x§

- () - (%)’ . (%x'l)'
= 3x7 - %(- Dx™?

¢) Un Producto se transforma en una suma al usar la propiedad distributiva.
Ejemplo e: g(x)= \/;(3x - 4fx - 1). Esta funciéon posteriormente puede interpretarse como un

producto, pero conviene para derivar reescribir usando la propiedad distributiva, transformandose
entonces en una suma.

g(x)= x"?(Bx- 4Jx - 1)
= 3x0x"? - 4x- x'?

g(x)-= 3x%% - 4x- xV2.
Esta tltima forma de reescribir & es la que derivamos, aplicando la propiedad de la suma primero,
luego del factor constante y de la potencia después. De esta manera

gv(x): (3x3/2 - 4y - x1/2)v

- (3x3/2)' - (4x) - (xl/z)v
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1 i 1 - . , . . .
= 3(x*?) - 4(x) - Ex 2 Derivamos los términos que se indican

1
1/2
oA 2x12

N | o

. : . 1 ,
Podemos dejar de esta forma la derivada pero también podemos sacar N de factor comun para
X

expresar la derivada como

-1/2
X

2

g'(x)= (9x- 8x"2 - 1)

Ejercicio de desarrollo: Encuentre las derivadas de las siguientes funciones, reescribiendolas
previamente.
x?-2x +1

a) f(x)= x*(Vx - 3x) b) £()= ==

Ejemplo 5.- Encuentre la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x)= 2x*+1 en a) x= -1,
b)x= 0y ¢)x = 1. Grafique la curva y= 2x* + 1y las rectas tangentesen x= -1, x= 0y x=1.

Solucion.- Para calcular la pendiente de la recta tangente
se debe primero encontrar la derivada

y
f1(x) = 4x Ay
m:% 4 ] _ St
| | ; |

a)En x= -1, lapendientees f'(-1)= 4(-1)= -4 pyad | ; Av=4
b) En x = 0, la pendiente es f'(0)= 4(0)= 0 1 X /
¢) En x = 1, la pendiente es f'(1) = 4(1) = 4 \ |/

m=0

> X

0 1
Ax =1 -

Ax=1
Una manera de obtener la ecuacion de una recta es usar la ecuacion punto-pendiente:
(Y= )= m(x- x;).
Para ello necesitamos un punto (x,, ¥, ) por el cual pasa la recta y la pendiente m de la misma.

Si se necesita determinar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcion f(x) cuando
X = X, entonces el punto es (xq,¥,) = (x()»f(xo)) .
Es claro que la pendiente es m= f (Xg)

x>-3x +3
= " e

Ejemplo 6.- Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = n x=2.

Solucion.-
e Se determina completamente el punto (Xq,Y()
Para determinar completamente el punto sobre la grafica evaluamos la funcionen x = 2.
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25-3m+3 5
2z — — — ~ ==
f(2) 3 3

. 5
Enfatizamos ahora que queremos la recta tangente a la graficade /() en el punto (2,5) .

* Se determina la pendiente de la recta tangente.
Para calcular la pendiente de la recta tangente se debe primero encontrar la derivada y luego
evaluar esta derivadaen x = 2.
Antes de derivar consideramos reescribir la funcion. Efectivamente la funcion se puede
reescribir como:

f(x)= %xS -x+t1
la cual es la que derivamos usando primero la regla de la suma.

£(0)= (%f)' - @)+ (1)

() - 1

W | —

obteniendo
fx)=x*-1

Al evaluar esta ultima en 2 tenemos
Recuerde evaluar para obtener la

pendiente

m= f'(2)=4-1= 3.

* Se determina la ecuacion de la recta tangente, usando la forma punto-pendiente

(¥= »o) = m(x- x,) Se sustituye los valores

5
(v- g) = 30(x-2) Simplificando y manipulando obtenemos una ecuacion general de la recta

3y-9x+13= 0,

Ejemplo 7.- Encuentre los puntos sobre la graficade f(x) = x° - 3x” - 9x tales que la recta tangente
es horizontal.
Solucién.- Recordemos que una recta horizontal tiene pendiente 0. Entonces como la derivada evaluada
en x es la pendiente de la recta tangente a la grafica de f'en dicho punto, debemos ubicar los valores de
x donde la derivada se hace 0. Planteamos entonces la ecuacion /' (x) = 0 y la resolvemos.
Derivamos primero

f'(x)=3x*-6x-9.
Ahora se plantea

3x*-6x-9:=0.

Esto es una ecuacion cuadratica cuyas soluciones son x=3 y x = -1. Evaluamos estos puntos en la
funcion para asi obtener los puntos sobre la grafica en que las rectas tangentes son 0.

f(3)=3-33)*-309=-27
fED= D -3¢-D7-90-1)= -5

Se concluye que (3,-27) y (-1,-5) son los puntos sobre la grafica donde la recta tangente a la curva en
dichos puntos son horizontales.
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RAZON DE CAMBIO PORCENTUAL

La razén de cambio nos da una medida de como cambia una magnitud frente a otra. Pero este
cambio depende de la situacion en que estemos. No es lo mismo que en un afio una poblacién cambie en
100.000 habitantes si la poblacion es de 10.000.000 que si es de 500.000. La razéon de cambio
porcentual para una cantidad C permite calibrar mejor estas situaciones, la cual es definida por:

Razén de cambio  —1q Razoén de cambio de C
porcentual de C(x) C
C(x)

El cambio porcentual para la poblacion de 10.000.000 es de 1%. El cambio porcentual para la
poblacién de 500.000 es de 20%.

La razén de cambio porcentual es conocida también como la tasa de cambio porcentual. Cuando
sabemos que hay crecimiento hablamos de razon (tasa) de crecimiento porcentual de la cantidad. La

X
cantidad —, también es usada para comparar la razén de cambio de una cantidad con respecto a ella

C(x)
C'(x)
C(x)

misma, es conocida como la razon de cambio relativo y toma valores entre -1 y 1.

Ejemplo 1.- El PIB de cierto pais es aproximado por la funcién N(¢) = t> + 4¢+ 150 mil millones de

UM ¢ afios después del 2003. a) Estime la razoén de cambio al comienzo del 2005;
b) Estime la razon de cambio porcentual del PIB al comienzo del 2005
Solucion:

a) Como han pasado 2 afios después del 2003 se tiene que calcular N'(2) . Primero se calcula la funcion
derivada

N'(¢) = (zz + 41+ 150] = 2t+ 4

La razén de cambio para comienzos del 2005 es N'(2) = 202+ 4= 8 mil millones de UM por afio.
b) La razén de cambio porcentual para el 2005 es estimada en

N'(2) 8
100———==100—— = 4.93% i

NQ) 162 por afo.
EJERCICIOS
1) Encuentre la derivada de las siguientes funciones:
L1 f(x) = x75 1.2) /(x) = 9x°; 13) f(x)=5;
L4) g(w) = V5w; 1.5) f(x) = In(2)x*; 1.6) f(x) = %xz;
L7) f(x)= %; 1.8)y= - x* + 2x; 1.9)A(w) = w° - 3w’ + &2;
1.10) y = 108(x* + 1167) ; 1.11) f(x) = 2(4_ ) 112) f()- w;
113)f(X)=x—6+x—4’ L14)A(s) = 2% - 357135 1.15) /(%)= ‘.
' 6 2 ' oL AR

4 35

1.16) /(x) = V2x73; 1.17)C(9) = 5; 1.18)C(q) = q . ?;
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1.19) f(x) = V2x - V2x 3 1.20) f(x)= %; 1.21) f£(x) = x /x5

1.22) 1(s) = 5°(35)%; 1.23) f(s) = s°3s°; 1.24) f(x) = x(4- 5x- x°);
2 - x2 - (3' 2)

L25) ()= si(st =203 1260 /(0= 5 127) /()= ==

2 2
Respuestas: 1.1) 7x°; 1.2) 18x; 1.3)0; 1.4) \/E; 1.5) 2xIn2; 1.6) EX; 1.7)?)6; 1.8) - 2x+ 2;

1.9) 9w’ (w° - 1); 1.10) 216x; 1.11)-5x; 1.12) - 5x; 1.13) x°(x* + 2); 1.14) %s'”“ + g7

8 4 3¢ 15 V2
1.15) - D L16) - 342x 7 17T —5; 118) ——+ — 5 1.19) J2- = 1.20

1
- 3\/F;1.21) (5/4)4x ; 1.22) 365°; 1.23)125% 1.24) 4- 10x - 4x°;

257 - 5yi126) 222 122
3 S ;1. FERER I

2) Para cada una de las siguientes curvas encuentre la pendiente de la recta tangente en x=1. Graficar la
curva y la recta tangente en x=1
a) y=-x-4;x=1; b)y=2J/x-3.

1.25)

3) Encuentre la recta tangente a la curva en el punto dado

30) y= 2x° - 6x+ 1sx=1;  32) y= 2x° - 4x+ [;x=-1; 33) y:

4) Para cada una de las siguientes funciones encuentre los puntos en los cuales la recta tangente a la
grafica de la funcién en esos puntos es horizontal.

41)F(x)= x"- 4x; 42) G(x)= x> - x*; 43%) H(x)= x* - 8x+1; 4.4%) K(x)= x* - x?

(* la ecuacion que se plantea se resuelve por Ruffini o factorizando directamente por productos
notables)

5*) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion F(x)= x*+ 8x- 2 que es
paralelaalarecta y=4xt1,

(* plantear F'(x) = 4, (;por qué?) consiga la solucion X, de la ecuacion, forme la recta con pendiente
F'(xy)= 4 y que pasa por el punto (xy,F(x,)), justifique el procedimiento)

6*) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funciéon F(x)= x° - 6x- 1 que es
paralela alarecta 2yt 6x+1=0,

(* Imite el ejercicio anterior, puede existir mas de una solucidn)

7*%) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funciéon F(x)= Tx que es paralela a

larecta 2yt 6xt1=0,



Respuestas: 2)

m=1

-2

PROBLEMAS EN CIENCIAS SOCIALES
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3.1) y=0 3.2)y=2x+5;3.3) 17x+3
. - 2)y=2x15;33) - — —
. 16" 4

4.1)(2 4)'42)(2-1) (0,0); 4.3)
AR R gyt T
A2,-6132); 4.4) (%,— i» (% 1

4
y (0,0)

5) y+ 9z 4(x+1);6) y+ 4= -3(x-1);
y-6=-3(xt1);7) No existe

1) Se proyecta que dentro de x meses, la poblacion de cierto pueblo sera de P(x) = 2x+ 4x% + 5000

a) /A qué razoén cambiara la poblacion respecto al tiempo dentro de 9 meses? b) ;A qué razon
porcentual cambiara la poblacion respecto al tiempo dentro de 9 meses?

Respuesta: a) 20 personas por mes, b) 0.39%

PROBLEMAS EN ECONOMIA

1) El PIB de un pais ¢ afios después del 1 de enero del 2001 es aproximado por N(¢)= t* + 8+ 170

mil millones de UM. a) Estime la tasa de cambio al comienzo del 2007 b) Estime la tasa de cambio
porcentual del PIB al comienzo del 2007 Respuesta: a) 20 miles de millones por afio, b) 7.87%
2) Las ganancias trimestrales de la compafiia EME depende de la cantidad x (en miles de UM) invertida

en publicidad dada por la siguiente relacion.

-1
P(x)= —+ 7x+ 30 miles de UM
X

(Cual es la razon de cambio de las ganancias trimestrales si se invierten 100000 UM en publicidad?

Respuesta: 3499/500 miles de UM

3) Un nuevo articulo ha sido introducido al mercado. Se espera que la demanda del articulo sea de

g = 300+ 0.5¢+ 0.05¢°'* unidades al cabo de t meses. A qué razon porcentual cambiara la demanda

mensual dentro de 9 meses? Respuesta: 0.23 %

4) Se ha decidido establecer el precio de la gasolina por mes de acuerdo a la siguiente formula

p=154+0.3t+ 0.08°> UM contados a partir del proximo mes. ;A qué razon porcentual cambiara el

precio de la gasolina un mes después de implementado el plan tarifario? ;4 meses después? ;9 meses?

Respuesta: 2.73%; 3.2%; 3.32%
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ANALISIS MARGINAL

En economia el concepto marginal se refiere al cambio instantdneo de una cantidad con respecto
a otra. Esto es la derivada de una cantidad con respecto a otra. Daremos a continuacién el concepto y la
interpretacion de varias cantidades marginales de uso frecuente en economia.

COSTO MARGINAL

Sea C(q) el costo total de producir ¢ unidades de un determinado articulo. Atun cuando en la
mayoria de los casos ¢ es un nimero entero, en la teoria y en la practica es conveniente considerar el
dominio de C un intervalo de R. En economia se esta interesado como los costos cambian cuando hay
incrementos en la produccion. La derivada puede ayudar a analizar estos cambios de una manera rapida.

La derivada del costo total, C "(9) , se llama costo marginal
Costo marginal=C"(g)
En general se interpreta el costo marginal , C'(¢), como el costo aproximado de producir la
unidad g * 1. Veamos la justificacion.
Recuerde que el costo de las primeras ¢+ 1 es C(g+ 1). Asi que

El costo exacto de launidad g+ 1 =C(g+ 1)- C(q)
_C(gt - C(g)
1
Esta tltima expresion es una aproximacion de la derivada

. Clgt h)-Cq)

C'(q) p

con h=1
Asi pues
C'(g) = costo de producir la unidad adicional ¢ + 1

Veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.- La funcién de costo total por producir y vender q articulos esta dada por:
C(q)= 0.001g> + 1.1g + 30 en UM.

a) Encuentre la funcion de costo marginal.

b) Encuentre el costo marginal en g = 40

¢) Interprete sus resultados.
Solucion:
a) Para conseguir la funcion de costo marginal derivamos la funcidn de costo total.

C'(¢) = (0.001g" + 1.1g + 30)
C'(q) = (0.001¢*)+ (1.1g) + (30)
C'(¢)= 0.002¢ + 1.1UM

b) El costo marginal en ¢ = 40 esta dado por
C'(40)= 0.002040+ 1.1= 1.18UM

¢) El costo de producir la unidad 41 es aproximadamente 1.18 UM
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El lector debe darse cuenta lo tedioso que hubiese sido calcular el costo de la unidad 41 de una
manera exacta. En el siguiente ejemplo haremos el calculo aproximado y exacto pero antes recordemos
el siguiente concepto.

Si C(q) es el costo total de producir ¢ articulos, el costo promedio por articulo se define como

Clg)= <@

En el ejemplo anterior el costo promedio por articulo esta dado por

_0.001g% + 1.1g + 30
q

C(q)

0.001g + 1.1+ 30l
q

El lector puede verificar que  C(40) = 1.89, lo cual representa el costo de cada articulo en

promedio cuando se producen 40 articulos. Este valor es muy distinto al costo marginal en 40 que
representa aproximadamente el costo de producir la unidad 41. Podemos ver entonces que el costo
promedio y el costo marginal son dos conceptos distintos pero relacionados. Usando los dos conceptos,
podemos decir en nuestro ejemplo que los primeros 40 articulos cuestan 1.89UM en promedio y fabricar
uno mas le costaria tan solo 1.18UM.

. ., . , - 22000
Ejemplo 2.- La funcion de costo promedio de un producto esta dada por C(g) = 0.1g + 120+ .
a) Encuentre la funcién de costo marginal.

b) Encuentre el costo marginal cuando ¢ = 40 y cuando g = 60
¢) Encuentre el costo de producir la unidad 41.
d) Interprete los resultados
Solucion:
Recuerde que el costo marginal es la derivada del costo total. Asi que debemos conseguir la funcion de
. y =y C@)
costo total primero despejandola en la ecuacion C(q) = ——
C(g)= ¢0C(q)
C(q)= ql0.1g+ 120+ 22000)
Se distribuye a fin de obtener una expresion mas sencilla para derivar
22000

C(q) = O.Iq2 +120g+ g——
q

C(q) = 0.1¢% + 120g + 22000

a) Derivamos la funcion costo total recién obtenida
C'(¢) = (0.1g%) + (120¢)' + (22000)

C'(¢)= 0.2¢+ 120

b) El costo marginal cuando ¢ = 40 esta dado por
C'(40)= 0.2040+ 120 = 128

El costo marginal cuando ¢ = 60 estd dado por
C'(60)= 0.2060+ 120 = 132

¢) Recordemos que el costo exacto de launidad g+ 1 esiguala C(g+ 1)~ C(q). Asi
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El costo exacto de la unidad 41 = C(41)- C(40)
C(41)= 0.1041% + 120041+ 22000
C(40) = 0.1040% + 120040 + 22000
C(41)- C(40)= 0.1(41% - 40%)+ 120 = 128.1 UM

d) C'(40) = 128 se interpreta como el costo aproximado de producir la unidad 41. Efectivamente
este costo estd bastante cercano al costo exacto de la unidad 41 que es 128.1.
C'(60)= 132 es el costo aproximado de producir la unidad 61 si se decide aumentar la

produccion de 60 a 61 unidades. También podemos decir que los costos totales aumentarian
aproximadamente en 132UM si se decide fabricar una unidad adicional

Comentarios.- El costo de la unidad adicional depende del nivel de produccion.
Algunos autores prefieren interpretar C'(¢) como el aumento aproximado en los costos si se decide
aumentar la produccion en una unidad. ;Por qué?

INGRESO Y UTILIDAD MARGINAL

Podemos hacer un analisis similar para la funcién ingreso y utilidad total.

Sea 1(gq) la funcién ingreso total por producir y vender ¢ productos. El ingreso marginal se
define como la derivada del ingreso total:

Ingreso marginal=1'(g)

y se suele interpretar como el ingreso por producir y vender la unidad adicional ¢+ 1 cuando el nivel
de produccién es ¢ .

. 1 .
Ejemplo 3.- La ecuaciéon de demanda de un articulo esta dada por p = 5(40 - g) . Encuentre la funcién

ingreso marginal
Solucién: Tenemos que conseguir la funcion de ingreso. Recuerde que / (9)= pq
Asi

1@)* <40~ g)q
Reescribimos antes de derivar, distribuyendo solo la variable
Ig)* (409~ ¢*)
Derivamos, usando primero la regla del factor constante
1@ 5400~ ¢
Podemos ver finalmente, usando la regla de la diferencia que el ingreso marginal esta dado por

I'q)- %(40— 29)

Recordemos:
Sea U(q) la funcién utilidad total por producir y vender ¢ productos. Recuerde que la
utilidad es la diferencia entre el ingreso y el costo, esto es

U(g)= 1(q9)- C(q)
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La utilidad marginal se define como la derivada de la utilidad total:
Utilidad marginal=U"(g)

y se suele interpretar como la utilidad por producir y vender una unidad adicional cuando el nivel de
produccién estaen ¢ .

Ejemplo 4.- Un comerciante estima que su ingreso mensual por la venta de un articulo sea
I(g) = 30g - 0.02¢*, para 0< ¢ <1500 S el costo de adquisicion es de 10UM por cada articulo.

a) Encuentre la funcion de utilidad marginal

b) (Cual es el nivel de adquisicion y venta en que la utilidad marginal es 0?

¢) Interprete el resultado anterior.
Solucién:
a) La funcién de utilidad marginal es la derivada de la funcion utilidad total. Debemos conseguir
primero U(g) mediante la relacion

U(g) = 1(q)- C(q)
La funcion costo total esta dada por
C(q)=100g
De esta manera
U(g) = (30g - 0.02¢°) - (10g)

Simplificando se obtiene
U(g) = 20g - 0.02¢°
La utilidad marginal es la derivada de U(q)
U'(g) = (20g) - (0.02¢%)

=20- 0.04q .
b) Para calcular el nivel en que la utilidad marginal es 0 debemos plantear
Ulg)=0
20-0.04¢g=0
Resolviendo, obtenemos
g = 500

El nivel de adquisicion y ventas en que la utilidad marginal es 0 es 500 articulos.

¢) Esto se puede interpretar como: La utilidad dejada por la adquisiciéon y venta de una unidad por
encima de 500 es aproximadamente 0. La negociacion de una unidad extra en este nivel de
comercializacion no aportaria ganancia ni perdida al negocio.

PROPENSION MARGINAL AL AHORRO Y AL CONSUMO.

Pensemos primero estos conceptos a nivel de un individuo. Si una persona tiene un ingreso
mensual variable de /, una cantidad C la consume en bienes y servicios y otra S la ahorra. Es decir
I=C+ §. Es claro que los porcentajes de lo que ahorra y lo que consume depende del nivel de
ingreso. Es probable que un individuo cuando reciba muy poco practicamente lo gaste todo y en cambio
si recibe una gran cantidad ahorre una parte. Asi pues podemos pensar que el consume C es una funcion
del ingreso.

Podemos extrapolar estos conceptos a nivel de una nacidn. Sea [ el ingreso nacional disponible
(en miles de millones de UM) .

La funcién de consumo nacional, C(1) , es la cantidad de dinero del ingreso que se consume

La funcién de consumo nacional, S(/) , es la cantidad de dinero del ingreso que se ahorra.
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Definicion.- Se llama propension (o tendencia) marginal al consumo a la derivada de C con respecto a I:
\ dC ., . .
c')-= I =propension (o tendencia) marginal al consumo
La propension (tendencia) marginal al ahorro se la define como la derivada de S con respecto a [I:
ds
S(I) = i = propension (o tendencia) marginal al ahorro.

Podemos ver que a nivel del ingreso nacional larelacion /= C(/)+ S(I) se cumple. Al
derivar ambos lados queda

di_dc ds
dl  dl dI
. dC, ds

dl dl

Asi que las dos propensiones marginales suman 1. Frente a un pequefio incremento de ingreso
nacional, podemos interpretar las propensiones marginales como las proporciones de ese incremento que
se ahorran o se consume.

4J_

Ejemplo 5.- Suponga que la funcion de consumo de un pais estd dado por C(7) = g + ——+ 7 donde /

y C vienen dadas en miles de millones de UM

a) Encuentre las propensiones marginales al consumo y al ahorro cuando el ingreso nacional es de 9
mil millones de UM.

b) Interprete sus resultados

Solucion:

a) Se calcula la propension marginal al consumo.

L. ow- <>+(4f)+<7>'

dr
1 ! 1/2~1 I
Sy s 2y (7
3() 5( )+ (D)
_l+ igl]‘”z)
4 5 2
1 2

dc , ds
dl dl
ds | dc
dl dl
Se procede ahora a evaluar las propensiones marginalesen =9
E :C'(9):1+L:l+£:l
dl |, 3 59 3 15 15

d_S:I—d_Czl 7.8
dl dl 15 15
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b) Para un nivel de ingreso nacional de 9 mil millones de UM, si hay un aumento en un millardo de

. . . 7
unidades monetarias, aproximadamente el 46.6% (E (100) de ese aumento se consume y el 53.3%

se ahorra. Es decir 466,6 millones se consumen y 533,3 millones se ahorran aproximadamente.

PROBLEMAS DE ANALISIS MARGINAL
2
20
1) Sea C(q)- q? + —+ 450 el costo total por producir ¢ articulos. a) Encuentre la funcion de costo
q
marginal. b) ;Cual es el costo marginal para ¢ = 10 ? ¢) Interprete sus resultados.

2 20
Respuesta: a) C(q)+= ?q - q—z; b) 3.8UM.

2) Si C=-0.1g>+2q+ 850 representa el costo total de producir q unidades de un producto. a)

Encuentre la funcion de costo marginal. b) ;Cuél es el costo marginal para ¢ = 3? ¢) ;Cual es el costo
real por producir la unidad 4? Respuesta: a)c'(¢)= -0.2g+ 2; b) ¢'(3)= 14 ;¢) c(4)- c(3)=1.3

_ 300
3) Sicl(g)=2+ 7 es la funcion costo promedio de producir q unidades de un producto. a)

Encuentre la funcidn de costo marginal. b) ;Cual es el costo marginal para q=307? ¢) Interprete sus
resultados. Respuesta: a) ¢'(¢)=2; b) ¢'(30)=2

4) La funcién de ingreso total viene dada por = 2¢g(20- 0.2¢) . a) Encuentre la funcioén de ingreso
marginal; b) El ingreso marginal para ¢ = 10; ¢) el ingreso marginal para ¢g=20; d) Interprete sus
resultados. Respuesta: a) I'(¢) = 40- 0.8¢ ; b) 32UM; ¢) 24UM

5) Si la ecuacién de demanda es p = 500 - q% , calcule el ingreso marginal.
2

Respuesta ['(g) = 500 - §q3

6) El costo total de un fabricante es C(g) = 0.1¢° - 0.5¢* + 500¢ + 200 UM, donde ¢ es el nimero de
unidades producidas.

a) Utilice el analisis marginal para estimar el costo de fabricacion de la cuarta unidad

b) Calcule el costo real de fabricar la cuarta unidad. Respuesta: a) 499.7; b)500,2
7) El ingreso total mensual de un fabricante es /(g) = 240g + 0.05¢g> UM cuando produce y se venden

4 unidades al mes. En la actualidad, el fabricante produce 80 unidades mensuales y planea aumentar la
produccién en una unidad.
a) Utilice el analisis marginal para estimar el ingreso adicional que generara la produccion y venta
de la unidad 81.
b) Utilice la funcion ingreso para calcular el ingreso adicional real que generara la produccion y
venta de la unidad 81. Respuesta: a) 248; b) 248.05

8) La ecuacion de demanda de un articulo es p= 200- %.a) Determinar la funciéon de ingreso

marginal b) El ingreso marginal cuando ¢ = 20 ¢) ;Cual es el ingreso real por vender la unidad 21?

Respuestas: a) p = 200 - % b) 190UM; c¢) 189.75UM
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9) La ecuacion de demanda de un tipo de reloj es {/E + 20p = 800 .a) Determinar la funcién de ingreso

3
marginal. b) Si la funcién de costo total por la produccion de 9 relojes es C(q) = Tq +10, calcule la

\/;b)40 \/_ 1

utilidad marginal. Respuestas: a) 40 - 15 6fq?

10) La ecuacion de demanda de un producto es ¢> + 100g + 1000p = 8000 . a) Determinar la funcion de
2

ingreso marginal. b) Si la funcién costo total por la produccion de ¢ productos es C(g)= 500 + %,
calcule la utilidad marginal. Respuestas: a) 8- 0.2¢ - 0.003¢*; b) 8- 0.3 - 0.003¢>
11) La funcién de consumo de cierta nacion estd dada por C(7) = é— i+ 4 UM. Encuentre la

propension marginal al consumo y al ahorro cuando [= 36 UM. Interprete sus resultados.

Respuesta: 5/18; 13/18

12) La produccion semanal de una fabrica depende del nimero de obreros x en la planta y estd dada por
P(x)= -2x%+1600x . Si la fabrica cuenta en este momento con 30 obreros, a) use derivadas para
estimar el cambio de la produccion si se contrata un obrero mas b) Haga el calculo exacto.

Respuesta: a) 1480; b) 1478 unidades

13) La ecuacion de demanda de un producto estd dada por 45p+ 4/¢® = 7000 Si la funcion de costo

estd dada por C(q)= 45+ +/¢” . a) Calcule la utilidad marginal cuando se producen y se venden 100

unidades. b) Interprete sus resultados. Respuesta: a) 85UM

14) Un kiosco de comida rapida prepara hamburguesas a un costo de 2UM cada una. Las
hamburguesas se han vendido a SUM cada uno y a ese precio, los consumidores han comprado 4000 al
mes. El duefio planea incrementar el precio de las hamburguesas y estima que por cada UM de aumento
en el precio se venderan 200 hamburguesas menos. Calcule la utilidad marginal en funcioén del nlimero

de hamburguesas vendidas, suponiendo que la ecuacion de demanda es lineal. Respuesta: - ﬁ + 23

15) Un distribuidor vende 5000 lavadoras al mes si el precio es de 40UM cada una y estima que por
cada incremento de SUM las ventas bajaran en 300 lavadoras. Si el costo de adquisicion de cada
lavadora es de 25UM. Suponga que la ecuacion de demanda es lineal. Calcule la funcion utilidad

marginal en funcién del nimero de lavadoras adicionales a las 5000. Respuesta: 23000 - 3000g

16*) Se estima que un gimnasio tiene 500 clientes cuando la cuota es de 30UM Yy si sube el precio a 40
el niumero de clientes se reduce a 450. Suponga que existe una relacion lineal entre el nimero de clientes
y la cuota mensual. a) Determine la funcion de ingreso. b) Determine el ingreso marginal.

1 \ 2
Respuestas: a) /= - ng +130q; b) I = - gq” 130

17*) El calendario ecoldgico es vendido a 20UM., a ese precio se compran 25.000 ejemplares. Se ha
estimado que si el precio aumenta a 30UM se venderan 15.000 unidades. El costo de produccion de ¢
unidades esta dado por C(g)= 500+ 5q . Suponiendo que hay una relacion lineal entre el precio y la
demanda de calendarios. a) Encuentre la utilidad marginal. b) Calcule la demanda ¢, para la cual la
utilidad marginal es cero. ¢) Calcule el precio p, para esta demanda. d) Calcule la utilidad en p, - 1,
Do yPo*t I(*para calcular la ecuacion de demanda use la ecuacién pto-pendiente, calculando
previamente la pendiente)

Respuestas: a) U' = - %+ 40; b) g, =20.000; ¢) p,=25; d) U(24)= 459.42, U(25)= 499.38,
U(26)= 539.32 UM
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REGLAS DEL PRODUCTO Y DEL COCIENTE

La funcién A(x)= (3x*+ 4x+ 1)(\/; + 1) la podemos derivar usando las ideas de la seccion

pasada, podemos reescribir la funciéon aplicando la propiedad distributiva y luego sumar términos
semejantes. Sin embargo, tal como estd se puede interpretar como el producto de dos funciones

f(x)=3x*+4x+1 y g(x)= Jx+1 y para derivar se usa entonces la regla del producto que a
continuacion se enuncia.

Regla del producto: Sean f y g funciones derivables en x, entonces f g también es derivable en x

y
(S0 ()= [[()g)t f(x)g'(x).

La derivada de un productote dos funciones es la derivada de la primera por la segunda sin
derivar mas la primera por la derivada de la segunda

Al final de esta seccion daremos de prueba de esta regla.

Ejemplo 1.- Encuentre la derivada de la siguiente funcién s(x) = (3x> + 4x + 1)(\/; +1)
Solucién: Aplicamos la regla del producto a la funcién A(x)= (3x” + 4x + 1)(\/; t 1), interpretando a
h como el producto de las funciones f(x)= 3x”+ 4x+ 1 y g(x)= Jx + 1. Asi

h(x)=f + !
()= S (2gx)* [ (g () Observe que se deja la derivada indicada y se
= (3x?+ 4x+ 1)’(\/; 1)+ Bx?+ 4xt 1)(\/; + 1) deriva en la siguiente linea

= (6x+ 4)(Wx+ 1)+ Bx>+ dx+ 1)%{”2

Aplicando la propiedad distributiva y agrupando términos semejantes tenemos

h'(x)= Ex3/2 +6x+ 6x"7 4 4+ lx_l/z.
2 2
Ejercicio de desarrollo: Encuentre las derivadas de las siguientes funciones

a) h(x) = 3(x* - 3x- 3); b) £(x)= (x- Vx+ (x> - 3x-3)

La demostracion de la regla del producto se hace al final de esta seccion. Otra regla que vamos a
necesitar es la derivada de un cociente que a continuacioén presentamos

Regla del Cociente: Sean [ y g funciones derivablesen X y g(x)# 0 entonces f/g es derivable
en Xy

S/
8

AT f '(x)g(X)z- S (X)g'(x)‘
g (x)
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La regla de cociente es un poco mas complicada que las anteriores. Pero observe como al
escribirla se a puesto cierta semejanza con la regla del producto, excepto el signo menos en el
numerador y que contiene un denominador igual al denominador de la funcion a derivar al cuadrado.

x2+4xt1

x*-1
Solucion: Aplicamos la regla del cociente interpretando a /4 como el cociente de la funcion
Sf(x)= x?+4x+1 entre g(x)-= x*-1.Asi

Ejemplo 2.- Encuentre la derivada de la funcion A(x) =

La derivada la calculamos en varios pasos

7 () = f(x)gx)- f(x)g'(x) dejapdo indica}da algunas deriva}ciqnes para
X) = (g (x)) 2 analizarla y derivarla en las lineas siguientes.
(At (- D (2 Axr (- 1) En ambas derivadas se aplica la propiedad de la suma
- - 1) y de la potencia

Se aplica la propiedad distributiva. En el segundo termino
distribuimos el 3x2. Observe la necesidad de mantener el

x4 - - (7 + 4x 1)3x7

(x*-1)° paréntesis.
_ 2x*+ 4x7 - 2x- 4- (3x* 41257 + 3x7) Se distribuye el menos.
-1

2x*+ 4x’ - 2x- 4-3x% - 12x7 - 3x?
(x*-1)°
Agrupando términos semejantes finalmente obtenemos:
-xt-8x*-3x%-2x-4

(- 1)’

B (x) =

Ejercicio de desarrollo: Encuentre la derivada de

x+2\/;+1'

3)f(x):ﬁ, b)f()c):x_T\/;+1

Comentario: Le recordamos que en este ultimo ejercicio es conveniente reescribir la funcién como:

1 . .
f(x)= g(x - Jx+ 1) para luego aplicar la regla del factor constante. Resulta mas largo aplicar la regla

k
del cociente. Mas adelante se presentaran las formas f(x)= —— que conviene escribirlas como

S ()
f(x)= k(f(x)! para emplear otra regla distinta a la regla del cociente, la cual resulta mas
laboriosa.

Ejemplo 3.- Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y = (20- 3x)(x* - 3x- 1) en el punto

donde x=4
Solucion :
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* Se determina completamente el punto sobre la grafica evaluando la funcion en x = 4.
y(4)= (20- 304)(4* - 304-1)= 803 = 24

Remarcamos que queremos la recta tangente a la grafica de f(x) enel punto (4,24).
* Para determinar la pendiente se calcula Y y luego se evaliia en x=4
Usamos la regla del producto para conseguir la derivada
¥ = (20- 3x)'(x* - 3x- 1) +(20- 3x)(x* - 3x- 1)
y' = =3(x% - 3x- 1) +(20- 3x)(2x - 3)
Podemos simplificar este resultado, pero preferimos evaluar de una vez
V'(4)= -3(4% - 304- 1)+(20- 304)(204 - 3)
(4= 31
Esto es My, = 31,
* Finalmente para calcular la recta tangente usamos la ecuacion punto pendiente
(¥=yo) = m(x- x,)
(y-24)=310(x- 4)
Llevandolo a la forma pendiente-ordenada en origen tenemos que la recta tangente en el punto

(4,24) es:
y = 31x- 100

APLICACIONES
Ejemplo 1.- El gobierno va implementar unas medidas para disminuir el porcentaje de desempleo en el

pais. El prevee que el impacto de sus medidas se vera reflejado en el siguiente modelo
0.15¢> - 0.2¢+ 0.17

t?+1.1
donde P es el porcentaje de desempleados en el tiempo ¢, medidos en afios.
a) Encuentre la funcion que modela la tasa de cambio instantdneo del porcentaje de desocupados
una vez que se apliquen las medidas.
b) Estime la tasa de cambio instantdneo a los 3 meses, 6 meses, 1 afio y 2 afios.

Solucion :
La tasa de cambio instantaneo no es otra cosa que la primera derivada. Asi que la calculamos

usando la regla del cociente previamente sacamos 100 fuera de la derivada

(100

P(t) =

0.15¢% - 0.2¢+ 0.17
2411

P(t)= 100%

(0.3t- 0.2)(t* + 1.1)- (0.15¢% - 0.2¢+ 0.17)(21)
(1* + 1.1)° I

P'(t) = 100

0.2¢2 - 0.01z- 0.22 10
(t*+1.1)°

Gréfice de
01562 -0.204+0.17 )
F+11

P'(f)= 100

Ple) = 100

Para medir la tasa de cambio a los tres meses,
evaluamos en ¢ = 1/4 la primera derivada: - : - . - - .
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0.2(0.25)* - o.omi— 0.22

P'(0.25) = 100 - : = -15.8%
((0.25)% + 1.1)
0.2(0.5)* - 0.010% - 0.22
P'(0.5) = 100 2 = -9,602%

((0.5)* + 1.1)?

2 - -
Py = 1002207 - 0010-022 - ) o,

(H?+1.1)?

0.2(2)*- 0.0102- 0.22

P'(2)= 100 = 2.15%
@ (2)* + 1.1)?
EJERCICIOS
1) Derive las siguientes funciones
1.1) f(x)=(4- x*)(x+1); 1.2) f(x)=4- x*(x+1);
1.3) f(s)= (s> + 1)(3s” - 35); 1.4) f(x)= 2x-D(4-5x-x);
1.5) h(s)= \2s(s?+ 24/s - 1); 1.6) f(x)= 3(Vx-3)(4- x);
4-4q
1.7) f(x)= (x- D(x- 2)2- x7); 1.8) C(9)= T5g
_4-¢q -1
C = . R S
1.9) C(9) pEREE 1.10)C(q) - 2g4 10
20+ 3-1 .2
1.11) f(®)= VI 1.12) f(x) 30
2
113) f(0)= x° W s 1L14) f(s)= L1350,
s+ 4s+ 4
- J2/3,.2 _ . :x-x2 I-x 1,
1.15) f(s)= s (s” - 25); 1.16) /' (x) — + a4 3]
_x(3- X)) _(x-DB- x|
1.17) f(x) = BEWAE 1.18) /(%) BETEEE

2x-3
2) a) Utilice la regla del cociente para derivar la funcién f(x) = a 3
X

b) Reescriba la funcién como f(x)= x*(2x - 3) y derivela como un producto.

¢) Rescriba la funcion como f(x) = 2x 2 - 3x™* y derivela como una suma.
d) Demuestre que todas las respuestas son iguales.

3) a) Utilice la regla del cociente para derivar la funcidon f(x) = x_zf/;”
X

b) Reescriba la funcion como un producto y derivela usando la regla del producto.
¢) Reescriba la funcién como una suma y derivela usando la regla de la suma. (no use la regla del
cociente ni del producto)
d) Demuestre que todas las respuestas son iguales.
4) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y = (x* - 3x)(x* - \/;) en el punto donde x=4.

., 2
5) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 1 en el punto donde x=-1.
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x+1

6*) Encuentre los puntos en los cuales la recta tangente a la grafica de la funcién /()= es

horizontal.

Respuestas: 1.1) - 3x? - 2x+ 4; 1.2) - 3x*- 2x; 1.3) 125° - 957 + 6s-3 ; 1.4) 13- 20x+ 3x? - 8x°; 1.5)

542 e V2 2 NE 4 q*-8q+1
— st 202 = 116) 3= 3- 255 LT) -4+ 9x- 6 ;1.8) T T35 LY——5———; 110
> SVS 2\/; ) (\/; 2) ) x”+ 9x 6 ) qu )(qz—l)z )

9>-2q-2 1067 + 6t + 1

1
- 1L11) ———;1.12) - ; 1.13) (1+1/33)¥x ; 1.14) -
g WD T ) s 113 (4133 s 114)

s+ 4s+ 4’

2 3- 5x2 x-1
1.15) s*°(8/35- 10/3); 1.16) = 1+ ————+ — LI 3) ——;
(2x-4)* 3x 6+/x I x

4) y-728=1033(x- 4); 5) y= —%x- %); 6) (1.2)

PROBLEMAS EN ECONOMIA
1) Encuentre la funcién ingreso marginal cuando / = 2¢(30- 0.1g) . Encuentre el ingreso marginal para

g=10. Interprete sus resultados. Respuesta: /' = 60- 0.4¢; I'(10)=56
+ 750
2) p- qq ' 50 representa la ecuacion de demanda para cierto articulo donde P denota el precio por
unidad cuando se demanda q unidades. Encuentre la funcion de ingreso marginal.
g” +100g + 37500
(q+50)°

3) El Producto Nacional Bruto de cierto pais crece con el tiempo de acuerdo con PNB(t)= 7% + 47+ 20.

Respuesta: /' =

La poblacion al tiempo t es P(t)= 0.1¢2 + ¢+ 2 (millones de habitantes). Calcule la razoén de cambio del
PNB(t)

P(1)

ingreso per capita en el instante t=10. (El ingreso per capita se define como /(%) = el Producto

Nacional Bruto dividido entre el tamaiio de la poblacién.) Respuesta: 0.099
4) Se espera que la venta de un nuevo equipo de sonido siga el siguiente comportamiento con respecto al

t
numero de meses luego que se ha lanzado al mercado S(?) = 7430 miles de equipos al mes.

a) Encuentre la razon de cambio instantanea de las ventas a los 3 meses.
b) Encuentre la razén de cambio instantanea de las ventas a los 6 meses.
¢) Encuentre la razoén de cambio instantidnea de las ventas a los 9 meses.
d) Interprete sus resultados.
Respuesta: a) 0.1381x1000; b)-13.8; ¢) -41.4; d) A los diez meses se venderan aproximadamente 41
equipos menos que en el mes anterior.
250- p

5) La ecuacion de demanda de cierto articulo es 4 = . Determinar la razén de cambio de la

demanda con respecto al precio. a) Calcule esta razon de cambio para p=5. b) Interprete sus resultados.
(Respuesta: a) - 25, b) Si el precio aumenta en 1UM, es decir cuando pasa a 6UM, entonces la
demanda disminuye en aproximadamente 25 unidades)

6) Las ventas de un articulo ¥V depende de la inversion X que se haga en publicidad mediante la

30
relacion V' (x)= 100 - s donde X esta expresado en miles de UM y V en miles de unidades. a)
X

Encuentre la razén de cambio promedio de las ventas con respecto a la inversion en publicidad cuando
x=5; b) Interprete sus resultados. ¢*) Su interpretacion se basa en hacer una estimacion, haga el
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calculo exacto. Respuesta: a)300 unidades, b) Si la inversion aumenta en un 1000 UM, es decir ahora
se gasta x=6 UM en publicidad, las ventas aumenta en 300 unidades aproximadamente; ¢) 272,7

P+I+I+6

JI+2

miles de millones de UM.. Encuentre la propension marginal al consumo y al ahorro cuando el ingreso
es de 16 miles de millones de UM. Interprete su resultado. Respuesta 0.868; Para un nivel de ingreso
nacional de 16 mil millones de UM, si hay un incremento del ingreso de la nacién de mil millones de
unidades monetarias, aproximadamente el 86.8% de ese aumento se consume y el resto se ahorra)
3
8) Sea §(I)= L\/I_% la funcién de ahorro de cierto pais. a) Encuentre la propension marginal al
I1+10

consumo y al ahorro cuando 7= 100. b) Interprete sus resultados. Respuesta: C'(100)= 0.89;
5(100)= 0.11

7) Sea C(I)= la funcion de consumo de cierto pais, donde / y C vienen dadas en

3g°+ 3.5 .
u. Encuentre el ingreso
gtl

marginal cuando se venden 30 articulos. b) Interprete sus resultados. Respuesta: 3 UM

10) En ciertos terrenos se estima que si se plantan 100 matas de mangos por hectarea se obtendra un
valor de la cosecha por arbol de 500 UM en su edad adulta. Se estima que por cada arbol que se
siembre de mas hara que el valor promedio por arbol disminuya en 4 UM. Determine la funcion de
ingreso marginal en funcion del nimero de arboles adicionales sembrados después de 100.

Respuesta: - 8g * 100

9) El ingreso total por la venta de ¢ articulos esta dada por 1(q) =

Demostracién de la Regla del Producto: Planteamos la derivada de la funcion (f Ug)(x) por
definicion:

(£0g) ()= li%(fﬂg)(“ - (f 0g)x)

h
z }F% Slxt hglx :) N (f(x)g(x)) Se suma y resta f (x)g(x + h)

= lim S(xt h)g(xt h)- f(x)g(x +hh)+ S)glx+ h)- f(x)g(x) Limite de una suma

= lim S(xt h)g(x+ hz S(x)g(x+ h) +lim S(x)g(x+ h);lf(X)g(xJr h) Se reescribe

- timlg(r+ 2O IO i o 80 - 8] Limite del producto
h- 0[] h h- 0[] h 0

- }lm(} g(x+ h) limM + }11}% f(x) limw Se usa definicion de derivada

he0 h he0

= S(D)g)+ (g (x)
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REGLA DE LA CADENA

Hasta ahora funciones como  /(x) = +/x* + 1 no tenemos una regla para derivarla: no es una
suma, producto o cociente.

La regla de la cadena es usada para derivar funciones compuesta. La funcion s(x)= Vx> +1 la

interpretamos como una composicion. Si definimos f(x) = Vx y g(x)= x*+1, entonces

h(x)= (f 2 g)(x) = f(g(x))

Regla de la cadena
Teorema.- Sean [ y & dos funciones tales que f es diferenciable en g(x) y & es diferenciable en

X, entonces 1 = (f °g) es diferenciable en X y

h(x)= f'(g(x)g'(x)

La forma de decir la regla de la cadena en la practica es: funcism externa
La derivada de una composicion es la derivada de la hix) = Flglxn
funcion externa, f, evaluada en la interna por la derivada de la 4
interna. §
H
=
=
E
En la notacién de Leibniz si consideramos u = g(x), la regla de la cadena queda expresada
como
b dypdu
dx du dx

Ejemplo 1.- Encuentre la derivada de 4(x) = (2x° + 1)**
Solucién: Se define la funcién interna como wu = g(x)= 2x>+1 y la externa como f(u)= u>.
Entonces /(x) = (f 2 g)(x) y
—=gm=6x> y  fl(u)= 33>
dx
Aplicando la regla de la cadena se obtiene

h(x)= f(g(x)0g'(x)
= f'(2x* + 1) 06x?
= 33(2x° + 1)¥ D6x?
= 198x%(x* + 1)*?

Funciones como la del ejemplo anterior o como /(x)= v/x* + 1 son de la forma (g(x))", en este

ultimo caso con » = 1/2. Para derivar esta forma podemos usar directamente la siguiente:

REGLA DE LA POTENCIA GENERALIZADA:
((g)) = (g g ()
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Demostracién: Si definimos la externa como f(u)= u"y simplemente u = g(Xx). Entonces

h(x)= (fog)x)y
d \ , -
Leg y Sz
dx
Aplicando la regla de la cadena se obtiene
h'(x)= f'(g(x) g (x)

=r{g(x)"" g’ (x)

Ejemplo 2.- Encuentre la derivada de las siguientes funciones: a) i(x)= vx*+ 1 b) f(x)= — 3
x°t 3x

Solucion:

a) Reescribimos #(x)= (x* + 1)!'?

y aplicamos la regla de la cadena generalizada con r=1/2:
1

H(x)= r((g(x)" 0g'(x) = %(Xz 12 (2x)

Bz ——=
Vx?+ 1
¢) Reescribimos f(x)= 2(x*+3x)"" 'y aplicamos la regla del factor constante

Fi= 262+ 307

' A la parte que queda por derivar se le aplica la regla de la potencia
= 2(()52 + 3x)'l) generalizada= 2r(g(x))"' Og'(x) con r=-1y g(x)= (x*+ 3x)

= 2(- D(x? + 3x) 2 (x? + 3x)

= 2(-D(x? + 3x)2(2x + 3)
_2(2x+ 3)

(x* + 3x)?

2
Comentario. En este ltimo ejemplo se reescribio f(x) = 733, SOMO f(x)= 2(x* + 3x)"". Este
x°+ 3x

procedimiento resulta util si el numerador es numérico, pero en el caso que contenga la variable es
preferible considerarlo como un cociente.

Ejemplo 3.- Encuentre la derivada de las siguientes funciones

3
2xt+ 3
a =H H;b = Bxt 5)*(x?+2)°.
) Yy T3xr st ) f(x)= Bx+t5)'(x )
Solucion:

+
a) La funcién y = H2x 3

3
I3 @ es de la forma (g(x))". Asi que aplicamos la regla de la potencia
X

generalizada.
v = r(g(x)" Ig'(x)

2 1
y' = 3H 2x+3 H DH 2xt3 H La parte que queda por derivar es un cociente
O03x+50 [03xt+5(]
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2
)= 3H2x+ 3H D2(3x+ 5) 3(3x+ 3)
03x+ 5] (Bx+5)

o g2 3H2 L6x+10- 6x-9

YT 0akrs0 0 ()
25+ 3 P , . .
y =3 0 3 Aplicando propiedades de exponentes podemos expresar la derivada como
03x+50 (3x+5)
N 3(2x+ 3)?
(Bx+ 5)*

¢) La funcién f(x)= (3x+ 5)*(x*+ 2)* es un producto, para derivar aplicamos entonces la regla del
producto:

f(x)= ((3x+ 5)4)' (x*+2)%+ 3x+ 5)4((x2 + 2)2)'-
Las partes a derivar tienen la forma (g(x))", asi que usamos la regla de la potencia generalizada:
£'(x)= 43x+ 5)°Bx+ 5)(x? + 2)%+ (Bx+ 5)*2(x7 + 2)(x* + 2)
= 4(3x+ 5)3(x? + 2)% + (Bx+ 5)*2(x? + 2)2x.

En vez de desarrollar las potencias, multiplicar y agrupar términos semejantes, se va a presentar
el resultado factorizado, esto serd conveniente posteriormente para conseguir las raices de la primera

derivada. Para factorizar sacamos factor comin: 4(3x+ 5)°(x* + 2). Asi

£1(x)= 4Gx+ 5)°(x2 + 2)[3(x2 + 2)+ x(3x + 5)) Se distribuye el 3 y x
= 4(3x+ 5)° (x* + 2)(3)62 +6+3x7+ Sx) Se agrupan términos semejantes
= 4(3x+ 5)° (x2 + 2)6x2 + 5x+ 6]

Ejercicio de desarrollo Encuentre la derivada de las siguientes funciones:

2 4
R y= 32 DVrE 1) by f(x= O D :

2x-1) ° O S0

La regla de la cadena también es usada en la siguiente forma:
En ocasiones tenemos una variable y que depende de una variable u y u a su vez es funcion de la
variable x. Es claro que y es una funcion de x al realizar la composicion. Se quiere conseguir

d_y sin realizar la composicion de funciones, sino a través de la regla de la cadena:

X

Y. b pdu
dx du dx




35

d
Ejemplo 4.- Sean y= v3u+1 y u= x>+ x.Encontrar d_y
X

Solucién: Usando la regla de la cadena tenemos:

dy _ dydu
dx du dx
dy _

2
I Tm 0(2x+ 1) . Sustituyen u por x> + x obtenemos finalmente

P 2

dx 2\ 2(x*+ x)+ 1

02x+ 1)

APLICACION
Ejemplo 1.- Un estudio ambiental revela que el nivel medio de mondxido de carbono sera

aproximadamente de  ¢(p) = /0.5p+ 17 partes por millon cuando la poblacion es de p miles de

3
habitantes. Se ha modelado que la poblacion de la comunidad sera de  p(¢) = 100 - Y donde ¢ es

medido en afios (A qué razon cambiara el nivel de mondxido de carbono respecto al tiempo dentro de 4
afios?

dc
Solucion: Se pide — en =4. Calculamos la derivada usando la regla de la cadena para este caso,

observe que ¢ es funcion de p y p de ¢, asi:

de _ depdp
dt dp dt
de 0.5 3

== 0
dt  2,J05p+17 (t+2)°"

usando la formula anterior. Para ello debemos determinar el valor de p cuando =4
=4

dc
Calculamos —
dt

3
4)= 100~ —— = 100-
P& 4+ 2

De esta manera

de| 0.5 3

dtl., 2,00.599.5)+ 17 (4+2)

dc

2l 0.00255 partes por millon por afio.
=4

Ejercicio de desarrollo.- Para cada una de las siguientes funciones indique los pasos que usted haria
para conseguir la derivada.

Ejemplo: £(x)= 2+/x” + 1. Se reescribe la raiz. El 2 sale afuera de la derivacion por la regla del factor

constante. Se aplica la regla de la potencia generalizada (x* + 1)"2. La derivada interna se deriva como

una suma

a) f(x)= Vx+5x+ x5 b) f(z)= Y4-V1-z; Q) h(x)= Vx(x? -1 - V2(x- 1)
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EJERCICIOS

e) gx)= ﬁ;

_@x- 1y
h) h(x) S

Jeryr
2

K) g(t)=

1) Derive las siguientes funciones

1.1) y= (4x- D%

1.4) y= 4(1+ 3x- 3x%)%;

o
1.7) f(x)= G- D’

1.10) f(x)=5vV2x*+ 3
f(2)= 2z + 2z

1.16) f(x)= 3x*(3- x)°;

1.19) y=(x+3)1A- x);
x* -1

1.22 S
)V Bx+1)°

1.25) f(x)=5(x’-2x+ 2)}WJx+ 33
x-1 fx-1f,
-x 040’

1.27) y-=

12) f(x)= (4- x*)*;

GBx’+ 1)°
1.5 -
)y 7
-2
1.8) f(x)_ (3X2 + 1)2 9

L11) y=3/1-x);

1
= 34x - .
L14) S0 = Yax - g

f(0)= e+ 35
Bx-1)° .
(1-5x)°°

1.17)

1.20) f(x)=

) f(x)=VQ2x- 1) (x+3);

2-1
WIOE H1 l@

Jex-n* 2

) Gx-1*

S5x+1 x-1 5

1.3) f(x)= Bx- x*)*;
1.6) y= (4x° + 1)

1.9) f(®)=+t+3

1.12) f()= W 1.13)
1.15) f(x)= x(x - 1)*;
1.18) f(x)= (4x- 1)’(5x+ 3)7;

CM3x-17
1.21) f(x)—@l_s

CBx-1 _LGx-1
1.23) f(x)= 3,/2_)6 ;3 1.24) f(x) ,/(2_ SO

1.28) f(z)=

NEEED|
1-z

1.26) f(x)= 5x° - 2x+ 23~ x;

s 1.29) h(r)= J(2e+1)(¢+ 2)+ 2

2) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = /(x? - 5)° cuando x =3

Respuestas: 1.1) 24(4x - 1)°; 1.2) - 8x(4- x*)*; 1.3) 4(3- 2x)(3x- x*)’;

1.4) 24(1- 2x)(1+ 3x- 3x%); 1.5)

1
1.8) - 24x(3x> + 1)7*; 1.9)—\/+_; 1.1

4

27x°(3x° + 1)
4

5
2\/_+\/_ 1.14)

="

( +12)

; 1.6) - 32x(4x* + )75 1.7) "

10x -2 _
0) m 5 l.ll)ﬁ; 1.12)
; 1L15) f(x)= (x- 1)*(4x-1);

3
(Bx-1)*"

9
——1.13
5J@Gt-1)° )

- (et D
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1.16) 3x(3 - x)*(6- 7x); 1.1T)———; 1.18) 2(4x - 1)*(5x + 3)(50x + 13); 1.19) ————
Ji+ Jx+ 3)(1- x)

6(3x - 1)

1.20) - W; .

21)

-6 H3x IH

(1- 5x)* 01- 5x[0

2x+t 6 5 2-Xx
:1.23) D%/H H ;
) Gar 1) 32- x)° \03x- 17
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124 9x+ 7 .12557x3+18x2-6x-10 a6 15t -2- L
’ )3%/(2—x)8(3x—1)’ 25) 2Jx+ 3 > 1.26) 3-x’
3 3(x-1)° zt1 4r+ 5
- . — . - . = 18x- 46
1.27) a2 yE ; 1.28) ErNEE 129) o3 D) yT 18

PROBLEMAS DE ECONOMIA
1) Se ha estimado que el consumo de gasolina en cierta ciudad dependera de los habitantes que tenga y

2 50

esta dado por ¢(p) = p7+ 11. Si el tamafio de la poblacién se estima en p() = 100 - Wmiles.
) ) ) de  50p
LA qué razon de cambiara el consumo de gasolina con respecto al tiempo? Respuesta: o 2
50
t)=100-
donde p(?) (t+ 2)2

1
2) La ecuacion de demanda de cierto articulo es p = 25@ . Determinar la razén de cambio del precio
con respecto a la demanda. a) Calcule esta razon de cambio para g=9. b) Interprete sus resultados.

1
Respuesta: - 1

1
3) (Demanda marginal) La ecuacion de demanda de un articulo esta dada por ¢q - m = 0. Determinar

la demanda marginal para un precio de p=1. Interprete sus resultados. (Se define como demanda

1
marginal a dq/dp ) Respuesta: - 5

4) Sea C(/)=1.21- 541+ 4+ 6 lafuncion de consumo de cierto pais, donde / y C vienen dadas en

miles de millones de UM . a) Encuentre la propension marginal al consumo y al ahorro cuando / = 32.
b) Interprete sus resultados.
Respuesta 0.783

20
5) La funcion de ingreso por la venta de cierto articulo esta dada por ()= m + 20x- 10, donde ¢

esta dado en miles de unidades y el ingreso en miles de UM. Determine el ingreso marginal cuando el
nivel de ventas es de 1000 unidades. Interprete sus resultados. Respuesta: 16.250UM

PROBLEMAS EN CIENCIAS SOCIALES
1) (Demografia) Para una poblacion de 50.000 habitantes el nimero de personas que se estiman viviran

mas de x aflos esta modelado por E(x) = 5.000+/100- x . Calcule la razéon de cambio de E con respecto
a x cuando x=51? Respuesta: -357
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DERIVADAS DE FUNCIONES ESPECIALES

A continuacion presentamos la derivada de funciones de uso frecuente.

(Inx)' =
(e =

Podemos obtener por definicion la derivada del logaritmo neperiano, haciendo uso del limite notable

% = | =

. 1/x _ .., ..
}Cmg(l * x) = €. Tenemos entonces por definicion de limite que

+h
In(x + /) - In(x) el B ]
0 x = lim—In{l+
h- 0 h 0 . 0 x0

d »
2 ae)= fim I - lim
he 0 h

Usando continuidad de la funcion logaritmo tenemos que

d . no' B B o _ g
o= g £ it 10 “‘Emﬁﬂ %@”E -t 2
= Ine'’* = l1ne= l

X X

Proximamente deduciremos la derivada de ¢*

Observacion: La formula para la derivada del logaritmo es en base e, luego se dard la formula para
cualquier base. Un comentario similar hay con respecto a la funcion exponencial.

Ejemplo 1.- Encontrar la derivada de las siguientes funciones:
a)y = 3lnx;b) y= xe*;c) y= +Inx
Solucion:
a) Aplicando la regla del factor constante queda
. ! ! 1 3
y = (31nx) = 3(1nx) =30-=—
X X
b)Se aplica la regla de producto

!

y' =

xe't x(e*) = e+ xe”

Finalmente podemos expresar el resultado de la derivada en forma factorizada
y=e (1t x)
¢) Se reescribe primero y = +/Inx = (In x)'""2, se aplica la regla de la potencia generalizada
, 1 . 1 - 1 o . .
y = 5 (Inx)"*(Inx) = E(ln x)"? 0=  Reescribiendo esta tltima expresion obtenemos
X

\ 1

i 2x+/Inx

Ejercicio de desarrollo. Encontrar la derivada de las siguientes funciones:

X

a) y= xInx b) y= & ¢) = —
2 e’
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FORMAS FRECUENTES DE FUNCIONES ESPECIALES:

Las funciones especiales frecuentemente vienen dadas con un argumento distinto a simplemente
la variable. Esta situacion la podemos escribir en cada caso como: Ing(x) yef™ . Todas ellas pueden
ser expresadas como una composicion donde la funcion interna es # = g(x). Para obtener la derivada
de cada una de estas formas se usa la regla de la cadena. Las funciones externas f'son respectivamente:
In' ,¢' . La funcion interna es en todos los casos: # = g(x). Aplicando a cada caso la regla de la
cadena:

h(x)= [ (g(x)0g'(x).

! 1
1 = [g'
(In g(x)) oo E

(egm)' = 5 g'(x)

Ejemplo 2.- Encontrar la derivada de las siguientes funciones:

2
- X

1
a) y=In(x>+1) b)y=e*;¢y* N

Soluciéon
a) La funcion es de la forma Ing(x). Remarcamos que la funcién externa es In y la interna

g(x)-= x> + 1. Aplicamos entonces la regla de la cadena:

¥ = (In(x* + 1))
1 , ' No se olvide de la
O(x~+ 1) derivada interna

x2+1
2x

x2+1

b) La funcién es de la forma ¢8™ . La funcién externa es ¢" y lainterna g(x)= - x

V= (e'x) et (-x)=-e”
Para derivar 7 ——xle™ imero la regla del f tant
¢) Para derivar V= —— usamos primero la regla del factor constante
) Jar P e
b
y = xle Se aplica entonces la regla del producto.
o P gla delp
! 1 -xz _Xz ! 2 .
y = Ton (e tx(e™) ) Ahora queda por derivar o * que tiene la forma g™
! 1 - x? -x? 2y . .
y = e’ tx(e” )(-x7) Al derivar - x? y reordenar la expresion queda

-x? 2, -x* 2 ,
e’ - 2x7(e )) Se saca " de factor comun
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Cuando tenemos un logaritmo de un producto, cociente o potencia podemos usar las propiedades
del logaritmo para reescribir la funcion de tal manera que resulte mas facil y rapido de derivar.

Ejemplo 3.- Encontrar la derivada de la siguiente funcién y = In[(3x+ 1)(x + 2)*]

Solucion: Reescribimos la funcidon usando primero la propiedad del producto y luego la de la potencia:
y=In(Bx+ 1)+ In(x+ 2)*
y=InBx+ 1)+ 2In(x+ 2)

Esta tltima forma es la que derivamos, aplicando primero la derivada de la suma

y (ln(3x * 1)) 1 (2ln(x t 2)) Se aplica regla de la cadenaa In(3x + 1) y
regla del factor constante al segundo término.

1 i
"= 03x+ 1) + 2{In(x+ 2
V= 503 1)+ 2finGx+ 2))
1
= 01
Y 3x+1 xt 2
, 3 2

+
3x+1 x+2

Ejercicio de desarrollo. Encontrar la derivada de las siguientes funciones:

x 2x-1
- - by y: ———: = Ini——
2y nyi-x ) 07 %w—l%

Ejemplo 4.- Encontrar la derivada de la siguiente funcion: y = VIn/x

Solucion:

1/2N1/2
)

Reescribimos la funcion usando exponente fraccionario y = (Inx . Quedo escrita de la

forma (g(x))",con g(x)= Inx"? y r=1/2. Se aplica la regla de la potencia generalizada:

i 1 - I . . .
y = 5 (Inx"*)™"? O(lnx"?) Se reescribe la expresion a derivar
1 1 1/2N-1/2 1 ! :
y'= 5 (Inx"?) D(E In x) Se aplica la regla del factor constante

o1 1/24-172 o1 )
= —(Inx 0—(Inx
y 2( ) 2( )

, 1 1 1

—D_:—
4Windx x  4dxylnx

Ejercicio de desarrollo. Encontrar la derivada de las siguientes funciones:

] 3xt1
xe xe " -1

a) y = \In(x(x? - 1)) b)y=— C)y=T

X
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A continuacion deduciremos la derivada de la exponencial a partir de las derivadas de logaritmos
Sea g(x)= e”, como el logaritmo es la funcion inversa de la exponencial tenemos que

Ing(x)= x Derivamos ambos miembros

g'(x) _ o |
2(x) = Finalmente al despejar g (x) obtenemos que g (x)= g(x), esto es
g'(x) = e* Finalmente hemos concluido que (e*)' = e”

FORMULAS PARA LAS DERIVADAS DE FUNCIONES LOGARITMICAS Y
EXPONENCIALES CON BASE DISTINTA A e.

Para obtener una férmula para la derivada de ) = log, g(x) nos basamos en la formula de
cambio de base
In(g(x))
log,(g(x))= —=——.
In(a)

Asi

" ln(g(x))’_ 1 ,_L 1 0o’
[log, (2(x)) - % In(a) % * g UnE0O) =l g £

(tog, (g() 1

N SN o
e Y%

Esta formula es expresada en manera coloquial como sigue:
La derivada de un logaritmo con base distinta a e es la derivada del logaritmo por un factor de

correccion. En este caso el factor de correccion es ha
na

Para obtener una foérmula para la derivada de y = a*® ) usamos el hecho que el logaritmo es la

Inalg(x)

., . . . (x) . _ /
funcion inversa de la exponencial: aé(x) = ¢™e*” . Esta la escribimos como y= e , la cual

derivamos

(a glx] )' = ™™ [(Ina Dg(x)) Usamos la regla del factor constante

= ™™ [ln g 0g'(x) Finalmente usamos ¢ = ¢n@*" para obtenemos

(ag(x) )’ = a*Wg'(x)0lna

Esta derivada es expresada como:
La derivada de una funcion exponencial con base distinta a e es la derivada de la exponencial
por un factor de correccion. En este caso el factor de correccion es Ina



Ejemplo 6.- Encontrar la derivada de las siguientes funciones:
a) y=log,(Wx+2x) b) y= xlog,(x*+ x); ¢) y= 27"

Solucion:
a) Se derivara usando la formula (log (g(x))) ( ( ) Og'(x ) —
' = llog, (x + 2x)|
1 L Recuerde que si la base es distinta a e hay un
= (\/; + 2x) — factor de correccidn en la derivada
\/; + 2x In2

1 1 1
= + 250 Realizando la suma intermedia y los productos tenemos
Jx 2tz¢} E yosp

In2
1+ 4/x

" 2in2valVx ¢ 24

b) Aplicamos la regla del producto

dy

== Z(x)log,(x* + x)+ x Di (log,(x’ + x))  Se usa cambio de base en el segundo logaritmo.
dx dx dx

d In(x’+ x)
10lo t x)t x—(——-+=
g (x7 + x)+ x dx( o

log, (x> + x)+ xnii(ln(x3 + X))
In2 dx

X 1

L)

lo S4ox) s
G ) Fr o

X
In2 (x +x)

log, (x> + x)+ ——

3x2+1

3
log, (" + 1)+ In(2)(x> + 1)

d
Alternativamente para calcular d—(log2 (x* + x)) pudimos usar la formula
x

|
(log (g(x))) ( (x)) lg'(x ) Tno

en vez de usar la formula de cambio de base antes de derivar.

¢) Alternativa 1.- Reescribimos la funcion y = 2‘/; como y = en?

derivamos, la cual tiene la forma 2

dy d | Jim2 Sz d
= eV e — In2
dx dx( )ze dx(\/;n)

) En el segundo término aplicamos la regla del Factor Cte.

(3x t1) Sacamos x de factor comun en el denominador y simplificamos.

42

= V2 Esta Gltima es la que
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d
= eYxm2 1n2d—(x1/2) De una vez usamos el hecho que eV¥in2 = ox
X

_ x 1
=2 In2—— Esta forma de la derivada la reescribimos usando

2x'? ) L .
X ropiedades de exponente y multiplicacion de fracciones.
prop p y p

Y

Jx

Alternativa 2.- Se usa la formula: y' = a*g'(x)0lna
Directamente entonces obtenemos

v %)
27 (Va] 2

2 g 2% 1 n2

Codx Jx

Ejercicio de desarrollo. Encontrar la derivada de las siguientes funciones:

(1- x)2x+ 1H :
x3

UK
X

; b)

o y

APLICACIONES
Ejemplo 1.- Un modelo de crecimiento de cierto pais esta dado por P(¢)= 25(1.03)" millones de
habitantes a partir de 1999. ;A qué razén cambiara la poblacidon con respecto al tiempo ¢ afios después?

dP . . .
Solucién: Debemos conseguir u La funcion P(¢) = 25(1.03)" tiene forma exponencial

t
dP _, d(1.03)'

y y Seaplica (a”) = In(a)0a®™ Og'(x), obteniendo
t t

‘;_I; = 251n(1.03)[(1.03)" 1.

dP . .
Por tanto la poblacion cambiard a una razon de m = 25In(1.03) (1.03)" millones de habitantes en el

ano ¢.

Ejercicio de desarrollo.- Para cada una de las siguientes funciones indique los pasos que usted haria
para conseguir la derivada. Considere reescribir.

Ejemplo: f(x)= 2xIn(x* + 1). El 2 sale afuera de la derivacion por la regla del factor constante. Se

aplica la regla del producto, quedan dos términos en uno hay que derivar In(x® + 1) el cual tiene la
forma del logaritmo de g(x). La derivada interna se deriva como una suma
a) f(x)= Je+ Inx+ x?; b) f(z)= 3ex2+1; ¢) A(x)=In(x*- x)+1In2;



_ Inx ) Jx ' ;
d) f(x)= ﬁ? e) g(x)'lnHmH; f) f(x)=1In(e"-1);
_InGx-1), 1 o He-p . -2,
g) y= 5 + ? 5 h) h(x) 11’1%(1 - 3x)5 %’ l) h(x) 3exz s
_ Inx-1 e 2 In3
2 - —_— . t - . = - -
DY e DR wae Dy=o 7 "2,
2x _
m) ¢(x) = np2"m; n) g(x)= (In[x+ 1)f 5 i)y &%,
X
In(x-1 2
0) V= Té;(x)); p) )= (273 D 0750
EJERCICIOS
1) Encuentre la derivada de las siguientes funciones
1.1) y= In(3x- 4); 1.2) f(x)= xInx>; 1.3) f(x)= In(1- 2x°);
2 z
14) g(t)= (4- 1) InG3t+ 5); 1L.8)h(z)= 2 * D, 1.6) f(2) = ————;
z In(z” + 1)

1.7) f(x)= IHEZXHH; 1.8) f(s): 1114\/S47+1 s 19) ()= /IHES4+ 1%
X st-1 s* -1

1.10) y= In(Bx- D@x+ D)3 111) A(x)= Inx(x -1);  1.12) 5= 1n((4x_ 123x + 1);

1.13) y= {In(x)- 1; 1.14) y=Inx* + In* x; 1.15) »= In(1+ In(x));
y
= 3 . = 3
1.16) #x)= s 117) 8l =

2) Encuentre la derivada de las siguientes funciones

x2-3x
21) y= ¥, 22) y=2e*; 23) y= &
2.4) y= ™7 2.5) y= x% 26) y= < "1,
e’ +1
2.7) y= (X’ + ey 2.8) y=4x’+ 3% 2.9) y=3";
2.10) y=303* B3*; 2.11) y=3 e 212)y= (e™)?
2.13) y=(e™ +1)°; 2.14) y=In(1+ e>); 2.15)y = e’Terz;
3) Encuentre la derivada de las siguientes funciones. Considere reescribir
3.1 = In(1+ e*) : 3.2 —1+ 1 . 3.3 :ln(l—-x)-
')y_n( 6), ')y_e 2x 9 ')y 1n(1+x)’
1- e -
3.4) y=lnH1+ex H; 3.5) yﬂnEez E; 3.6) y= VInx’nx’
3.7) y-= In2""'0n3"; 38) y= et 3.9) y=Invx+10nx;
3.10) - < 3.11) y= 4 0> ; 3.12) = InS(e* + 1);

ex

b

.
9

’

44
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In(1 - 1
3.13) y= In(e* + )°; 3.14) ¥- n(2 U 315) y= &%

2
3.16) y = logle®; 3.17) y= ﬂx—l; 3.18) y= 1+ log(x)
X

2

4)Si f(x)= 33‘/;; encuentre f (4)

5) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x’e™?

kt
6) Cierta cantidad crece segun la ley C(¢) = € . Calcule la razén de cambio porcentual de C con
t

cuando x=1;

respecto a t.

- 2 -
62)‘ 5 1.4) (40- DI+ 5)+ 3(3‘;t+ 51)

- 44X

227 - (2 + DInz* + 1) L6 (z2 + DIn(z2 + 1)- 222 2 8s’

; 1. 5 1.7 1.8) -
22 (27 + 1) (z2+ DIn(z* + 1) ) )

3
Respuestas: 1.1)———; 1.2) 2(Inx+ 1) ; 1.3) )5 1.5)
3x- 4 1

— s L — 1.9
R M R

-as’ 0 Bst gl PP o E PN b B P LSk 70t I
st -1 Es“-lEH ’ (Bx- D(4x+1)° x(x-1)° (4x+ DG+ 1)

VS Y1 LSk JUR g 1.16) ¢ 117) — s
2xdinx-1 7 5 x 0 (nfa)+ Da” Y @xt DIn?(2x+ 1) 2x) ¢ )7x

2x-3 2. B
2.1) 4¢*7°32.2)- 6e* ¥y 2.3)xTex 524)1;5 2.5) x(2- x)e” " ;2.6)

13)

2t e -e "
(e‘X + 1)2
3(-x7+ x7 - De ™5 2.8)12x7 + 3 I35 2.9)2In(3)x3" 5 2.10) 30n 3B B (1+ 2x); 2.11)0;

2e** 4 2e* .
218) [y i 3 2132 <20

(1+ x)In(1+ x)+1n(1-x)(1-x). cTH2-e . \/E. 3 |
(x2 - 1)(ln(1+ _x))z > e (1+ ex)(l' e—x) > 3‘5) -1' 3‘6) 7 ) 307) (4x + 2X) 1n2[|ln3 ,
Sex(ln(1+ e"))4 )

xlnx+ (x+1)In(x+ 1) 3.10 (-0 D/2. 3 11) 4 3.12
(et D) ; 3.10) (x-1/2)e ;3.11) 4 [n4; 3. )T’

2- 41n10D10gx.318 1
> )2xln10 1+ logx

5 2.7)

2.12) 4(e*> + e);2.13)18e*" (e* + 1)® 2.14) y = 1

9
¥ er

3.8) 2ex; 3.9)

3.13)

Se”*

:3.16) 3loge; 3.17
1+e* ) >log ) x> 0ln10
7 kt- 1
4)3?ln3;5)y:5X‘4;6)€k’(t—z)

PROBLEMAS DE CIENCIAS SOCIALES

1) Un modelo de crecimiento de cierto pais esta dado por P(z) = 30e
partir de 1999. a);A qué razén cambiard la poblacion respecto al tiempo 2009? b) Calcule la razon
porcentual con que cambiara la poblacion ¢ afios después de 19997 Respuesta: a) 0.96 millones por afio;
b) 2.5%.

2) Un modelo de crecimiento poblacional de cierto pais estd dado por P(¢) = 25(1+ r)" millones de
habitantes a partir de 1999. Encuentre la razén de cambio de P con respecto a ¢.

Respuesta: 25(1+ )" In(1+ r)

%923 millones de habitantes a

25

3) Una poblacion crece de acuerdo al siguiente modelo logistico P(?) = S+ 307000
o0
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-0.04¢

Calcule la tasa de crecimiento de la poblacion en el momento ¢. Respuesta: 31 0o
te

PROBLEMAS DE ECONOMIA

1) Sea c¢-= % el costo promedio de producir ¢ unidades. a) Encuentre la funcién de costo

marginal. b) Calcule el costo marginal para g=30. ¢) Interprete sus resultados.

400((g+ 4)In(g+ 4)- q)
(q+ 4)in(g+ 4)’

2) Sea C = 25In(g*+ 1)+ 12 el costo total de producir ¢ unidades de un producto. a) Encuentre la

Respuesta: a) C () = b)C'(30)~ 5.48

funcion de costo marginal. b) Encuentre el costo marginal para g=3; c¢) Interprete sus resultados.

, 50 ,
Respuesta: a) C () = e +q1 ; b)C(3)=15
VA
3) Suponga p- g 2 representa la ecuacion de la demanda de un determinado producto. Determine

a) la funcion de ingreso marginal; b) la funcidn ingreso marginal para g=2; ¢) Interprete sus resultados.
(g + 2Ing+ 2)- ¢)

(¢+ 2)(In(g + 2))°

4006(3q+ 200)/300
4) Sea c(q) = ——— el costo promedio de producir ¢ unidades. Encuentre la funcion de costo

Respuestas: a)/(¢) = 25 ;b)I'(2)= 11.52

marginal y el costo marginal para g=98. Respuestas: 43¢ 200/30 . 20 75

5) Sea p = 25¢ "% la ecuacién de la demanda de un determinado articulo. Determine la funcion de
ingreso marginal y la funcion ingreso marginal para ¢=98. Interprete sus resultados.
Respuesta: 1'(q)=25¢""%(1-0.02q); 1'(98)=-24¢"'%=-3.38

6) (Precio marginal) La ecuacién de demanda de cierto articulo es p = 25¢700%

. a) Determinar la
funcion de precio marginal. b) Evaltie el precio marginal para un nivel de produccion de 100 unidades.

¢) Interprete sus resultados (Recuerde que el precio marginal es dp/dq ).Respuesta: a)—0.5¢°%

7) Una méquina se deprecia ¢ afios después de su compra a un valor dado por D(¢) = 5000e % .

Calcule la razon de cambio y la razon de cambio porcentual con respecto al tiempo.
Respuesta: D(7) = - 150¢™ %%

8) Sea S(I)= 0.37- 0.5¢**" la funcién de ahorro de cierto pais. a) Encuentre la propensién marginal

al consumo y al ahorro cuando 7 = 5 miles de millones. b) Interprete sus resultados.

Respuesta S'(5) = 0.337

9) Un capital de 6000UM se deposita en un banco a una tasa anual del 8% capitalizada continuamente.

Calcule la razén de cambio y la tasa de cambio porcentual con respecto al tiempo? Respuesta: 48¢"

10) Un capital de 5000UM se deposita en un banco a una tasa anual del 8% capitalizada anualmente.

Calcule la razén de cambio y la tasa de cambio porcentual con respecto al tiempo?

11) Por la venta de un articulo se obtiene una utilidad de 10U.M Se ha decidido hacer una campafna

publicitaria a fin de aumentar las ventas. Si se invierte x UM se estima que se venderan 1000(1- ¢ *)

articulos donde 4=0,001. Sea U la utilidad cuando se han invertido x U.M. en publicidad. a) Calcule

dU
X

cuando la inversion es de 3.000 U.M. d) Intérprete sus resultados.

. b) Evalte esta derivada cuando se han invertido 1000 U.M. en publicidad. ¢) Ahora evalie
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VERDADERO O FALSO.
Diga si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifique.

1.1) ( ) La derivada se interpreta como la razéon de cambio momentéanea de y con respecto a x

1.2) () (In(2)= % : 13) () £() = 2 1] no es derivable en 0

i

0 e 0 L)
1'4)()He*-xE &

- x)' ?
1.5) ( ) Sif es derivable en un punto entonces es continua en ese punto
1.6) ( ) Si fes continua entonces es derivable.; 1.7) () f(x)= x*”° es derivable en su dominio.

Para las siguientes afirmaciones suponga que /'y g son diferenciables

- ! = ! - ! . L - _ g‘(x)

1.8) () 2/ (x)-3g(x) = 2/ (x)-3g'(x) ; 1.9)() Eln(g(x))ﬁ 2(0)
' 1

1.10) () (PG = F()+ () 111 () Wr®) = TS

1.12) La ecuacién de la recta tangente a la curva y = x° en el punto (2,8) es y - 8= 3x*(x - 2)

1.13) El Ingreso de la unidad 51 es estimado por el ingreso marginal evaluado en 50
1.14) U21) - U(20) es la utilidad exacta por producir y vender la unidad 21.

Respuestas:1.1)Verdadera; 1.2) Falsa, la derivada vale cero porque es una constante;1.3)Falso, no es
derivable en 1; 1.4) Falsa, se debe aplicar correctamente la regla del cociente; 1.5)Verdadera; 1.6)Falsa
y= |x| es continua pero no derivable en 0; 1.7)Falso, no es derivable en 0; 1.8) Verdadera, se aplica la
regla de la diferencia y luego la del factor constante; 1.9)Verdadera, se reescribe y se aplica la derivada

(- ln(g(x)))' , o hay que olvidar la derivada interna; 1.10) Verdadero, se aplica la regla del producto;

1.11) Falsa, hay que reescribir y aplicar la regla de la potencia generalizada, queda (\/ / (x)) - % ;
1.12) Falso, hay que evaluar la derivada en x =2, la pendiente es 12.1.13) Verdadera,w = I'(50)

e 1(51)- I(50) es el ingreso exacto de la unidad adicional a 50.1.14) Verdadera,U(21) es la utilidad por

la produccion y venta de las primeras 21 unidades si se le quita la utilidad de las primeras 20 se obtiene
la utilidad de la unidad 21.

. ) REGLAS Y FORMULAS
Derivada de f'en ¢ £'(¢) = lim fc+h)—f(c)
Por definicion = h—>0 h R. de la potencia (x") = !
R. del factor constante ' '
' cf(x) =cf'(x
Razon de cambio  _ ¢ X (& @) =e/"()
porcentual de C(x) C(x) R. de la suma (f +2) ()= ')+ g'(x)

R. del producto
((f ) () =f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

Ecuacion de la recta

tangente a la grafica de /() p/(s, Yu—x,) R del cociente Ly /020~ /0g'0)
en el punto (g) ()= (%)
(XOsJ’o):(xn’f(xo)) ,
Propension marginal al R. dela potencia generalizada (8 (x))" ) =r(g(x) "' g'(x)
ahorro y al consumo
Derivada de funciones ) 9 s
I=C(I)+S() exponenciales con base e @g ) =ef™ g (x)
, dC
()= ’ra Derivada de logaritmos (lng(x)j __ 1 )
_dc . ds neperianos (g(x)
dl  dl
Derivada de funciones ® { ©
exponenciales con base a @g ¢ ) =a®*"Vg'(x)-Ina

Derivada de logaritmos

/ 1 , 1
generales (log, (g®))) = @) g'(x)- na



