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Introduccion

La Teoria de Control para ecuaciones diferenciales No Lineales con retardo es bastante nueva,
de hecho existen pocos articulos que hablan sobre el tema; recientemente aparecieron algunos
resultados debido a K. Balachandran y sus colaboradores Sakthivel y Manimegalai, los cuales
han sido cuestionados por Diémedes Béarcenas, Hugo Leiva y Zoraida Sivoli en su articulo “A
broad class of evolution equation are never exactly” , el cual aparecié en IMA-JMCI (2005) Pags
1-11.

En los trabajos mencionados anteriormente, aunque se estudia el problema infinito dimen-
sional, no se trata el problema no auténomo, asi que, en este trabajo estudiaremos el caso de
sistemas de dimensién finita semilineales no auténomos con retardo. Especificamente, en este

proyecto nos proponemos resolver el siguiente problema.

Estudiaremos la controlabilidad del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales

con retardo

z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) —i—/o f(s,zs,u(s))ds, teJ=][0,T]

xog = ¢ sobre C[—r,0]

(1)

donde el estado z(-) toma valores en R” y la funcién de control u(-) pertenece a L?(J,R™). A(-) y
B(+) son matrices continuas de dimensiones nxn y nxm respectivamente y f : JxCxR™ — R"”
una funcién continua y uniformemente Lipschitziana en C'. Aqui C' = C([—r, 0], R") es el espacio

de Banach de las funciones continuas ¢ : [—r,0] — R™ dotado con la norma

lell = sup{le(0)] : —r < 0 < 0}.

3



4 Introduccion

También, para € C([—r,T|; R™) definimos la truncacién de x como la funcién

x¢ € C([—r,0];R™), dada por
z(0) =zt +6) VOe[-r0, tel0,T].

Este trabajo estd organizado fundamentalmente de la siguiente manera;

En el primer capitulo, estudiaremos la controlabilidad del siguiente sistema lineal

(2) a(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t)

donde el estado z(-) estd en R™. A(-), B(-) son funciones matriciales continuas de dimensiones
n X ny n X m respectivamente, definidas sobre J = [0,7] y la funcién control u(-) pertenece a

L2([0, T]; R™).

Se prueba que la controlabilidad del sistema (2) equivale a la sobreyectividad del operador
G : L*(0,T;R™) — R™,

definido por
T
Gu(s):/o ¢ (s)B(s)u(s)ds

Esta equivalencia nos permite tratar la controlabilidad del sistema (2) como un problema
de teoria de operadores en espacios de Banach. Asi usando resultados conocidos sobre caracter-

izacién de operadores sobreyectivos, obtenemos los resultados sobre la controlabilidad.

También se prueba que la controlabilidad del sistema (2) es equivalente a que la matriz

T
W= [ o BB ()6 (s
0

sea definida positiva, lo cual nos permite hallar explicitamente un control u que transfiere el

punto xp hasta el punto x; en tiempo 7.
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En el capitulo 2. se demuestra que la controlabilidad del sistema lineal (1) se preserva bajo
perturbaciones no lineales, no necesariamente pequenas, esta se lleva cabo usando el Teorema
de Arzela-Azcoli y el Teorema del Punto Fijo de Shauder, ademéds se prueba la existencia y

unicidad de las soluciones y el control.

En el capitulo 3, consideramos condiciones suficientes para la controlabilidad del sistema (1).
La controlabilidad de este sistema se demuestra a través de aproximaciones sucesivas, verificando

que el operador G : L?(J;R") — R™ definido por:

T s
3) Gyu = /0 6L (s)[B(s)u(s) + /0 £ (72 u(r))drlds

es sobreyectivo.
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Preliminares

Caracterizacién de los Operadores Sobreyectivos.

Teorema 0.1 Sea A : D(A) C¢ E — F, un operador no acotado, cerrado y con

m = FE. Las siguientes propiedades son equivalentes:
i.- A es sobreyectivo, es decir, R(A) = F
1.- Existe una constante C' > 0 tal que
z]] < Cl[A™] = € D(AT)
iti.- Ker(A*) = {0} R(A*) es cerrado.
Corolario 0.1 Sean E y F espacios de Banach reflexivos y G € L(E, F). Entonces tenemos:
a.- R(G) = F si, y solo si, existe a tal que |G*x*|| > al|z*||, = € E*.
b.- R(G) = F si, y sdlo si, Ker(G)* = {0}

Corolario 0.2 Si ademas de las hipdtesis anteriores, se tiene que dimkF < oo, entonces las

siguientes proposiciones son equivalentes:
a.- R(G) =F
b.- Existe « tal que |G*z*|| > aflz*||, 2* € E*.

c.- Ker(G*) = {0}
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Teorema 0.2 (Arzela Azcoli) Sea C una familia de funciones sobre un espacio X de Hauss-
ford a un espacio Y uniforme de Haussford. C esta en la topologia de la convergencia uniforme

sobre compactos.

Entonces una subfamilia F' de C' es compacta si y solo si:
1. F es cerrada en C.
2. F[X] tiene clausura compacta para cada v € X y

3. la familia F es equicontinua.

Teorema 0.3 (Punto Fijo de Banach) Sea X un espacio de Banach y sea T : X — X una
Contraccion (Es decir, para algin k € [0,1) ||Tx — Tyl < k||z —yl|| ). Entonces T posee un tinico

punto fijo x.. Es mas, la sucesion {T"(x)} converge a x. para cualquier x € X.

Teorema 0.4 (Shauder) Sea X un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y convexo de un

espacto de Banach E. Entonces, toda aplicacion continua y compacta T : X — E tiene un punto

figo.



Capitulo 1

Controlabilidad de Sistemas Lineales sin Retardo

1.1. Sistemas Lineales No Auténomos.
Consideremos el siguiente sistema de control lineal No Auténomo,
(1.1) p(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

donde el estado z(-) estd en R™. A(-), B(-) son funciones matriciales continuas de dimensiones

n X ny n x m respectivamente, definidas sobre J = [0,7] y la funcién control u(-) pertenece a

L2([0, T]; R™).

Proposicién 1.1 Dado zo € R™ y un control u(-) en L?([0,T];R™) el sistema (1.1) tiene una

unica solucion x(T) = x,(T), la cual estd dada por:

T
2u(T) = $(T)zo + $(T) /0 671 (s) B(s)u(s)ds,

donde ¢(-) es la matriz fundamental del siguiente sistema.

es decir, ¢ satisface:
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Definicién 1.1 ( Controlabilidad sobre [0,T])

El sistema (1.1) es Controlable sobre [0,7]. Si dado dos puntos xg, z1 € R", existe
un control u € L*(J,R™) tal que la solucion correspondiente w,(-) de (1.1) satisface la
condicion de frontera: x,(0) = zg, x(T) = 1.

Consideremos el siguiente operador
G: L*0,T;R™) — R",

definido por .
Gu(s):/o ¢ L(s)B(s)u(s)ds

Proposicién 1.2 FEl sistema (1.1) es controlable sobre [0,T] si y solo si el operador G es so-

breyectivo, es decir R(G) = R"

Teorema 1.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i.- Bl sistema (1.1) es controlable sobre [0,T].
ii.- R(G) =R™.

wi.- Eziste v > 0 tal que:
B )™ ()zllpe = llrn z € R"

.- Si B*(t)¢* 1(t)x =0 con 0 <t < T, entonces x =0
v.- La siguiente matriz es definida positiva
T
W= [ 6T BB ()6 (s
0

es decir, existe a > 0 tal que

(Wzx,z) > a| H2 )

Mds atun, dado x1,x9 € R™ el control

transfiere el punto xg hasta el punto x.
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Demostracién. (i — i) Supongamos que el sistema (1.1) es controlable sobre [0,7]. Probe-

mos la sobreyectividad del operador G.

Dado = € R™, consideremos xg, 1 € R™ tal que x = ¢~ 1 (T)z1 — z0, es decir,
T = (b(T)(.T + IL’()).

De la controlabilidad del sistema (1.1) existe u € L2[0,7;R™] tal que se satisfacen las
condiciones de frontera

x4,(0) = x0 Yy 2 (T) = 1
donde
o(T)(z + x0) = 21 = zu(T).
Entonces se tiene: .
AT +an) = oT)o+olT) [ 676 Bls)uls)ds
T
= T (s s)u(s)ds
sray = a0t [ 0T OBu

T
x = /0 ¢ (s)B(s)u(s)ds = Gu

(it = i) Supongamos que G es sobreyectivo.

Dado x € R", existen x1, g tal que:
z=¢ Tz, — 0.
Ahora como G es sobreyectivo existe u € L2(0,T;R™) tal que

Gu=z=¢ 1 (T)x; — 0.
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Luego,

¢ N T)ry —29g = Gu
—1 ’ —1
e = [ o7 @B u(s)ds
T
o N (Tx, = $0+/0 ¢~ L(s)B(s)u(s)ds

1 = o(T) [mo + /OT ¢ (s)B(s)u(s)ds| = z.(T)
De esta manera hemos conseguido una solucién z,,(-) del sistema (1.1), tal que
xy(T) = 1, 2,(0) = o,
por lo tanto, el sistema es controlable.

Para probar las siguientes implicaciones usaremos el teorema 0.1 que caracteriza los opera-

dores sobreyectivos. Para ello es necesario hallar G* explicitamente.

En efecto, G* viene dado por:
G* :R™ — L¥(0,T;R™),

donde se tiene R™* = R™ y L?"(0, T;R™) = L%(0,T,R™).

Por definicién de adjunto se cumple que:
(u,G* )1, 1, = (GU, T)gngn, TER" ueE L*(0,T,R™)
De aqui resulta que

(G, 2) g g = < /0 ' &~ (s)B(s)u(s)ds, $>

RnR7
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= /OT <u(s), B*(s)<I>_1*(s):v>Rn7Rn ds

= (u(), B ()27 ()x)

L2,1.2

Por lo tanto, G*z = B*(-)®~ 1" ()z, 2 € R™

De aqui, aplicando el corolario 0.2, obtenemos la equivalencia entre iii) y iv).

(79t — v)Supongamos que el sistema (1.1) es controlable sobre [0,T].Del corolario 0.2 existe
un « > 0 tal que

ol B* ()2~ (Jall = al|G*z|| > ||z]l, Ve € R

de esta igualdad, elevando al cuadrado a ambos lados, se tiene
B ()8 (alfz > |@]fe, Vo e R
Por la definicién de norma en L?, obtenemos
T *
o? [ 1507 als > el Vo e R,
lo cual es equivalente a
r . . 1
/ <B*(-)<I>_1 (), B*(-)®~* ()x> ds > — <z,x>, VreR"
0 «

Por propiedades del producto interno y definicién de adjunto se tiene:

</OT q)—l(-)B(~)B*(-)<I>—1*(.)gz;ds,$> > Lcras, wern

que es equivalente

1
(x,Wzx) > EHQEH2>0’ vz € R".

Obteniéndose que W es definida positiva.
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(v — ii) Sea W definida positiva, entonces existe W1,

Dado x € R™ definamos el siguiente control

T T
= “L$)B(s)u(s)ds = “1()B(s)B*(s) " (s)W ads
Gu_/0¢()B()()d /0¢()B()B()¢ ()W~ zd
WWlg

= X

Ast Gu = . Por lo tanto R(G) = R”
Observacién: Si W(T) es definida positiva, entonces existe W ~=1(T).

Por lo tanto, para todo = € R™ definamos el control
u(t) = B*(t)e ()W (1.

Entonces,

Luego, para todo zg,z; € R”, definamos el control
u(t) = B* ()@~ (W H(T)z1 — ).

De esta manera hemos exhibido un control para el sistema (1.1) el cual, transfiere el punto

xo hasta x1.

e
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1.2. Sistemas de Control Auténomos
Consideremos el sistema Lineal Auténomo
(1.2) #(t) = Az(t) + Bu(t), t>0.
Observacién 1.1 Para referirnos al sistema (1.2) usaremos la terna (A, B), donde
Ae L(R",R"), Be L(R",R™)
matrices constantes. El operador G toma la forma
T
Gu = /0 e~ % Bu(s)ds
y la solucion del sistema con condicion inicial x(0) = o estd dada por:

t
2y (t) = eMay + eAt/ e 4 Bu(s)ds, t >0
0

1.2.1. Caracterizacién algebraica de controlabilidad del sistema (A, B)

Ahora presentaremos y demostraremos un Teorema fundamental de la Teoria de Control Lin-
eal Auténomo debido a Kalman, cuya demostracién se basa en el teorema de Cayley-Hamilton.

Este teorema permite identificar el sistema (1.2) por (A, B)

Teorema 1.2 ( Condicion de Kalman)El sistema (A, B) es controlable sobre [0,T] si y solo
st

Rank[B|AB|---|A"1B] = n.

Demostracion.
(Necesidad) Supongamos que el sistema (A, B) es controlable sobre todo [0,77], es decir,

R(G) = R™.
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Por Teorema de Caley-Hamilton sabemos que toda matriz A es una raiz del polinomio ca-
racteristico . Es decir, si

PO = X"+ a X" 4 a,\0

es el polinomio caracteristico de A, entonces
P(A) = A" + a1 A" 4 ap A" L+ a, AY =0,

lo cual implica que
n—1 .
A= w94, a(-s)ER, =012, 01
i=0

Luego, el operador GG puede ser escrito como:

T [/n—1
Gu = / (Z ai(—s)A’> Bu(s)ds
0 \i=0
n—1 ' T
= ZA’B/ a;(—s)u(s)ds
=0 0
T
Haciendo y(i) = / ai(—s)u(s)ds, y teniendo en cuenta que, u(s) € R™, y «;(—s) € R,
0
obtenemos .
Gu=Y_ A'By(i), y(i) € R™.
i=0
Ahora, consideremos el siguiente operador:

G:Y >R Y=R"xR"x--- x R"

definido por:

Gy="S ABYD.  y=0)p().... p(n = 1)
Entonces,

R" = R(G) € R(G) = R(G) = R,

esto implica que

Span{BR™, ABR™, ..., A" !BR™} = R",
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lo cual es equivalente a

Rank[B|AB|---|A"1B] = n.
(Suficiencia). Supongamos que
Rank[B|AB|---|A"1B] =n

y el sistema (1.2) no es controlable sobre todo [0, 7], en consecuencia Ker(G*) # {0}. Entonces
existe n # 0 tal que
B*(® YY" (t)n = Be 'ty =0, t €[0,7),

luego
0= < B*e_A*tn,x >]Rm g = < n,e_Ath >R" gno LE 0,7
Si t = 0, entonces

(m,e= 4Bz ) =0, Vo € R™ (3),

R”,R"
Ahora, al tomar la k-ésima derivada en (3) se tiene:

dk

T < n,e_Ath >

i—0 = < n, —Ake= At By >

_ Ak
R™ R" R? R" - < m, A Bx >Rn,Rn

t=0

Asi,

<n,—A’“B:c>R =0 V=012 -1,

lo que es equivalente a:
( m,Span{BR™, ABR™, ..., A" 'BR™} ) = 0.

Es decir, si llamamos 7, el plano por el origen cuya normal es 7, resulta que

Span{BR™, ABR™,..., A™"'BR™} C m,
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Por lo tanto, dim {Span{BRm, ABR™, ... ,AmleRm}} < n, lo cual es una contradiccion.

e

Ejemplo 1.1 Supongamos que deseamos mover un punto material de masa m = 1, el cual se

desplaza en linea recta segun la ecuacion

u- es la fuerza o control requlador del movimiento.

§__

Zo

Usando cambio de variable tenemos:

T =y
y = u
_/
T 0 1 T 0
= —|— u
Y 0 0 Y 1
0 1 0
A: B:
0 0 1
0 1 0
Rank [B : AB] = Rank : =2
1 0 0

Por lo tanto el sistema es controlable.

Ejemplo 1.2 Consideremos un sistema de masa-resorte con amortiguamiento y con una fuerza

externa actuando como control y veamos que el sistema es controlable:
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" +nx’ + vz = ul(t)

v—la constante del resorte

nz' —fuerza de amortiguamiento
u(t)—fuerza externa (control)

m=1,7v>0,7>0

mi +nt + kxr = u(t)

k-la constante del resorte
na- Fuerza de amortiguamiento

u(t)-Fuerza externa (Control)

T =y
Jj = —ni—kx+u(t)
/
x 0 1 T 0
= + u(t)
Yy —k —n (1 1
0 1 0
A — B =
—k —n 1
0 0 1
Rank [B : AB] = Rank : =2
1 -k -

Por lo tanto el sistema es controlable.
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Capitulo 2
Controlabilidad de Sistemas de Ecuaciones No

Lineales sin Retardo

Consideremos el siguiente sistema de control no lineal sin retardo

(2.1) B(t) = A()z(t) + B()u(t) + F(t,x(t),ut))  te€J=1[0T]

donde el estado z(-) estd en R™, A(-), B(:) son funciones matriciales continuas de dimensiones
n X ny n x m respectivamente, definidas sobre J = [0,7] y la funcién control u(-) pertenece
a LP([0,T];R™). El término no lineal F' : J x R™™ — R" es una funcién continua en J y

satisface la siguiente condicién de Lipschitz:

(8 2, ug) — F(t, 21, u1) || < K{[lzy — 1] + [lug —wall}

Proposicién 2.1 Dado z9 € R" y un control u(-) en LP([0,T];R™). El sistema (2.1) tiene una

unica solucion x(T) = z,(T), la cual satisface la condicion x(0) = xg.

Dicha solucién estd dada por la siguiente férmula de variaciéon de parametro:

nu(t) = o) +0(0) [ 67 ) Bls)u(s)ds
+ qﬁ(t)/() o H(s)F(s,z(s), u(s))ds,

donde ¢(-) es la matriz fundamental del siguiente sistema.



22 Controlabilidad de Sistemas de Ecuaciones No Lineales sin Retardo

es decir, ¢ satisface el problema de valor inicial:

Z(t) = A@)Z()
Z(00) = Ign

Definicién 2.1 .(Controlabilidad sobre [0,T])
El sistema (2.1) es Controlable sobre [0,7], si para todo xo, x1 € R"™, existe un control
u € LP(J;R™) tal que la solucion correspondiente x,(-) del sistema (2.1) satisface la condicion

de frontera: x,(0) = xo, x,(T) = 1.
De la féormula de variaciéon de parametro se tiene que:

T
Ty = ¢(T)$0+¢(T)/O ¢~ (s)B(s)u(s)ds
T
+ o(T) /0 o H(s)F(s,2(s),u(s))ds.

2.1. Formulacion del problema

Supongamos que el siguiente sistema lineal es controlable sobre [0, T7;
(2:2) i(t) = A)z(t) + B(t)u(t), teJ=1[0,T).

El problema de controlabilidad del sistema no lineal (2.1) consiste en lo siguiente:

Dado zg, x1 € R", debemos hallar un control u(-) € LP(J;R™) tal que:

T
1 = ¢(T)ao+4(T) / o1 () B(s)u(s)ds
0
T
L ouT) / b L(s) P (5, 2(5), u(s))ds.
0

Equivalentemente,
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T
aq—meo::¢uvA 671 () B(s)u(s)ds

T
+wﬂA¢1@ﬂmwm@m

T T
-1 T — Xo = (s s)u(s)ds (s s, x(s),ul(s))as
M=o = [ 6 OBEus)s+ [ 67 (P (.a().u()d

Definimos el punto T como sigue,

T
T=Gu+ /0 ¢ (8)F(s,2(s), u(s))ds

Consideremos el siguiente operador

Gp: LP(J;R™) — R"™,

definido por

T T
= (s s)u(s)ds (s s, x(s),ul(s))ds
Gru(s) = [ 07 @B + [ 67 P (s.(s).u(s)a
T
(2.3) Gru = Gu+/0 ¢ (8)F(s,2(s),u(s))ds

Proposicién 2.2 El sistema (2.1) es controlable en J si y sélo si el operador Gg dado por (2.3)

es sobreyectivo, esto es

Gp(LP(J;R™)) = R"

La controlabilidad de (2.1) es equivalente a encontrar un u tal que Grpu = Z.

Por otra parte, la controlabilidad del sistema (2.2) es equivalente a la invertibilidad de la

siguiente matriz:
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T
szb/ 6~1(5) B(s)B*(s)6~ 1" (s)ds.
0

Ademds, si pudiéramos hallar un control de la forma

T
u(t) = B*(t)e~ (W {f—/ ¢~ (s)F (s, 2(s), u(s))ds
0

obtendriamos que,

Por lo tanto, el problema de la controlabilidad de (2.1) se reduce a hallar un punto fijo del
siguiente operador:

I LP(J;R™) — LP(J;R™™)

tal que:

MWm+MﬂA¢”@HM$M$+F@4®w®H%

2.1.1. Existencia de las Soluciones y el Control

Para la demostracién del préximo teorema, consideremos la siguiente notacién:

Para o; € L'(J), i =1,...q usaremos los siguientes simbolos:

K = méx{l|p(t)¢ ()] : 0 < s <t < T}
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I#l = sup{llo(®)[1}

ke = max{|[¢[l,[|¢~" B]|t, 1}

by = 3K ||ay

a; = 3k B* ()6~ )W o~ () [l
C; = max{a;, b;}

dy = 3k|| B*(t)o~ " (0)|[||W |||z

dz = 3|||l[|zo

d = méx{d;,do}

oi<en di<d gy [ lais)] = o
J
Teorema 2.1  Sean ; : R"™" — RT funciones medibles y o; : J — R, funciones inte-
grables, 1 =1, ..., q tales que:

|F(s,z,v) s)pi(z,v) (s,z,v) € J x R™™ (3)

Ti MQ

Entonces, la controlabilidad del sistema (2.2) implica la controlabilidad del sistema (2.1)  si

Tim- (r— Y Cisup{pi(z,v) : |(z,0)] < ?“}) =00 (4)

r—00
=1

Observacioén 2.1 Dado que el espacio de las funciones continuas C(J;R™) es denso en LP(J; R™),

para los efectos de la controlabilidad, no importa con cual de estos espacios se trabaje.
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Demostracién. Consideremos el operador I' 6 el sistema S definidos anteriormente. Si F es lo
suficientemente suave, el operador I" es continuo. Los puntos fijos de I, es decir, I'(z,u) = (z,u),

son soluciones del sistema Sj.
Probaremos la existencia de tales puntos fijos, usando el Teorema del Punto Fijo de Shauder.
Sea P(r) =sup{p(z,v) : |[(z,0)| < r} Por (4) tenemos que:

Dado d > 0, existe rg > 0 tal que

T — Zq: Cii(ro) > d <= Zq: Cithi(ro) +d < 10

i=1 i=1
Consideremos

Cry = {(z,v) € C(J;R™™) : [|(z,0)]| < 7o}

Probemos que I' aplica Cy, en C,,. Si (z,v) € C,, entonces usando S; tenemos:

lu()]l < I1B* ()¢~ @)W || [ICCH / lo™ ()17 (s, 2(s), (5))Hd8] -

Por hipétesis, se tiene que:

lu(®)] < 1B* ()~ (OIIW [IIEII —/0 lo™ ()1 <Z ai%’(%ﬂ)) d8]
i=1

y por la definicién de 1); y propiedades de la norma tenemos:
t q
ol + [ 167l (Z aiwxro)) ds]
=1

Ju(®)] < g+ 1B @6 Wl O Y [ anbi(ros
i=170

lu()]| < IB* )~ (OIW

u(t)]| < 3k+ZHB* ONW = lle™ (s)llevlli(r0)

q
1 1
i —(d ;i )< —1r9 < —
[lu(t ||_3k El “api(ro) < k: +EC¢ (r0)) T

=1
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Para x tenemos,

sl < T6@llzol + 6] / 674 5)3(5) (s s
F 160N [ 167 (I, 26), o) s

Luego por hipétesis obtenemos:

le@l < 1o lzoll + 160116~ (s)B(s) [ luls)|l
t q
(s a;0i(8, 2,v)ds
4 H¢(t>H/OH¢ DD TACRRL

@1 < lle@®llllzoll + 6@~ (s)B(s)l[[uls)It
+ /OKZaicpi(s,z,v)ds

=1

Sea do = 3||||||zo]|, y Ci = méx{a;,b;}, ademds como / lai(s)| = ||eul|
J

d
le(®)] < 5 + kllu(s) ||+Z ~iai(ro)
q
C;
)] 4+ 3 Gritro)| + Kol < 5 + kg =

3k

Luego I' aplica Cy, en si mismo. Ahora, demostremos que, I'(C,,) es equicontinuo sobre .J.

Para esto veamos que, para todo (z,v) € Cy, y V51,50 € J con s1 < sy tenemos:

u(sy) —u(s2) = B*(81)¢_1*(31)W_1 _E—/J qul(s)F(s,z(s),v(s))ds_

— B*(s9)¢ (so) WL %—/J ¢_1(5)F(3,z(s),v(s))ds-

u(s1) —u(sg) = [B*(s1)¢ (s)W ™! — B*(s2)¢~ ! (s)W ]

X

7 [ o R x(0) 0leas

J
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Normalizando tenemos:
lus1) = u(sa)| < [IB*(s1)671 (51) = B*(s2)¢~ 2 (s2) |- | W]

9 [rxu L1671, 25, w(s) s

Por la hipétesis (3) tenemos:

lu(s1) —u(s2)ll < [I1B*(s1)¢™"" (s1) = B*(s2)¢~ " (s2) [IIW ][]

x !nfn - /J u¢—1<s>||zami<z,v>ds]
=1

Maés aun para todo (z,v) € Cy,

lu@®l < 1B* @O~ @Ol |1 [ /H¢ Hzai%(r)c@]
i=1

Por otra parte,
51

x(s1) —w(s2) = P(s1)zo + ¢(81)/0 ¢~ (s) [B(s)u(s) + F(s,x(s), u(s))] ds
- [¢(82)$0 + ¢(s2) OS;_I(S) [B(s)u(s) + F(s,2(s), u(s))] dS]

(#(s1) — d(s2)) 2o

+ o+ o+ o+

=Y

»

S

I -
L

&

&

=

=

=

QU

»

Normalizando tenemos:
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[2(s1) —zs2)l < [ (¢(s ) (s )H [0l
+ [[(¢(s1) — o(s I/ lo™(5)B(s)|-Ilu(s)llds

© el / 1671 (8)B()||-lu(s)l|ds
T l6(s1) - d(s)l / 16~ ()| (5, 2(5), u(s)) ds
T é(s)] / 167 () IIF (s, 2(5), u(s)) s

Nuevamente de la definicién 1);, y por la hipétesis (3) tenemos:

(1) — z2)]| < ||<< > 8(52)) [l zol
O @s1) — bs2) | / 1671(5)B(s)]-[u(s) |ds

+ ()l / 1671(5)B()||-lu(s)llds
T 1(@(s1) - b(sa)] /0 167 NP autehin(r)is
+ ol [ TS asls)i(r)ds

51 i=1

[z(s1) —zs2)| < ([ (D(s1) — b(s2)) [I-]]z0ll
+ [[(@(s1) = é(s2)) [l () B(s)-[[u(s) ]| 51

+ lle(s2) 6~ () B(s)l[-[lu(s) (2 — 51)

+ [[(é(s1) — d(s2) o~ ()] il!ai(S)Hwi(T)
+ H¢(82)HH¢1(8)HiHO&i(8)H¢i(T>

De las acotaciones correspondientes y la continuidad uniforme de las funciones ¢(-), ¢*(-), y

B(-) se desprende la equicontinuidad de la familia I'(C).).

Del teorema de Arzela Ascoli T'(C)) es relativamente compacta en C(J; R™*™). Por lo tanto,

I' es un operador completamente continuo. Ademas C, es no vacio, cerrado, acotado y convexo,
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asi por el teorema de punto fijo de Shauder, I" posee un punto fijo. Luego (z,u) existen, esto

finaliza la demostracién.

2.2. Controlabilidad para controles en LP(J;R™)
Consideremos el sistema de control no lineal (2.1) bajo perturbaciones F' tal que satisfagan,
(8, 21, 1) = F(8 w2, u2) || < k(O[22 — 1] + [Juz —uall}
con k(-) € C([0,1],R™).
De tal forma que caracterizaremos la controlabilidad del sistema de control no lineal (2.1)

mediante un operador no lineal, continuo G y. Ademéds daremos una condicién necesaria para la

controlabilidad de dicho sistema. Veamos que, F'(t,x,u) € LP(J;R™).

Efectivamente bastaria ver
T
| 1# (a0, u@)ipae < +o0
0
Por hipétesis tenemos:
| F'(t, 21(t), u1(t)) — F(t,0,0)]| < k(t) (1]l + lluil)

luego

(s 21 (8), ua ()] < [1F(E, 0, 0)[] + k(&) (1 ]| + [Jual])

tomemos a = || F'(¢,0,0)||

1 (t, 21 (8), ur ()] < a+ k() ([(@1,un)l]),  con a,k(-) € C([0,1],RT)
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Veamos que para todo x € LP(J;R") y VYu € LP(J;R™), se tiene que F(-,z(-),u(-)) €
LP(J;R™).

Efectivamente, elevando a la p, tenemos:
1E (¢, z1(t), ur ()P < (a+ & ([[(z1,wa)]])”

pero sabemos que

17+ gl[” < 2°([A[" + llg]”)

luego,

1t 21 (), ua ()] < 27(aP + k[ (21, wa)[7)
(21 (8), ur ()] < 270 + 2Pk | (21, ur) [P

Integrando sobre J tenemos

t t t
/ IF(t, 21(t), ur ()Pt < / PP dt + 2ka/ (1 (), wr (1)) [P, te[0,T]
0 0 0
< PPt + 2pkp||(x1(t),u1(t))HZZpt < 400,
Asi
T
/ |t 2(t), u(t)|Pdt < +oc
0

Lema 2.1 (Gronwall) Sea f : [a,b] — R una funcion continua que satisface

ngf@+/g@mmm vt o

Entonces se tiene

mwgﬂw+LU@me(lbwmQ®, Vielah

En el caso particular que f = C, es constante, se tiene

y(t) < Cexp </atg(s)ds> , Vtela,b
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Lema 2.2 Si a la hipdtesis del lema (1), agregamos que, f es mondtona creciente, podemos

afirmar que:

y(t) < f(t)exp (/stg(s)ds> ds

Lema 2.3 Sea u(-) € LP(J;R™), x9 € R"™ y F satisface la siguiente condicion:
1, w1, u1) = F(t w9, ug) || < k@) {[|lz2 — 21l + [Jug — wl[}
con k(-) € C([0,1],RT), entonces la aplicacion x(-) del sistema (2.1) satisface la relacion:

1) = 22()le < [1Bllor + k| MaT () = ()|

Demostracién. La solucién del sistema (2.1) esta dada por:

(t) = d(t)ro+ d(t) /0 671 (5) B(s)u(s)ds

L oa) / 671 (3)F (s, 2(5), u(s))ds

Consideremos:

[z1(t) — 222

IN

lp()] x

i 57 (3)B(s)ua(s)ds
i /Ot¢—1(s)F(s,x1(8),U1(8))d8
_ (/thﬁ—l(s)B(S)w(S)dS

- 67 )P (s, na(s) uals) ) d|

usando desigualdad triangular
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< lle@lllle™" HX[/ [B(s)us(s ua(s)|lds

/ |F (s, z1(s),u1(s)) — F(s,z2(s),ua(s)||ds

Tomemos M = mix {1606~ (5)]}

< 1| [ 1B - By

+ /Ot |1F(s,21(8),u1(s)) — F(s,x2(s),u2(s)||ds

como F' es globalmente Lipschitz tenemos:

< 2t [ [ 1B (s) - Blsyuals) i

+ / k(t)(1(s) — za(s)| + [lur(s) — ua(s)l)ds
0

Consideremos k = méxge jk(s)

< M[/ IB(s)u ua(s)||ds

ok f s (s) — aa(s) ds + k / () )]s

Aplicando la desigualdad de Holder obtenemos:

AN
1
Q

U:J

Q

=

:

S

QU

Va)
N———

—
~
=

N\
ﬁ

QU

»
N——

—
~
<
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< B (s) ~ Blsua(s) 112
+ k[ ) = ()

+ kflui(s) — uz () 1o - t19)

Ahora como, M | ||B(s)u1(s) — B(s)ua(s)|| 1t + k||uy(s) — uz(s)| e ~t1/q] es continua y

mondtona creciente en J, por el lema 2.2 tenemos:
IB(s)u(-) = B(Jua(-)|| ot/

+oEfun () — wa() e -tl/q] erp (M / t kds)

z1(s) —z2(s)]] < M

elevando a la p, integrando sobre J y elevando este resultado a 1/p tenemos:

la1() = 22()lr < [/O (M (1B () = Bt/

p 1/p
+  Ellui(c) —ua()||Le ~t1/q] ) ds exp (Mkt)p]

[21(-) = @2()[[Lr < Meap (Mkt) [/0 <\|B(~)u1(-) — B(Jus(")|| st
p ql/p
+ kllua() — () e -tl/q> ds]

usando la desigualdad de Minkowski:

lz1(:) —x2()|lr < Mexp (Mkt) [/0 (||B(.)u1(.) _ B(.)UQ(.)Hip‘tp/qu )1/p

b ([ ) = uag - e70as) ]

Jo1() = @2()llr < Meap (Mkt) [HB(-)ul(-)—B<->u2<->m.( /0 wlias )"

£ k) w0l - ( /0 t tp/qu)”pds}

como py g son conjugados
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Asi,
lz1() — 22() e < Mexp (Mkt) [HB(') () — B(-)us _)‘Lp.(/oftp_lds)l/p
4 k||u1(-)—u2(-)||Lp-(/ s /pd]
luego /t tP~lds = F(t)= %
0
l1() — 22() e < Meap (M) [HB() 1) -
k() sl um'(p)”p]

l21(:) —2z2()llr < Mexp (MFkt) [HB() 1) = BOuOllr

4 Kl — Ol ]

pl/
t
[z1(:) —z2( e < Mexp (Mkt)|Jui(-) — ua(-)|Lr - i 1B + &,
llamemos
_ Mexp (Mkt)
My = =R
Asi,

1) = 22()lae < [I1Bllis + K| MaT () = ().

35
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Teorema 2.2 Supongamos que el sistema lineal (2.2) es controlable en J, la funcion F', satisface

la condicion de Lipschitz
[E (21 (8), ua ()| = [[F'(, w2(t), ua () || < L[lz2(t) — 21 ()] + llua(t) — ua(B)[}

y vale

M2||B||WY KT <1

entonces el sistema (2.1) es controlable.

Demostracién. El sistema lineal (2.2) es controlable, entonces el operador

= “1(8)B(s)B*(s)o " (s)ds
W—/J¢ (s)B(s) B*(s)6~"" (s)d

es invertible y el operador
Gu = /J¢1(S)B(s)u(s)ds
es sobreyectivo. Veamos que el operador
Grp=Gu+ /]¢_1(5)F(s,m(s),u(s))d8

es sobreyectivo

Dado z1, 29 € R™ existe u € LP(J;R™) tal que
o1 =60+ 1) [ 0 @BEu(s)ds +0(7) [ 676 F(s,a5) o)
Debemos hallar u(-) € LP(J; R™) tal que
u(t) = B*(t)~ (W E — /]¢1(8)F(5,$(5)aU(5))d5]
Dado u; y la solucién correspondiente al sistema (2.1) dada por:

11 = G(T)z0 + &(T) /J 671 (5) B(s)ua (5)ds + o(T) /J 671 (3)F(s, 21 (), w1 (s))ds.



Controlabilidad de Sistemas de Ecuaciones No Lineales sin Retardo 37

La controlabilidad del sistema (2.2) nos permite garantizar la existencia de un control

up € LP(J;R™) tal que:

ua(t) —B*(t)é_l*(t)W_l[f—L¢_1(8)F(8,$1(8),U1(8))d8]

y
Gug =T — / ¢ (s)F(s,x1(s),uy(s))ds
J
Asi,
a‘c—/qﬁ_l(s) (s,x1(8),u1(s ds—/¢ uz(s)ds =0
J

Para este ug consideremos la solucién correspondiente de (2.1)  xo = xa(t, z2(t), ua(t)),

dado que

E—/quI(S)F(s,xl(s),ul(s))ds e R"

existe un control ug € LP(J;R™) y la solucién correspondiente dada por zs = x3(t, 3(t), us(t)),

las cuales satisfacen

us(t) =B*(t)sb_l*(t)W_l[f—/Jcb_l(S)F(S,@(S),U2(8))d8]

GU3:E—/J¢_1(5)F(s,ajg(s),u2(s))ds

En consecuencia,

E—/qﬁ1(3)F(5,m2(3),uQ(8))dS—/qb1(3)B(S)U3(s)ds:0
J J

Continuando con este proceso construimos sucesiones:{uy, },>1 C LP(J;R™) y

{xn}n21 C (J§ Rn) tal que

_ { Unga(t) = BX(O)¢~ " (OW [z — [, 67 (s)F (s xn<s>,un<s>>ds]
’ T— [0 (s)F(s,2n(s), un(s ds—/¢ (8)uns+1(8)ds =0

Probemos ahora que {uy,},>1 es una sucesiéon de Cauchy en LP(J;R™). En efecto:

a1 (8) —un ()] < [B*[llo~ " 1IW
/H¢ )1 (s, zn(s), un(s)) — F(s, 2n-1(s), un-1(s))|)ds
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tomemos M = mé§{||¢_1(s)]]}, luego de lo anterior tenemos:
s €

< HB*IIMHW_lllM/JIF(Saxn(S),un(S))—F(S,wn1(8),%1(8))Hd8

Tomemos ¢, = || B*||M?||[W~}|| y como F es Lipschitziana tenemos:

<ar{ [ lou) = ana s+ [ uals) = unoas)las}

usando el lema 2.3 y la desigualdad de Holder

1
< @ L{[IBlls + LIMT i — a1 + i — w1 10T |

Luego,
1
Junsr(®) = un@®ll < LBl + LIMaT |t — ]l + [ — ]| 10T }
1
< B2 L (1Bl o + LIMT + Tl — 110
1
< B MW L1 Bl i + LIMT + 13T — 1 1

Tomemos K = L([HBHLP + L]MZT% + 1) elevando a la p, integrando y luego elevando a 1/p

tenemos:

S|

IN

i1 =t o ([ (B i KT~ s 10)7ds)
J
1
ltns1() = iz < MPTIBIIW K Jun(?) = ttpoa (Y 25T

ptl
M2|BIIWHIK fun () = tna (o T

IN

Por lo tanto, si se cumple que
M||BJ[W KT <1
se tiene que {uy,}n>1 es una sucesién de Cauchy en LP(J;R™) tal que
Uy, — U, n — 0o

Para este u € LP(J;R™) consideremos la solucién correspondiente de (1) z(t) = z(t,z,u) y

probemos que:
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lfim qﬁ1(3)F(s,xn(s),un(s))ds—/JQS1(3)F(s,:c(s),u(s))ds.

n—~oo J

En efecto,

1 O 5) 0n()) = Pl (o), (o)) s

<L / 6~ )1 (len(®) = 201 + lun(t) = u(e) ) ds

< L /J () = a(o)lds + [ Jun(®) = u(t)as]

Luego por el lema 2.3 resulta que:

1 NP 05)01(3)) = Flsva(s) (o))

= /J 181> + LIMT oty = s+ [ () = ()]s
< LM [[I1Bllzo + LIMT s, = wll T + = 2o VT |
Consideremos K = [|| B||» + LIM2T? + VT

< LMKl|uy, — ul| e
Asi,

Im [ ¢ 1()[F(s,2,(5), un(s)) — F(s,x(s),u(s))]ds = 0

n—oo J

Finalmente pasando el limite en So, obtenemos que

z— / ¢~ L(s)F(s,z(s), u(s))ds — / ¢ (s)B(s)u(s)ds = 0
J J

T = /J(bl(s)[B(s)u(s) + F(s,z(s),u(s))]ds

Entonces:
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Lo que prueba que G es sobreyectivo. Luego de la proposicién 2.2 podemos concluir que el

sistema (2.1) es controlable.



Capitulo 3
Controlabilidad de Sistemas de Ecuaciones No

Lineales con Retardo

En este capitulo daremos condiciones suficientes para la controlabilidad del siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales no lineales con retardo

(3.1) #(t) = At)z(t)+ B(t)u(t) + /Ot f(s,xs,u(s))ds, teJ=][0,T]

xog = ¢ sobre [—r,0]

donde el estado z(-) toma valores en R” y la funcién de control u(-) pertenece a L?(J,R™). A(-) y
B(-) son matrices continuas de dimensiones nxn y nxm respectivamente y f : JxCxR™ — R"

una funcién continua y uniformemente Lipschitziana en C' x R™. Aqui C' = C([—r, 0], R™) es el

espacio de Banach de las funciones continuas ¢ : [—r, 0] — R"™ dotado con la norma

lell = sup{[@(0)] : —r < 6 <0}

También, para x € C([—r,T];R"™) definimos la truncacién de = como la funcién x; €

C([-r,0];R™), dada por

2(0) = x(t+60) YOe[-r0, teloT].

Bajo ciertas condiciones sobre f se prueba que, si el sistema lineal
(3.2) i(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) teJ=1[0,T]

es controlable, entonces el sistema de ecuaciones no lineal (3.1), también lo es. Es decir, la

controlabilidad del sistema lineal se preserva bajo este tipo de perturbacion no lineal.

41
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3.1. Existencia y Unicidad de las Soluciones

En esta seccion daremos algunas definiciones y probaremos algunos resultados preliminares

necesarios para la formulaciéon y demostracién del resultado principal de este trabajo.

Las hipdtesis principales serdan las siguientes:

a) El sistema de control lineal,
z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) teJ=[0,T]

es controlable sobre [0, 7).
b) La funcién no lineal f : J x C' x R™ — R”™ cumple con la siguiente condicién de Lipschitz
1f(E, @2, u2) = (& @1,u1)|| < Loz — @l + [Jug — uall}

paratodot >0, ¢1,02€C v wup,ug € R™

Definicién 3.1 si ¢ € C([—r,0];R™) y u € L*>(J;R™), entonces a la funcién
x € C([—r,T);R™) dada por

o(1)0(0) + (1) /O 671 (3)[B(s)us) + /0 Cfra(r)u(r)drlds, te.

o(t), sobre —r<t<0

(3.3) a(t) =

la llamaremos solucion correspondiente del sistema (3.1)

Proposicién 3.1 Dado ¢ € C([—r,0];R") y un control u € L?(J;R™). El problema (3.1) posee

una inica solucion dada por (3.3)
Demostracién. Dado que f es uniformemente Lipschitz en C, existe L > 0 tal que

11t pa,uz) = [t 1wl < L{llpa = @a | + [lug — w |}

paratodot >0, 1,09 C vy wup,ug € R™
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Sea ¢ € C = C([—r,0];R™), definimos el siguiente operador:

FCO([=r, TERY) — C([=r, TI;R")

Fa(t) = )+ ot / ¢ 1(s)[B(s)u(s) +/0 f(ryxr,u(r))drlds, teJ
o(t), sobre —r <t<O0.
Siz,v e C([—r,T|;R™) y t € [0,T], entonces
t s
IFe) - Fo(t)ll = o) ¢‘WS)/ﬂ[f@'wrﬂKTD~—1171%7UOﬁNdeﬂI
. Jo 0
< [ 1o N [ Ll = ool + fur = u lydrds

IN

0
ML// lxr — v ||dTds

donde L es la constante de Lipschitz y M = méx {[|¢(t)o1(s)|}.

te

a<s<t<T

Tenemos que:

|zr —vr|| = sup |lz(r+0) —v(r +0))
oe[—r,0]

= sup lz(e) —v()]
e€[—r+7,7]

< sup lz(e) —v(e)]
e€[—r,T]
= [l -

Asi, de (1.1) tenemos que:

|Fa(t) - Po()l| < MLjz — o2, teJ.

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Sit € [—r,0], entonces ||Fz(t) — Fu(t)|| = 0. Luego (1.3) se satisface para

[_T7 T]

Usando (1.1) tenemos
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[(F?z)(t) — (F*o()| = [|F(Fa(t))r — F(Fu(t))-|
< ML// |(Fa)s — (Fo), ||drds (1.4)
Dado que
[(Fz)r — (Fo)-[| = WP [(Fz)(1 4 0) — (Fv)(1 + 0)]]
= sup ||[Fa(e) — Fu(e)
e€[—r+7,7]
< sup |[[Fa(s) — Fu(s)||
se[—r,T]

de (1.3) tenemos:

I(F2%z), — (F%v).| < ML//ML—HJ:—deTds

Asi hemos probado que,

M2

|F2(t) - F2u(t)]| = =

lx —vll, te][-rT].

Siguiendo este proceso, podemos probar por inducciéon que

(MLT?)"
|Fma(t) - Fro@)] < 2l ol
Dado que para n suficientemente grande
(MLT?)" )

(2n!)
y que C([—r,T];R™) con la norma

lell = eéfl_af}]ﬂ‘p(e)'}

es completo, se sigue del Teorema del Punto Fijo de Banach que F' tiene un tnico punto fijo

x € C([—r,T);R™). Luego de la definicién 3.1 se sigue el resultado.
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3.2. Controlabilidad del Sistema No Lineal con Retardo.

Una vez probada la existencia y unicidad de la solucién del problema (3.1) y la representacién
de la misma, estamos en condiciones de definir la controlabilidad para este sistema y probar el

resultado principal de este trabajo.

Definicién 3.2 El sistema (3.1) es controlable sobre J, si para cualquier ¢ € C y x; € R”

existe un control u € L*(J;R™) tal que la solucion z(t) de (3.1) satisface x(T) = 1
Definimos el operador G : L?(J; R") — R" como sigue
T s
(3.4) Gru= / ¢ (s)[B(s)u(s) + / f(r,xr,u(r))dr]ds
0 0
donde z; es el truncamiento de la solucién correspondiente

{L‘(t) - x(t7 2 u)

del sistema (3.1).

Proposicién 3.2 El sistema (3.1) es controlable en J si y solo si el operador Gy dado por (3.4)
es sobreyectivo, esto es:

G;(L*(J;R™)) =R"

Lema 3.1 Sea uy,us € L2(J;R™), e C y x; =x(t,o,u); i=1,2, las correspondientes

soluciones de (3.1). Entonces, ocurre la siguiente estimacion
2 _ 1 T*
laf — | < VT Mk exp (ML) ||uz — | p2(szm)

Demostracién. Sean z1,xs soluciones de (3.1), correspondientes a uj, ug respectivamente

entonces:

|z2(t) — 21 (1) ||

llo(t /¢ 5(s) — B(s)uy(s)]ds
/ o1 / F(ry a2, us(r)) — F(r,ak,un (7)) ]drds]) t € J.
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Tomando M = <m<éttx< T{Hqﬁ(t)(b_l(s)H} y consideremos la condicién de Lipschitz sobre f.
ASSSTS

lz2(t) — 21 (B < MIIBH/ luz(s) —ui(s)l|ds

Asi, £
+ ML [ [ (e = b+ fua(r) = ()] )drds
0J0

Usando la desigualdad de Holder obtenemos

t
/O luz(s) — ur(s)|ds < [lug — wr]| p2(spmy VT (1.2)
Luego,
t s
Joa®) =220 = MBIz~ sl VT + ML [ [ a2 = allards

+ ML /Ot /OS |lua (1) — wi(7)||drds

Usando cambio de variable y desigualdad de Holder tenemos:

/0/0 lus(7) — un(7)|[drds = /Ot/ lus(7) — un (7) || dsdr
- /0 Jus(r) — wr (P (¢ — 7)dr
luz = w12 (ymm) VT

IN

Entonces,
T2
lz2(t) =21 < MIBll|uz = willp2zm) VT + ML||22 — 27l

+ MLH'LLQ _UIHLQ(J;Rm)\/T
t
— MVT(IBI+ L] lua = w2y + ML [ o = k(T = ryar,
como el lado derecho de esta desigualdad es una funcion no decreciente en la variable ¢, resulta
que
ao(t +0) —z1(t+0)]| < MVTK|ug — usll2(smm)
¢
+ ML [ 2 = 2k|(T - r)ar
0
parat >0y 0 € [-r,0].

Luego, usando la desigualdad de Gronwall tenemos:



Controlabilidad de Sistemas de Ecuaciones No Lineales con Retardo 47

t
|22 — 2t || < VT ME exp(ML/o (t— T)dT) Jug — wa |l p2(rmm)

Asi hemos probado que

T2
o7 — 2| < VT ME 6$P(ML7> luz — walz2(mm).-

Teorema 3.1 Supongamos que el sistema lineal 3.2 es controlable, f : J x C x R™ — R™ es

continua en J y uniformemente Lipschitz en C' x R™ y que

HB|]M2LHW*1H(\/TMK exp(MLT;) + 1)7 <1

Entonces el sistema (3.1) es Controlable.

Demostracién. Tenemos que el sistema (3.2) es controlable, entonces el operador

T
W= / 671 (5) B(s) B*(s)6"" (s)ds

es invertible y el operador
T
(3.5) Gu = / ¢ (s)B(s)u(s)ds
0

es sobreyectivo. Veamos que el operador Gy dado por (3.4) es sobreyectivo; para ello considere-
mos

TeR", wu € L*(J;R™) y ¢eC([-r0;RY)

y llamaremos z1(t) = x(t,p,u1) a la solucién correspondiente de (3.1) dada por (3.3); la con-
trolabilidad del sistema (3.2) nos permite garantizar la existencia de un control us € L?(J; R™)

tal que

us(t) = B ()6~ Wz - / = / F(r, k(7)) drds]

Guzzw—/OTqb / f(r, 2t ui(r))drds
r [ o7 [ stmatannas - [ o7 @B =0

Asi,
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Para este uy consideremos la solucién correspondiente de (3.1), 22(t, ¢, u2) dada por (3.3) y

su respectivo truncamiento 7.

Dado que

x—/UT¢ /f 7,2}, uy (7))drds € R,

v (3.2) es controlable, existe un control ug € L?(J;R™) tal que

us(t) = B ()W [z — /O o1 / F(r, 22, u (7))

y la correspondiente solucién de (3.1) dada por z3(t, ¢, us). Ademds,

T s
Gug — 7 — /O 6~1(s) /O F(r a2, us(7))drds

7o /0T¢ / F(r, 22, us(7))drds — /OT¢1<s>B<s>U3<s>ds=o

Continuando con este proceso construimos dos sucesiones{u, },>1 C L*(J;R™) y {xn}n>1 C

C([—r,T);R™) tales que:

()= B0 W [ 67 /f (r))drds]

:E—/O o1 /fT.Z‘T,un deS—/ o1 ($)upt1(s)ds =0

Probemos ahora que {u,},>1 es una sucesién de Cauchy en L?(J;R™). En efecto:

(3.6)

Juna(®) =@ < 1Bl W
T
< [ [ (1Pt ) - P () drds

Consideremos M = 0<m<a>i T{qﬁ Y(s), ¢~ (t)} y como f cumple con al condicién de Lipschitz
s<t

tenemos que:

[uns1(t) —un(@® < [IBIMIW|
T s
/ ML/ (lz® = 2| + [Jun(T) = un_1(7))||)drds (%)
0 0
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Por ota parte, usando el lema 1.

T prs
//Hx’;—x’;lﬂdrds = / / 2™ — 2™ ||dsdr
o Jo

_ / |27 — 27 Y|(T = 7)dr
0 T T2
\/TMKSI‘p(ML 5 )Huz —U1||L2(J1Rm) 9

IN

Ademds, usando cambio de variable y desigualdad de Holder tenemos:

/OT/OSHW(T)—M(T)Hdes - / / () — ui (7)||dsdr

- / lua(r) — s (7)||(T — )
0

T2
< lue = ul”LQ(J;]Rm)7

Sustituyendo en (*) se tiene que:

[uns1(t) —un (@] < IBI[IM| LW

T2

T2
% |VIMKeap( ML ) lluz = wall 2w T3 + lluz = 27wy 5

T2
[uns1(t) —un(®)l < [IB[[MZ[|L]W™ le

T
x [\/TMKexp(ML7) + 1} luz — wal| 2y

Elevando al cuadrado e integrando a ambos miembros y luego elevando a la %, tenemos que:
T T3
lunts = wnllzz < IBIIMAIZIW M [VTM Keap( ML ) +1] - lluz = w2z

Por lo tanto, si se cumple

T2 T3
|BIMZLIW | [VTM K ewp(MLT) +1] 5 <1

Se tiene que {u,},>1 es una sucesién de Cauchy en L?(J;R™) y de la completitud de este

espacio se garantiza la existencia de u € L?(J;R™) tal que
Up — U, n — 0.

Para este u € L?(J;R™) consideremos la solucién correspondiente de (3.1)

x(t) = z(t,p,u) y probemos que
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(3.7) lim ¢ / f(r, a2 un(7))drds = /qf) / f(r,zr,u(r))drds,

n—oo

donde z; es el truncamiento de la solucién z(t, ¢, u).

En efecto,

T s
[ o [/ (2™ un(7)) — (7, 20y u(r))) dr | ds
o L
<ML [ [ e =l + () = utr) ) drds
T T
— ML /0 ) / (127 = .|| + lfun(7) — u(r)]]) dsdr
=ML [ (o = 7] + () — ulr)]) (T = 7
0

Luego por el lema 3.1

T 2
T
:ML/ VT ME exp(MLT)Hun —ullp2(gmemy (T = 7)dT

+ML/ n (7) — u(7)||(T — 7)dr
0
T2
< MLVTMEk exp(ML7)||un — Un—1ll g2y T
+MLH’U,n — uTL—1HL2(J;]Rm)ﬁ'

T2
< MLx/T(Te:Up(MLT) + 1) |un — un—1llL2(smm)

Asi,

ds =0,

n—oo

i [ o) [ strtuato) - srnutmir|

lo cual prueba (3.7)

Finalmente pasando el limite en (3.6), obtenemos que

f/0T¢ /foT, des/¢ Ju(s)ds = 0
/OT ¢ (s) [B(S)u(S) + /Os f(r, xT,u(T))dT] ds — 7.

Entonces:
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Lo que prueba que G es sobreyectivo. Luego de la proposicién 3.2, podemos concluir que el

sistema (3.1) es controlable
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