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Introduccion

El interés en las propiedades geométricas de los espacios de Banach se debe, en gran
parte, al hecho de que las propiedades topolégicas lineales, que son extremadamente
utiles en aplicaciones, estan ligadas a la bola unitaria del espacio; es decir, el conjunto
Bx(0,1) = {z : ||z]| < 1}. Es asi como, en 1936, J.A. Clarkson en su articulo [12], intro-
duce la nocién de espacios de Banach uniformemente convexos, en sus estudios e investiga-
ciones de las propiedades diferenciales de funciones definidas sobre un dominio euclidiano
siendo el rango un subespacio de Banach. De esta manera, no solamente se dio una solu-
cién parcial al problema de hallar una clase concreta de espacios de Banach en los cuales
toda funcién absolutamente continua f con dominio [0, 1] fuese derivable casi siempre y
demostrandose asi que tales espacios eran parte de la clase buscada, sino que ademés por
la riqueza de las propiedades geométricas de estos espacios, su estudio ha proliferado desde
entonces, generandose una gran actividad sobre el tema.

Clarkson en el mismo articulo introduce los espacios de Banach estrictamente convexos,
los cuales son un poco mas amplios que los uniformemente convexos y demostrd que en
esos espacios el problema no siempre tiene una solucién positiva, es decir, existen espacios
estrictamente convexos X en los cuales no siempre una funcién continua f : [0,1] — X es
diferenciable. Para ello, demostré la convexidad estricta de (Cjg 1, || - [|oo) utilizando una
norma || - || equivalente a || - || con la cual el nuevo espacio renormado (Co 1 [ - [|) es
estrictamente convexo, basandose en un resultado de Banach que afirma que todo espacio
separable es isomorfo a un subespacio de C ], concluyendo luego que todo espacio de
Banach separable admite una norma equivalente estrictamente convexa.

El objetivo de este trabajo es presentar un amplio estudio de la convexidad estricta
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4 Introduccion

a través de caracterizaciones, propiedades, relacion con otras propiedades geométricas y
algunas aplicaciones. Con el propésito de hacer el trabajo autocontenido y facilitar su

comprension, lo hemos dividido en seis capitulos.

Capitulo I: Preliminares.

En éste capitulo nuestro objetivo es enunciar algunas definiciones, propiedades y resulta-
dos de la teoria de los espacios de Banach, los cuales serviran de base a los posteriores
capitulos. En particular, presentaremos una demostraciéon detallada del teorema de exten-
sién de Hahn-Banach en su versién para espacios vectoriales y damos un ejemplo en donde

la extension de dicho teorema no es tnica.

Capitulo II: Los Espacios de Banach Estrictamente Convexos.
En este capitulo nuestro objetivo es dar la definicion de espacio estrictamente convexo,
algunos ejemplos y resultados sobre estos espacios en una manera sencilla y que dan una

idea del tipo de los mismos.

Capitulo III: Caracterizaciones de los Espacios Estrictamente Convexos.

La convexidad estricta fue definida primeramente por J. Clarkson [12] y M. Krein [21],
ello dio lugar a la apariciéon de numerosos conceptos de convexidad de un espacio. En
este capitulo presentaremos algunas de las caracterizaciones mas conocidas y que tienen
relacion con la igualdad en la desigualdad triangular, los puntos extremales y maximalidad
de elementos del espacio dual. Una interesante e importante caracterizacién de convexi-
dad estricta que expondremos es la que involucra la aplicacién dualidad introducida por
Beurling y Livingston [8] y que posteriormente fue estudiada por muchos mateméticos
entre los que podemos mencionar F. Browder[21] y S. Gudder [19]. En esta seccién dare-
mos una caracterizaciéon que resuelve a través de la convexidad estricta el problema de
la unicidad de extensién de funcionales lineales continuos el cual quedaba planteado en
el Capitulo I. También estudiaremos resultados obtenidos recientemente por P. Mili¢ié
[35] sobre caracterizacién de la convexidad estricta a través de la nocién de g-angulo.
Finalizamos con un resultado presentado por J. Blatter [9] caracterizando estos espacios

mediante la proyeccién métrica en su trabajo sobre la teoria de aproximacion.
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Capitulo IV: Propiedades de los Espacios de Banach Estrictamente Conve-
XO0S.

La propiedad de convexidad uniforme, que es una propiedad totalmente geométrica
induce una propiedad topoldgica: la reflexividad de espacios uniformemente convexos.
Este resultado es conocido como el teorema de Milman-Pettis (1938 — 1939).

En este capitulo veremos algunas propiedades de estabilidad como el espacio producto,
el espacio cociente y consideraremos el comportamiento de estas propiedades con respecto

a los espacios /.

Capitulo V: Relacién de los Espacios de Banach Estrictamente Convexos con
otras Propiedades Geométricas de los Espacios de Banach.

Clarkson en su articulo [12] introdujo la nocién de norma uniformemente convexa
en un espacio de Banach. Demostré que para p > 1 los espacios ¢, y L, son uniforme-
mente convexos. Por otra parte, D.P. Milman [33] probé la reflexividad de los espacios
uniformemente convexos y que tiempo después J. Lindenstrauss y L. Tzafriri [31] logran
una demostracién de excepcional claridad. Posteriormente; A.R. Lovaglia [32] introdujo
el concepto local uniformemente convexo (LUC) y estudio el comportamiento de esta
propiedad en relacién con el producto de los espacios de Banach del tipo £,. En esta
seccién mostraremos la relacion existente entre la convexidad estricta y las propiedades

antes mencionadas (UC y LUC) y daremos algunos ejemplos de estas relaciones.

Capitulo VI: Aplicacién de los Espacios de Banach Estrictamente Convexos
a la Teoria de Aproximacion.

Es conocida la amplia aplicacion de la teoria de aproximacion.  Kste capitulo lo
orientaremos al estudio de su relacién con la convexidad estricta, en donde expondremos
resultados obtenidos por I. Singer [21] y otros relacionados con el Conjunto de Chebyshev

mencionados en la literatura de Megginson [33].
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion

En este capitulo daremos un breve resumen de la teoria de los espacios de Banach;
enunciaremos algunas definiciones , propiedades y resultados que nos seran de gran utilidad
en el desarrollo de este trabajo.

Todo lo anterior en su mayoria es visto en un curso de Andlisis Funcional de la licen-
ciatura, por lo cual la prueba de la mayor parte de ellos no sera realizada en este trabajo
indicandose la referencia bibliografica en donde ubicarla.

En concreto, daremos la definicion de espacio de Banach, espacio reflexivo, espacio
separable, normas equivalentes, espacio producto, espacio cociente y el teorema de Hahn-
Banach; el cual serd desarrollado en forma completa ya que, es bien conocido que la
extension que se indica en el enunciado no es tnica dandose en capitulos posteriores
condiciones bajo las cuales tal extension es tnica.

Denotaremos por (E,|| . ||) un espacio de Banach, Bp = {x € E/ || z ||< 1} ¥y

Sp={x€ E/| x| = 1} bola unitaria y la esfera unitaria en F, respectivamente.

1.2. Definiciones y Ejemplos

Definicién 1.1. Sea E#0 y d: Ex E — [0,+00) , decimos que d es una métrica

sobre E si:
i- d(z,y) >0 y dz,y)=0&zx=y

it.- d(z,y) = d(y, )
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iii.- d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) Vz,y,z€FE
Al par (E,d) se le llama espacio métrico.
Ejemplo 1.1. Sea E #( y consideremos d: E x E — [0,+00), definida por:

1 st x#vy

0 st z=y

d(xv y) -

d es una métrica llamada métrica discreta, y asi (E,d) es un espacio métrico.

Ejemplo 1.2. Sea E =1 y consideremos d: E x E — [0, +00), definida por:
dz,y) = |r—y| Vax,yeE

entonces (E,d) es un espacio métrico.

Definicion 1.2. Sea E un espacio vectorial, decimos que E es un espacio normado
st para cada x € E corresponde un nimero real ||x|| llamado la norma de z, la cual

satisface:
- flz 20y [z =0 & 2=0
ii.- |laz| = |o||z], « €R, x€FE
it |lz +yll < ||zl + llyll Yo,y E
Tal espacio normado lo denotamos como (E, || - [|).

Ejemplo 1.3. (7}, n € N, 1 <p < o0, es el espacio que consiste de n—uplas

= (a1,q9,... ,0p), donde a; € R, V1<i<n.

n

1/p
&y con la norma ||z, = (Z \ai|p) es un espacio normado.
i=1

mn

Ejemplo 1.4. Consideremos ahora (7,

el espacio vectorial de todas las n—uplas

x=(aq,q9,... ,0p), donde a; € R, V1<i<n.

0 con la norma ||x|ec = sup{|a;|: 1 <i<mn} esun espacio normado.

Ejemplo 1.5. (., el espacio de todas las sucesiones x = {ay,} de escalares acotadas,

con la norma ||z|leco = sup{|zy,|: n € N} es un espacio normado.
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Ejemplo 1.6.  (Ciop)s || - loc) ;  es un espacio normado, donde
Clap) =1{f :]a,b] — R : f es continua} y || [loc = max{|f(t)[}.
Es claro que si d(z,y) := ||v — y|| entonces d es una métrica, por lo tanto todo

espacio normado es un espacio métrico.

Definicién 1.3. Un espacio normado (E,| . ||) es un espacio de Banach si E con la

métrica inducida por || . || es completo.
A continuacién daremos algunos ejemplos de espacios de Banach.

Ejemplo 1.7. (R™/||-|l2) conn >1 es un espacio de Banach, donde

n 1/2
|zl = <Z |xk|2> denota la norma euclideana.
k=1
Ejemplo 1.8. (¢, , [ -]|,) , 1<p<oo , esun espacio de Banach donde
00 1/p
I ll, = <Z|$k|p>
k=1
Ejemplo 1.9. (co,| - ||c) ; €s un espacio de Banach donde ¢y denota el conjunto de

todas las sucesiones de numeros reales que convergen a cero y
| z o = sup{|ag|: ke N}
E>1

Ejemplo 1.10. (L,([0,1]),]|-]l;) 1<p<oo , esun espacio de Banach. L,([0,1])

consiste en el conjunto de todas las funciones medibles

f:[0,1] = R tales que
1

s < oo

0
siendo
1 1/p
17— | [ 1
0
Ejemplo 1.11. (C[a,b}’ | - ||oo) es un espacio de Banach; ya que al tomar una sucesion

de Cauchy {fn} de elementos del espacio converge uniformemente a alguna funcion f

continua, como puede verse en [1].
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Cabe senialar que no todos los espacios normados son espacios de Banach. FEl siguiente

ejemplo, nos muestra la existencia de un espacio normado que no es completo.

Ejemplo 1.12. Sea <C[a, bl, || - Hg) Definamos || - ||2 como

X 1/2
171={ [ 170 de
a
entonces, (C[a, bl, | - ||2> es un espacio normado pero no es un espacio de Banach.
Definicién 1.4. Sea E un espacio vectorial sobre R y sean || - || y || - | dos normas sobre
E. Se dice que || -|| es equivalente a ||-|| , es decir ||| ~||-||; si existen ki, ko constantes

positivas tales que:
Eillz|| < ||lz|| < ka||z||  para todo x€ E
Teorema 1.1. En un espacio de dimension finita todas las normas son equivalentes.

Una demostracién detallada de este teorema la podemos obtener en [1].

Ejemplo 1.13. En R™ lasnormas ||-||1, [|lle v |‘llec son todas equivalentes;
ya que
|lzll2 < ||z]1 < nllz|l2  para todo z€IR (1.1)
Y
I7]loo < |Z]l2 < V1 |20 para todo z € IR (1.2)

luego de (1.1) 'y (1.2)  se tiene que
-l o~ -z~ I fleo
Ejemplo 1.14. Para cada x € ({1, - ||1) definimos:
9 9 1/2
loll = (ol + 1213) "~ paratodo  ze by

donde

Izl = laal & 2l = (Z |$n|2>
n=1 n=1
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entonces

lzlh < llz|| < vn |zl para todo x €t

con lo cual se tiene que la norma ||z| ~ ||z|l1 en /4.

Ejemplo 1.15. En  Cla,b] no todas las normas son equivalentes.
En efecto, tomando C[0,1] con ||-|i vy |-, estas normas no son equivalentes,

puesto que

1 1
I = [ i < [Cswlsoa = il
pero si definimos
nt si 0<t<1/n

fu(t) = 2—nt si 1/n<t<2/n

0 si t>2/n

tenemos que || fnlloo =1 Yy |fulll =1/n , n=1,2,... entonces podemos ver

que no existe k€ IR tal que

Elfolloo < lfnll- para todo n € N

Definicién 1.5. Sea (E, ||.||) un espacio de Banach. Se dice que E es separable si contiene

un subconjunto denso numerable.
Son ejemplos de espacios separables:

Ejemplo 1.16. (R,|-|) v (R™, ] -||2), son espacios separables ya que el conjunto de
los numeros racionales @Q y Q" son subconjuntos densos numerables en IR y IR"

respectivamente.
Ejemplo 1.17. ¢, , 1<p < oo son separables; ya que £, = [{e, : n € N}|.

Ejemplo 1.18. ¢y es separable, al tomar de manera similar al ejemplo anterior

co = [{en : n € N}
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Ejemplo 1.19. Cla,b] con la métrica definida asi:

d(f,9) = max [f(x) — g(z)|.

z€la,b]

En virtud del teorema de aproximacion de Weierstrass (ver [1]) sabemos que el conjunto
de los polinomios es un subconjunto denso en este espacio. Sin embargo, esta coleccion no
es numerable. Ahora, la coleccion de todos los polinomios con coeficientes racionales es un

subconjunto numerable, denso en  Clayp), por lo tanto (C[a7 bl,d) es un espacio separable.

Ejemplos de espacios que no son separables:

Ejemplo 1.20. L[0,1] denota el conjunto de todas las funciones medibles acotadas
en [0,1]. Entonces, Ls[0,1]  no es separable; pues, si tomamos B la coleccion de todas las
funciones con dominio [0,1]. Entonces, B es un subconjunto no numerable de  Loo[0, 1]

tal que || f — glloc = 1, siempre que f y g sean miembros diferentes de B.

Ejemplo 1.21. /. no es separable; pues, si B es el subconjunto de {~  que consiste
en todas las sucesiones cuyos términos son del conjunto {0,1}, en B es no numerable y

() — (Bn)lloo = 1 si () y (Brn) son miembros diferentes de B.

Definicién 1.6. Sea (E,||-||) wun espacio normado. El espacio dual de E  es el
espacio vectorial normado B(E,IR)  formado por todos los funcionales lineales acotados

en FE

Este espacio se denota por E* y es llamado espacio dual topolégico de E  con la

norma
[/ ()] )
Il = sup == ¢ IFIl = sup [f(x)]
220 |l l|z]|=1
Definicién 1.7. Sea (E,| -||) wun espacio normado. El seqgundo dual de E es el

espacio dual (E*)* de FE* vy lo denotamos por E**.
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Definicién 1.8. Sea (E,| -||) un espacio normado, el isomorfismo candnico es la

funcion natural J: E — E* que asocia a E con E**, de la manera siguiente,

J(x) =z para algin € E**

donde

(") =a"(x) , V z¥eFE"

Definiciéon 1.9. Un espacio normado E es reflexivo si la aplicacion J : E — E** es

sobreyectiva.

Son ejemplos de espacios reflexivos los siguientes:

1-4¢, , 1<p<oo

2- 1P | 1<p<oo

3.- Todo espacio de Hilbert es reflexivo ya que por el Teorema de representacion de

Riesz se puede establecer un isomorfismo lineal entre X y X*.

4.- Todo espacio de dimension finita es reflexivo ya que dim X = dim X* = dim X** y
un operador lineal 1 — 1 entre espacios de dimension finita de la misma dimensién

es también sobreyectivo.

Ejemplos de espacios que no son reflexivos:

1.- 4y
2.- U
3.- Lo
4.- cp

5.- Cla,b]
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1.3. El Teorema de Hahn-Banach

Unos de los resultados importantes en esta seccién de Preliminares es el teorema de
Hahn-Banach y sus consecuencias, por lo que daremos una demostracion detallada de

dichos resultados.
Definicion 1.10. Sea E un espacio lineal. Una aplicacion
p: E—R  que satisface:
(a) p(x) >0 paratodo z€FE
(b) p(x +y) <p(x)+p(y) paratodo x,y€ E  (subaditiva)
(¢) plax) = ap(x) paratodo z€ E,a>0; (positivamente homdigenea)

Se denomina funcional convezro. Si sélo verifican las dos tltimas condiciones la apli-

cacion se llama funcional sublineal.

Lema 1.1. Sea M un subespacio propio de un espacio lineal real E& y sea xo & M.
Consideremos N = [M U {x0}] y supongamos que f es un funcional lineal sobre

M, p un funcional sublineal definido en E tal que:
f(x) <p(x) paratodo xe€ M

Entonces f puede extenderse a un funcional lineal F' definido sobre N con la propiedad de

que

F(z) <p(x) paratodo x€ N
Demostracién. .- Puesto que f(z) < p(x) € M, entonces para y1,y2 € M, vemos
que:

flyi—y2) = fly1) = fly2) < plyr—y2) = p(y1 +x0 — y2 — 70)
< p(y1 +x0) + p(=y2 — o)

Agrupando por separado los términos que contienen a y; y o, tenemos que:

—p(=y2 — wo) — f(y2) < p(y1 + 20) — f(1) (1.3)
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Fijemos y; y hagamos variar a y2 € M. De (1.3)  deducimos que el conjunto de

numeros reales

{=p(=y2 — x0) — f(y2)/y2 € M}

tiene una cota superior y también extremo superior.

Definamos entonces

a = sup{—p(—y2 — z0) — f(y2)/y2 € M}
De la misma forma, podemos asegurar la existencia de

b=mf{p(y1 + o) — f(y1)/11 € M}

Luego; de (1.3)  tenemos

asi que debe existir ¢y € R tal que
a<co<b

En el caso en que a = b, ¢y es precisamente el valor comun.

Entonces, para todo y € M,
—p(=y —20) = f(y) < co < ply +w0) — f(y)
Puesto que zg € M, podemos expresar cualquier z € N como
T =Y+ arg

siendo a € K tnico e y € M tnico.

Puesto que esta representacion es unica, la aplicacién
F:N—R
definida por

F(y 4 axo) = f(y) + a co

(1.4)
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esta bien definida y es ademdas un funcional lineal sobre el subespacio N.

También es evidente que, si x € M,

es decir, F' extiende a f.
Falta s6lo demostrar que F'(x) < p(z) para todo x € N.
Para ello consideremos 3 casos:

Para todo x € N, con x=y-+axry debe ser
a=0, a>0 o6 a<0
(1) a = 0. Basta ver que F(y + axg) = F(y) y aplicamos luego la hipdtesis.

(2) a > 0. Consideremos el miembro derecho de (1.4), sustituyendo ~ y  por  y/a,

se tiene que:
co<p (L +a0) - f(y/a)

Multiplicando por « y puesto que p es un funcional sublineal, tenemos
f(y) + aco < p(y + ax)

o bien

F(r) < p(x)

(3) @ < 0. Consideremos ahora el miembro izquierdo de (1.4) y sustituimos y por

y/a. Obtenemos
—p(=y/a—x0) — f(y/a) < o
—p(=y/a —zo) <co+ fly/a)
Al multiplicar por «, resulta
(=) p(-y/a—x0) =2 co+ f(y)
y por ser —a > 0

p(y + axg) > a co+ fy),

lo que completa la prueba.
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Teorema 1.2. (Hahn-Banach)(Version espacios vectoriales reales)
Sea M wun subespacio del espacio vectorial E, p un funcional sublineal sobre E y f un

funcional lineal sobre M tal que, para todo x € M,

f(x) < p(x)

Entonces existe un funcional lineal F' en E que extiende a f y tal que F(x) < p(x) para

todo x € E.

Demostracién. Sea S = {f : Df — R : f lineal que extiende a f y tal quef < p(x)}
En primer lugar notemos que S # () ya que f € S.
Definamos una relacion de orden en S:

Diremos que fl < fg para todo fl, fg es si fg extiende a h

Entonces “ < ” es una relacion de orden parcial en S ya que, “ <7 es;

(a) Reflexiva
si fi<h

entonces

fi = A (todo funcional extiende a si mismo)

(b) Simétrica
Si fl < f? y f2 < fl

entonces

fnCDp v Dy CDy
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(c) Transitiva
Si fi<fe oy fo<f
entonces
Dfl C ng C Dfs

luego;

fBBlo, = f2 = N
1
Veamos ahora que (5, <) es inductivamente ordenado.
Sea T' C S, totalmente ordenado y veamos que 1" posee cota superior.
Definamos
fT : U D i R  por
fer
fr(z) = f(x) si xeD;
Antes de ver que fT estd bien definida, debemos comprobar que su dominio es un
subespacio. Si
T € U Df’
fer
entonces r € D # ¥ puesto que D jes subespacio, deducimos que; para « € R,  se tiene
ar € D 7
Supongamos que
x,y € U D i
fer
Esto implica que, x € sz , Y € ny para algin fx , fy € T y puesto que T es
totalmente ordenado, o bien D i C D i 6 bien D i, C D = Sin pérdida de

generalidad supongamos que se cumple la primera inclusién, asi
z,y € Dy,
de lo cual se tiene que
r+yeD i dado que D 7, e subespacio.

Luego, |J D jes subespacio.
fer
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Veamos ahora que fT estd bien definida. Supongamos que

$€sz y yEny

Por definicién de f, tenemos:

Como T es totalmente ordenado, f, es una extensién de f, y también f, es una extensién

de f.. En cualquier caso,

asi fT estd bien definida.

Es evidente que fT es una aplicacion lineal, que extiende a f y que

fr(x) <p(x) paratodo x€ UDf
fr

ademas, si f € T" entonces

DiclUDp; v frlp=f
fer
esto nos dice, por definicién, que;

[ </fr

Asi, fT es cota superior de T'. De ésta manera, (S, <) es inductivamente ordenado. Luego,

por el Lema de Zorn, S tiene un elemento maximal F', esto es;
F:D;—R
es un funcional lineal que extiende a f y tal que
F(x) <p(x) para todo x € Dp

y ademés, si f€S y F<f implicaque F=f.
Para completar la prueba del teorema sélo basta comprobar que Dp = E.

Supongamos que no es asi, esto es, existe xg € F tal que xg € Dp.
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Aplicando el Lema anterior, vemos que F' puede extenderse a otro funcional lineal F

que extiende a f y tal que
F(z) <p(x) cuando =z € [DpU{zo}]

Asi pues, F' € S, y extiende a F, lo que contradice la maximilidad de F.

Por lo tanto, xg no puede existir y el dominio de F' es todo el espacio F [ |

Como veremos luego, cada funcional continuo definido en un subespacio de un espacio
de Banach X tiene una extensién al espacio total (con la misma norma). Pero, para un
funcional dado pueden existir muchos funcionales en X (con la misma norma) los cuales
extienden al funcional dado; de hecho, si f; y fo son extensiones de f € X entonces la
combinacién convexa de fi; y fo también es una extension de f como se muestra en el

siguiente teorema.

Teorema 1.3. Sean X un espacio normado, Y C X y fi y f2 extensiones de

f Y — K que preservan la norma, entonces

f= e+ (1 -Mh

también es extension de f y preserva la norma, para todo X\ € [0, 1].

Demostracién. Sea y € Y y veamos que f extiende a f. Entonces

fly) = Ah(y)+ 1 =) fiy)
= M(y)+ (1 =XN)f(y) vaque fiy fason extensiones de f
= fy)

Luego se tiene que f es extension de f. Para ver que f preserva la norma, tomemos x € X

entonces,
1f@)] < Afal@)]+ (1= N)|fi(2)]
< (Allfall + @ =M ADI=
pero, dado que; por hipétesis || f1|| = || f2|| = || f]| entonces

[F@)] < [I£ Il
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con lo cual se tiene que

A< 11 (1.5)

Ahora, si x € Y entonces tenemos

FW)1 = 1f @) < 11l

y asi;

A< 1) (1.6)

por lo tanto, de (1.5) y (1.6) se tiene

A< 1£1-

El siguiente es un ejemplo que nos permite ver de una manera mas clara lo establecido

en el teorema anterior.

Ejemplo 1.22.

Sean X = IR? con la norma ||(z,y)|| = |z| + |y| Yy Y :={(z,0):z € R}.

definamos

f:Y—=1R por

flz,y) =z

Es evidente que Y C X.

f es lineal pues, para x,y € Y con x = (21,0) y y = (x2,0)

L= flz+y) = f((x1,0)+ (x2,0))
= X1+ 22

= J@)+ )
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w.—  flar) = f(a(z1,0))
= [((ax1,0))

= arn

= af(z)

Ademds,
[f (@, y)| = || < [|(z,9)]
por otro lado si |f(1,0)] =1y (z,y) € Y, entonces
@)l < £l )l < (@ y)ll

= Il <1 (1)

De igual manera si |f(xz,y)| =1 tenemos

[f (@ y) =1 < [Ifllll(z, )l

= L<[I1] (2)

luego, de (1) y (2) se tiene
Iflly =1

Asi; f es un funcional lineal acotado en'Y y || f]| = 1.

Definamos ahora dos funcionales f1, fo € X tales que f1 # fo y veamos que ambos son

extensiones distintos de f y que preservan la norma.

Sean

fl:R2—>]f{ fg:IR2—>IR
fl(wvy):$+y f2($,y):$—y

Claramente f1 y fa son lineales. Ademds

v— iz )| =z +yl <zl + [yl = [[(z, )]

= [fi(z, )| < (@, )l
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w— |falz,y)l =[x —y| < |z| + |y = [z, y)

= [f2(z, 9)| < ()l

Luego, f1 y fo son acotados.

Si (x,y) € Y entonces

fl(xvy) = fl(xvo) =T = f(Ivy)
luego, f1 extiende a f.
De manera similar se ve que fo extiende a f.

Si (xz,y) € X entonces;

filz,y)] = let+yl < [of+]y]
=[Gz, y)ll

= Al <1= 1

= LAl < I

Si (x,y) € Y entonces
[f(@,y)l = |h(z,y)|  pues fi extiende a f
< fallliCe, vl
= 1< I full
Asi,
LFIF= 1A

Hemos visto que f1 extiende a f y ademds, preserva la norma.
De manera similar se verifica para fo. Por lo tanto f1 y fo son extensiones de f

distintos las cuales preservan la norma; ast,

1flly = f2llx = [l f2llx

FEn el Capitulo 3 referente a la Caracterizacién de los espacios estrictamente convexos
el teorema 3,9 nos da condiciones que nos permiten asegurar la unicidad de la extension

del Teorema de Hahn Banach.
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1.3.1. Consecuencias del Teorema de Hahn-Banach

En esta seccién se expondran ciertas consecuencias importantes del teorema de Hahn-
Banach. La mayoria de ellas referentes al estudio de funcionales lineales acotados; en
particular, se demostrard que, fijado un vector = del espacio, siempre existe un funcional

lineal acotado que toma en x el valor ||z||.

Teorema 1.4. Sea E un espacio normado, M un subespacio de E. St f € M* entonces

existe un funcional F' € E* que extiende a f y tal que

£l =l

Demostracion. Puesto que por hipdtesis f es un funcional lineal acotado, entonces,

para todo x € M,

| @) < 1FI-N=])
Definamos
p:E—R por
p(@) = |[f]-l=|
es evidente que las siguientes afirmaciones son ciertas:
(1) p(x) >0 paratodox € E
(2) p(z +y) < p(x) +py) para  x,y € E
(3) plax) =|a|p(x) para z€E y a€eR

Asi, una vez verificadas éstas afirmaciones, es claro que p(x) es un funcional sublineal
simétrico convexo.

Ademas, | f(z) |< p(z) para todo x € M ya que
| f@) < WSl lzll = p(z)  paratodo ze M
Luego, por el Teorema de Hahn-Banach existe F' € E* que extiende a f y tal que

| F(z) | <p(x) para todo =€ E
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Resulta evidente de acd que F' es un funcional acotado y que
IE < [I£] (1.7)
por otro lado:
| f) | = [ F(x)|
para todo x € M (ya que F extiende a f). Asi
Al = sup [ f(z)| = sup |F(z)| < sup [F(z)] = [F]

[[=]]=1 flz]=1 ll=l|=1

de donde se obtiene

I < [IF] (1.8)

Por lo tanto de (1.7) y (1.8) concluimos

IEN = [l
|
Teorema 1.5. Seaxzg € E,  x9 # 0. Entonces existe un funcional lineal acotado F € E*
con ||F|| =1 tal que
F(z0) = [lzol

Demostracién. Consideremos M = [{z¢}] y definamos

f:M—K

f(z) = allzo| si r=aux
es evidente que f es una funcional lineal bien definido.

Por otro lado

[ f@) | = Talzoll| = [eallzl = lazol = ||

con lo cual se tiene que f es acotado.
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Adems3s

1= sup [ f(z) |= sup [lz[| =1
lell=1 lell=1

Por el teorema anterior, existe un funcional f € E* que extiende a f y ademds

IEN = 1[I/l =1
Entonces,
F(zo) = f(x0) = ||zo|| ya que roeM 'y F extiendea f
[
Teorema 1.6. Sean (X, || -||) un espacio de Banach y x € X. Entonces

||| = sup{|z*z|: 2" € Bx~}
Ademds; este supremo es alcanzado en algin punto de Bxx.

Demostracién. Si z = 0, entonces la férmula para ||z es trivialmente cierta y el supremo
se alcanza en cada punto de Bx~.

Supongamos entonces que = # (0. Como
[z%(2)| < [l2*[[ll=]| < llz||  siempre que 2" € Bx-
entonces,
[z]] = sup{|z”(z)| : " € Bx~}.
Por el teorema anterior existe x§ € X* tal que [[z§]| =1y z§ = ||| v asi
]| = sup{|2”(z)] : 2" € Bx~}

alcanzandose el supremo en zg.



Capitulo 2

Espacios de Banach Estrictamente Convexos (EC)

2.1. Introduccion

El estudio de la geometria de los espacios de Banach estd relacionado con la bola
unitaria Bg. Las primeras consideraciones sobre los espacios estrictamente convexos (EC),
también llamados espacios rotundos (R) se deben a A. J. Clarkson y M. G. Krein quienes
las introdujeron de forma independiente, dando algunas propiedades interesantes de esta
clase de espacios de Banach.

Para darnos una idea geométrica de este tipo de espacios, imaginemos la bola unitaria

cerrada en los espacios (€2, || - |[2) (figl), (£1, [ - ll2) (fig2) ¥ (foos || - [l2) (fig3)

(Coos I - [l2)
(C, [[ - 1l2) (61 [ - 1l2)

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Notese que ninguno de las bolas unitarias de las dos ultimas figuras mencionadas son
redondas en el sentido usual de la palabra, ya que sus fronteras; las cuales se llaman esferas,
estan formadas por cuatro segmentos de linea recta, como también no son lisos debido a

que dichas figuras tienen cuatro esquinas. Es evidente que esto no ocurre con la figura 1

27
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referente al espacio (42, ] - ||2). Todo lo antes mencionado se conoce como la propiedad de
rotundidad o redondez de los espacios de Banach estrictamente convexos.

El propésito de este capitulo es dar la definicion de espacios estrictamente convexos
(EC) introducida por J.A. Clarkson en 1936 [12], en su articulo sobre los espacios uni-
formemente convexos (UC'). En dicho articulo Clarkson la define como una propiedad muy
especial de los espacios normados cuyas bolas unitarias son redondas, en el sentido de que

la esfera unitaria no posee segmentos rectilineos.

2.2. Espacios Estrictamente Convexos

Definicién 2.1. Un espacio de Banach (E,| . ||), se dice quees estrictamente

convexo, (EC), si para todo z,y € S con ||z+y||=2 se tiene que T =1y.

Geométricamente, ésta definicién nos dice que la esfera unitaria del espacio no contiene
segmentos lineales.
A continuacién damos algunos ejemplos de espacios de Banach que son estrictamente

convexos.

Ejemplo 2.1. (R",||-[|2) es EC.
Sean x,y € R", == (x1,...,2n), y=(Y1,...,Yn). Supongamos que para x,y € Sg
y lz+ylla=2, con |lzfl2 =yl =1.

" 1/2
|z +ylla = <Z(xz + y¢)2>

Veamos que x = y.

n n

4 = Je+yll = D lm+ul = D |of+ 2w+l
i=1 i=1

n n n
Sl +2> wwil + > vl
i—1 i=1 i=1

IA

n
i=1

n

1 < Z |23y

=1
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Entonces x; =y, ¥V 1 =1,...,n wya que si suponemos x; * y; para algun
1=1,...,n
T4 7& Y; g i=1,... ,n
n n
2 y
T; 7é ZTilYi
i=1 i=1

1 # 1 (=<«)

Luego, x = y. [ |

Teorema 2.1. Todo espacio con producto interno es E.C.

Demostracién. Sea H un espacio con producto interno y sean z,y € H con
el =llyll = 1 vy llz+yl =2

Puesto que todo espacio con producto interno satisface la ley del paralelogramo, tenemos
lz + ol + lz = ylI> = 2(|=[* + [ly]*) (2.1)
de lo anterior tenemos que:

le =yl = 2(lll* + lyll*) = ll= +y]® (2:2)

lz—yll= 0

luego;

Evidentemente de lo anterior se tiene que todo espacio de Hilbert es EC.

Ejemplo 2.2. (IR? | - |l2), (f2,] - |l2), (L% -|l2) son espacios estrictamente convezos

ya que cada uno de ellos es un espacio de Hilbert.
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Seguidamente daremos ejemplos de espacios de Banach que no son estrictamente con-

VEXOS.
Ejemplo 2.3. (R",||-|1) mno es EC.
Prueba.-

Sean x,y € R™ con

x = e = (1,0,0,...,0)

y = e = (0,1,0,...,0)
entonces; ||zl]i =yl =1 ; ademads

||$+y||1 = ||(1a0a0a"'70)+(0’1707"'70)”1 = ||(17170a"'70)||1 = 2

entonces

Tty = 1 pero x+#vy

2
Por lo tanto  (R",|| - |l1) no es EC. [
Del ejemplo anterior se tiene que en particular, para n=2, (IR%,|| - ||1) no es EC.

Ejemplo 2.4. (R",| - [[c) no es EC.

Prueba
Consideremos
r = e} +es
Yy = €1 —€2
entonces,
[zl = lyllc=1 v [lz+yl|=2

pero por definicion x # . [ |
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Otros ejemplos de espacios que no son EC.
L (Co, || - lso)

2= (loos | - lloo)

Existen otros ejemplos clasicos de espacios estrictamente convexos, entre los cuales

podemos indicar:

L.- (EIH H ’ ||p)7 I<p<oo.
2- (Lp, || llp), 1<p<oo.

3 (Clapp - lIp), 1< p< oo

La prueba de los anteriores ejemplos sera dada en los préximos capitulos una vez que

veamos algunas caracterizaciones de los espacios estrictamente convexos.

A.J. Clarkson [12], en su trabajo, mostré un conjunto de desigualdades las cuales son

de utilidad para estudiar las propiedades geométricas de los espacios LP y £,,.
Lema 2.1. Si 2<p<oco y abeR, a>0 y b>0, entonces

2) @ + P < (a® +b)5

P —2
2

u) (a2 +b2)% <25 (aP + bP).

Demostracién.
1) Si a o b son cero, entonces la desigualdad es trivial. Ahora sin perdida de

generalidad podemos asumir que ninguno de los dos es cero.

Es obvio que

a? b?
2=tV gEs!
asi, dado que p/2 > 1
aP P2 pp /2 a2 p/2 b2 p/2
a® b?
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Luego,
aP 4+ 0P < (a® + b*)P/?

1)  Notese que si p = 2 la desigualdad es trivial. Si  p > 2, consideremos p’ = p/2 > 1

r . p
y 4=

(pf 5 luego
1 1
v e !
y utilizando la desigualdad de Holder para sumas finitas, tenemos
a®+ b0 < ((@®)P + @)Y
= (aP + bP)2/P(20—2/2)

y de aca se tiene,

a? +b? < 2P722(aP 4 bP)

Teorema 2.2. (Desigualdades de Clarkson)[12]

sean f,g € LP(u) y p,q exponentes conjugados, entonces:

Hf g

1
UHHQ < 5lIF1lb + HgHﬁ, sip>2.

q

1
1 1 p—1 )
2| < [50sm gha] L sir<p <

(i) H“g

5

q

Demostracién. Una prueba detallada de este teorema la podemos encontrar en [20] y

[46].



Capitulo 3
Caracterizaciones de los Espacios Estrictamente

Convexos (EC)

3.1. Introduccion

En 1936, J.A. Clarkson [1] introdujo la nocién de espacios de Banach Uniformemente
Convexos (U.C.) y mostré que 7 y LP con 1 < p < oo son U.C.; ademds mostré que el
producto finito de espacios U.C. es U.C. para luego probar que los ¥ son U.C.. De ésta
manera nacié el estudio de los espacios de Banach Estrictamente Convexos (E.C.).

Los espacios de Banach Estrictamente Convexos tienen una amplia aplicacién, ya que,
por ejemplo; la convexidad estricta tiene gran utilidad en el estudio de la geometria de
los espacios de Banach [1],[23],[5], ortogonalidad [23], semi-producto interno [7],[34],[51] y
operadores no lineales. Entre las caracterizaciones de convexidad estricta méas conocidas

que expondremos acé se encuentran las siguientes:

(1) Si |z +y|| = [|z|| + |ly]|, © # 0 entonces y = cx para algin ¢ > 0.
(2) Todo elemento de la esfera unitaria es un punto extremo de la bola unitaria.

(3) Todo funcional continuo distinto de cero alcanza su maximo en al menos un punto

de la esfera unitaria.

En éste capitulo daremos también otras caracterizaciones de espacios de Banach E.C.
en términos de la aplicacién dualidad y que serviran para unificar diferentes enfoques
obtenidos por Menaker [34], Berkson [7] y Torrance [51]. Asi mismo, estudiaremos otras

caracterizaciones establecidas por Istratescu [21], Baurbu-Precupanu [3] y Beauzamy [6]
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entre otros. Otro resultado importante que mostaremos lo representa la caracterizacion
que nos permitird establecer la unicidad de la extensién del teorema de Hahn-Banach y
del cual se hizo mencion en el capitulo 1.

Finalmente, expondremos resultados obtenidos recientemente por Mili¢ié¢ [35], basados

en la nocién de g-angulo.

3.2. Caracterizaciones de Espacios E.C.

Comenzaremos este capitulo dando caracterizaciones de espacios estrictamente con-
vexos introducidas por Barbu-Precupanu [3] y B. Beauzamy [5], las cuales en lo que sigue

nos seran de utilidad para dar otras nociones equivalentes.

Proposicién 3.1. (Barbu-Precupanu [3]) Sea (X,||-||) wun espacio normado. X es
estrictamente  convero si y solo si  para todo x,y € X tales que T F#y con

lz|l = |lyl| =1 se tiene que
lax+(1—-a)y]] < 1 para todo « € (0,1).
Demostracion.

<] Si para z,y € X, tal que x # y con ||z|| = ||y|]| = 1 se tiene que ||az+ (1 —a)y|| < 1

para « €(0,1). Entonces para a = % tenemos que

I3z + @ =2yl = |32+ 3l

- =
- 2

Luego X es estrictamente convexo.

T
=] Tomando un vector en el segmento de recta que une x y % el cual es de la forma

ax+(1—a)<x+y)

donde «a € (0,1) y su norma es:

Hax+(1—a)<xT+y>H <a+(l—a)=1
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Por otro lado, un vector en el otro extremo de la recta (a: i y’ x) es de la forma
ay+ (1 —a) (m)
con a €(0,1) y de norma
Hay+(1—a)(%+y)H cat(l—a)=1

La siguiente caracterizacion de convexidad estricta de un espacio de Banach,

esta relacionada con una propiedad maxima de elementos del espacio dual.

Teorema 3.1. (Istratescu [21]) El espacio de Banach (X, || - ||) es estrictamente convero
si y solo si para cada f € X* existe a lo mds un punto en Bx en el cual f alcanza su

mazximo.

Demostracion.
=) Supongamos que X es estrictamente convexo y sea f un elemento arbitrario de X*.
Supongamos que existen al menos dos puntos distintos x,y € Bx en donde f alcanza el

valor maximo.

Podemos asumir sin perdida de generalidad que el méaximo valor es 1 y que || f|| = 1.
Dado que
T+y
L= ()
/ 2
Tty H
<
< 15
- [
B 2
< 1
entonces,
=5 =

de donde obtenemos que

o+ yll = 2
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Asi, x =y.

<) Supongamos que z,y € Bx, [lz] = [lyll = 1y que ||z +y[| = 2. Veamos que z = y.
Por el teorema de extensién de Banach podemos hallar f € X* tal que |[|f|]| = 1y
flx+y) =2

Puesto que f es lineal se tiene que

flx) + fly) =2

Asi, de lo anterior y puesto que; como por hipétesis, existe x € Bx en donde f alcanza su

maximo, tenemos que

fl@)=fly)=1
entonces:
T=Y
con lo cual se tiene luego que X es estrictamente convexo. [ |

Otra caracterizacion de convexidad estricta estd basada en la ocurrencia de la igualdad

en la desigualdad triangular; un hecho elemental en la geometria Euclideana.

Teorema 3.2. (Barbu-Precupanu [3]) Sea X un espacio lineal normado, entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) El espacio X es estrictamente convezo.
(i) Si |z +yll= x|+ llyll v x#0, existet >0 tal que  y="tx

(iii) Si |zl =yl =1 y =x#y, entonces |[Ax+(1—N)y|| <1 para todo A € (0,1)
(i) Si |zl =llyl =1 y =z #y, entonces |z(z+y)ll<1

Demostracion.

(1) — (13)  Sea X estrictamente convexo y sean z,y € X\ {0} tal que

[+ yll = llz]| + [yl
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Como X es un espacio lineal normado y x # 0 existe x* € X* tal que

ety =llzt+yl v ll2l=1

puesto que
a*(x) <l |l y *(y) < [l=*lllyl
< =l <l
tenemos que z*(z) = ||z|| y o x*(y) = |yll; es decir
- (i) _ <L> 1
edl lyll
Como X es estrictamente convexo, se tiene que:
oy
el lyll
Por lo tanto, tomando ¢ = M se tiene Yy = M:c =tr.
]| [l
(79) — (i79) Supongamos por el contrario que existe x # y tal que ||z| = |jy]| =1y
que
Az + (1 =Nyl =1 con A€ (0,1).
Por lo tanto; como ||z +y[| = [|z|| + [ly|| ~ entonces;

Az + (1= Ayl = [[Az][ + |1 = Ayl

luego por hipétesis se tiene que existe t > 0 tal que

Az =t(1— Ny
y como ||z|| = [|y| tenemos
Azl = [lt(1 = Ayl
Azl = #(1 = Ayl

A= (1))
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y asi; x =1y, lo cual es una contradiccién.

(1i1) — (iv)  Es obvio, tomando A\ = 1/2.

(iv) — (i) Supongamos que X no es estrictamente convexo.

Entonces existe z; € X* y z,y€ X con

lzoll =1y el =]yl =1

y ademas 1z =y tal que:

Por lo tanto

1
= Laj(e) + i)
= 1
Asi;
1 /1
LA -~
1
> a:{k)(i(ijy))
= 1
lo cual contradice (iv). [

Proposicién 3.2. [B. Beauzamy [5]] Sea (X, || - ||) un espacio de Banach. Entonces X es
estrictamente convexo si y solo si, para cada p, con 1 < p < oo y todos x,y € X, con
T Fy,

p

r+y
2

< 5P + ) (31)




Caracterizaciones de los Espacios Estrictamente Convexos (EC) 39

Demostracion.
Supongamos que X es estrictamente convexo y que z e y no son colineales. Entonces, dado

que, para 1 < p < 0o, f(x) = 2P es un funcional convexo, se tiene

Tty

o s Hyll)p -
2

1
— p p
W < Sl + ),

luego;de la convexidad estricta de X se tiene:

xr+y P

2

1
< Ul + llyl*)

Ahora, si suponemos que x ey son colineales, es decir; y = tz, entonces

r+yl’ o+t LtP
) [
pero
L+tP 1
‘% <§(1+|t|p) paratodo t#1 yaque p>1:

Para t > 0, calculamos las derivadas y recordando que, para p > 1, la funcién t — |t es
derivable y tiene por derivada ptP~!Sgnt. Para t < 0, escribimos

p

<
-2

14t
2

P ‘1—75

y asi tenemos la implicacién probada.
Reciprocamente, supongamos que para todos x,y € X, (3.1) se cumple para todo p > 1.
Tomemos z,y € Sx, tales que ||z|| = ||y|| = 1. Entonces, en (3.1) se tiene que

p

r+y <1

2

y finalmente

a:+yH

Para la siguiente caracterizacion de espacios estrictamente convexos necesitamos la

nociéon de punto extremal de un conjunto convexo.
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Definicién 3.1. Sean (X, || - ||) un espacio de Banach y Y C X un subconjunto convero
en X y z € Y. Diremos que z es un punto extremal de Y si existen x,y € Y tal que

z =tz + (1 —t)y, para algin t € [0,1] entonces x = y.

Usando la definicién anterior tenemos la siguiente caracterizacién de espacios estricta-

mente convexos.

Teorema 3.3. (Diestel, J. [17]) Sea (X, || -||) un espacio de Banach. Entonces X es E.C.

st y solo si todo punto z € Sx es un punto extremal de Bx.

Demostracién.

=) Supongamos que X es E.C. Veamos que todo z € Sx con |z|| = 1 es un punto
extremal de Bx.

Si suponemos por el contrario que la afirmacién no es cierta, entonces existe x,y € Bx,

conx#yyte(0,1) tal que z=tx+ (1—1t)y. Entonces,

L= |
= |tz + (1 =)yl
<tz + (@ =Dyl

N

lzll + gl = 2

= 2=zl +yll <2

= ]l =1 = {lyll

= T,y € SX

Ahora veamos que ||z+y|| = 2. Supongamos que ||z+y|| < 2y tomemos z = tz+(1—t)z,

entonces
L = |zl = [ltz+ (1 —-1)z]
= |tz + (1 =t)y] + (1 = 1)tz + (1 = )y]]|
= [Pz +t(1 —t)y+t(l —t)z + (1 —t)2y|
= [[Pa+t(l-t)(x+y)+ (1-1)%
< Bl + 11 =)z +yll + (1 =)yl
< 2421 —t) + (1 —1t)?

1
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= 1 =||z|| <1, lo cual es una contradiccién.

Asi ||z +y| =2. Estoimplica que = =y.

<) Supongamos ahora que cada z, con ||z|| = 1, es un punto extremo de Bx y veamos
que esto implica la convexidad estricta de X.

Es claro que, para cada z,y € X tal que
(@) [zl = [lyll = 1.
(i) [lz +yl =2.

el punto u = 3(z + y) tiene la propiedad de que ||u| =1 pues

1 |z + yll
= — = = 1
Jull = |36+ =7
pero w es un punto extremo y asi z = y.
De esta manera X es estrictamente convexo. [ |

A continuacién damos un ejemplo de un espacio de Banach que no posee puntos ex-

tremales.

Ejemplo 3.1. Consideremos; para p = 1, el ejemplo 1.10 con la norma || - |1, esto es,

L[a,b] con la norma

b
||f||1:/]f(t)|dt. para todo  f € L'[a, 1]

Si tomamos X = L([a,b]) y K = Bx(0,1) = {f € L'([a,b]) : ||fll1 < 1} entonces,

extr(K) = 0; es decir, Bx(0,1) no tiene puntos extremales. Para ver esto, sea

b
1l =/|f(t)!dt= 1 i f e LM(ab)).

Ademds, consideremos c € |a,b] tal que

¢ 1
LG

sean
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ht) = 2f(t) si te]a,(] v alt) = o si tela,c
0 si t€ e, b 2f(t) si teed]

entonces,
b c
rthjWMMﬁ:2/|ﬂmw=1

de manera similar se tiene ||g||1 = 1.
Asi, f(t) = L(h(t) + g(t)), es decir, f € extr(K) pero h(t) # g(t) por definicién. De lo
anterior tenemos que [ es el punto medio del segmento [h, g] cuyos extremos pertenecen a

K = Bx(0,1). Por lo tanto, extr(K) = 0. [

Para la siguiente caracterizacién necesitamos la nocién de punto minimal con respecto

a un conjunto, la cual fue introducida por B. Beauzamy y B. Maurey (1977)[6].

Definicién 3.2. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach y M C X. Un punto x € X se llama
minimal con respecto a M si siempre que ||y —m|| < ||z —m|| para todo m € M entonces

x =1y. El conjunto de todos los puntos minimales con respecto a M se denota por minM.
La caracterizacion de espacios estrictamente convexos es:

Teorema 3.4. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach. Entonces X es estrictamente convero

sty solo si para x,y € X cualesquiera; los puntos del segmento
[w,y] = {z = ta+ (1 —t)y : £ € [0, 1]}
son puntos minimales con respecto a el segmento M = [x,y].

Demostracién.
=) Supongamos que X es estrictamente convexo y sea z; = tr + (1 — t)y € [x,y].

Supongamos ademas que para algin z € X,
Iz —afl < (1 =t)[lz =yl y Iz =yl <tz -yl
es claro que

Iz =zl = (1 =Dz -yl y Iz = yll = tlle =y
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asi, de lo anterior, podemos tener que:
|z —yll = llz — 2| + [z — ¥

Luego, de la convexidad estricta de X se tiene © —y = k(z — y)
lo que implica que z esta en el segmento [z, y].

Asi, cualquier punto z € [z, y] es minimal con respecto a {z,y}.

<) Supongamos que para x,y € X cualesquiera, se tiene que z € [z,y| es minimal con
respecto a {x,y} y veamos que X es estrictamente convexo.
Seam=0y n=xz+vy y consideremos M := {0,z + y}.

Si max(||=||, [[y]]) > [l + y|| entonces es claro que

[z +yll < llzll + llyll

Ahora, si

]l <l + yll 6 Iyl < llz +yll

entonces; tomemos el tinico punto x’ de el segmento [0,z + y] tal que
2"l = |-

Entonces; por hipdtesis, este punto 1nico, denotado por z’, es minimal con re-

specto a M, y puesto que ||2'|| = ||z|| tenemos que

Iyl < Nz +y -2
< =+l
|

Para la siguiente caracterizacion de convexidad estricta necesitamos la nocién de apli-

cacién dualidad introducida por Beurling y Livingston (1962)[8].

Definicién 3.3. Sean (X, ||-||) un espacio de Banach y 2% el espacio de todos
los subconjuntos de X*. Definimos una aplicacion ponderada a la aplicacion continua y

estrictamente creciente

p:RT - R"
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tal que (0) =0y th'm @(t) = oo.

Llamamos aplicacion dualidad ponderada ¢ o la aplicacion
J(@) ={z" € X" 2™(a) = |l=||l|l="|; [[="]| = e ([lz]])}

La aplicacion dualidad que corresponde a la aplicacion ponderada o(t) =t se llama apli-
cacion dualidad normalizada. En esta seccion estaremos interesados en una aplicacion

dualidad I : X — 2% definida de la manera siguiente:
I(z) ={z": 2" € X", 2% (2) = [Jf|[|=]]}.

Teorema 3.5. (S.P Gudder y D. Strawther, 1976)[19]

Sea (X, ||-||) un espacio de Banach. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X es estrictamente convezo.
(2) Si  I(y) CI(x) para x # 0 entonces y=cx, c¢>0.
(3) Si  I(y) =I(x) entonces y = cx para c > 0.

Demostracion.
(1) — (2) Supongamos que x # 0 y I(y) C I(x) y que por el contrario y # cx
para algin ¢ > 0, teniéndose asi una contradiccién.

Es evidente que y # 0 ya que de lo contrario tendriamos I(z) = I(y) = X* lo cual
implica que z = 0.

Asi, el corolario del teorema de extension de H-B (forma geométrica) nos asegura la

existencia de z* € X* tal que

l*]] =1 y 2" (y) = llyll-
De esta manera, tenemos: z* € I(y) C I(z).

Pero ademas, como 1z # 3y entonces

T,y
— 7& <
[l [yl
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Luego, se tiene que x* alcanza su norma en dos puntos distintos de la esfera unitaria.

Asi, X no es estrictamente convexo, lo cual es una contradiccién.

(2) — (3) Obvio.

(3) — (1) Supongamos que X no es estrictamente convexo.

Dado que todo elemento de la esfera unitaria es un punto extremal de la bola unitaria,

entonces en el conjunto {x : [|z|| = 1} existe un segmento L € Sx no trivial. Consideremos

sobre éste segmento {z,y, z, w} elementos distintos.

Supongamos ademas que:

1 1
yzi(:v+w) :L“zi(y+z)

Tomemos ahora z* € I(y). Entonces, tenemos que:

|z ()| < llo*[[[l2]] = [l
= 2t <2 (@) < [l27
de la segunda desigualdad tenemos
a*(x) < [|l*]]

Por otro lado

|2 (2) = 2[|2"[|] < [l
—[lz*| < 2% () = 2[=7|| < [l27]
tomando la primera desigualdad tenemos

== < 2" (2) = 2[]«7]]

l*[ < =7 ()



46 Caracterizaciones de los Espacios Estrictamente Convexos (EC)

luego, de (3.2) y (3.3) se tiene que

o' (z) = |27

y asi z* € I(z), lo que implica que  I(y) C I(z).
De manera similar se muestra que I(x) C I(y) yasi  I(x)=I(y).
Ademas, y = cx para algun ¢ > 0; ya que de otra manera w = dx para algiun d € R.
Entonces, como ||w|| = ||z|| =1 tenemos w =2 6 w = —z.
Pero, como w # x, entonces w = —x y y = 0 lo cual es una contradiccién y asi 3 — 1.
[ |
Ahora usaremos el teorema 3.5 para probar otras caracterizaciones de convexidad

estricta.

Definicion 3.4. Una funcion semipositiva ¢ es una aplicacion
¢:RT — R
que satisface () =0 si y solo si A = 0.

Definicién 3.5. Una funcion ¢ : RY — IRT se llama una pseudogauge si ésta es

estrictamente creciente y  @(t) =0 si y sélo si t = 0.

Las funciones Psedogauge generalizan las funciones gauge, donde ademds, ¢ debe ser
continua y th’m ©(t) = 00. Si ¢ es una funcién semipositiva, definimos la aplicacién
—00
dualidad

Jp: X — 2%
Jo(x) = {a" € X" 2™ (x) = [[=[l[l«"]], l="[| = o (ll|)}-

Si ¢ es la aplicacién ¢(t) = t, llamaremos J, la aplicacién dualidad normalizada y la
denotaremos por J. Nétese que si ¢ es una funcién semipositiva, entonces
I(z) = U aJ(x) para todo x € X
a>0
Teorema 3.6. (S.P Gudder y D. Strawther, 1976)[19]
Sean (X, || -]|) un espacio de Banach vy ¢, 9 dos funcionales continuos, semipositivos y

decrecientes y ademds  o(t) = (t) =0 si y sélo si  t = 0. Entonces
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1) Si X es estrictamente convero entonces — J,(x) N Jy(y 0 implica que y = cx,
® ¥

para algun ¢ > 0.

(2) Si existe a > 0 tal que  @(a) = Y(a) y Jo(z) = Jy(y) implica que y = cx,

para algin ¢ > 0, entonces X es estrictamente convezo.

Demostracién.

(1) Supongamos que X es estrictamente convexo y que  Jo(z)NJy(y) #0 vy y#cx
para ¢ > 0.

Sea x* € Jy(x) N Jy(y). Ahora, 2* # 0 pues en el caso contrario tendrfamos z =y = 0.

Asi mismo, x # 0 # y, pues de otra manera se tendria

"]} = & (llyll) = e(ll]l) = 0.

Ademas,
y x
lyll = [l

y de esta manera tenemos

() =+ ()

y como y # cx para algtiin ¢ > 0 tenemos que z* alcanza su maximo en dos puntos distintos
de la bola unitaria cerrada, pero esto contradice la convexidad estricta de X.

Asi, tenemos que (1) se cumple.

(2)  Supongamos que (2) se cumple y que X no es estrictamente convexo.
Asumemos que I(z) = I(y). Siz =0 6 y = 0 entonces el otro es cero. Asi podemos

suponer sin perdida de generalidad que x e y son elementos de X tales que x # 0 # y.

Tomemos z* € Jy, (%) .

Entonces

2 e I(y) = I(z) = <%>
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Por tanto,

Jo°ll = o(a) = vta) = ¢ ()

]

asi,

o g (_)
]
Jo <ﬂ> C o (ﬂ)
Iyl I

lo cual implica la inclusion

De manera similar podemos ver

ax a
] [yl
Asi, tenemos que los dos conjuntos son iguales y esto implica que y = cx para algin

c>0.

Luego, por el teorema anterior se tiene que X es estrictamente convexo.

[
De este teorema se derivan resultados obtenidos por E. Torrance (1970)[51],

E. Berkenson(1965)[7] y R. Menaker (1969)[34].
Corolario 3.1. Sean (X,|| -||) un espacio de Banach y ¢ una funcion Pseudogauge.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X es estrictamente convezo.
(2) Jo(x)NJ,(y) =0 siz#y.
(3) Si  Jy(x) CJ,(y) entonces y=cx.

(4) an@:) # Jcp(y) si T FY.

Demostracion.

(1) — (2) Supongamos que X es EC y que J,(x) N J,(y) # 0. Entonces, por el teorema
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anterior (3.6), y = cx con ¢ > 0.

Sia* € Jy(x) N J,(y) entonces

e(llzll) = llz"ll = e(ll)-

Si 2 = 0 entonces y = 0.

Si x #£ 0; como ¢ es inyectiva,

Iyl = -

Por lo tanto c =1y asi z = y.
(2—3) y (3 — 4) son obvias.
(4 — 1) Sigue del teorema (3.6).
|

Corolario 3.2. (Berkson [7]) Si (x,y) es un semi-producto interno en un espacio de
Banach entonces, X es estrictamente convezo si y sdlo si (x,y) = ||z||||y|| entonces — y =

cx para algin ¢ > 0.

Demostracién. Supongamos primero que X es estrictamente convexo y que para al-

gunos x,y € X,

(@, y) = [lz[lly]-

En este caso tenemos

(l=ll+ i)l > 1l + yllly

(z+y,y)
= (Il + i) Iyl

v

y podemos suponer sin perdida de generalidad que x # 0 # y.
Asi,
]l + llyll = [l + vl
y ademas, de la convexidad estricta de X tenemos y = cx para algin ¢ > 0.

Reciprocamente, supongamos que X no es estrictamente convexo. Entonces, por el teorema

3.5 existen x # 0y y # cx, con ¢ > 0, tales que I(y) C I(x). Como y # 0 entonces y # cx
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con ¢ > 0. Consideremos z*(z) = (z,y) para todo z € X. Entonces z* € J(y) y por tanto
x* e I(x). Asi,

(@, y) = " (x) = [[2"[[[l«] = [l=]lly]-
[

Teorema 3.7. (Torrance E., [51]) X es estrictamente convexo si y sélo si {z,y) = |yl|?,

con x # y entonces ||| > |ly]|.

Demostracion.
=) Supongamos que X es estrictamente convexo y que para z,y € X, con x # y,

(@, y) = llyl*.

Del resultado anterior tenemos que y = cx lo cual, de la desigualdad

lzllyll > (2, y) =yl

se tiene que

2l > Tlyll-

<) Se procede de manera similar que el corolario anterior (3.2). [

Anteriormente se mostré en el teorema (1.3) que el Teorema de extensién de Hahn-
Banach no asegura la unicidad de la extensién ya que para algunos funcionales lineales
f Y — K definidos en subespacios Y C X, es posible construir mas de una extension

que preserve la norma.

Usando la nocién de convexidad estricta podemos caracterizar la clase de espacios de
Banach en donde la extension es tnica. El siguiente teorema nos da una caracterizacién de
los espacios de Banach estrictamente convexos para los cuales cualquier funcional definido
sobre un subespacio tiene una tunica extension al dual del espacio mayor preservando la

norma.

Teorema 3.8. (Phelps, R. [43]) Sean X un espacio normado, Y C X, entonces
cada f € Y* admite una dnica extension a X que preserva la norma si y solo si X* es

estrictamente convexo
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Demostracién.
<] Supongamos que X* es estrictamente convexo y que f # 0 admite dos extensiones

distintas; f1 y f2, que preservan la norma.

Entonces f1, f; € X* y ademds || f1[[x = [lf2llx = [If[lv-

A _fa .
Definamos ¢; = y g2 = —-— y veamos que ¢; y g2 son extensiones de
11y 1f1ly
S y que ademds preservan la norma.
1flly
L H f H _ Ay _
Iy (1l
-g.(y) = fily) = S para todo y € Y y para 1= 1,2.
Iy Iy
fi [1fllx
3 loullx = |||, = 77 =1
Z I i []f [y
(g1t g2 L .,
Ademss; ¢’ = 5 s una combinacién convexa de g; y g2 por lo tanto, también es
extension de
£y
y
g1+ g2
1252 =1 v ate lal=lel=1

es decir, X* no es estrictamente convexo, lo cual es una contradiccién.

=] Supongamos que hay unicidad en las extensiones y que X* no es estrictamente

convexo.

Sean f1, fo : X — K tales que:

fi # follfillx = fllx =1 y H#‘

‘:1.

entonces existe ¢ € X tal que ¢ # 0, fi(c) # 0y fi(c) # fa(c), porque de lo contrario

tendriamos que

1.— fi(c) = 0 para todo ¢ € X y por tanto || f1||x = 0 lo cual no es posible.
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2.— fi(c) = fa(c) para todo ¢ € X lo cual tampoco es posible.

Asi que para a = se tiene que f1(a) =1 # fa(a).

_c
fi(e)
Sea Y := {z € X : fi(z) — fa(z) = 0}. Entonces, Y es un subespacio de X, mads

precisamente Y es el subespacio nulo del funcional lineal acotado f = f; — fo € X. Por lo

tanto
h=f=Ff en Y.
Puesto que

| f1 + follx = sup [fi(x) + fa(z)| =2

llz]|=1

entonces, existe una sucesion {z,} _py en X tal que

leal =1y Jim [fi(ea) + folea) =2

Como
(filzn)l <1y [faan) <1
pues
Ifillx = [[fallx =1
entonces la sucesion {h (mn)}n N tiene una subsucesion { fi (xnz)}zeN
convergente.

Sea a = lim fy(xy,) y veamos que |a| = 1:
1—00
1.— Si || > 1 entonces || f1|| > 1, lo cual no es posible.

2.— Si |a| < 1 entonces

2 = Zlilfgolf1(96m)Jrf2(90m)|

< dim (a4 ol
< af+1
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lo cual tampoco es posible.

. . In
Por lo tanto, haciendo ©, = — tenemos que
o

lim fi(zy,,) =1

1— 00

y como
Jim | () + fo(en,)| =2
entonces
lfm fQ(xAz) - 1
ya que
P Tp,) + In, : Ln, T,
lim [fi(@n,) + fo(@n,)] = lim [fi(—) + fa(—)]
100 ’O[‘ 1—00 (67 «
= lim [ fi(@) + fo(@)]
= 2
Ahora, sea
1 — fa(a)
entonces
k,—0 cuando 7 — 00.
Sea
g = T Ok
! ||561 - akl”
entonces
fi(z,) — ak,
f1(v.) MNr — A
”mz - akl”
A &) — fold
5y 18 = @)
_ 1 — fo(a)
HxAz - aki”
_ — fa(a)ak, N fa(2)
|, — ak[| ~ £, — ak|

= f2(yz)
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Por lo tanto {y,}, € N es una sucesién en Y con ||y,|| =1y
m [fi(y)] = 1m [fo(y.)]
1—00 1— 00

= le)r& ‘f(yz)‘

_ fl(mz) —ak,
|2, — ak,||

= |af

=1

entonces

L< Ally = If2lly = I fllv-

Ademas sabemos que

1) = [f2(y) = [f(W)] < |yl para todo y €Y

por lo tanto || f|ly < 1.

Con esto concluimos que || f|ly = 1y como f; y f2 son extensiones de f que preservan
la norma entonces por unicidad de las extensiones se tiene que fi = fo en X lo cual es una
contradiccién.

[ |

En el anio 1993, Pavle M. Milicié [36] introdujo la nocién de g-dngulo para caracterizar
los espacios con producto interno. Posteriormente, en el ano 2002 dicha nocion le seria de

gran utilidad en la caracterizacién de los espacios E.C. [35].

Definicién 3.6. Sea X un espacio normado real. Sobre X? definamos las siguientes fun-

ciones:

ri(ay) o= M 1w+ ty] — [o]),

el

9(z,y) == T(T—(iﬁay) +7-(z,y)), paratodo z,y€X.
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El funcional g es visto como una generalizaciéon natural de un producto interno y en

cualquier espacio normado tiene las siguientes propiedades:
(1) g(z,2) = [z]* zeX
(2) glaz,By) = afg(z,y) =,y € X;a,0 € R.
(3) g(@,z+y) = |zl + g(z.y) z,yeX
4) lg(z,y)l < [zllllyl] =,y eX.
Por medio del funcional g definimos las siguientes nociones:

Definicién 3.7. Sean z,y € X\ {0}. El nimero

g(z,y) + gy, )
2Ny ©)

<(x,y) := arccos
se llama el g-dngulo entre x e y.

En lo que sigue, usaremos la notacién cos(z,y) en lugar de <(x,y). Entre algunas

propiedades del funcional g podemos mencionar las siguientes:

Lema 3.1. Sean X un espacio normado y x,y € X. Entonces

=lzllllyl <zl = llz = yll) < gz, y) < llzl(lz +yll = llz) < l=[lyl - (©6)
Demostracién. Usando las propiedades (2),(3) y (4) del funcional g, obtenemos
g(z.x£y) = ||z)> £ g(x,y) < |l2]ll|lz £ y]

de donde se tiene luego que (6) se verifica.
|

Podemos decir ahora que para z,y € Sx, de (5) y la desigualdad (6) del Lema anterior
tenemos que

1— [l —yll < cos(z,y) <[z +yl -1 (7).

Lema 3.2. Para z,y € X\ {0}, si cos(z,y) =1 entonces

g(z,y) = g(y,z) = |lz]||yll (8).
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Demostracion. por hipdtesis, tenemos que

9(x,y) + g9(y, )

=1
2||z(lllyl

cos(z,y) =

de donde,
9(x,y) + gy, z) = 2|z [ly].-

Luego, aplicando la propiedad (4) se verifica la afirmacién.

Lema 3.3. Sea X un espacio normado. Entonces

(1) Sillz £yl <1 entonces g(x,y) =0 y |z+ty|=1 para ze€Sx, yeX vy
te[-1,1].

() Sillz £yl <1 entonces g(x,y) = g(y,z) =0 y |z +ty| = |ly +tx|| =1 para
r,y€ Sx y te[-1,1].

Demostracién. Sea = € Sx y ||z £ y|| < 1. Usando la propiedad (3) y (4) obtenemos
glz,x+y)=1+g(z,y) < 1.
De aqui tenemos que g(x,y) = 0 y ademads
lg(z,z +ty)| =1 < ||z +ty| para cualquier te [—1,1].

Dado que
[z £yl =1.

Ademas, para t € [—1,1] tenemos

gla,axtty) = 1
< ety
= |z —ta +tz £ty
= [T =tz +t(zxy) (resp. [[(1 =)z + (—=t)(z £ y)l])
< (1—t)+t

1, si0<t<1l (resp. 1—t)+(—t)=1, si —1<t<0)
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Por lo tanto, ||z +ty)| =1 para te[—1,1].
Si en lo anterior asumimos que y € Sx, entonces podemos utilizar los mismos argu-
mentos para = e y, lo que significa que (22) se verifica también.
[ |
Ya es conocido que la convexidad estricta se puede caracterizar por puntos extremales.
Si cada punto x € Sx es un punto extremal de la bola Bx, entonces X es estrictamente
convexo. El reciproco de esta afirmacién también es vélido, como también se mostro.
Daremos en el siguiente Lema una demostracién de la afirmacién anterior en términos de

la nocién de g-angulo.

Lema 3.4. Sea X un espacio de Banach. Entonces x € Sx es un punto extremal de Bx

st y solo si para todo y € X
le+yl<1 = y=0 (9)

Demostraciéon. sea x € Sx un punto extremal de la bola Bx y sea ||z + y|| < 1. Sea

[ utv o
u =x+y,v =1 —y. Entonces u,v € Bx y ademas x = 5 ,asi u = v = z. De

aca tenemos que y = 0.

Reciprocamente, sea ahora = € S,

r1+x
xz% con x1,x2 € Bx.

Tomemos
(z1 — x9)

entonces x +y =x1y & —y = x2 y asi
lz+yll <1.

Por lo tanto por (9) tenemos que y = 0 lo que significa que x1 = x93 = z.

Lema 3.5. las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Six #y entonces g(x,y) < 1 para todo x,y € Sx.

(n) Six #y entonces cos(z,y) < 1 para todo x,y € Sx.
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Demostracién.

(1) = (u) Para todo z,y € Sx v = # vy, de g(z,y) < 1y g(y,z) < 1 tenemos que
cos(z,y) < 1 por (5). Asi, tenemos (1)

(12) = (1) Supongamos por el contrario que (2) no se cumple. Esto significa que existen

x,y € Bx con z # y tales que g(z,y) = 1. Para estos z y y tenemos que
le+yll<2 vy glwoty =1+1<[z+yl|=2
de donde
[l +yl =2

colocando x+y=wu, x—y=v tenemos

u—+v r—y
Tr = N y:

y asi

u v
—+-|=1
53

y ademads g € Sx.

Por lo tanto por (3) tenemos

gty r—y) =glz+y,z+y—2y) =|z+y|* 29z +y,y) =0

gz +y,y) =2

Por tanto,

gxt+y.z)=glz+yz+y—y) =z +yl>—glz+y,y) =2

Asi tenemos que

(z+y)

En vista de que x # tenemos que (22) no se cumple. [

Teorema 3.9. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X es estrictamente convezo,
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(b) Six #y entonces g(z,y) < 1 para todo x,y € Sx.

(c) Six #y entonces cos(z,y) < 1 para todo x,y € Sx.

Demostracién. Es suficiente mostrar que X es estrictamente convexo si y sélo si (b) se

verifica ya que por el Lema anterior (3.5), se tiene que (b) < (c).

(a) = (b) Supongamos que X es E.C. y que por el contrario (b) no se cumple. Entonces

existen x,y € Sx tal que x # y y g(z,y) = 1. Luego, por (7) tenemos que

9(z,y) < lz+yll -1
de donde tenemos que
|z + yll =2
dejando, =+ y =wu, = —y = v tenemos que

u—+v U—vv U

TT Ty YT Ty

€ Sx

550 =1
22
Del Lema (3.4) concluimos que v = 0, es decir que x = y, lo que contradice la hip6tesis.
(b) = (a) Supongamos que (b) se cumple y que X no es estrictamente convexo. Entonces,
por el Lema (3.4) existen z € Sx y y # 0 tal que

lz £yl < 1.

Aplicando el Lema (3.3) concluimos que g(z,y) = 0y ||z — y|| = 1. Por lo tanto de (1)

tenemos g(z,x —y) < 1. Por otra parte tenemos que

g,z —y) =g(x,z) —g(z,y) =1

lo cual da que 1 < 1 lo que implica una contradiccién. Por tanto, (1) implica la convexidad

estricta de X
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Corolario 3.3. X es estrictamente convexo si y solo si las siguientes dos implicaciones

se cumplen:

(2) Sean z,y € Sx. Si cos(x,y) =1 entonces x =y,

(1) Sean x,y € Sx. Si g(x,y) =1 entonces x = y.

Para la siguiente caracterizacién de convexidad estricta seguiremos la teoria preliminar

de Jorg Blatter [9].

Definicion 3.8. Sean X un espacio lineal normado y D C X. Para cada x € X, llamaremos

la funcion distancia de X asociada a D y a la aplicacion
dist(-,D) : X — IR
definida por
dist(z,D) =inf{||lz -yl :y € D}, ze€X.

El ntimero real dist(z, D) se llama distancia de x a D. La aplicacién 7( -, L) : X — 2%

definida por
m(x, L) ={y € L: ||z —y| = dist(z,L)} x e X,

se llama la proyeccién métrica de X en L y para cada x € X, el subconjunto 7 (z, L) de L
se llama el conjunto de las mejores aproximaciones de = en L. L se llama E-subespacio,
U-subespacio o EU-subespacio de X si cada x € X tiene respectivamente al menos
una, a lo sumo una o precisamente una mejor aproximacion en L. En el caso que L sea un
EU-subespacio de X, a menudo consideraremos m(z, L) como la aplicacién de X en X en

vez de X en 2%,

Teorema 3.10. Sea X un espacio lineal normado. Entonces X es estrictamente convezxo

sty solo si todos sus subespacios lineales de dimension finita son U-subespacios.

Demostracién. (=) Sea D un subespacio lineal de X el cual no es U-subespacio. Asi,

existe x € X que tiene dos mejores aproximaciones y1,y2 € D con y; # yo. Entonces
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2dist(z,Y) = dist(2x,Y)
< 2z =(w+w)l = [@—y)+ (@ -yl
< lz—wml|+lz—wl = 2dist(z,Y)
y asi
(@ = 1) + (2 —g2)ll = [lz — w1l + [l — w2

como z — y1,x — yz € X \ {0}, entonces X no es estrictamente convexo.

(<) Supongamos ahora, que X no es estrictamente convexo. Entonces existen z,y € X
tales que

]l = llyll =

’%(:B—&—y)” ~1

Sea D la capsula convexa de (z — y). Afirmemos que D no es un U-subespacio de X. Para

probar esta afirmacién, es suficiente mostrar que
|t — a(x —y)|| >1 paratodo «€ R,

ya que, como

lz =0l = flz — (z —y)l| = 1,

0y (z — y) son las mejores aproximaciones distintas de z € D. De esta manera, tomemos

a€lR. Sia> %, entonces

y asi

1 1
= —J|lz—- — 1-— —
e —afe y>u+( 2a)

es decir, ||z — a(z —y)|| > 1.

Como la situacién es simétrica en x y y, se tiene que

DN | —

ly—aly—=)[|>1 para o=
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Puesto que
y—aly—z)=z—alr—-y)
y como
> 1 iy sélo si (1-a)< L
a> = si y sélo si —a) < =
= y <3
se sigue que
1
|l —alz—y)|| > 1 también para a < 3



Capitulo 4
Propiedades de los Espacios Estrictamente

Convexos (EC)

4.1. Introduccién

En este capitulo nuestro propédsito es estudiar algunas propiedades de los espacios
estrictamente convexos; ademas, estudiaremos como se comportan los espacios cociente y
producto con respecto a esta propiedad geométrica.

Un hecho interesante que debemos mencionar en las propiedades de los espacios de
Banach lo expone  A.J. Clarkson [12] en su trabajo sobre convexidad uniforme y es el
siguiente:

Si (X,||-]|) es un espacio de Banach, entonces, si X posee una propiedad
topolégica y cambiamos la norma del espacio por otra norma equivalente,
la propiedad topolégica no se pierde, lo que no ocurre; en general, con una
propiedad geométrica.

Por ultimo, estudiaremos lo relacionado a los espacios £,(X) siendo X un espacio de

Banach.

4.2. Propiedades de los Espacios Estrictamente Convexos.

Proposicién 4.1. Sea (X, | - ||) un espacio de Banach. X es estrictamente convero si y

solo si cada uno de sus subespacios bidimencionales es estrictamente convero.

Demostracion. Es evidente que si X es estrictamente convexo entonces cada uno de

sus subespacios de dimensién dos es estrictamente convexos. Para ver la otra direccion,

63
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supongamos que X no es FC. Es suficiente hallar un subespacio Y C X de dimension dos
que no sea EC.

Sean x1,xs € Sx con x1 # xo tales que
1
§(x1 + 1‘2) € Sx.

Si 1 y x5 no son linealmente independientes entonces existe o € IR tal que

r1 = ax.
Luego
lazal| = |z
lafflzzl = |zl
como x1,T9 € SX tenemos
af = [1
a==+1 (1)
Ademas,
Iz +z2)| = 1
H%(a$2+ﬂ$2)” =1
@+ D]l = 1
= la+1] = 2
y asi

1+a=2 Y l1+a=-2
luego, de lo anterior y de (1) se tiene que
a=1

entonces, z1 y x2 son linealmente independientes. Por lo tanto, {x1,z2} es un subespacio

de X de dimensién 2 que no es EC. [ |
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En lo siguiente estudiaremos el problema de la convexidad estricta del producto de dos
(o un numero finito) espacios estrictamente convexos; para, ello sea (X’”)n cN una sucesion

de espacios de Banach, con 1 < p < oo y consideremos el producto [] X,,, definido como,

nGN

HX” = {(2n),cN : @n € Xn paratodo n €N}

y, en éste producto, consideremos la sucesion ((zn),, ) tal que:

0o 1/p
[(n)nll = (Z Hxn‘pn> < +00.
n=1

2
Proposicién 4.2. Si (X,, || -|.), 2=1,2 son E.C. entonces X =[]X, esE.C.
1=1

Demostracién. Sean z,y € X, con z = (z1,22); y = (y1,y2) donde z1,y1 € X1 y

T2, Y2 € Xo. Supongamos que para x,y € Sx y ||z + yll2 = 2 con ||z]l2 = |Jy]l2 = 1

5 1/2
lz+yll2 = (Z(wﬁyz)g) (4.1)

=1

y veamos que r = y.

Tenemos que de (4.1) se tiene que

M

4 = |lz+yll3 =

‘xz +y1|2

@
Il
—

Il
M

‘sz + 2z, + yz2|

@
Il
—

IN
M

@
Il
—

2 2
‘331’2 +2 21 |x2yz‘ + Zl |yz‘2
1= 1=

2
242 Z |$1y1|
1=1

IN

2
= 1< 3 |zl
1=1

Ahora, si tuviéramos que x, # y, para ¢ = 1,2 entonces

Ly 7& LTyl
2 2
PR DECAT)
1=1 1=1
1 # 1 (=<«)

luego, x, = y,. Por lo tanto x = y. |
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De manera similar se puede mostrar lo siguiente:

n
Proposicién 4.3. Si (X,, || -|.),2=1,...,n son E.C. entonces X =][X, esE.C.
1=1

Beauzamy en [5] mostré lo siguiente:

Proposicién 4.4. Si 1l < p < oo y si cada X,,, n € N son E.C. entonces, ( I Xn> es
neN »

estrictamente convexo.

Demostracién. Sea = (zn), N; ¥ = (Un), oy elementos distintos de ( II Xn) ,
neN »

entonces existe ng € N para el cual x,, # yn,. Dado que para ese mismo ng existe un Xy,
que es E.C. entonces, por la proposicién (3.2) se tiene

Tno T Yno p
2

1
<5 (Nonol,, + lymoli%,) (4.2)
0

luego; para n # nyg, tenemos de manera similar por la proposicién (3.2)

o+ yn | 1
% <3 (lzallk, + lynllk, )
XTL
y asi,
o0 P o0 (o]
Tn + Y 1

[l < (S - S,
n=1 Xn n=1 n=1

[ |

La proposicién anterior muestra en particular (tomando X,, = IR para todo n) que

los espacios £, 1 < p < 00, son estrictamente convexos. Si tomamos todos los X,, como el
espacio de Banach X, entonces (]| Xn)p es el espacio de las sucesiones p-sumables en X y

se denota £,(X). De esta manera, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.1. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach. Entonces si X es estrictamente convexo

entonces para 1 < p < 00, el espacio de Banach EP(X) es estrictamente convexo.

Demostracién. Supongamos que X es estrictamente convexo y sean z,y € £,(X) tales que
lzll = |lyll = 1y ||+ y|| = 2. Consideremos ademéds que x = (x1,x2,...), y = (y1,Y2, .- ).
Sip =2, ¢y es E.C. pues del ejemplo 2.2 tenemos que 5 es E.C., luego asi lo es £5(X).
Consideremos p > 2. Del teorema 2.2 de las desigualdades de Clarkson para sucesiones

se tiene que:
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Asi, x =y, con lo cual se tiene que £,(X) es E.C.

T

IN

IN

= Yi-

- [@ ||xz-||p) - @ uyiup) W]

op

Consideremos ahora el problema cuando la convexidad estricta de X es trasmitida al

espacio cociente.

Definicion 4.1. Sean X un espacio vectorial y M C X un subespacio cerrado. Definimos

el espacio cociente como

X/M:={z+M:2eX}.

Definicién 4.2. Sean (X, |- ||) un espacio de Banach y M C X un subespacio cerrado. La

norma del espacio cociente esta dada por

le+M| =dx,M)=mf{ ||z —z||:zeM}=mf{ |z +z2||:2e€ M}

donde x € X.

Teorema 4.2. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach. Si M C X es cerrado entonces
llx +M]|| es una norma.

Demostracién. Ver [25]

Teorema 4.3. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach. Si M C X  es cerrado entonces

X/M es también un espacio de Banach.

Demostraciéon. Ver [25]
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Definicién 4.3. Sean (X, | - ||) un espacio de Banach y M C X  cerrado. Definimos
la aplicacion cociente como

m: X — X/M
r—x+M

Recordemos que la norma de x es exactamente d(x, M), donde d(x, M) es la distancia
de = al subconjunto M. Ademads, tenemos que existe un isomorfismo entre X/M y

M := {z*: 2* € X*,2*(m) = 0,m € M}.

Lema 4.1. Sean X,Y espacios de Banach cualesquiera. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

1) Existe un subespacio cerrado M de X tal que Y es equivalente (isométricamente

isomorfo) a X/M.
u) Existe una aplicacion lineal T : X — Y tal que

T(BX(Ov 1)) = BY(Ov 1)

Demostracion.
(1) = (u) Supongamos que es cierta la afirmacién (i), consideremos M C X y sean

Sx/m(0,1) y la aplicacién canénica
m: X — X/M definida por
m(x) = x + M.

Es claro que
W(BX(Ov 1)) C BX/M(07 1)

entonces, por hipdtesis, para = + M € Bx/,\(0,1) existe algin m; € M con
x +my € Bx(0,1).

Pero x +m; + M =z + M y asi tenemos la afirmacion ().

(12) = (1) Supongamos que la afirmacién () es cierta, es decir, existe T que cumple con
la propiedad mencionada y consideremos M = KerT = {x : T(x) = 0}, recordemos que T
y la aplicacién canénica tienen el mismo Kernel, y entonces 7(T~!) es una aplicacién

lineal de Y en X/M.
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Veamos que esto es, en efecto, una isometria. Para ello es suficiente mostrar que para
todo x € X, 7(x) € Bx/u(0,1) para algin mq, con x +m1 € B,(0,1) si y sélo si
T(z) € By(0,1).

Supongamos que  m(z) € Bx/\(0,1) y paraalgin  m; € M, z+m; € Bx(0,1).
Entonces, T(z) = T(x +m1) € By(0,1). Ahora, si T(z) € By(0,1) entonces

T(z) =T(y) paraalgin y € Bx(0,1) vy de ésta manera

m(z) = 7(y) € Bx/m(0, 1)
|

Proposicién 4.5. Sean (X, || - ||), (Y,]| - ||) espacios de Banach y T : X — Y wuna

aplicacion lineal, continua y sobreyectiva. Si X es (EC) entonces Y es (EC)

Demostraciéon. Sean a,b € Sy tal que ||a + b|| = 2. Veamos que a = b.

Como T es sobre, existen z,y € Sx tales que

a=T() y b=T(y)

entonces
2 = Jla+ol = [T(z)+T(y)l
= [T +y)l
< IThz + vl
< e+l
<l + [yl
= 2

luego, se tiene que

2< lz+yll <2

= e+yl=2
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= a=>o.

Es natural que; de la proposicién (4,1) surja la interrogante de si el espacio cociente
X/M formado por espacios E.C. sea E.C. En general, lo anterior no es cierto ya que es

necesario que X sea reflexivo como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 4.4. (V.Klee,1958) Sean (X,|| - ||) un espacio de Banach reflexivo y M C X

cerrado. Si X es estrictamente convexo entonces X/M es estrictamente convero.
Demostracién. Consideremos el espacio cociente X/M y la aplicacién candnica
m: X — X/M.

Dado que todo subespacio cerrado de un espacio normado reflexivo es reflexivo, se tiene

que M es reflexivo y asi tenemos que
W(BX(Ov 1)) - EX/M(Ov 1)

Es obvio que

m(Bx(0,1)) € Bx/m(0,1).

Ahora, sea X' € EX/M(O, 1) y asi
if{ ||z|| : 2’ €X'} =1
de donde se tiene
(2) d(Bx(0,1),X)=0 'y (u) d(Bx(0,1),2Bx(0,1)NX') =0

puesto que (2) es débilmente cerrado y (u2) como subconjunto de X/M, es débilmente

compacto, entonces (2) y (12) deben tener un punto en comun y asf;
m(z) =X

luego, por la proposicién anterior se tiene que la aplicacion m preserva la convexidad

estricta y de esta manera X/M es estrictamente convexo. [
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Bourgain J. en [10] mostré el siguiente teorema dando asi un ejemplo en el cual el

espacio cociente /o, /Cy no admite una norma equivalente estrictamente convexa.

Teorema 4.5. Sea ||| una norma equivalente en l,/Co. Entonces, ||-|| no es estrictamente

convexa.

Demostracién. Ver [10]
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Capitulo 5
Relacion de los Espacios E.C. con otras
Propiedades Geométricas de los Espacios de

Banach

5.1. Introduccion

En 1936 J.A. Clarkson [12] introdujo la nocién de convexidad uniforme (UC) de la
norma en un espacio de Banach. Demostré que para p > 1 los espacios ¢, y L, son
uniformemente convexos. Ademas, en ese mismo trabajo Clarkson introdujo también la
nocién de convexidad estricta (E'C) y mostré que todo espacio de Banach separable admite
una norma equivalente estrictamente convexa y que esta propiedad no implica la de Radén-
Nikodyn.

Recordemos que un espacio de Banach X se dice que tiene la propiedad Radén-Nikodyn
si para cada espacio de probabilidad (€2,%, 1) y cada medida vectorial numerablemente
aditiva de variacién acotada m : ¥ — X que sea absolutamente continua con respecto a

p, existe una funcién f € L'(u, X), tal que
m(E) = / fdu para todo E € X
E

Posteriormente, en 1955 A.R. Lovaglia [32] introdujo la nocién de espacio de Banach
Local Uniformemente Convexo (LUC) y estudié el comportamiento de esta propiedad en
relacion con el producto de espacios de Banach del tipo £, .

El objetivo de este capitulo es estudiar la manera en que estas tres propiedades

geométricas se relacionan. Veremos que, en general, los espacios de Banach LUC y UC
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solo se relacionan entre si en una direccion y de igual manera con los espacios de Banach

EC.

5.2. Los Espacios de Banach UC y LUC.

Comenzaremos dando las definiciones de espacios de Banach UC' y LUC.

Definicién 5.1. Un espacio de Banach (X,|| - ||) es uniformemente convexo (UC) si y

sélo si, para todas las sucesiones (xy),(yn) C Sx vy lim ||z, + ynl| = 2 entonces
n—oo

lim ||z, —yn| = 0.

n—oo

Esta propiedad, geométricamente nos dice que el punto medio de un segmento variable
en la bola unitaria no puede acercarse a la esfera, a menos que la longitud del segmento

tienda a cero.

Definicion 5.2. Sea X un espacio normado. Definimos el modulo de convexidad uni-
forme de X como la funcion

§:10,2] —[0,1]
tal que

d(e) = inf{l - % o,y eSx, |lr—yl = e}
Con ésta definicién tenemos que, otra forma de caracterizar los espacios (UC') es usando
el médulo de Convexidad Uniforme definido por M.M. Day [15] en 1955.
Este médulo de convexidad surge al considerar en la definicién de espacio (UC) el

mejor § para cada € dado. La importancia de esta funcién, §g, es hacer mas manejable las

definiciones de uniforme convexidad y estricta convexidad.

Definicién 5.3. Un espacio de Banach (X, || - ||) es Uniformemente Convexo (UC) si,

dado € > 0, existe § = d(€) > 0, tal que

<1-96 sitempre  que le—yll>€e vy z,y€ Sx.

m+yH

donde 6(€) denota el mddulo de convexidad del espacio (X, || - ||).

Lema 5.1 (Kazimierz and Kirk, [26]). Sea (X, || - ||) un espacio de Banach, entonces

X es estrictamente convexo si y solo si 6(2) = 1.
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Demostracion.

<) Sea §(2) = 1 y supongamos que x,y € Sx tales que
|z -yl =2

nétese que

[z +yll = llz = (=y)]| =2

ahora,
1 = 62 = (z+yll) por(51)
= inf{l— Hx—;yH cx,y €8x, |l — vy :2}
oy ==yl
- 2
entonces

1=8(2) = 8(o+yl) < 1 - 2=l

= 1<1-

[l = yll
2

= lz =yl =0

Asi, x =y y de esta manera tenemos que X es estrictamente convexo.

=) Sean z,y € Sx cualesquiera tales que |[z]| =|y||=1 con
lz =yl =2
Si X es estrictamente convexo, tenemos que 1 = —y  pues

[z =yl = llz + 2| = 2[jz]| = 2

y asi
|z 4yl =0

luego

5@):ﬁﬁ{1—k2;ﬂ:@yesxwx—yH:2}:1
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Del Lema anterior podemos concluir que la definicion de espacios espacios de Banach
estrictamente convexos la podemos expresar también en términos del médulo de convexi-
dad uniforme.

Con el resultado dado anteriormente, podemos ver la relacién que existe entre

convexidad estricta y convexidad uniforme.

Teorema 5.1. Todo espacio de Banach uniformemente convexo (UC) es estrictamente

convezo (EC).

Demostracién. Sean z,y € Sx tal que

r+y 1
5 =

hemos de ver que = = .
Supongamos que x,y € Sx vy que por el contrario x # y, entonces existe 0 < € < 2 tal
que ||z — y|| > €. Como X es UC, para este € existe un §(e) > 0 tal que

r+y

H <1-=46(e)

lo cual es una contradiccién con el hecho de que

r+y .
—=1|| = 1, por lo tanto se tiene que
2 )
cumplir que x = y. Asi, X es estrictamente convexo.
A continuacién mostraremos un resultado mediante el cual podemos ver que en espacios

de dimension finita, la convexidad uniforme y la convexidad estricta son equivalentes.

Teorema 5.2. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach de dimension finita, entonces convezidad

estricta y convexidad uniforme son equivalentes.

Demostracién. Por el teorema anterior se tiene una direccién, sélo hay que mostrar que
si X es de dimension finita y estrictamente convexo entonces X es uniformemente convexo.

Para ello, sean {z,}, {yn} € Bx tales que
|7 + ynl| — 2 (5.2)

y mostremos que ||z, — yn|| — 0. Como por hipétesis X es de dimensién finita se tiene
que Bx es compacto y asi, existen subsucesiones {zn, },{yn,} de {zn}y {yn} respec-

tivamente y ademés x,y € Bx tales que

Ty — X y Yny — Y
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lo cual implica que

[, + Y| — [z + ]|

luego, por  (5.2) se tiene que |z + y|| = 2. Usando la desigualdad triangular y puesto

que el espacio X es estrictamente convexo, se tiene que

lz +yll = llyll + llyll = 2
y como x,y € Bx entonces
]l = llyll = 1.

y asi, z,y € Sx y ademds ||z + y|| = 2. Nuevamente, como X es EC, se tiene que
x =19 lo cual implica que

|Zn — ynl — 0
es decir, el unico punto limite de la sucesién {z, — y,} es cero, asi,
[#n = ynl — 0

Por lo tanto, X es uniformemente convexo. [ |

Seguidamente daremos algunos ejemplos en los cuales se relaciona la convexidad estricta

y la convexidad uniforme.

Ejemplo 5.1. (R", |- ||2), donde || -||2 denota la norma euclidea, es un espacio UC y por

lo tanto también es EC.

n
Ejemplo 5.2. (R™,||-||1), donde | |1 = Z |zi|, x=(x1,22,...,2—n)ER" es un
i=1

espacio que no es EC y por tanto no es UC.

Clarkson [12] mostré el siguiente teorema el cual sera de gran utilidad para el ejemplo

que posteriormente haremos mencion.

Teorema 5.3. J.A. Clarkson, [12] Cualquier espacio de Banach separable admite una

norma equivalente a la norma original, con la cual el espacio es estrictamente convexo.
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Ejemplo 5.3. Los espacios de Banach ({,,]-||,) con1l < p < oo son espacios UC y por
lo tanto EC. Esto es deducible como consecuencia del teorema 5.1.

En el caso en que p = 1, se tiene que (¢1,| - |l1) es un espacio de Banach que no
es estrictamente convero, pero como dicho espacio es separable, se tiene que; por el
teorema anterior, existe una norma | - || equivalente a ||-||1 tal que (¢1,] -||) es un espacio
estrictamente convezo.

Ahora, sip = 00, se tiene que (boo, ||+ |l0o) €5 un espacio de Banach que no es separable

como se vio en el capitulo 1 y por tanto no es EC.

El hecho de como la convexidad uniforme induce una propiedad topoldgica como lo
es la reflexividad fue demostrada por primera vez por Milman (1938) y Pettis (1939) de
manera independiente y que se enuncia en el siguiente teorema, cuya prueba la podemos

ver en [41].
Teorema 5.4. Todo espacio uniformemente convezxo es reflexivo.

A continuacién daremos un ejemplo construido por J. Lindenstrauss - L. Tzafriri [31],

que nos muestra que existen espacios de Banach (EC) que no son (UC).

Ejemplo 5.4. Existe un espacio de Banach Estrictamente Convexo que no es Uniforme-
mente Convezo.
Sea (Cio1s ||+ [loo), donde
[flloo = max {[f(£)[},

te[0,1]

y consideremos la norma || - || sobre Cjo 1) definida por

1= [flloo + 1 F N2 f € Cos

donde
1 1/2
1= ([ 1ropar)
Se puede probar que, || - || es una norma equivalente a |- || en Cjo ). No es dificil probar
que (Co, || - loo) €s un espacio (EC) pero no es (UC), puesto que (Cp 1), || - lo) no es un

espacio reflexivo, asi (EC) # (UC).
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Como mencionamos anteriormente, A.R. Lovaglia [32] introduce una generalizacién de
los espacios (UC), la cual es de cardcter local y que denominé los espacios Localmente

Uniformemente Convexos (LUC).

Definicién 5.4. Un espacio de Banach (X, || - ||) es Localmente Uniformemente Convezxo
(LUC) si, dados x € Sx y € > 0 existe 0(e,x) > 0 tal que para todo y € Sx y ||z —y|| > €
se tiene que

r+y

H <1—96(ex).

Geométricamente, esta definicién difiere de la los espacios (UC') en que se requiere que
uno de los puntos extremos de la cuerda variable en la esfera permanezca fijo.
Al igual que los espacios (UC), los espacios (LUC') también pueden ser definidos en

términos de sucesiones como sigue:

Definicién 5.5. Un espacio de Banach (X, | -||) es (LUC), si y sdlo si para todo x € Sx
y {xn} € Sx tales que

lim @, + x| =2 entonces lim ||z, — x| = 0.
n—oo n—oo
Es claro que, a partir de las definiciones anteriores
ve) = (Lue) = (EO).

Veamos algunos ejemplos de espacios (LUC') y otros que relacionan tales espacios con

los espacios (UC).

Ejemplo 5.5. (IR",|| - ||2) es un espacio (LUC), pero (R",| - |l1) y (IR", ] - ||cc) sON

ejemplos de espacios que no son (LUC).

Ejemplo 5.6. (¢, ]lp), 1 <p < oo es un espacio (LUC), pero ({1, |- |11) ¥ (boo, || ||oo)

son ejemplos de espacios que no son (LUC).

Ejemplo 5.7. Existe un espacio de Banach (LUC) que no es (UC). Consideremos el
espacio (Lo, | - |[1) construido por M.A. Smith [47].
Tomando la norma equivalente en Cy definida por M.M. Day [14] : Para u € Co,

enumeremos el soporte de p como {n} tal que

()| > i)l k€N
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y se define Du en fo como

() st n=nk para algun k
Dp(n) = 2
0 de otra forma
Y
lall = 1Dpelle,
Entonces, || - || es una norma equivalente estrictamente convexa en Cy.

Ademds, Rainwater [38] mostré que (Co,| - ||) es un espacio (LUC). Ahora, para

r=(z1,22%,...) € lo, sea
1 .
W= <§||w]2,x1,x2,x2,... a,d .”??es,x5,...>
un elemento de Cy asociado con xz y se define ||z||1 = ||p||. Entonces, || - |1 es una norma

equivalente a || - ||2 en lo y Smith [47] probd que (L2, || -|[1) es un espacio (LUC) que no es
(UC), por tanto tenemos

(LUC) = (UO).

El siguiente ejemplo sirve para mostrar que la propiedad (LU C') no implica la propiedad

(EC), més ain, muestra que (LUC') es mas fuerte que (EC).

Ejemplo 5.8. Existe un espacio de Banach (EC) que no es (LUC).
Consideremos el ejemplo dado por A. R. Lovaglia [32]. Tomemos nuevamente el espacio
(Co,1p || lloo)- Sea {tn} una sucesion densa en [0,1] que no incluye al 0.

se define una nueva norma || - || equivalente a || - || en Cjo 1) por,

0o 1/2
1
£l = (Hfllg0 +> 2%|f(tn)|2> para toda f € Cjoy-
n=1
Entonces

2
1 lloe < IFV < 5575 01fllec - para todaf € Coyy.

Por lo tanto,| - || es equivalente a || - ||oo. Mds atin, Clarkson [12] mostré que (Cpo 1y, || - [I)

es (EC). Mostremos ahora que (Cjo 1), | - [|) no es (LUC).
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1/2
consideremos la funcion g, donde g(t) = —5 > para todot € [0, 1] y la sucesion de funciones
{fp}, peN, donde

31/2 -
T St E § t § 1
fp(t) =
31/2 ' )
1/2
Entonces, lg]l = 1, lm [If] =1y lim |f, +gll = 2. Pero, |[fp = glloc = —~, para
p—00 p—00

1/2
todo p. Por lo tanto, || f, — g|| > 37 para todo p. Ast, (Cioq1, || - |I) no es (LUC).

De esta manera tenemos que

(BEC) =% (LUC)
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Capitulo 6
Convexidad Estricta y la Teoria de la

Aproximacion

6.1. Introduccion

La teoria de aproximacion esté relacionada con el problema de describir los elementos
de un espacio topolégico X que pueden aproximarse por los de un subespacio M de X, es
decir, de caracterizar la clausura de M en X. Tales problemas son especialmente simples
en los espacios de Banach reflexivos ya que en dichos espacios todo subconjunto convexo
cerrado es proximinal.

Aunque la teoria de aproximacion es rica en sus aplicaciones, en este trabajo nos
orientaremos naturalmente a la relacién de ésta con los espacios estrictamente convexos
en el que mostraremos resultados obtenidos por I. Singer [21] y otros mencionados en la

literatura de Istratescu [21].

6.2. Teoria de la Aproximacion

Comenzaremos dando la definicién de la mejor aproximacién.

Definicién 6.1. Sea (X, |- ||) un espacio de Banach y M un subespacio lineal cerrado de

X. Para cualquier x € X definimos
d(z,M) = inf{ ||z — m|| : m € M}

y un elemento mg € M se llama la mejor aproximacion de x por medio de los elementos
de M st
d(x, M) = [lz — mo]|.

83
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El conjunto  {myg : d(z,M) = ||z — mgl||} = Pu(z) es cerrado, acotado y convexo
(posiblemente vacio). Ademds, el conjunto M se llama un  conjunto Chebyshev si la
aplicacién

P:X —2oM definida por
x — Py(z)
es univaluada y se llama la proyeccién métrica en M. Es evidente que la aplicacion antes
mencionada debe definirse en forma similar para otras clases de subconjuntos de X.
En este sentido nos referimos a que x —— Px(z) algunas veces se llama la aplicacion

Chebyshev, la aplicacion proximidad o el operador de la mejor aproximacion.

Definicién 6.2. Sean (X, || -||) un espacio de Banach y Y C X, no vacio. Diremos que Y
es un conjunto de unicidad si, para todo x € X no existe mds que un elemento y € Y tal

que d(z,y) = d(z,Y).

Teorema 6.1. [33] Supongamos que X es un espacio normado. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(a.—) X es estrictamente convezo.

(b.—) Todo subconjunto convexo no vacio de X es un conjunto de unicidad.

(c.—) Todo subconjunto convexo cerrado no vacio de X es un conjunto de unicidad.

Demostracién.

(a) = (b) Supongamos que X es EC, que C es un subconjunto convexo no vacio de X y
que zg € X. Nuestro objetivo es mostrar que no hay dos o mas puntos de C mas cercanos
a xg. Como y es un punto de C mas cercano a xg si y sélo si y —z es un punto de —xo+C
més cercano a 0, se puede asumir que o = 0. Se puede asumir también que d(0,C) > 0
y entonces, luego de multiplicar cada elemento de C por la misma constante positiva, se
tiene que d(0,C) = 1. Supongamos que ¢; y ¢y son los puntos de C méas cercanos a 0.

Entonces ||c1|| = [|e2|| = 1, y asi
{tey+(1—t)c2:0<t <1} CCNB, C S,

Como X es EC se sigue que ¢; = c2, y asi se tiene que (a) = (b).

(b) = (¢) Obvio.
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(¢) = (a) Supongamos por el contrario que X no es EC. Entonces hay un segmento
en Sx de la forma {tx; + (1 —t)ze : 0 < ¢t < 1} donde z1 # x2. Este segmento es un
subconjunto cerrado convexo no vacio de X tal que cada uno de sus infinitos puntos estd a
la misma distancia del origen. Esto contradice el hecho de haber afirmado que X no es EC'

y asi (¢) = (a). [ ]

Corolario 6.1. Sea (X,| -||) un espacio de Banach estrictamente convexo y reflexivo.
Entonces cada uno de sus subconjuntos convexos cerrados no vacios es un conjunto Cheby-

shev.

Demostracién. Sea C un subconjunto convexo cerrado no vacio de un espacio reflexivo

EC. Entonces existe una sucesion (y,) € C tal que
lim |y, — ol = d(z0, C)
n—oo

por la reflexividad de X existe alguna subsucesion (y,,) de la sucesiéon acotada (y,) que
converge débilmente a algiin yg. Entonces yy € C puesto que C es débilmente cerrado y yo

es el punto de C mas cercano a xg ya que
d(wo, C) < [lyo — woll < lm_inf [[yn; — ol = d(wo, C).

Por lo tanto, existe un punto de C maés cercano a zg. Luego, de la convexidad estricta de
X se tiene que C es un conjunto de unicidad. De esta manera no existe otro punto de C
ademas de yg mas cercano a xg. Asi, el conjunto C es Chebyshev. [ |

Damos ahora algunas propiedades de la proyeccién métrica para algunos tipos de

subespacios relacionados con la convexidad.

Lema 6.1. Sean (X,| -||) un espacio de Banach y los elementos (x1,...,%y)

conn < o0o. Si

n
> lai* — oo
i=1

entonces, para cada x € X fijo,

felar, ... ;an) = ||z —a1z1 — ... — apzy| — 00 cuando a; — .
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Demostracién. Como
fe(at, ... yan) > Jlarzs + ...+ anzy || — ||z
y la funcion
(a1,...,an) — llarz1 + ... + apzy || (6.1)

es continua, entonces (6.1) tiene un minimo, digamos p, sobre el conjunto

n

(a1, yan) s 3 a2 > 1
=1

Ahora, si M >0y

o 1
Z |a;|* > MQEII%H2

i=1
entonces
n
n n 2| 2
fla ) = [Sen-a] = (Llp) " |F— @0
i=1 i=1 S ay)?
j=1
n 1/2
> (Shel) -l
i=1
> M
y como el M es arbitrario, se sigue que la afirmacion del Lema se cumple. [ |
Lema 6.2. Sean (X, | - ||) un espacio de Banach y M un subespacio lineal cerrado de

dimension finita, entonces Pyi(z) es no vacio para cada v € X.

Demostracién. Tomemos {z1,---,z,} como una base de M y consideremos la funcién
fz(a1, -+ ,an) como en el Lema anterior. Dado que la afirmacién es obvia cuando x esta en

M podemos suponer sin pérdida de generalidad que x ¢ M. Ahora tenemos la desigualdad
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Folans - san) — Folbr e bo)| = \ e = 3 agai]| = |z = 35 buas
=1 =1

IN

n
(@i = bi)] ||zl
i=1
n
< max; [(a; — bi)| Y] x|
i=1

y nuevamente de acuerdo al lema anterior,

fx(alv"' 7an) > H.’E”

fuera de alguna bola

n
> ail* =k
=1

Pero esta bola es un conjunto compacto y f, es una funcién continua. Asi, f alcanza su
minimo / en algin punto, digamos, (a7, - ,a}).
Como
i < f:v(ov"' ,0) = HxH
tenemos que ji es el menor valor de f, en todo el espacio M. [ |
Ahora vamos a dar una condicién suficiente para que la aplicacién z — Py(x) sea

univaluada.

Lema 6.3. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach estrictamente convezo. Entonces la proyec-

cion Py es univaluada para cada subespacio M de X de dimension finita

Demostracién. Supongamos que la afirmacién del lema es falsa. Entonces, para algiun

x € X existen al menos dos elementos m1 y m — 2 tales que
d(z,M) = ||z —mq|| = [lx — mal|.

Es obvio que de lo anterior tenemos que

1

(5)(m1 —m2) € Px()
v ast
N

y esto, de acuerdo a la convexidad estricta de X, implica que m; = ms. [ |
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En lo que sigue, daremos resultados obtenidos por Ivan Singer [[21]] en sus trabajos

sobre la mejor aproximacion.

Definicién 6.3. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach. Entonces X se llama k-estrictamente

convezo si y solo si para cualesquiera k 4+ 1 elementos xg, -+ ,x de X la relacion
w0 + 1+ -+ + @kl = llzoll + [lza]l + - - - + [kl
implica que xg,--- ,xE son linealmente dependientes.
Cabe senalar lo siguiente: Si k=1 la definicién anterior es equivalente a espacios (EC).

Teorema 6.2. (I. Singer(1960)) Sea (X, || - ||) un espacio de Banach. Entonces las sigu-

ientes afirmaciones son equivalentes a k-convexidad estricta:

(1)  Para cualesquiera k + 1 elementos xq,--- ,x de X, tales que |l;]| =1 y
k k
doxil| = > ||l entonces xo, - -+, xk son linealmente dependientes.
i=0 i=0
(2)  Para cualesquiera k + 1 elementos xg,--- ,x) de X linealmente dependientes con
il = 1,
k k
Zaizni <1 para todo 0 < a; <1, Zaizl.
1=0 1=0
(3) el conjunto SX)={z:2z € X,||z|| =1} no contiene ningin subconjunto

convezo de dimension > k + 1.
(4)  Para cualquier o € X yr > 0 el conjunto
S(xo,r) ={z:x e X, ||z -zl =7}
no contiene ningun subconjunto convero de dimension > k + 1.

Demostracién. Es claro que la definicién de k-estricta convexidad implica (1).

(1) = (2) supongamos que la afirmacién (2) no es cierta, entonces existen xg, - - , zp,
con ||z;]| =1; i=0,---,k, tales que para algin a; € (0,1) cuya suma sea 1, se tiene
que

Haoxo + -+ akﬂckH =1.
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Podemos asumir, sin pérdida de generalidad que

1 , 1 )
—:max{—':lgzﬁk}

a (073
y asi
k k 1 1 1 k
Ti|| + — — — | ezl = — ;T
Sl + X (22 ) Jasnl =+ %
k k 1 1)
< ;|| + — — — ] @z
zgo ' i=0 (ao ai)
k k 1 1
i=0 i=0 \ @0 a;

de donde se tiene que

k

Do

=0

k
=l
i=0

y esto contradice la hipdtesis de (1).
(2) = (3) Supongamos de manera similar al anterior que (3) no se cumple. Asi, S(X)
contiene un conjunto convexo C de dimensién k—1. Luego, tenemos que existen xq, - - - , T,

en C tales que
r1 — X0 o — X0 T — X0

son linealmente independientes. Entonces

k+1($0+"'+$k)60

y esto contradice (2).
(3) = (4) Supongamos que la afirmacién (3) es cierta pero que no se cumple (4). De
manera similar a la anterior se puede obtener una contradiccién con (3).

Ahora veamos que la afirmacién (4) implica la k-convexidad estricta de X. Supongamos

por el contrario que X no es k — EC, entonces existen puntos xg, - - - , ;. tales que
Lo lzo+ o+ + apll = l[zoll + [zl 4+ 4 llzll-

2. xp, -+ ,xp son linealmente independientes.
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Entonces tenemos que

k
Py

1
il = 2 kil
\szH zO(HxOH !%\I) . IIon '
xX; 1 1
sl )
lill =" \llwoll  ll=sll ) ™

5 (o) 1

IN

IIlel

de donde

o
Ahora, cada elemento ﬁ es de norma 1 y el conjunto S(0,1) contiene mas de k — 1
Xy

elementos linealmente independientes. Esto es una contradiccién y asi tenemos que X es

EC. [ |

=
B

Usando la nocién de k — EC podemos probar el siguiente resultado para dim Py (x).
Teorema 6.3. (1. Singer (1960)). Una condicion necesaria y suficiente para que
dim Py (z) < k para todo x€X
es que X sea k-estrictamente convero.

Demostracién. La prueba la podemos encontrar en [Singer (1960)]

Supongamos ahora que el espacio de Banach (X,|| - ||) es un espacio de Hilbert H.
En este caso la proyecciéon métrica tiene un propiedad muy util y que se establece en el

siguiente Lema.

Lema 6.4. Sean H un espacio de Hilbert y M C H convezo y cerrado. Entonces Py(x)

es no vacid, univaluada y tal que

[Pv(z) = Pu(y)ll < llz -yl
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Demostraciéon. Como M es un subconjunto convexo cerrado de un espacio de Hilbert,

no es dificil ver que Pyi(x) no es vacio y univaluada. Dado que Pyi(z) y  Pu(y) son la

mejor aproximacién de x y y, respectivamente; tenemos

(Pm(w) — 2, Pu(y) — Pu(z)) >0

(y — Pu(y), Pm(y) — Pu(x)) >0

sumando (6.2) y (6.3) tenemos que

(y —z, Pm(y) — Pu(z)) + (Pu(r) — Pu(y), Pu(y) — Pu(z)) >0

o equivalentemente

{y — 2, Puly) — Pu(2)) = [ Pu(z) — Pu(y)l?

Ahora, aplicando la desigualdad de Cauchy al lado izquierdo, tenemos que

lz =yl 1Ps(@) = Pa()ll > 1 Pu(z) = Pu(y)ll?

y asi

[1Pv(z) = Pu(y)ll < llz = yll

(6.2)
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