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Resiimen

Sean (X,d) un espacio métrico y S,T : X — X dos aplicaciones cualesquiera. Queremos
hallar condiciones sobre S,T y/o X de forma que S satisfaga alguna condicién contractiva cuya
desigualdad dependa de T', ademaés, analizar la teoria métrica del punto fijo para esta nueva clase
de funciones.

En este trabajo presentaremos varias nociones que nos van a permitir dar alguna respuesta al
problema.






Introduccién

En 1922, el matematico Polaco Banach probo6 un teorema que aseguraba las condiciones apropi-
adas para la existencia y unicidad del punto fijo, su resultado fué llamado el Teorema del Punto
Fijo o el Principio de Contraccién de Banach (P.C.B). Este teorema provee una teoria para en-
contrar la solucién de una gran variedad de aplicaciones en matemaética e ingenieria.

Dado un espacio métrico (X,d), y S,T : X — X dos aplicaciones, la pregunta que surge
de manera natural es, bajo qué condiciones sobre el espacio X y/o las funciones S, T se puede
garantizar la existencia de un punto fijo, dado que S satisfaga alguna condicién contractiva cuya
desigualdad dependa de T

Con el objetivo de hacer autocontenido este trabajo y tratar de facilitar su comprension, el
mismo fue dividido en cuatro capitulos de la siguiente manera:



Capitulo 1

En este capitulo, se haran referencia a algunas definiciones y resultados cléasicos de la teoria
de los espacios métricos.

Capitulo 2

En este capitulo, se estudiarédn las nociones basicas de las funciones contracciones es decir,

sus definiciones, ejemplos, relaciones y propiedades. De manera anéloga se estudiaran las
funciones T-contracciones.

Capitulo 3

En este capitulo, se hara un estudio de los resultados clasicos de la teoria métrica del punto
fijo del punto fijo.

Capitulo 4

Este capitulo forma parte de la idea central del trabajo, en donde se desarrollaran y analizaran
algunos resultados de la teorfa métrica del punto fijo para las funciones T-contracciones.



Preliminares

En este capitulo se dara un breve resimen de la teoria de espacios métricos.

Definiciéon 1.1 Se dice que una métrica en un conjunto X # 0 es una funcion
d: X x X —[0,400) que cumple con las siguientes propiedades

di.— d(z,y) >0 yd(z,y) =0z =y.

dy.— d(z,y) = d(y, z).

ds.— d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) (desigualdad triangular), ¥V z,y,z € X.
El par (X, d) es llamado un espacio métrico.

Ejemplo 1.2 : Sea X # () y consideremos d : X x X — [0,400) definida por:

1, six
st ={ g Gt

st x =1y

d es una métrica sobre X llamada métrica discreta. El par (X,d) es llamado espacio métrico
discreto.

Ejemplo 1.3 : Sea X =R y consideremos d : X x X — [0, +00) definida por:
d(z,y) =z —y |

Usando las propiedades del valor absoluto se demuestra que d es una métrica sobre R llamada
métrica usual de R, asi el par (X, d) es un espacio métrico.

Ejemplo 1.4 : Sea X =R" yd: X x X — [0,+00) definida por :

i=1
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Usando la desigualdad de Holder se demuestra que d, es una métrica sobre R™ y por lo tanto
(X,d,) es un espacio métrico.

Sip =1 entonces di(z,y) = > | ;i —y; |, y asi (R",dy) es un espacio métrico.
i=1

St p = 2 obtenemos la llamada métrica euclidiana

da(z,y) = (Z | zi — i |2)
i=1

y ast (R, ds) es un espacio métrico.

St p = oo definimos :
doo(z,y) = sup{| x; —y; | 1 < i < n}

y asi, (R", d) es un espacio métrico donde d, es llamada la métrica del supremo.

Definicion 1.5 Sea (X, d) un espacio métrico y sean a € X yr > 0. Entonces:

i) definimos la bola abierta de centro a y radio r > 0 como sigue:
A={zr e X :d(z,a) <r}.
Este conjunto lo denotaremos por B(a,r).

it) definimos la bola cerrada de centro a y radio v > 0 como sigue:
B={xe€ X :d(z,a) <r}.
FEste conjunto lo denotaremos por Bla,r].
Ejemplo 1.6 : Sea X =R", a € R", r >0 yd; : X x X — [0,00), entonces:

By (a,7) = {x€eR:dy(z,a) <r}

- {xeR:Z|xi—ai|<r}.

i=1

Para n =1 se tiene de la parte anterior :
By, (a,7) = {zeR:|x—al<r}
= (a—r,a+r).
De manera anéloga tenemos que:

By, la,r] =[a —1r,a+r].
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Ejemplo 1.7 : Sea X =R? a e R?r>0yd: X x X — [0,+00) la métrica euclidia dada por:

d(z,y) = (Z | 2 — i |2)

Entonces tenemos que Bg(a,r) coincide con el interior del circulo de centro a y radio r > 0.

Definiciéon 1.8 Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto U C X se dice abierto en X si
para cualquier xo € U existe r = r(xg) > 0 tal que B(xg,r) C U.

Propiedades
A;.— X y ) son conjuntos abiertos.
Ag.— Sea I un conjunto de indices. Si U; es abierto Vi € I entonces U = U U; es un conjunto
abierto. “

Asz.— Sean U; y U, conjuntos abiertos, entonces U; N Uy es un conjunto abierto.
Ejemplo 1.9 : Sea X =R, y d la métrica usual de R.

By(a,r) = (a —r,a+1r) es un conjunto abierto de X
Ejemplo 1.10 : Sea X =R y d la métrica discreta. Todo subconjunto A C X es abierto.

Definiciéon 1.11 Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto F C X se dice cerrado si su
complemento U = X\ F es abierto en X.

Propiedades
Ci.— X y 0 son conjuntos cerrados.
Cy.— Sea I un conjunto de indices. Si U; es cerrado Vi € I entonces U = (| U; es un conjunto
i€l

cerrado.

C5.— Sean U; y U conjuntos cerrados, entonces U; U Us es un conjunto cerrado.
Ejemplo 1.12 : Sea X =R, y d la métrica usual de R.

Byla,r] =[a —7r,a+71] es un conjunto cerrado de X
Ejemplo 1.13 : Sea X =R y d la métrica discreta. Todo subconjunto A C X es cerrado.

Definiciéon 1.14 Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que una sucesion {z,} C X converge a
un punto a € X si

Ve>0 JkeN tal que d(x,,a) <e Vn > k.
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Este hecho lo denotaremos por lim d(z,,a) =0 o lim z, = a.

Ejemplo 1.15 : Sea X =R y d la métrica usual de R. Consideremos
1
Ty = —.
n
Esta sucesion converge y el valor del limite es 0.

Ejemplo 1.16 : Existen sucesiones que no son convergentes. En efecto sea (R, |- |) y considere-
mos la sucesion
T, = (—1)".

Esta sucesion es no convergente.
Una sucesion que no converge se le llama Divergente.

Ejemplo 1.17 : Sea X =R y d la métrica usual de R.Tomemos 0 < a < 1 y Consideremos
T, = a”.

El limite de ésta sucesion es 0.

Definicion 1.18 Se dice que una sucesion {x,} de un espacio métrico (X, d) es acotada si existen
xo € X yr >0 tal que {x,} C B(xg, 7).

Ejemplo 1.19 : Sea (R,|-|), la sucesion :

x, = cos(n)
pertenece al conjunto (—1,1), por lo tanto estd acotada.
Ejemplo 1.20 : Sea (R,|-|), la sucesion :

T, = (—1)"
pertenece al conjunto {—1,1}, por lo tanto estd acotada.

Definicion 1.21 Una sucesion {x,} de un espacio (X, d) se dice mondtona creciente (decreciente)
si para todo n € N se tiene que x, < i1 (Tn > Tpi1).

Ejemplo 1.22 : Sea (R,|-|) y consideremos f : R — R una funcion dada por:

Es claro que esta funcion es mondtona creciente por lo tanto, tenemos que la sucesion :
T, =e"

es monotona creciente.
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Ejemplo 1.23 : Consideremos el espacio métrico ([1,4+00),|-|) y sea f : [1,+00) — R una
funcion dada por:

Es claro que esta funcion es decreciente en el dominio de definicion por lo tanto, la sucesion
definida por:

es mondtona decreciente.

Definicion 1.24 Sea {x,} una sucesion de un espacio métrico (X,d).
Sean ri,r9, 13T, con T, k €N tales que 1y < 1o < 13-+ < 1) < ---. Entonces se dice que
la sucesion {x,,} es una subsucesion de {z,}.

Propiedades
S1.— Si una sucesion es convergente entonces el limite es tinico.

Sy.— Sea {x,} una sucesion en (X, d). Si {z,,} converge a x € X entonces toda subsucesion {z,, }
de {z,} converge a x.

S3.— Toda sucesion convergente es acotada.

S4.— Toda sucesion monédtona y acotada es convergente.
Ejemplo 1.25 : Sea X =R y d la métrica usual de R. Consideremos la sucesion
T
T, = Sen (5 —i—mr) .

Entonces, las sucesiones:

(7T+4]€7T)
T, = sen — =1

3 4
- m(w):_l v kpeN

son subsucesiones de la sucesion {x,}. Es claro que {x,} no converge.

Ejemplo 1.26 : Sea X =R y d la métrica usual de R. Consideremos la sucesion
x, =14 (=1)"

Entonces, las sucesiones:

Top = 1+ (=1 =2
Topi1 = 14+ (=1)** =0 VneN

son subsucesiones de la sucesion {x,}, la cual no es convergente.
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Definiciéon 1.27 Sea (X, d) un espacio métrico y {x,} C X una sucesion. Se dice que {x,} es
una sucesion de Cauchy si cumple con la siguiente condicion:

Ve>03keN tal que Yn,m €N con n,m >k se tiene que d(z,, ;) <€

Este hecho lo denotaremos por:
lim d(z,, z,) =0

n,m—o0
Propiedades

¢1.— Toda sucesion convergente es de Cauchy.
Go.— Toda sucesion de Cauchy es acotada.

¢3.— Sea {x,} una sucesion de Cauchy en (X, d). Si {z,} posee una subsucesion que converge a
un punto zy € X, entonces {z,} converge a x.

Ejemplo 1.28 : Sea X =R y d la métrica usual de R. Consideremos la sucesion
1
T, =Mnn.

{zn} converge a 1 por lo tanto esta sucesion es de Cauchy.

Ejemplo 1.29 : Sea (R,| - |) y consideremos la sucesion

v = 514+ (-1)")

Esta sucesion es divergente por lo tanto no es de Cauchy.

Definiciéon 1.30 Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que (X, d) es un espacio métrico completo
si para cualquier sucesion {x,} C X de Cauchy se tiene que {x,} converge en X.

Ejemplo 1.31 : (R,|-|) ¥ (R,d) son espacios métricos completos.

En lo que sigue daremos ejemplos de espacios métricos que no son completos.

Ejemplo 1.32 : Sea X = (—1,1) y d la métrica usual. Consideremos la sucesion:
1
Tp=1——
n
FEsta sucesion converge al punto xg = 1 & (=1, 1) por lo tanto, ((—1,1),] - |) no es completo.

10
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Ejemplo 1.33 : Consideremos en el espacio métrico (Q,| - |) de los nimeros racionales la suce-
sion dada por:

xg = 14

r = 141
Ty = 1,414
x3 = 1,4142

zy = 141421
D= (L.1)

de maiimeros con una cantidad finita de decimales (que converge en R a /2 & Q). Esta sucesion es
de Cauchy, por lo tanto (Q,| - |) no es un espacio métrico completo.

Lema 1.34 Sean (X,d) un espacio métrico, {z,,} C X una sucesion y a <1 tal que:
d(xpi1, T,) < ad(x,,x,—1) VYVneN.
Entonces {x,} es una sucesion de Cauchy.
Demostracion: En efecto, para todo n € N se cumple:
d(pt1, Tn) < ad(xy, Tp1).
esto implica:

d(xn—l-la xn) ad(xn, xn—l) S a2d(xn—17 xn—2) S te S and(xn—(n—l)v xn—(n))

<
d(xn—l-la xn) S

a"d(xl, LU()).

Ahora, sean m,n € N con m > n es decir, existe h € N tal que m = n + h. Entonces:

d(l’n, xn—l—h) S d(l’n, xn—l—l) + d(xn—l—l’ xn+2) + d(xn—l—% xn+3) + -+ d(xn—l—h—la xn-l—h)-
< a"d(xg, 1) + a"d(wo, x1) + a"2d(zo, 1) + -+ 0T (@, 11).
= a"d(zo,m1)(1+a+a*+a*+---+a"").
an
= 1= a(l — aMd(zg, 21).
an
< 1 _ad(l'o,l'l) (12)
De (1.2),
nlf_)n;.lo — ad(.ﬁl]o,lj) =0

Por lo tanto se tiene que {x,} es una sucesion de Cauchy.

11
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Definicion 1.35 Sea (X, d) un espacio métrico y K C X. Se dice que una coleccion C' = {(C})ier }

de conjuntos de X, es un cubrimiento de K, si K C |J C;. Es decir, para cada x € K eziste i € I
i€l
tal que x € C;.

Si K C | C;conI* C I, entonces se dice que la coleccion C* = {C; : i € I*} es un subcubrimiento
iel*

de K. Si cada elemento de la coleccion C' es un conjunto abierto, se dice entonces que C' es un

cubrimiento abierto de K, del mismo modo, se dice que C* es un subcubrimiento abierto de K

Definicion 1.36 Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que K C X es un conjunto compacto si
todo cubrimiento abierto de K C |J C; posee un subcubrimiento finito para K, es decir,

KCC,ul,uly, --Ua;,. “

Propiedades

K;.— Todo conjunto compacto es acotado.

Ky.— Todo conjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.
K3.— Si (X, d) es un espacio compacto entonces X es completo.

K,.— (X, d) es compacto si, y s6lo si toda sucesion de X posee una subsucesion convergente en X.

Ejemplo 1.37 :
Consideremos el espacio métrico (R, | - |), entonces todo subconjunto
K CR tal que K = [a,b] es compacto.

Ejemplo 1.38 : Cualquier espacio X que contenga a un nimero finito de puntos claramente es
compacto.

Ejemplo 1.39 :

Consideremos el espacio métrico (R, | -|) y sea

1
K:{O}U{—:n€Z+}.
n
K es un conjunto es compacto.

Ejemplo 1.40 : EI espacio métrico (R, | - |) no es compacto, pues el cubrimiento de R por con-
Juntos abiertos
C={(-n,n):nec}

no posee ningun subcubrimiento finito que cubra a R.

Definicion 1.41 Sean (X,d) y (Y, p) espacios métricos y T : X — Y wuna funcion. Entonces T
es una funcion:

71.— Continua en ro € X st

Ve>036>0,zeX :dx,zg) <0= p(T(x),T(z0)) <e.

12
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T9.— Continua en X siT es continuaV x € X.

Ejemplo 1.42 i) Toda funcion constante es continua en (R, |- ).
i1) La funcion identidad es continua en (R, | - |).
i1i) Sea F : R — R una funcidn en el espacio métrico (R, | - |) definida por:

1, stx<O0
F(x):{ -1, stx >0

F no es continua en x = 0, por lo tanto F' no es continua en todo R.

Definicion 1.43 Sean (X,d) y (Y, p) espacios métricos y T : X — Y una funcion. Se dice que T
es uniformemente continua (U.C) si:

Ve>030>0 tal que Vr,ye X y d(z,y) <o = p(T(x),T(y)) <e.

i) Toda funcion constante es U.C en (R, |- |).

i1) La funcion identidad es U.C en (R, | - |).
1
Ejemplo 1.44 : La funcion f: (0,1] — R dada por:f(z) = —, es continua pero no U.C.
x

Propiedades
Sean (X, d) , (Y, p) espacios métricos y f : X — Y una funcion U.C, entonces:

i) Si{z,} es una sucesion de Cauchy entonces { f(z,)} es una sucesion de Cauchy.

i1) Para cualesquiera par de sucesiones {x,} y {yn} en X,

1 d(z, ) = 0= lim p(f(@2), f(3)) = 0.

n—~o0

i71) Toda funciéon U.C es continua.

iv) Si (X, d) es compacto entonces toda funcién continua con dominio X es U.C.

Definiciéon 1.45 Sean (X,d) un espacio métrico y T : X — X wuna aplicacion. Se dice que
T : X — X es secuencialmente convergente, si para toda sucesion {Y,} C X tal que {T(Y,)}
converge, entonces {Y,} converyge.

Definicion 1.46 Sean (X,d) un espacio métrico y T : X — X wuna aplicacion. Se dice que
T : X — X es subsecuencialmente convergente, si para toda sucesion {Y,} C X tal que {T(Y,)}
converge, entonces {Y,} posee una subsucesion convergente.

13
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Observacion:

Toda aplicacion T : (X, d) — (X, d), donde (X, d) es un espacio métrico compacto es subsecuen-
cialmente convergente.

Ejemplo 1.47 Sea X = [0,1] C R con d la métrica usual de R, definamos T : X — X dada por:
x
x
i) T no es una funcion continua

it) ([0,1],d) es un espacio métrico compacto por lo tanto, de la observacion anterior se tiene
que T es una funcion subsecuencialmente convergente.

Ejemplo 1.48 Sea T : [0,+00) C R — [0,400) una funcion definida por:
T(x)=e".
Entonces

i) T es una funcion continua en [0, +00)

it) T no es una funcion subsecuencialmente convergente ya que, T'(n) = e™™ — 0 pero (n) C
[0, +00) no posee una subsucesion convergente.

14



Las funciones contracciones y las T-contracciones

En este capitulo se dara la teorfa de las funciones contracciones, es decir, sus definiciones, ejem-
plos, relaciones y propiedades. De manera analoga, se estudiaran las funciones T-contracciones.

2.0.1. Funciones Contracciones
Definicion 2.1 Sea (X, d) un espacio métrico y S : X — X una aplicacion arbitraria. Entonces:

Ci.- Se dice que S es una Contraccion de Banach (B-Contraccidon), si existe 0 < a < 1 constante
tal que:

d(S(x), S(y)) < ad(z,y), VzyeX (2.1)
Ejemplo 2.2 Sea X = [0,1] C R, con la métrica usual de R. Definimos S : X — X dada por:

T
S = —

@) =7
entonces:

i) S es una aplicacion continua.

ii) S es una B-Contraccion, ya que:

d(5(x),5(y)) =

IN

Ast, tomando a = 7 e tiene que S es una B-contraccon.

15
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Cy.- Se dice que S es una aplicacion contrdctil (E-contraccion), si para todo x,y € X con x #y
se tiene:

d(5(x), S(y)) < d(z,y). (2.2)

Ejemplo 2.3 Sea X =[1,400) C R, con la métrica usual y S : X — X una aplicacion definida
por:

i) S es una aplicacion continua en X.

it) S es una aplicacion contrdctil, puesto que:

V- VyllvVe+ V|
RERRV

d(S(x),5@y) =vVr—Vy| =

1
e P
VT + .y
< Ny
J— x_
= 5 )
< d(z,y).

Cs.- Se dice que S es un Operador de Banach, si existe h € (0,1) constante tal
que:

d(S(z), S*(x)) < hd(z, S(z)), VarelX. (2.3)

Ejemplo 2.4 Sea X =[1,400) C R, con la métrica usual y S : X — X una aplicacion definida
por:

x
i) S es una aplicacion continua en X.
ii) S es un operador de Banach, ya que
2 = &% = 1 .-
AS@), 2@ =5 -5 = 3le-3
1
< Sd(rS()).

Ast, tomando h = § se tiene (ii).

Lema 2.5 Toda funcion contraccion de Banach sobre un espacio métrico satisface:

B-Contraccion = E-Contraccion = Lipchitz = U.C = Continuidad.

16
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Cy.- Se dice que S es una aplicacion del Tipo Kannan (K-contraccion), si existe b € [0, %) tal
que:

d(S(x),S(y)) < Old(z, S(x)) +d(y, S(y))], ¥V x,yeX.
Ejemplo 2.6 Sea S : R — R una funcion dada por:
0, st < 2
S(a:)—{ 1, siz>2
i) S no es una funcion continua en R.

it) S es una funcion del tipo Kannan, ya que:
Sean x,y € R, entonces:

Qi) Six,y <2

A SW) =0 <l |+ |y [| = Hlle. S(o)) + dln S b [0.3).

iig) Six,y > 2, entonces:

d(S(x), S(y)) = 0 < b [

v+ %‘ + ‘y + %H — bd(z, S(2)) + d(y, S, b e [o, %) |

ii3) Six <2 y y > 2, enlonces:

A(S(@), S) =10- 4 |= L
d(z,S(z)) =|z|>0.
dly,S(y))=ly+3]>2 Por lo tanto:

% < % < %[d(a:, S(x)) +d(y, S(y))]-

ii4) El caso en que x > 2 yy < 2 es andlogo al anterior.

Ast, para terminar la justificacion tomemos b = %

Observacion:

En este ejemplo es facil chequear que K-contraccion no implica continuidad.

Cs.- Se dice que S es una aplicacion del Tipo Chatterjea (C-contraccion),
si existe ¢ € |0, %) tal que:

d(5(x),S(y)) < cld(z, 5(y)) +d(y, S(x))l, ¥V z,yeX.

Ejemplo 2.7 Sea S : [0, 1] — [0,1] una funcion dada por:

S(x):{ 2, si0<z<1

, stx=1
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1.- S es una funcion discontinua.

2.- S es una funcion C-contraccion.

Observacion:
En este ejemplo es facil chequear que C-contraccion no implica continuidad.

Cs.- Se dice que S es un Operador de Zamfirescu (Z-Operador), si existen a,b,c € R cona € (0,1)
y b,ce (0, %) tal que Vx,y € X se cumple al menos una de las siguientes condiciones:

Zy.— d(5(x),5(y)) < ad(z,y)
Zy.— d(5(x), S(y)) < bld(x, S(x)) + d(y, S(y))]
Z3.— d(5(x), S(y)) < cld(z, S(y)) + d(y, S(x))]

Proposicion 2.8 Sea (X,d) un espacio métrico y S : X — X wuna contraccion de Kannan.
Entonces S satisface las siguientes propiedades:

i) Euiste b € [0,3) tal que:

A(S(x), S)) < —2rd(a,y) + ozd(x, S(@). Yoy € X
Y
A(5(),5(0)) < 1 gdlesy) + oyl 5W). Ve €X
i) Briste b€ [0,3) tal que:
A(S(),5() < 1gd(ey) + (e, 5. Yy € X
Y
AS(),S()) < Tgdlr) + Togdy.S(). Yy € X

Demostracion:  Sean x,y € X. Como S es una contraccion de Kannan existe b € [0,3) de
modo que S satisface la siguiente desigualdad:

d(S(x), S(y)) < bld(x, S(x)) +d(y, S(y))]-
i) Usando desigualdad triangular se tiene:

bld(z, S(x)) + d(y, x) + d(z, S(x)) + d(S(x), S(y))]
2bd(x, S(x)) + bd(z,y) + bd(S(z), S(y))
bd(z,y) + 2bd(z, S x))

d(e,y) + (e, S(2)).

IA A CIA

U
—

nn
—
Nak
S
IN

1-b
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Nuevamente por desigualdad triangular se tiene:

A(S(@),S(y) < bdle,y) +dly, Sw)) + d(SW), 5()) + d(y, S(y)]
< bd(e,y) + 2d(y, S()) + bd(S(z), S())
(1= B)d(S(2), 5() < bd(a,y) + 2bd(y, S())
AS(), S) < —osdley) + Toosdly, ).

b 1-b

i1) Usando desigualdad triangular se tiene:

bld(z, S(y)) +d(S(y), S(z)) + d(y, x) + d(z, S(y))]
bd(z,y) + 2d(z, S(y)) + bd(S(x), S(y))
bd(z,y) + 2bd(x, S(y)

)
gl + e S)

IAINIA

U
—
nn
—
Nak
S
IN

A(5().S(w) < Hd(r.y) + d(y. S(2)) + dly, S(2)) + d(S(), Sw)
< bd(z,y) + 2bd(y, S(z)) + bd(S(z), S(y))
(1=D)d(5().50) < bdla,y) +2bd(y, S(@))
AS(),5)) < () + oy, S(a)

Proposicion 2.9 Sea (X,d) un espacio métrico y S : X — X wuna contraccion de Chatterjea.
Entonces S satisface las siguientes propiedades:

i) Euiste c € [0, 3) tal que:

¢ T, Y+ — d(z,S(x). Vay €X

iy, S). Ve €X
i) Ewiste b € [0,3) tal que:

2

Ay, S(@). Vaoy eX
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Demostracion: Sean z,y € X. Como S es una contraccion de Chatterjea existe ¢ € [0,3) de
modo que se satisface la siguiente desigualdad:

d(5(x), S(y)) < c[d(y, S(x)) + d(z, S(y))].

i) Usando desigualdad triangular se tiene:

d(S(x),S(y)) < cld(y, )+ d(z, S(x)) + d(z, S(x)) + d(S(z), S(y))]
< cd(z,y) + 2ed(x, S(x)) + cd(S(x), S(y))
(1—)d(S(x), S(y)) < cd(x,y) + 2cd(z, S(x))
A(S(@), SW) < ;—dlx.y)+ Cﬂxa»

Nuevamente por desigualdad triangular se tiene:

[d(z,y) + d(y, S(y))
d(z,y) + 2cd(y, S(y)
d(z,y) + 2cd(y, S(y)

——d(x,y) + ——d(y, S(y).

)

+d(y, S(y)) +d(S(y), 5(2))]
) +cd(5(x), 5(y))
)

Q

IANIA A A
o

i1) Usando desigualdad triangular se tiene:

A(S(@),5() < cld(a, S)+d(y, ) + d(z, S()) + d(S(y), S())
< cd(e,y) + 2ed(, S(y) + cd(S(x). S(y)
(1= d(S(), ) < edla,y) +20d(z, S(y))
AS@), S) < +dley) + 1o, S())

Nuevamente usando desiqualdad triangular se tiene:

o)

[d(z,y) + d(y, S(z))
cd(x,y) + 2cd(y, S(
cd(x,y) + 2cd(y, S(

——d(z,y) +

+d(5(x),5(y)) + dly, S(x))]
z)) + cd(S(x), S(y))
)

)
z)
d(y S(@)).

IAN A A A
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Capitulo 2 Las funciones contracciones y las T-contracciones

Proposicion 2.10 Sea (X, d) un espacio métrico y S : X — X wun operador de Zamfirescu.
Entonces eziste § € (0,1) tal que ¥V x,y € X se cumple:

i) d(S(x),S(y)) < dd(x,y) + 2dd(x, S(x)).
i) d(S(z), S(y)) < dd(z,y) +25d(y, S(y)).
iii) d(S(x),S(y)) < dd(x,y) + 2dd(x, S(y)).
w) d(S(z),S(y)) < dd(z,y) + 26d(y, S(z)).

Demostracion: Sean x,y € X. Entonces:

i) Si S satisface las condiciones Z5 y Z3, usando las proposiciones (2.8)(i) y (2.9)(i) se cumplen
respectivamente las siguientes desiqualdades:

ASE).SW) < () +

c 2c

ASE),5w) < T —d(z,y) + ——d(z, S(z)).

d(z, 5(x)).

Ademds, si se satisface Z; entonces tomando § = max {a, 5 T } se tiene que § € (0,1) y

d(S(z),S(y)) < dd(x,y) + 20d(x, S(z)).

it) Esta demostracion es andloga a (i).

iti) Si S satisface las condiciones 25 y 25, usando las proposiciones (2.8)(i1) y (2.9)(ii) se
cumplen respectivamente las siguientes desigualdades:

A(S(),5)) < Todlr,y) + —ord(r, S())

c 2c

AS(),S() < ——dlw,y) + T —d(z, S(y)).

Ademds, si se satisface Z; entonces tomando § = max {a, 0 T } se tiene que § € (0,1) y

d(S(x), S(y)) < dd(x,y) + 26d(x, S(y)).
vi) Esta demostracion es andloga a (iii).

C;.- Se dice que S es una aplicacion Contraccion débil o (0, L)-Operador, si eziste
5 € (0,1) y algin L > 0 tal que:

d(S(x),S(y)) < dd(z,y) + Ld(y,S(x)), Vzx,yeX
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2.1. Relaciones entre las funciones contracciones

A.- Para toda B-contraccion S se tiene que:

A .-

As.-

Ay.-

As.-
Ag.-

S es una aplicacion E-contrdctil, ya que para x,y € X con x # y, se cumple para algin
0<a<l:
d(S(x),S(y)) < ad(z,y) < d(z,y).

S es un operador de Banach, y se verifica tomando y = S(x), para todo x € X es decir:
d(S(x),S(y)) = d(S(x), S*(v)) < ad(x, S(x)).

De A; y Ay se tiene:
Cl = Cg
g
Cs

S no necesariamente es una K-contraccion ya que la funcion
S :[-1,1] — [-1,1] dada por:

S(x) = =. (2.4)
2
Es una B-contraccion y se demuestra para x € [—1,1] y y = —x que S no es una
K-contraccion.
S no es una C-contraccion ya que la funcion S : [—1,1] — [—1, 1] dada por:
x
S(r)=—=
(0) =1
Es una B-contraccion y se demuestra para v = —1 yy = 1 que S no es una C-

contraccion.

De Az y Ay se tiene:
Cl + C4 Yy Cl + CS

S es un operador de Zamfirescu ya que, cumple con Z;.
S es un (9, L)-Operador, tomando 6 = a y L = 0.
De As y Ag se tiene:

C, = Cﬁ

4
Cr

B.- Para toda funcion Contrdactil S se tiene que:

B; .-

S no necesariamente es una B-contraccion pues:
Sea X =[1,400) con la métrica usual de R. Definamos S : X — X dada por:

1
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Capitulo 2 Las funciones contracciones y las T-contracciones

Bi,.- S es una funcion continua en X.

Bi,.- S es una aplicacion E-contrdctil, ya que:

Afirmacion:

En efecto,

ast, de (2.5) y (2.6) se obtiene:

por lo tanto

Nota:
i 1
lim ‘1__
x,y—00 Ty
- >a

ToYo

1 1
0(S(z), S(y)) x+——y—§\
1 1‘
T—y+———
Yy
a?—y'
T—y—
xry
1
_ 1— —
e (1)
1
|z —y||1——|.
Ty
1
'1—— <1
Ty
x,y > 1
1
= 0<—<1
xry
1
= 0>—-—2> -1
xry
1
= 1>1——2>0
xry
1
= [1—-—| <1
xry
1
|z —y||1——|<d(z,y)
xry

d(5(x), S(y)) < d(z,y).

=1, entonces para todo a < 1 existen xg,yo € X tal que

(2.5)

(2.6)
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Bi,.- S no es una contraccion de Banach ya que:
Si .S es una contraccion de Banach, existe a < 1 tal que para todo x,y € X

< alr—yl

oyl fi-

1— —
Yy

' 1
< a

Esta vultima desigualdad contradice la nota anterior, por lo tanto :

Cg +* Cl.

Bs.- S no necesariamente es una K-contraccion ya que, la funcion S(z) = =, Vo € [—1,1],

verifica la condicion de B-contraccion y por (Ay) es contrdactil, ahora por (Az) S no es
K-contraccion.

x
B,.- S no necesariamente es una C-contraccion ya que, la funcion S(z) = —= Vo € [—1,1]
es B-contraccion y por (A;) es contractil, luego por (Ay) S no es C-contraccion.

De B3 y By se tiene que:
C2 + C4 Y C2 +* C5.

Consideramos interesante plantearnos las siguientes interrogantes:

Bs.- sSerd cierto que toda aplicacion contrdctil es un operador de Banach?
Bs.- ;Serd cierto que toda aplicacion contrdctil es un operador de Zamfirescu?

Bs.- ;Serd cierto que toda aplicacion contrdctil es un (6, L)-Operador?

C.- Para todo operador de Banach S se cumple que:

Ci.- S no es una B-contraccion. ya que para S : R — R dada por:

S(x):{O, st <2

-1, stx>2
Se tiene:

Ci,.- S no es una funcion continua en X.

Ci,.- S es un operador de Banach, ya que:

r<2 = d(S(x),SQ(f))=0<I$I= d(x, S(x)).

r>2 = d(S(x),S4z) = 1< |a:+1| % (2, 5(2)).

Ast, tomando h = % se tiene que S es un operador de Banach.

Ci,.- S no es una B-contraccion ya que, S no es una aplicacion continua.

Cy.- Por la parte (Cy) se tiene que S no necesariamente es contrdctil.
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De las partes inmediatas anteriores se tiene que:

Cs-C, y Cs+ O,

x
Cs.- S no necesariamente es K-contraccion ya que la funcion S(zx) = 5 Vae[-1,1] es una

B-contraccion, luego por la parte (Az) S es un operador de Banach y por (Bs) no es
una K-contraccion.

Cs.- S no necesariamente verifica la definicion de C-contraccion ya que la funcion
x
S(z) = —3 Vo € [—1,1] es una B-contraccion y por lo tanto un operador de Banach

pero por (Ay) no es C-contraccion.

De las partes inmediatas anteriores se tiene que:
(73 #>’(j4 Yy (73 #?’(75.

Cs.- S no necesariamente es un Z-operador ya que para la funcion S : [0,1] — [0,1] dada

por:
0, sio<z<i
e ) - — 2
S(e) {g, sil<rz<l

Se tiene que:

Cs,.- S es un operador de Banach.
Cs,.- S es una funcion discontinua por lo tanto, no es B-contraccion.

Cs,.- S no es una K-contraccion y se verifica tomando x =0 yy = 1.

1 1000

Cs,-- S no es una C-contraccion y se verifica tomando & = 5 Y Y = {ggq-

De las partes anteriores se tiene que:
Cg + CG.

Consideramos interesante plantearnos la siguiente interrogante:

Cs.- ¢sSerd cierto que un operador de Banach es un (6, L)- Operador?
D.- Para toda funcion K-contraccion se tiene que:

D;.- S no neceariamente es una B-contraccion y se verifica en el ejemplo (2.6), en el cual
la funcion es K-contraccion pero discontinua.

Dy.- S no necesariamente es contractil y se verifica en (D).
De Dy y Dy se tiene que:
C,-Cy y Cp+Ch

Ds.- S es un operador de Banach y se verifica tomando y = S(x) en la definicion de K-
contraccion. es decir:

Cy= Cg.
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Dy.- S no necesariamente es una C-contraccion ya que la funcion S(x) = —3
YV x € [—1, 1] verifica la condicion de Kannan y se demuestra para ¢ = %, y=1y
xr=—1 queS no es de Charttejea, es decir:
Cy % 05.

Ds.- Es claro que toda aplicacion de Kannan es un Z-Operador.

Dg.- S es un (0, L)-Operador y se verifica por la proposicion (2.8).
E.- Para toda aplicacion de Chatterjea S se tiene que:

E1.- S no necesariamente es una B-contraccion ya que para S : [0,1] — [0,1] dada por:

_J 35 s0<z<1
S(x)_{(), siz=1

Se tiene que:

&1,.- S no es continua.
&1,.- S es una C-contraccion.

E1,.- Por (&1)) S no es una B-contraccion.
Ey.- Por la parte (£1,) se tiene que S no necesariamente es contrdctil.
De & y & tenemos:
Cs-C, y Cs+ O

Consideramos interesante plantearnos la siguiente interrogante:

Es.- gSerd cierto que una C-contraccion es un operador de Banach?

E1.- S no necesariamente es K-contraccion y se verifica en la parte (€1) tomando x € (0,1)
yy =0, es decir:
05 +* Cy.
Es.- Es claro que S es un Z-Operador.

E.- S es un (6, L)-Operador y se verifica usando la proposicion (2.9).
F .- Para todo operador de Zamfirescu se tiene que:

Fi.- S no necesariamente es una B-contraccion ya que para la funcion S : R — R dada por:
0, stx <2
S(z)—{ —3, six>2

Se tiene:

Fi,.- S es de Kannan.
Fi,.- De (F1,) y (Ds) se concluye que S es un Z-Operador.

Fi,.- S no es una B-contraccion ya que, es discontinua.
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Fy.- S no necesariamente es contrdctil y se verifica con la justificacion en (Fy).
De Fy y Fy tenemos que:
Ce & (4 Yy Ce = (.
Fs.- S es un operador de Banach y la justificacion esta mds adelante. (en Gs).

Fi.- S no necesariamente es una K-contraccion ya que, para la funcion

S :[0,1] — [0, 1] dada por:

_J 35 s0<z<1
S(x)_{(), siz=1

Fy, .- De (&) S es una C-contraccion.
Fi,.- De (&) S es un Z-Operador.
Fuy.- De (E4) S no es K-contraccion.

Fs.- S no necesariamente es una C-contraccion ya que existe una funcion (dada en Dy) la
cual es una K-contraccon (por lo tanto es Z-Operador) pero no satisface la condicion
de Chatterjea.

De Fy y F5 tenemos:
C6 + C’4 Yy Cﬁ +* C5.
Fs.- S es un (9, L)-Operador y se verifica usando la proposicion (2.10).
G.- Para todo (6, L)-Operador se cumple que:

G1.- S no necesariamente es una B-contraccion ya que para S : R — R dada por:

5(@:{ P oseth
Se tiene que:
Gi,.- S no es continua.
Gi,.- S es de Kannan.
Gi,.- Por la parte (Ds) S es un Z-Operador.
Gi1,.- Por la parte (Fg) S es un (6, L)-Operador y por (G1,) no es B-contraccion.
Ga.- S no necesariamente es contrdctil y se verifica en la parte (Gy).
De Gi y Gy tenemos:
Cr-C, y Cr=0s.
Gs.- S es un operador de Banach y se verifica tomando y = S(x) en la definicion dada en

Cy.

Gs.- S no necesariamente es una K-contraccion puesto que para la funcion dada en (&) se
tiene que:

G4, .- S es de Chatterjea.
Ga,.- Por (&), S es un Z-Operador.
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Gay.- Por (Fs), S es un (8, L)-Operador.
Ga,.- Por (&), S no es de Kannan.

Gs.- S no nesariamente es una C-contraccion ya que para la funcion dada en (Dy) se tiene:

Gs,.- S es una funcion de Kannan.
Gs,.- De (Dg), S es (6,L)- Operador.
Gs,.- De (Dy), S no es C-contraccion.

De Gy y G5 tenemos que:
C? + C’4 Yy C7 +* C5.

Consideramos interesante plantearnos la siguiente interrogante:

Gs.- ¢Serd cierto que todo (9, L)-Operador es un Z- Operador?

2.1.1. Funciones T-Contracciones

En el 2009, A. Beiranvand, S. Moradi, M.Omid, H.Pazandeh, introdujeron una nueva clase de
funciones contractivas C{ y C7. De manera andloga J.Morales introdujo C7.

Definicion 2.11 Sea (X, d) un espacio métrico y S : X — X una aplicacion arbitraria. Entonces:

CT.- Se dice que aplicacion S es una T-Contraccion de Banach (TB-Contraccion), si existe
0 < a <1 constante tal que:

d(TS(x), TS(y)) < ad(T(x),T(y)), VayeX. (2.7)

CT.- Se dice que S es una aplicacion T-contrdctil (TE-contraccion), si para todo
T(z) #T(y) € X

d(T5(x), TS(y)) < d(T(x), T(y))- (2.8)

CT.- Se dice que S es un T-Operador de Banach si existe h € (0,1) constante tal
que:

d(TS(x), TS*(x)) < hd(T(z),TS(x)), VaoelX. (2.9)

Observacion: Es claro que si tomamos T(x) =x YV x € X en las desigualdades (2.7),(2.8) y
(2.9) obtenemos (2.1),(2.2) y (2.3) respectivamente.

Ejemplo 2.12 : Sea X = [1,400) C R, con la métrica inducida por R y T,S : X — X dos
aplicaciones definidas por:

i) S yT son funciones continuas en X.
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ii) S no es una B-Contraccion, ya que:

JVE= VIl VE+ Vi

d(S(x),S(y)) =2V =2y | = | VE+ 7]

2
= _ T —
NN |z -y
< Jz—yl|
= d(z,y).
iii) S es TB-contraccion, puesto que:
ATS(@),TS@) = |m@VE)+1-T@yF) -1
— |In(2) + lng”) +1-In(2) + # 1
1
< 3 In(z) +1 —In(y) — 1|
1

= SA(T(), T(y)).

En este ejemplo observamos que no necesariamente S es una B-Contraccion.

Ejemplo 2.13 : Sea X = [0,3] C R, con la métrica inducida por R y T,S : X — X dos
aplicaciones definidas por:

i) S yT son funciones continuas en X.

ii) S no es una aplicacion contrdctil, ya que para x,y € X tal que x = % yy = % tenemos:

A(S(x), S(y) = (7}2) —(7}2) =Qj§. (2.10)

d(z,y) = ———‘:—. (2.11)

Asi, de (2.10) y (2.11) tenemos que d(S(z),S(y)) > d(x,y).

i11) S es una aplicacion T-Contrdactil, ya que:

d(TS5(x), TS(y)) =

Esta dltima desigualdad demuestra lo que se quiere.
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En este ejemplo es claro que no necesariamente S debe ser contrdctil para que S sea TE-contraccion.

Ejemplo 2.14 : Sea X = [0,+00) C R, con la métrica inducida por R y T,S : X — X dos
aplicaciones definidas por:

T(x)=1+ % y  S(z) =2z

i) S yT son funciones continuas en X.
ii) S no es un operador de Banach, puesto que:
d(S(x),S*(2)) =| 20 — 4z |= 2| z | > | 2 |= d(z, S(x)).

i11) S es un T-operador de Banach, ya que:

d(TS(x), TS*(x)) = (H%) - (”ﬁ)' B %' H%) - (H%)‘
- % | T(x) — TS(x) |
< (T (), TS())

A continuacion de manera andloga tenemos las siguientes definiciones:
Ci.- Se dice que S es una T-contraccion de Kannan (TK-contraccion), si eziste b € [0,1) tal que:
d(T'S(x),TS(y)) < bld(T(x), TS(x)) +d(T(y), TS(y))], VzyeX (2.12)
Ejemplo 2.15 Sea X = [—1,1] C R, con la métrica inducida por R y T,S : X — X dos

aplicaciones definidas por:

T(x)=2> vy S(:)s):;
Entonces:

i) S yT son funciones continuas.
i1) S no satisface la condicion de K-Contraccion y se verifica en (2.4).

i1i) S es una T Contraccion de Kannan ya que:
Sean x,y € X y mostremos:

d(TS(x), TS(y)) < bld(T, TS(x)) +d(Ty, TS(y))]

En efecto,
22 g
d(TS(x),TS(y) = |7 -7
4 4
1
= Z\$2—y2|
13
< 120,2 2
< 32020+ 1)
_ 1, a? s Y
-3 {“" AT T

d(TS(x),TS(y)) < =[d(Tz,TS(x))+d(Ty,TSy).

Wl
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Esta vltima desigualdad demuestra lo que se quiere.

CT.- Se dice que S es una T-contraccion de Chatterjea (TC-contraccion), si existe ¢ € [0, 3) tal
que:

d(TS(x), TS(y)) < c[d(T(x), TS(y)) + d(T(y), TS(x))], VayeX. (2.13)

C{.- Se dice que S es un T-Operador de Zamfirescu (TZ-Operador) si existen a € [0,1) b € [0, 5)
ycelo, %) tal que ¥V x,y € X se cumple al menos una de las siguientes condiciones:

TZ.- d(TS(x), TS(y)) < ad(T(x), T(y)).
TZy.- d(TS(x), TS(y)) < bld(T(x), TS(x)) + d(T(y), TS(y))]-
TZ5.- d(TS5(x), TS(y)) < cld(T'(x), TS(y)) + d(T'(y), T'S(x))].

En las siguientes proposiciones se refleja una propiedad que cumplen las aplicaciones de T-Kannan,
T-Chatterjea y T-Zamfirescu, respectivamente.

Proposicion 2.16 Sean (X,d) un espacio métrico y S, T : X — X dos funciones tales que, S
sea una T Contraccion de Kannan. Entonces T'S satisface las siguientes propiedades:

i) Euiste b € [0,3) tal que

b @), T) + -2 d(T(), TSE). Vay € X

d(TS(x), TS(y)) < 1—b

@), Tw) + AT W), TSW). Yoy €X

d(TS(z),TS(y)) < 1—b

i) Existe b € [0,3) tal que

ATS(2), TS()) < 123 d(T@), T) + 1o gd(T@). TSW). Yy € X

ATS(), TS()) < Tosd(T(@), TW) + Tosd(T(p). TS@). ¥y € X

Demostracion: Sean x,y € X. Como S es una T Contraccion de Kannan, existe b € [0, %) tal
que T'S satisface la siguiente desigualdad:

d(TS(x), TS(y)) < (T (x), TS(x)) + d(T(y), TS(y))]-

i) Usando desigualdad triangular se tiene:

d(TS(x), TS(y)) < bld(T(x), TS(x)) + d(T(y), T(x)) + d(T(x), TS(x)) +
d(T'S(x), TS(y))]

2bd(Tx, TS(x)) + bd(T(x), T(y)) + bd(TS(x), TS(y))

bd(T (), T(y)) + 2bd(T (26> ,T'S(x))

)
d(T(2), T(9) + T d(T (), TS ().

IAIA

=
N
=
3
N
=
=
IA
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Nuevamente por desigualdad triangular se tiene:

d(TS(x), TS(y)) < bld(T(x),T(y)) +d(T(y), TS(y)) + d(TS(y), TS(x)) +
d(T(y), TS(y))]

bd(T (), T (y)) + 2bd(T'(y), TS(y)) + bd(T'S(x), TS (y))
bd(T'(x), T(y)) + 2bd(T'(y), T'S(y))

2b

A(T(2), T(y)) + T3 d(T(), TS(y)).

~—~

=

|

=

=

~

s

-

~

=R

s
AN IA

‘ -

1—

f=p)

it) Usando desigualdad triangular se tiene:

d(TS(x), TS(y)) < bld(T(x), TS(y)) +d(T'S(y), TS(x)) + d(T(y), T(x)) +

d(Tz,TS(y))]
bd(T' (), T(y)) + 2d(T (), TS(y)) + bd(TS(x), TS(y))
(), T(y)) + 2bd(T'(x), TS(y))

=
|
=
=
~
s
-
~
=R
s
AN IAIA

b
ATS@).TSW) < T d(T(x), T()) + o d(T (), TS()).

Nuevamente usando desigualdad triangular se tiene:

d(TS(x), TS(y)) < bld(T(2),T(y)) +d(T(y), TS(x)) + d(T(y), TS(x)) +
d(TS(x), TS(y))]

bd(T (), T(y)) + 2bd(T'(y), TS(x)) + bd(TS(x), T'S(y))
bd(T'(x), T'(y)) + 2bd(T'(y), T'S(x))

b 20
o d(T(2), T(9) + T3 d(T (1), TS(2)).

=
|
=
=
~
“\
=
~
=
&
N IA A

FEste resultado generaliza la proposicion (2.8), al considerar T'(x) = . |

Proposicion 2.17 Sean (X, d) un espacio métrico y S,T : X — X dos funciones tales que, S
sea una T Contraccion de Chatterjea. Entonces T'S satisface las siguientes propiedades:

i) Euiste c € [0, 1) tal que:

c 2c

d(TS(z), TS(y)) < d(T(2),T(y) + ;—d(T(2), TS(z)). Vzy X

d(TS(x), TS(y)) <

ii) Eriste b€ [0,3) tal que:

d(T(y), TS(y)). Vaxy eX

d(TS5(x), TS(y)) <

Cd(T(:L'),TS(y)). Vr,y € X

d(TS(z), TS(y)) < d(T(y), TS(z)). Vaz,y €X
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Demostracion: La demostracion es andloga a la que se did en la proposicion (2.16).

Proposicion 2.18 Sean (X,d) un espacio métrico y S, T : X — X dos funciones tales que, S
sea un T Operador de Zamfirescu. Entonces existe 6 € (0,1) tal que T'S satisface lo siguiente

Va,ye X:
i) d(TS(z)TS(y)) < 6d(T(z),T(y)) + 26d(T(x), TS(x)).

d(T'(x),T(y)) + 26d(T(y), TS(y

d(T(x), T(y)) + 20d(T(y), TS(x

Demostracion: Sean z,y € X. Entonces

) )
T 5 ) ).
TS(y)) < 6d(T(x),T(y)) + 20d(T(x), TS(y)).
T 5 ) )-

i) Si S satisface las condiciones T2y y T Z5, usando las proposiciones (2.16)(i) y (2.17)(i) se

cumplen respectivamente las siguientes desigualdades:

b

d(T5(x), TS(y)) = 7—d(T(2),T(y))

d(T(x),T(y)) +

Cc

d(T'S(x), TS(y)) < 1—c

Ademds, si se satisface T'Z, entonces tomando § = max {a

Y

»1=b 1—c

(T'(x), T'S(x))
d(T(x), TS(z)).

¢ 1 se tiene que § € (0,1)

d(TS(x), TS(y)) < 8d(T(x), T(y)) + 26d(T(x), TS(z)).

i1) Esta demostracion es andloga a (i).

iti) Si S satisface las condiciones T2, y T 23, usando las proposiciones (2.16)(ii) y (2.17)(it)

se cumplen respectivamente las siguientes desiqualdades:

b

d(T5(x), TS(y)) < 7—d(T(2),T(y))

d(T(x), T(y)) +

Cc

d(T5(), TSWy) < 17—

Ademds, si se satisface T'Z, entonces tomando § = max {a

Y

»1=b 1—c

(T(2), TS(y))
d(T(2), TS(y))

¢ 1 se tiene que 6 € (0,1)

d(TS(x), TS(y)) < 6d(T(x),T(y)) + 20d(T (x), T'S(y))-

vi) Esta demostracion es andloga a (iii).

CT .- Se dice que S es una T-Contraccion débil (T- (5, L) Contraccion), si existe § € (0,1) y algin

L >0 tal que:

d(T5(x), T'S(y)) < 0d(T(x), T(y)) + Ld(T(y), T'S(x)),

Va,yeX. (2.14)
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Ejemplo 2.19 Sea X = [0,1] C R, con la métrica inducida por R y T,S : X — X dos aplica-
ciones definidas por:

_J 5 s0<z<1 _ , s10<z<1
S(x)—{o, siz=1 T@=\2 siz=1

i) S yT no son funciones continuas.
it) TS(x)=0 Vzel0,1].

i1i) Por la parte anterior se tiene que S satisface todas las definiciones de T-Contracciones que
CONOCEMOS.

Este ejemplo muestra que las condiciones de T-Contracciones no implican la continuidad de S y
T.

2.2. Algunas relaciones entre las funciones
T-Contracciones

A.— Para toda TB-Contraccion S se tiene que:

A;.— S es una aplicacion T-contractil, ya que para x,y € X con T'(x) # T(y), existe 0 <
a < 1 tal que:

d(TS(z), TS(y)) < ad(Tx,Ty) < d(Tx, Ty).
As.— S es un operador de Banach, ya que considerando y = S(x), para todo x € X se tiene:

d(TS(x), TS(y)) = d(TS(x), TS*(z)) < ad(Tx,TS(x)).

Asz.— S es una T'Z contraccion, ya que satisface la condicion T'Z.
Ay.— S es una T-Contraccion débil, y se verifica al tomar § =a y L =0 en (2.14).

B.— Para toda TK-Contraccién S se tiene:

By.— S es un T-Operador de Banach, y se verifica tomando y = S(x) en (2.12).

By.— S es una T'Z contraccion, ya que satisface la condicion T'Z;.

C.— Toda T-Contraccion débil S es un T-Operador de Banach, y se verifica tomando y = S(z)
en (2.14).
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Resultados clasicos de la teoria métrica del punto fijo

En este capitulo se estudiaran los teoremas clasicos del punto fijo en espacio métricos para
aplicaciones con alguna propiedad contractiva y sus respectivas demostraciones.
En lo que sigue Fs denotara el conjunto de puntos fijos de la funciéon S.

3.1. Teoremas del punto fijo

3.1.1. Teorema del punto fijo de Banach

Teorema 3.1 Sean (X, d) un espacio métrico completoy S : X — X una B-contraccion. Entonces
se tiene que:

i) Para todo xg € X y x, = S"(xy), existe z € X tal que lim z,, = z.

n—~o0

it) Fg={z}

a”

1) d(xp,2) < = d(xg, x1).

: a

iv) d(zpe1,2) < d(Tps1, Tn).

'U) d(xn+la Z) S a'd(xna Z)

Demostracion: FEsta demostracion serd constructiva.
(1) Sea o € X y consideremos la sucesion:

x1=8(x0) , T2 = S(x1) , w3 = 5(2) ;x4 = S(x3) , 25 = S(x4) ,... , 01 = S(2y) (3.1)
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Es decir, x, = S™(xo). Mostremos que {x,} es una sucesion de Cauchy.
Para ello, usando (3.1) y el hecho de que S es una B-contraccion se tiene:

d(z1,me) = d(S(zo),S(x1)) < ad(xg, 7).
d(xo,23) = d(S(z1),5(22)) < ad(zy, z2) < a’d(xg, 1)
d(l‘g, LU4) = d(S(IQ), S(Ig)) < CLd(SL’g, Ig) < agd(l’o, ZL’l)
d(zg,z5) = d(S(z3),S(24)) < ad(xs, z4) < a*d(xg, 1)
Asi, de manera inductiva se tiene la siguiente desigualdad:
d(In,In+1> S a"d(xo, ZL’l), VneN (32)

Ahora, sean m,n € N y supongamos que m > n > 1 es decir, existe h € N tal que m = n + h.
Entonces:

d(!)ﬁ'n, xn-{—l) + d(In+1> In+2) + d(In+2> In—i—S) +--+ d(In+h—1a xn+h)~
a”d(a:o, LL’1) + a”“d(mo, LL’1) + a"+2d(x0, Sl?l) +-+ an+h_1d(l’0, S(Zl).

a"d(zo,x1)(1 +a+a®+a®+---+a"").
(1 aM)d(zo, 1)

d(l’n, xn-‘,—h)

A IA

1—a
a’
= 1 _ad(l’o,l’l). (33)

Como a < 1 entonces (3.3) converge a cero cuando n — oo, esto implica que {x,} es una sucesion
de Cauchy.

En vista de que el espacio X es completo se tiene que existe z € X tal que lim z, = z.

n—oo

(i) Dado que S es una aplicacion continua entonces:

z = lim z,41 = lim S(z,) = S(lim z,) = S(2).

n—oo n—oo

Esto implica que z € Fg.
Unicidad:
supongamos que existe y € X tal que S(y) = y. Entonces

d(z,y) = d(S(2),S(y)) < ad(z,y) <d(z,y) = (1 —a)d(z,y) =0=d(z,y) =0

Asi, z =y.
(i13) De (3.3) se tiene que:

n

d(an, ) < 7

d(l’o,l’l). (34)
Luego, como lim z,, = z y la funcion d es continua, se deduce de (3.4):

m

aTL

d(.flf(], ZL’1>.

d(xn, z) <
(50, 2) < =
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(iv) Para todo n € N se tiene:

d(Tpi1, Tnio) d(S(zn), S(ni1)) < ad(wy, Tnyr).

A(Tpi2, Tnis) = d(S(Tni1), S(Tny2)) < ad(Tpyr, Tny2) < a d(zm Try1)-
A(Tny3, Tnpa) = d(S(Tni2), S(Tny3)) < ad(Tpy2,Tny3) < a d($n+17$n+2)-
A(Tnia, Tnys) = d(S(Tnys), S(Tny2)) < ad(Tpsz, Tnra) < a'd(Tnia, Tnys).

Asi, de manera inductiva se tiene que:
d($n+m7 xn—l—m—l—l) < CLmd(l‘n, xn—l—l) VneN. (35)
Luego, para m > 1 se tiene:

d($n+17 xn+2) + d($n+2a xn+3) T+t d(xn-l—mu xn+m+1)'
ad(Tp, Tpy1) + azd(:cn, Tpa1) + a?’d(:cn, Tp1) + -+ a"d(Tn, Togr).
ad(zp, Tpi1)(1+a+a*+a® + - +a™ ).

a m
T o0 = a™)d(@n, Tntr).

d(xn+17 xn+m+1>

[ IAIA

a
1—a

IN

A(Tp, Tpit).

Asi:
a

T ad(Iman)- (3.6)

d(xn—l-la $n+m+1) S
Luego, tomando m — oo en (3.6) se tiene:

a
d($n+17 Z) < I——ad(xm xn+1)-

d(zpi1,2) = d(S(z,), S(2)) < ad(zy, 2).

3.1.2. Teorema del punto fijo para operadores de Banach
Definiciéon 3.2 Sea (X, d) un espacio métrico y S : X — X una aplicacion:

1.- Para x € X definimos la orbita de x como el conjunto

(z,00) = {z, S(x), S*(x), S*(x),...,S"(x),...}.

2.- Sea x € X. Una funcion G : X — R es S-orbitalmente semicontinua inferiormente en q si
para cualquier sucesion {x,} C (x,00) con lim x, = q implica que G(q) < liminf, G(z,).
n—oo
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Teorema 3.3 Sea (X, d) un espacio métrico completo y 0 < h < 1. Supongamos que existe x € X
tal que:

d(S(y), S*(y)) < d(y, S(y))

para todo y € (x,00). Entonces:

i.- lim S™(z) = q existe.

n—~o0

n

ii.- d(S"(x),q) < T

d(z, S(z)).

iti.- q es un punto fijo de S si, y solo si G(x) = d(z,S(x)) es S-orbitalmente semicontinua
inferiormente en q.

Demostracién: Sea x € X tal que d(S(y),S*(y)) < d(y,S(y)) para todo y € (x,00). Para
y = S(z) se tiene:

d(S(x), S3(x)) < hd(S(x), S*(x)) < h2d(z, S(x)).

Asi, de manera inductiva

d(S™(z), S"(z)) < h"d(x, S(x)).

A continuacion, mostremos que la sucesion {S™(x)} es de Cauchy.
En efecto, sean n,p € N entonces:

d(S"(w), S (x)) < d(S"(w), " (2)) + d(S" (@), " (2)) + -+ + d(S™P T (x), S (2)).

Luego por la parte anterior:

d(S"(z), S"P(x)) < h'd(z,zS(x)) + B"d(z, S(x)) + - - - + RPN (x, S(x))
< Rh'd(z,S(z))[1+h+h+--+ B
hn .
< T (=W, (@)
hTL
< 1_hﬂ%5@D
d(S™(z), 8" P(x)) < 1;ihd(:r,5(:):)). (3.7)

De (3.7) se tiene que {S™(x)} es una sucesion de Cauchy y como X es completo, existe ¢ € X tal
que lim S"(x) =q.
Asi, o

lim S"(x) =g¢

Luego, cuando p — oo en la desigualdad (3.7) se tiene que

n

" <
(5", q) < T

d(z, S(z)).
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A continuacion mostraremos la parte (ii7)
Supongamos que S(q) = q y sea {x,} C (z,00) con lim z, = ¢, entonces
n—oo

G(q) =d(q,S(q)) =0y liminf G(x,) > 0 por lo tanto,
G(q) < liminf G(z,,).
Reciprocamente

G(q) = G(q,5(q)) liminf G(x,) = d(x,, S(z,))

< —
< d(S"(x), 8" (@) < h'd(w, S(x))) <e.

Y esta ultima desigualdad se cumple para n suficientemente grande. Esto implica que S(q) = g¢.

3.1.3. Teorema del punto fijo de Edelstein

Teorema 3.4 Sea (X,d) un espacio métrico compacto y S : X — X wuna aplicacion contrdactil.
Entonces eziste un unico z € X tal que S(z) = z.

Demostracion: En efecto, sea o € X y consideremos la sucesion:
.CL’1:S(SL’0) y IQIS(Il), IgIS(IQ),$4:S($3),I5:S(I4),... ,$n+1:S(In>. (38)
Es decir, z,, = S™(xp).

Dado que el espacio (X, d) es compacto, la sucesion {x,} posee una subsucesion convergente es
decir, existe {z,, } C {z,} y z € X tal que klim Zn, = 2. Como S es contractiva entonces por
—0Q

el lema (2.5), S es continua ademas, la sucesion {d(x,,zn+1)} C R es decreciente, de términos
positivos y acotada inferiormente por lo tanto converge. Asi:

lim d(zy,, S(e,)) = d(z, S(2)).

Por otro lado:

d(z,5(z)) = lim d(zp, xpr1) = lim d(zn+1,xn+2)
= lim d(S(x,), S*(x,))

= d(S(2), 5%(2)).

Es decir, d(z,S5(2)) = d(S(z), S?(2)).
Si z # S(z) entonces:

d(z,5(2)) =d(S(z),5(5(2))) <d(2,5(2)) (=<«).

Por lo tanto S(z) =
Unicidad:
Supongamos que existe y € X tal que S(y) = y, entonces:

d(z,y) = d(5(2), S(y)) < d(z,y) (=<).
Asi Fg = {z}.
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3.1.4. Teorema del punto fijo de Kannan

Teorema 3.5 Sea (X, d) un espacio métrico completo y S : X — X una aplicacion de Kannan.
Entonces eziste un unico z € X tal que S(z) = z.

Demostracion: En efecto, sea ¢y € X y consideremos la sucesion:
x1 = S(xg) , x2 = S(x1) , x3 = S(w2) ;24 = S(x3) , 205 = 5(4) , ... ,Tps1 = S(xy)

Es decir, z,, = S™(xo).
Como S es K-contraccion, entonces Vn € N:

d(@ns1,20) = d(S(wn), S(@n-1)) < bld(wn, S(xn)) + d(Tn—1,5(2n-1))]
S bd(l’n, xn-{—l) + bd(xn—la In)
(1 - b)d(xn—l—lu xn) S bd(l‘n_l, xn)
T R ) (39)
Por otro lado se tiene:
1 b
b<§:>b+b<1:>1—_b<1 (3.10)

Asi, de (3.9) , (3.10) y usando el lema (1.34) se tiene que la sucesion {z,} es de Cauchy.
Por la completitud del espacio X, existe z € X tal que lim z, = 2.

Ahora: o

d(z,5(z)) < d(z,z,) + d(z,, S(z))
< d(z,xn) +d(S(zpe1), S(2))
< d(z,xy) + b[d(xn11, S(Tny1)) + d(z, 5(2))]
< d(z,x,) + bd(xps1, x,) + 0d(2,5(2))

(1=0)d(z,5(2)) < d(z,z,)+bd(xpi1, )

A= 5() < ipd(em) + (i, 7)

< o) (125) deane) (3.11)

Luego, tomando n — oo en (3.11) se obtiene:
d(z,5(2)) =0= 2= 5(2).

Unicidad:
Supongamos que existe y € X tal que S(y) = y, entonces:

d(z,y) = d(S(2),S(y)) < bld(z,5(2)) + bd(y, S(y))]
< bd(z,2) +d(y,y)
= 0.

Por lo tanto d(z,y) = 0, lo cual implica que z = y.
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3.1.5. Teorema del punto fijo de Chatterjea

Teorema 3.6 Sea (X, d) un espacio métrico completo y S : X — X una aplicacion de Charttejea.
Entonces existe un unico z € X tal que S(z) = z.

Demostracion: En efecto, sea xyp € X y consideremos la sucesion:
x1 = S(xg) , x2 = S(x1) , x3 = S(w2) ;24 = S(x3) , 205 = S(4) , ... ,Tps1 = S(xy)

Es decir, z,, = S"(xo).

Como S es C-contraccion, entonces Vn € N:

d(Tny1,2n) = d(S(20), S(wn-1)) < cld(zn, S(Tn-1)) + d(Tn-1, S(20))]
< ed(Tp, ) + cd(xp_1, Tpyt)
< cd(Tpg1, ) + cd(xy, Tpo1)
(1 =co)d(xpy1,mn) < cd(xp, 0 1)
d(xps1,x,) < 1 i Cd(a:n, Tp—1). (3.12)

Luego, en esta ultima desigualdad como

< 1, por el lema (1.34) se tiene que {z,} es una

sucesion de Cauchy.
Asi, dado que el espacio X es completo, existe z € X tal que lim z, = z.

n—oo

Mostremos que Fg = {z}

(1+¢)d(z, xpy1) + cd(xn, z) + cd(z,5(z2))

(14 c)d(z, zpy1) + cd(zy, 2)
Lt éd(zn, 2). (3.13)

d(z,5(2) < d(z,2ps1) + d(@nyi1, S(2))
< d(2,@pg1) + d(S(20), 5(2))
< d(2,2p41) + c[d(2n, S(2)) + d(z, S(x,))]
< d(z,Tpy1) + cd(xy, S(2)) + cd(z, Tpa1)
<
<

=
n

=8
Ny
IA

d(Z> zn—i—l) +
1—c¢

Afirmacion:
1+c
1—c

En efecto, dado que ¢ < % entonces se tiene lo siguiente:

< 3.

1+c¢

20<1:>4c<2:>c+36<3—1:>1—|—c<3—3c:>1_C<3 (3.14)
Asi, de (3.14) y (3.13) se tiene:
d(z,5(2)) < 3d(z, 2nir) + %_Cd(xn, 2) (3.15)
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Luego, tomando n — oo en (3.15):
d(z,5(2)) =0= 2= 5(2).

Unicidad:
Supongamos que existe y € X tal que S(y) = y, entonces:

d(z,y) = d(5(2),5(y)) < cld(z 5(y)) + d(y, 5(2))]
< cd(z,y) +cd(y, 2)
< 2cd(z,y)
(1—2c)d(z,y) < 0. (3.16)

En (3.16), dado que 0 < (1 — 2¢) entonces d(z,y) < 0 lo cual implica que d(z,y) = 0.
Por lo tanto

z=1.

3.1.6. Teorema del punto fijo de Zamfirescu

Teorema 3.7 Sea (X, d) un espacio métrico completo y S : X — X una aplicacion de Zamfirescu.
Entonces existe un unico z € X tal que S(z) = z.

Demostracion: Sean x,y € X. Entonces al menos una de las condiciones se cumple:

1.— d(S(z),S(y)) <ad(z,y) con  a<l.

2.— d(S(x),S(y)) < bld(x,S(x)) +d(y,S(y))] con  b< 3.
3.— d(S(x),S(y)) < cld(z,S(y)) +d(y, S(x))] con  c<3.
Por la proposiciéon (2.10) existe § € (0,1) con 0 = max {a, T T C} tal que
d(S(x), S(y)) < od(z,y) + 20d(y, S(x)) (3.17)
d(S(x),S(y)) < dd(x,y) + 2dd(y, S(x)). (3.18)

Sea xy € X y consideremos la sucesion:
r = S(.ﬁ(fo) , L9 = S(.ﬁ(fl) , 3z = S(SL’Q) , Ly = S(.ﬁ(fg) , Xy = S(SL’4) yeeo s Lperl = S(l’n)

Es decir, z,, = S™(x).
De (3.17) se tiene:

( ( ) (zn 1)) <5d(xnaxn 1)+26d($n—1>5($N))
d(:cn,a:n 1) +20d(xy 1, Tn_1)

(Zlﬁ'n, xn—l)~

d(xn+l> zn)

IAINA

Esto implica
d(xn-i-la xn) S 6d(zn> zn—l)
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Asi, por el lema (1.34), {x,} es una sucesion de Cauchy y como X es completo, existe z € X tal
que lim z, = z.

n—~o0

A continuacién, veamos que z = S(z).
En efecto
d(Z7 S(Z)) S d(zvxn—l-l) +d(xn+175(z))
< d(z,2p41) + d(S(2n), S(2))
< d(z,p11) + 0d(2p, 2) + 20d(2, Tpi1). (3.19)

En (3.19) se tiene que d(z, S(z)) = 0 cuando n — oo, por lo tanto,
S(z) = z.
Unicidad:

Esto se prueba de usando (3.18) y de manera anéloga a las que se demostraron en los teoremas
anteriores.

3.1.7. Teorema del punto fijo para (0, L) operadores

Sea (X,d) un espacio métrico completo y S : X — X una aplicacion contraccion débil.
Entonces S tiene punto fijo.
Demostraciéon: Sea xy € X y consideremos la sucesion

x1 = S(xg) , x2 = S(x1) , x3 = S(w2) ;24 = S(x3) ;25 = S(4) , ... ,Tps1 = S(xy)

Es decir, x, = S™(zo).
Para todo n € N se cumple:

d(xn, 2np1) = d(S(2n-1),S(zn))
0d(xp_1, ) + 20d(xp, S(p_1))

<
< dd(xp_1,Ty) (3.20)

d(l‘n, xn-l-l)

Luego, como § < 1 en la desigualdad (3.20) se tiene del lema (1.34) que z, = S(z,-1) es una
sucesion de cauchy. En vista de que el espacio es completo, existe z € X tal que lim x,, = 2.

Ahora, mostremos que S(z) = z. o
En efecto
d(z,5(z)) < d(z,@n41) + d(Tps1, 5(2))
< d(z, @n41) +d(S(2n), S(2))
< d(z,Zpg1) + 0d(xp, 2) + 20d(2, Tpi)
< (1420)d(z, xpy1) + 0d(xy, 2) (3.21)

Luego, tomando n — oo en (3.21) se obtiene:

S(z) = z.
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Teoremas del punto fijo para las aplicaciones
T-contracciones

Este capitulo forma parte de la idea central de este trabajo especial de grado, aqui se desar-
rrollaran los teoremas del punto fijo para las funciones T-contracciones.

4.1. Teorema del punto fijo para funciones
TB-Contracciones

Teorema 4.1 Sean (X,d) un espacio métrico completo y S, T : X — X dos aplicaciones tales
que, T sea continua, inyectiva y subsecuencialmente convergente. St S es una TB-contraccion
continua, entonces S tiene un unico punto fijo q, ademadas, si'l' es secuencialmente convergente se
tiene que para cualquier xo € X, la sucesion {S™xq} converge a q.

Demostracion: Sea o € X y consideremos la sucesion {S™zq}. Entonces V n € N se cumple:

d(TS™(x0), TS™ (o)) = d(TSS™ “(wo), TSS™(x0))
< ad(TS" (o), TS" (o)) (4.1)

Luego como a < 1, por el lema (1.34) se tiene de (4.1), que la sucesion {T'S™(xo)} es de cauchy.
Por ser X un espacio métrico completo, existe u € X tal que lim 7'S™(x¢) = u. Por otra parte,

n—oo

como T es subsecuencialmente convergente, existen {S™ (zo)} C {S™(x0)} y ¢ € X tal que:

lim S™ (z9) = ¢ (4.2)

k—o00

De (4.2) y por ser T' una funcién continua se tiene:

lim T'S™ (x) = T'(q)

k—o0

Por lo tanto,

T(q) = u (4.3)
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Luego, como T" y S son continuas se tiene respectivamente:

Jim TS(5"(z0) = TS(q) (14)
lim (5" (@) = 5(q) (15)

Es claro que (4.4) es una subsucesion de {T'S™(x¢)} y por lo tanto:

TS(q) =u (4.6)
Asi, de (4.6) y (4.3) tenemos:

TS(q) =T(q)
Por la inyectividad de T', se obtiene que S(q) = ¢q. Si T es secuencialmente convergente entonces
se sigue el resultado teniendo en cuenta que la sucesion {S™(zg)} converge. |

4.2. Teorema del punto fijo para T-Contracciones de Edel-
stein

Teorema 4.2 Sean (X,d) un espacio métrico compacto, y S, T : X — X dos aplicaciones.
Supongamos que T es una funcion continua, inyectiva y secuencialmente convergente. Si S es
una funcion T-Contraccion de Edelstein, entonces S tiene un unico punto fijo q, ademds, para
cualquier xo € X la sucesion {S™(xg)} converge a q.

Demostracion:

Mostremos que S es continua.

En efecto, sea {x,} C X una sucesion, y supongamos que existe x € X tal que lim z, = z.

n—oo

Probemos que lim S(z,) = S(x).
Como S es T-Contractil entonces:
d(TS(x,), TS(z)) <d(T(x,),Tx) (4.7)

De (4.7) y la continuidad de 7" se deduce que lim T7'S(x,) = TS(x).

Ahora, sea {x,, } C {x,} una subsucesion arbitraria y supongamos que converge a y € X.
De la continuidad de 7' se tiene que

lim T'S(x,,) = T(y) (4.8)

k—o0

Esto implica de (4.7) y (4.8) que T'S(z) = T'(y) y como T es inyectiva, se concluye que
S(z) =y por lo tanto, lim S(z,) = S(z).
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Ahora como S y T son funciones continuas, la funcién ¢ : X — [0, 00) dada por:

e(y) =d(T'S(y), T(y))

es continua, y como X es un espacio métrico compacto se tiene que ¢ alcanza un valor
minimo, digamos q € X, es decir, p(q) < ¢(y) Vy € X.

Si S(q) # q entonces:

©(S(q)) = d(TS%*(q), TS(q)) < d(TS(q),T(q)) = ¢lq) (=<).

Por lo tanto se tiene que

S(qg) =q (4.9)

Unicidad.- Supongamos que existe z € X tal que S(z) = z. Es claro que
TS(q)=T(q) y TS(z) =T(z). Si T(q) # T(z) entonces:

d(T(q), T(2)) = d(TS(q), T'S(2)) <d(T(q), T(2)) (=)
Por lo tanto T'(q) = T'(z), de la inyectividad de T se concluye que q = z.

Sea xy € X, mostremos que la sucesion lim S™(xy) = gq.

n—oo

En efecto, consideremos la sucesion:

a1 = d(TS™(20), T(q)) = d(TS" " (20), TS(q)) < d(TS"(0),T(q)) = an.

Esto implica que {a,} es una sucesion de términos positivos, decreciente, acotada inferior-
mente por lo tanto converge, es decir, existe a € X tal que:

lim d(T'S™(x),T(q)) = a. (4.10)

n—oo

Como X es compacto, {T'S™(x)} posee una subsucesion convergente a un z € X, digamos

lim T'S™(xg) = 2.

k—o0

Como T es secuencialmente convergente, entonces existe w € X tal que:

lim S™(z9) = w. (4.11)

k—oo

De (4.10) se tiene que:
d(T(w),T(z)) = a

De (4.11) y la continuidad de S se tiene:

lfm S+ (o) = S(w). (4.12)

k—oo
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Por otro lado, si S(w) # ¢ entonces de (4.10), (4.12) y (4.9) se obtiene:

(T'S(w), T(q))
(w)

a = lim d(TS"(x0). T(g)) = lim d(TS"* (2).T(q) = d
= d(TS(w),TS(q))

n—~o0

< d(T(w), T(q))
= a (=)
Por lo tanto
S(w) = q. (4.13)
De (4.10) y (4.13) se tiene:
a= lim d(TS"*(2),T(q)) = d(TS(w),T(q)) (4.14)
d(T'(q),T(q))
a 0
De (4.10) y (4.15) se tiene:
lfm T'S"(z0) = T(q). (4.15)

n—oo

Como T es secuencialmente convergente, de (4.15), (4.11) y (4.13) se tiene:

w= lim S"(zg) = lim S""!(zy) = S(w) = q. (4.16)
Es decir

n—0o0

4.3. Teorema del punto fijo para T-Operadores de
Banach

Teorema 4.3 Sean (X, d) un espacio métrico completo y S y T'dos aplicaciones tales que, T' sea
continua, inyectiva y subsecuencialmente convergente. Si S es un T-Operador de Banach continua
entonces:

By.— lim TS"(x) = q existe.

n

— " <

Bs.— S posse un inico punto fijo y.

d(T(z), TS(x)).

By.— SiT es secuencialmente convergente entonces lim S™(x) = y.

n—oo
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Demostracion: Dado que S es un T-Operador de Banach se tiene para todo = € X:
d(TS*(z), TS(x)) < hd(TS(z),T(x)).
Luego de manera inductiva se tiene:
d(TS"(z), TS™(x)) < hd(TS™(x), TS™ Y(x)) < --- < h"d(TS(z), T(z)).

Ahora, veamos que {T'S"(z)} es una sucesion de cauchy.
En efecto, sean n,p € N, asi:

d(TS™(x), TS™P(x)) < d(TS™(x), TS™(x))+d(TS"(x), TS" (z)) + -+
d(TS™P~Y(x), TS"P(x))
< R"d(TS(z),T(x)) + h" T d(TS(x), T(x)) + -+
K P (TS (), T ()
= Wd(TS(x), T(x))[14+h+h?+---+ R
h" p
= 7 hd(TS(:c),T(:c))(l — hP)
hn
1—nh

d(TS(x), T(x)). (4.17)

De (4.17) y como h < 1 se tiene que:

lfm d(T'S™(z), TS™(z)) = 0.

n—oo

Por lo tanto {T'S™(z)} es una sucesion de cauchy, y como el espacio es completo, existe ¢ € X tal
que

lim 7'S"(x) = q. (4.18)

n—oo

Esto demuestra (B;). En (4.17), cuando p — oo se obtiene (B,).
De (4.18) y por ser T subsecuencialmente convergente, existen {S™(z)} C {S™(x)} y y € X tal
que

lim S™(z) = y. (4.19)

k—o00

De (4.19) y la continuidad de 7" se obtiene:

lim TS™(x) = T(y). (4.20)

k—o0

De (4.20) y (4.18) se obtiene:

T(y) =q. (4.21)
De (4.19) y por continuidad de S se tiene:

lim S™*(x) = S(y). (4.22)

k—oo
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De (4.22) por continuidad de T se tiene:

leHOIO TS™(z) =TS(y). (4.23)
De (4.18), (4.21) y (4.23) se tiene:
TS(y) =q="T(y). (4.24)

Por la inyectividad de T" se tiene:

Esto prueba (Bs).
Si T es secuencialmente convergente se sigue (B,) a partir de (4.19), considerando (n) en lugar de

(1)
[ |

4.4. Teorema del punto fijo para funciones
TK-Contracciones

Teorema 4.4 Sean (X, d) un espacio métrico completo y S, T : X — X dos aplicaciones tales que,
T sea continua, inyectiva y secuencialmente convergente. St S es una TK-Contraccion entonces:

Ki.— lim T'S"zy = v existe.

n—~o0

ICQ.— FS = {y}

n

Ky.— d(TS"w, Ty) < 17

b
d(T'Sxy, Txg), donde v = =%

IC4.— lim Sn<.§(30) =Y, VCL’Q e X.

n—~o0

Demostracion: Sea zo € X y consideremos la sucesion z,, = S™(zg) ¥V n € N. Entonces

AT(2,). T(@nsr) = d(TS(rnr), TS(x,))
< b[d(T(n-1), TS(xn-1)) + d(T(2,), T'S(2,))]
= AT () T(w)) + d(T (), T(00))]
AT(@), Twnn)) = Tosd(Tr), T(r). (4.25)

De forma inductiva, tomando v = = se prueba:

d(TS™(x0), TS" ™ (z0)) < ~A"d(TS(x), T (x0)). (4.26)

Como < 1 entonces de (4.25) y el lema (1.34) se tiene que la sucesion {T'S™(zg)} es de

1—5
Cauchy. Por ser el espacio X completo, existe v € X tal que lim 7'S"(z¢) = v. Esto demuestra
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(K1)
Dado que T es secuencialmente convergente, la sucesion x,, = S™(xg) converge, es decir, existe
y € X tal que:

lim S™(zo) = v. (4.27)

n—oo

Ahora mostremos que y es un punto fijo.
d(TS(y),T(y)) < d(TS(y),TS"(y)) +dTS"(y),TS" (y)) +dTS"(y),T(y))
O[d(T'(y), T'S(y)) + d(T(xn-1), T(2n))] + d(T(2n), T (2n11)) +
d(T($n+1) T(y))

= AT (). T (@) + ——d(T (@), T(0en)) +

IAIA

1-0 1-0
1
1—_bd(T($n+1)a T(y))
d(T'S(y), T(y)) < 2d(T(2n-1),T(xn)) + 2d(T(zn), T2n11) +

2d(T (zn41), T(y))- (4.28)

Luego cuando n — oo en (4.28) se obtiene:
TS(y) =T(y)
De la inyectividad de T' se tiene que:
Sy) =y

Unicidad.- Supongamos que existe z € X tal que S(z) = z. Entonces tenemos:
d(T(2), T(y)) = d(T'S(2),TS(y)) < bld(T(2), T'S(2)) +d(t(y), TS(y))]
bd(T'(2),T(2)) + bd(T(y), T'(y))
d(T'(2),T(y)) < 0. (4.29)
De (4.29) y de la inyectividad de T se tiene que

Y=z
Esto demuestra (K5).
Para probar (K3), sean n,p € N. De (4.26) se tiene:
d(TS™(x0), TS (x0)) < d(TS™(wo), TS (20)) + -+ -+ d(TS" P (x0), TS (x0))
< Y"d(TS(wo), T(w0)) + - + " d(TS™(w0), T (o))
< "d(TS(wo), T(0))[1 + + -+

T&G—W%MT%%LTQJ)

n

1

2
=1
De (4.30), la continuidad de la funcion distancia y (4.27), haciendo p — oo se tiene:

2

d(TS™(x0), TS™"P(zy))

IA

d(T'S (o), T(o)). (4.30)

n

d(TSnLU(),Ty> < d(TSLU(),TSL’())

De la arbitrariedad de xg, se tiene que (4.27) demuestra (KCy).
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4.5. Teorema del punto fijo para funciones
TC-Contracciones

Teorema 4.5 Sean (X, d)un espacio métrico completo y S, T : X — X dos funciones tales que,
T sea continua, inyectiva y secuencialmente convergente. Si S es una 'l contraccion de Chatterjea,
entonces:

Ci.— lim TS"xy = u existe.

n—oo

Cg.— FS = {Z}

Cg.— d(TSnI(),TZ) S

d(TSxg, Txy), donde w = c.
—w 1-c

Cy— lim S™(z9) =2, Vo€ X.
n—oo
Demostracion: Sea zy € X y consideremos la sucesion x,, = S™(zg). Mostremos que la sucesion

{T'S™(x0)} es de Cauchy.

En efecto, sea n € N, tenemos:

AT (02). T(w) = (TS (). TS (,m0))
< Cld(T(), TS (@,1)) + d(T(a-)), T(S(2))]
= Cld(T(2,). T(@)) + d(T(w,1). T(ai)]
< (T (), Te,) + cd(T (), T(2))
< AT (). T(aan)) (431)

De forma inductiva, tomando w = se demuestra:

—C

d(TS™(x0), TS (x0)) < ~"d(TS(x0), T(x0)). (4.32)

De (4.31) y como 1 ¢ < 1, usando el lema (1.34) se tiene que {7'S™(xp)} es una sucesion de
—c

Cauchy. Como el espacio X es completo, existe u € X tal que lim T'S™(z() = u. Esto prueba

(Cy).

De esto y como T’ es secuencialmente convergente, existe z € X tal que:
lim S™(xg) = 2. (4.33)
n—oo

Veamos que S(z) = z.
En efecto,

d(T(2), T5(2))

IN

d(T(2), TS™(x0)) + d(TS"+1(x0),TS(z))
d(T(2), TS""(x0)) + d(T'S(S™) (o)
d(T(z), TS"(w0)) + cld(T(S™)(x0),

(1 )d(T(2), TS" (o)) + cd(T(S™)(x0), TS(2))
(), 75 (o)) + (

d(T(2), TS(2)) < 3d(T(z), TS (z0)) + d(T(S™)(x0), TS(2)) (4.34)

IN

IN
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De (4.34), cuando n — oo se obtiene:

d(T(z), TS(z)) =0 (4.35)
Y esto implica que
T(z) =T5(z).
Por la inyectividad de T se tiene:
S(z) = z.

Unicidad.- Supongamos que existe w € X tal que S(w) = w, mostremos que w = z.

d(T(w),T(z)) = d(T'S(w), TS(2))
< d(T(w), TS(2))d(T(z), TS(w))]
= d(T(w), T(2)) +d(T(2), T(w))]
= 2cd(T(w),T(2))
(1—2¢)d(T(w),T(z)) < 0 (4.36)
De (4.36) y en vista de que ¢ < % se obtiene:
T(w) =T(z2). (4.37)

De la inyectividad de T se tiene que w = z. Esto demuestra (Cs).
Para probar (Cs), sean n,p € N. De (4.32) se tiene:

d(TS™(x0), TS™P(x0)) < d(TS™(x )TS“+1(x0)) o d(TS" P (20), TS"P(x0))
< W'd(T'S (o), T(x0)) + +wn+p (TS (o), T(x0))
< w"d(TS(x0), T(2o))[1 +w 4+ -+ + W™
— 1Ci w(l — wP)d(TS (), T (xp))
AT (20). TS™(w0) < T2d(TS (). T(a0)). (4.38)

De (4.38) y (4.33), haciendo p — oo se tiene:

n

d(TS"zo, Ty) < d(T'Sxzg, Txy).

De la arbitrariedad de zy, se tiene que (4.33) demuestra (Cy).
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4.6. Teorema del punto fijo para T-Operadores de Zamfires-
cu

Teorema 4.6 Sean (X, d) un espacio métrico copmleto y S, T : X — X dos aplicaciones tales que,
T sea continua, inyectiva y secuencialmente convergente. Si S es un T-Operador de Zamfirescu,
entonces:

Z1.— lim TS"xy = w existe.

Zy.— Fs={z}.

By~ (TS0, T2) < - - (TS0, To).
24— nh_)rrolo S™(xg) =2, VageX.
Demostracion:

En efecto, como S es un T-Operador de Zamfirescu de la proposicion (2.18) se tiene que, para
todo x,y € X se cumple:

d(TS(z), TS(y)) < 0d(T(x), T(y))+20d(T(x), TS(y)) (4.39
d(TS(z), TS(y)) < 0d(T(x),T(y))+20d(T(x), TS(x)) (4.40)
Sea xp € X y consideremos la sucesion z,, = S"(zy), de (4.39) se tiene:
d(TS" (xg), TS™(20)) = d(TS(S™(x0)), TS(S" H(xp)))
< 0d(T(S"(0)), T(S" " (20))) + 26d(T(S"(x0)), TS(S" (o))
= 0d(T(S"(x0)), T(S"*(0))) + 20d(T(S" (o)), T(S™(0)))
d(TS" (o), TS™(20)) = 6d(T(S™(x0)), T(S" *(x0))) (4.41)
asi de manera inductiva se demuestra:
d(TS™ (), TS (20)) < 6"d(TS(w0), T(z0)). (4.42)

En vista de que § < 1 entonces por el lema (1.34) se tiene de (4.41) que {7'S™ ()} es una sucesion
de Cauchy, y como X es una espacio métrico completo, existe w € X tal que lim 7'S"(zg) = w.

Esto demuestra (Z;).
Por ser T secuencialmente convergente, existe z € X tal que

lim S™(xg) = 2. (4.43)

n—~0o0

De (4.40) se tiene:

d(T(2),TS(2)) < d(T(2),TS"(x0)) +d(TS" " (20), TS(2))
< d(T(2), TS" (x0)) + d(T'S(5"(20)), TS(2))
< d(T(2), TS" (@) + 0d(T'S™ (wo), T(2)) +

20d(T(z), TS" ™ (z0)) (4.44)
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De (4.43), haciendo n — oo en (4.44) se obtiene:

Por la inyectividad de T" se tiene :

S(z) = 2.

Unicidad.- Supongamos que existe ¢ € X tal que S(q) = ¢, mostremos que g = z.
De (4.40) se tiene:

d(T(q),T(2))

—~
)

~—
CQ

TS5(2))
)) +26d(T'(q), TS(q))
)

)
(1-0)d(T(q),T(z)) = 0 (4.45)

W

N

A IA
o> o
P
S
\_/:_/

7(
7(

De (4.45), en vista de que § < 1 se tiene:
A(T(q), T(2)) = 0.
Esto implica que T'(q) = T'(z), luego de la inyectividad de T se tiene:
q=z.

Esto demuestra (2,).
Para probar (Z3), sean n,p € N. De (4.42) se tiene:

d(TS" (o), TS™(w0)) < d(TS"(wo), TS" (o)) + - -+ + d(T'S™" (o), TS™ (o))
< 0"d(TS(xo), T(x0)) + - - - + 8" P2 d(TS™(20), T'())
< §"d(TS(x0), T(x ))[1+5+ -+ 677
5n P
= 75 (1= 8)d(TS(x0), T(x0))
d(TS" (o), TS™ P (x0)) < 15_5d<TS<xo>,T<xo>>- (4.46)

De (4.46) y (4.43), haciendo p — oo se tiene:

(TS o, T2) < — 5

d(TSZL’(), TZL’Q)

De la arbitrariedad de xg, se tiene que (4.43) demuestra (Z,).
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4.7. Teorema del punto fijo para T-(§, L)-Operador

Teorema 4.7 Sean (X,d) un espacio métrico completo y S, T : X — X dos aplicaciones tales
que, T sea continua, inyectiva y secuencialmente convergente. Si S es un
T-(0, L)-Operador, entonces:

O;.— lim T'S"zy = = existe.

n—~o0

~ Fe 4D,

n

Og.— d(TSn[L’(),Tq) S d 6d(TSZL’(),TZL’Q)

04.— lim Sn(l’o) =q, v.f(f(] e X.

n—oo

Demostracion: Sea xy € X y consideremos la sucesion z,, = S™(zo). Mostremos que la sucesion
{T'S™(x¢)} es de Cauchy.
En efecto, se tiene para todo n € N lo siguiente:

d(T(S™(x0)), T(S" T (20))) < 6d(TS™ (o), TS™(x0)) + Ld(TS™(z0), TS™(20))
< 6d(TS™(x0), TS™ M (xp)) (4.47)

De forma inductiva, se demuestra que:
d(TS™ (), TS (20)) < 6™d(TS(w0), T(z0)). (4.48)

Usando el lema (1.34) en (4.47) se tiene que {7T°S™(x¢)} es una sucesion de Cauchy. Luego, en
vista de que el espacio X es completo, se tiene que existe x € X tal que: lim T'S™(zg) = x. Esto

n—oo
demuestra (Oy).
Por otro lado como T es secuencialmente convrgente, existe ¢ € X tal que

lim S™(z9) = q. (4.49)

n—oo

Mostremos que ¢ es un punto fijo. En efecto

d(T(q), TS(q) < d(T(q), TS""(x0)) + d(T'S" (x0),TS(q))
< d(T(q), TS"" (wo)) + d(T'S(S"(20)), T'S(q))
< d(T(q),TS"  (w0)) + 6d(T'S" (o), T(q)) + Ld(T(q), TS+ (x0))
< (1+L)d(T(q), 5" (x0)) + 0d(T'S"(x0), T (q)) (4.50)

De (4.49) y la continuidad de 7" en (4.50) se obtiene:

De la inyectividad de 7' se concluye:
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Esto demuestra (Oy). Para probar (Os), sean n,p € N. De (4.42) se tiene:

d(TS™(xo), TS™P(20)) < d(TS™(w0), TS™  (20)) + - - + d(TS" P~ (20), TS"*P(x))
< 8"d(TS (), T (o)) + - - +5"+p 'd(T'S™ (o), T(x0))
< §"d(TS(x0), T(xo))[L+ 6+ -+ 6]
5” V4
= 751 = d(TS(x0), T(x0))

De (4.51) y (4.49), haciendo p — oo se tiene:

n

d(TSnSL’O, Tq) <

=7 5d(TSSL’0,TLU0)

De la arbitrariedad de xg, se tiene que (4.49) demuestra (Oy).
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