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TAREA IV

1. a) El elemento de volumen en el espacio de fase n-dimensional para el
sistema dinámico dx

dt = f(x) es ∆Γ =
∏n

i=1 dxi.
a) Calcule d(∆Γ)

dt . [3]
b) La ecuación de movimiento unidimensional amortiguado y forzado de
una part́ıcula de masa m sujeta a un resorte de constante k es

ẍ+ 2λẋ+ ω2x = A cos νt,

donde ω2 = k/m, λ > 0 es el coeficiente de fricción del medio, A es
la amplitud de la fuerza externa que actúa sobre la part́ıcula y ν es la
frecuencia de esa fuerza. Use el resultado de (a) para demostrar que este
sistema es disipativo. [2]

2. Considere la transformación infinitesimal de rotación

R = r + ε(Φ× r)
P = p + ε(Φ× p) ,

donde Φ es el vector a lo largo del eje de rotación, |Φ| = φ es el ángulo
de rotación y ε es un parámetro infinitesimal.
a) Demuestre que esta transformación es canónica. [2]
b) Suponga que esta transformación es generada por la función F2 =
r ·P + εG(r,P). Determine G. [3]

3. Una part́ıcula con carga q y masa m se mueve en un plano sujeta a un po-
tencial central V = 1

2kr
2 y a un campo magnético perpendicular al plano,

tal que A = 1
2B× r.

a) Determine la ecuación de Hamilton-Jacobi para este sistema, en coor-
denadas polares. [2]
b) Encuentre la solución para la trayectoria de la part́ıcula en términos de
integrales expĺıcitas. [3]

4. El Lagrangiano de un trompo con un punto fijo, moviéndose en el campo
gravitacional terrestre, en términos de los ángulos de Euler es

L = I33

(
θ̇2 + φ̇2 sin2 θ

)
+
I33
2

(
ψ̇ + φ̇ cos θ

)2

−mgd sin θ sinψ,

donde I33 es el momento de inercia con respecto al eje de simetŕıa ax-
ial del trompo, m es su masa, y d es la distancia entre el punto fijo del
trompo y su centro de masa. Este sistema se conoce como el trompo de
Kovalevskaya.
a) Encuentre las ecuaciones de movimiento en la formulación Hamiltoni-
ana. [2]
b) Demuestre que la siguiente cantidad se conserva en este sistema [3]

K =
[
(φ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ)2 − (φ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ)2 − mgd

I33
sin θ sinψ

]2

+
[
2 (φ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ)(φ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ) − mgd

I33
sin θ cosψ

]2

.


