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A mis dos mujeres favoritas de las tres que existen en el mundo,
Mz amor, apoyo, mi complemento...

Thayna

Mi motivo, mi princesa...

Darelle



The men of experiment are like the ant, they only collect and
use; the reasoners resemble spiders, who make cobwebs out of
their own substance. But the bee takes the middle course: it
gathers its material from the flowers of the garden and field,
but transform and digest it by a power of its own. Not unlike
this is the true business of phylosophy or science; for it neither
relies solely on chiefly on the powers of the mind, nor does
it tales the matter which it gathers from natural history and
mechanical experiments and lay up in the memory whole, as
it finds it, but lays it up wn the understanding altered and
digested. Therefore, from a closer and purer league between
this two faculties, the experimental and the rational (such as
has never been made), much may be hoped.

George Bernard Shaw.
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Resumen

Se investiga un modelo de agentes econémicos interactuantes en una sociedad
estratificada al introducir la nocién de espacio. Los agentes se encuentran ubicados
en una red donde las interacciones s6lo se llevan a cabo entre vecinos mas cercanos
y si pertenecen a la misma clase econémica, definida a través de un parametro que
mide la diferencia en riqueza que dos agentes pueden tener para poder interactuar.
Se exploran redes unidimensionales y bidimensionales con un tamano de vecindad
variable. Para caracterizar el comportamiento colectivo y las transiciones de fase
en el sistema se introducen parametros de orden novedosos, como son el cueficiente
de Gini y la actividad del sistemaSe observa un transicion de en los patrones espa-
ciotemporales del sistema, entre un estado laminar y un estado turbulento, en un
punto critico de los parametros. Estos patrones son caracterizados por la actividad
del sistema, una cantidad que mide los cambios promedio en el espacio y en el tiempo
de la riqueza de los agentes. También usamos el coeficiente de Gini, una cantidad que
describe el grado de desigualdad en la distribucion de riqueza del sistema, como un
parametro de orden para caracterizar los comportamientos colectivos en diferentes
regiones de pardmetros. Se encuentra que la topologia produce desviaciones de la ley
de Pareto, frecuentemente encontrada en distribuciones de riqueza para los rangos
de riqueza alta. Se demuestra que el efecto de la desaparicion de la clase media estéa
determinado por la probabilidad de favorecer a los agentes de menor riqueza, asi

como por el rango de interaccién incluido en nuestro modelo.
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Ecomonics and physics are two disciplines that,
contrary to widespread perceptions, have significant
common agendas.

Editorial de Nature 441, 667, Junio 2006.

Introduccion

i, Qué es Econofisica?

Todo lo que estudiamos en Fisica puede ser reducido a relaciones matemati-
cas que nos ayudan a describir el complicado mundo que nos rodea. Para escalas
muy grandes, donde fen6menos como la velocidad de la luz y la gravedad son impor-
tantes, tenemos la relatividad general. En el dominio de lo muy pequeno, la mecénica
cuantica y las teorias de campo nos han dado un entendimiento satisfactorio. En el
medio, donde ni los fenémenos a escala atémica ni la velocidad de la luz son impor-
tantes, tenemos la mecamica newtoniana. A través de todas estas escalas aparecen
no linelalidades, caos y procesos de auto-organizacién colectiva. Tenemos teorias
para entender casi todo, al menos en forma cualitativa, excepto por los fenémenos
que involucran nuestras propias decisiones como entes pensantes. Recientemente,
nuestro éxito al descubrir que la naturaleza se comporta de manera matematica nos
ha llevado a lo que un famoso economista ha descrito como “el complejo de Tarzan”,
lo cual significa que los fisicos son lo suficientemente atrevidos para irrumpir en
campos que se encuentran mas alla de las ciencias naturales, méas alla de la region
segura de las leyes matematicas [1|. ;De donde viene nuestro creciente interés actual
en fendmenos sociales o en la economia y las finanzas que viene ocupando muchas

paginas en diversas revistas especializadas en temas tradicionales de Fisica?.



Segiin Joseph McCauley [3], este proceso comenzé con la explosion de interés en
la Dinamica No Lineal y el Caos en la década de los 80’s. De nuestra experiencia
del Caos, sabemos que nuestras aparentemente simples ecuaciones de movimiento
pueden generar soluciones impredecibles y comportamientos complejos. Observamos
fascinados como elementos no lineales interactivos eran capaces de generar compor-
tamientos colectivos no triviales y organizados, y palabras como “emergencia” y
“sistemas complejos” se volvieron cotidianas en Physical Review. A medida que el
progreso de la computacion fue puesto al alcance de cualquier fisico, fuimos mode-
lando sistemas cada vez mas diversos. La computadora personal se convirtié en un
instrumento de exploracién cientifica, como lo fue el primer telescopio para Galileo.
Nuestra curiosidad por el mundo que nos rodea no ha cambiado; tan sélo el foco de
atencion: ahora somos capaces de aplicar el método de Galileo a nuestros propios
comportamientos sociales.

En el contexto del estudio actual de sistemas complejos, la aplicacion de los
conceptos y herramientas de la Fisica a sistemas econ6micos se ha denominado
Econofisica.

En los tltimos diez afios se ha observado el surgimiento de una comunidad de
fisicos activamente involucrados en este nuevo campo de la EconofS§ica. Han apareci-
do nuevas resvistas, asi como nuevas secciones dedicadas a este tema en las revistas
tradicionales, y muchas conferencias actualmente se dedican a estos topicos. Se han
publicado al menos diez libros relacionados con Econofisica en anos recientes. La
Universidad de Fribourg, en Suiza, mantiene una pégina web con una extensa bib-
liografia de articulos en Econofisica, http://www.unifr.ch/econophysics. Tesis doc-
torales en Econof§ica se estan realizando en departamentos de Fisica alrededor del
mundo, y en Europa varios departamentos de Fisica tienen grupos de investigacion
en esta area. La empresa de consultora internacional McKinsey and Co. patrocina
un nuevo premio anual de investigacion en Econofisica y Sociofisica, denominado
The Young Scientist Award.

Para tener una mejor perspectiva del interés y la evoluciéon de la Econofisica,
hagamos una breve resena historica de los antecedentes e intentos de las ciencias

basicas de abordar temas de interés econémico y social.



Aunque el hecho de que los economistas tomen prestado algunos conceptos de
la Fisica podria parecer poco probable, ésta ha sido una caracteristica de la teoria
economica desde su concepcién. Adam Smith escribié su obra Wealth of Nations,
con lo que puso el fundamento del pensamiento econémico en 1776, en un clima int-
electual que estaba impregnado por las ideas newtonianas. De hecho, alguno de sus
contemporaneos compararon la circulacién del comercio con el movimiento plane-
tario. Augusto Comte, Pierre-Simon Laplace y el astronomo belga Adolphe Quetelet
ayudaron a establecer la idea de que existen leyes naturales, en afinidad con las leyes
de movimiento de Newton, que gobiernan a los sistemas sociales. Algunos filésofos
economistas del siglo IXX tales como Stuart Mill y Karl Marx, usaban con bastante
frecuencia ideas y analogias fisicas. La teorfa microeconémica, que trata de enten-
der el fen6meno economico a partir de la interacciéon de agentes individuales en la
economia, fué establecida a finales del siglo IXX, justamente cuando James Clerk
Maxwell y Ludwing Boltzmann establecian los fundamentos de la Fisica Estadistica.
El microeconomista Francis Edgeworth y Alfred Marshall fueron atraidos por algu-
nas de las ideas de estos fisicos, en particular la nocién de que la economia alcanza
un estado de equilibrio como aquel descrito para los gases por Maxwell y Boltz-
mann. La microeconomia de Edgeworth y Marshall condujo a la teoria econémica
neoclasica, que define la corriente actual.

Como lo describen H.E Stanley y R. Mantegna (|2]), durante los tltimos 30 afios,
los fisicos han logrado resultados importantes en el campo de transiciones de fase,
mecéanica estadistica, dindmica no lineal y sistemas desordenados. En estos campos,
se encuentran presentes las leyes de potencia, escala y series de tiempo impredecibles
(estocésticas o deterministas) y la interpretacion fisica de estos procesos se obtiene,
con bastante fecuencia, usando estos conceptos. Por eso, puede soprender el hecho
de saber que el primer uso de una distribucién de ley de potencia se realiz6 en el
area de las ciencias sociales. Hace aproximadamente 100 anos, el economista Vilfredo
Pareto investigo6 las propiedades estadisticas de la riqueza de los individuos en una

economia estable, obteniendo la distribucién

y~a”, (1)



donde y es el nimero de personas que tienen un ingreso mayor o igual a x y v
es un exponente que Pareto estimé alrededor del valor 1,5. Pareto noté que este
resultado era bastante general y que podia ser aplicado a naciones tan diferentes
como Inglaterra, Irlanda, Alemania, Italia y hasta en Pert.

El concepto de una distribucién de ley de potencia es contraintuitivo, ya que
implica que el sistema carece de una escala caracteristica. Esta propiedad hizo que
no se usaran distribuciones de ley de potencia en las ciencias naturales hasta la
reciente emergencia de nuevos paradigmas, (i) en teoria de probabilidad, gracias al
trabajo de Paul Lévy (calcul des Probabilites) y gracias al uso de distribuciones de
ley de potencia en muchos problemas que abordé Mandelbrot (Fractal geometry of
nature); y (ii) en el estudio de transiciones de fase, que introdujeron los conceptos
de escala para funciones termodinamicas y funciones de correlacion.

Otro concepto que es ubicuo en las ciencias naturales es el de random walk. La
primera descripcion teoérica de un random walk fué desarrollado en 1905 por Einstein
en su famoso articulo sobre el movimiento browniano. En afios subsiguientes, la
matematica del random walk fué desarrollada de manera mas rigurosa por Wiener.
La primera formalizaciéon del modelo random walk se encuentra la tesis doctoral de
Louis Bachelier. Bachelier, matematico frances, presenté su tesis en la Academia
de Paris en 1900, para obtener el grado de Docteur en Sciences Mathématiques. Su
tutor fué Henry Poincaré, uno de los méas grandes matematicos del momento. La
tesis, titulada Théorie de la spéculation, es sorprendente en muchos aspectos. Tiene
que ver con la valoracién de opciones en mercados especulativos; una actividad que
hoy es extremadamente importante en los mercados financieros. Para completar
esta tarea, Bachelier determiné la probabilidad de los cambios de precio al escribir
lo que hoy se conoce como la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, y reconocié que lo
que ahora es llamado un proceso de Wiener satisface la ecuaciéon de difusiéon. Este
aspecto fué redescubierto por Einstein en su articulo de 1905 acerca del movimiento
brownniano. Retrospectivamente, la tesis de Bachelier carece de rigor matemaético
en algunos de sus puntos aplicados a la economia. Especificamente, el uso de una
distribucién Gaussiana para los cambios de precio no fué suficientemente motivada

desde el punto de vista matemético. Sin embargo, estas limitaciones no menoscaban



el valor del trabajo pionero de Bachelier. Para poner el trabajo de Bachelier en
perspectiva, el modelo de Black & Scholes de valoracién de opciones - considerado
la base principal de esta teoria - fué publicado en 1973, casi tres cuartos de siglo
luego de la publicacion de la tesis de Bachelier.

El problema de la distribucién de los cambios de precio ha sido considerado por
muchos autores desde la década de 1950, que fué el periodo cuando los matemati-
cos empezaron a mostrar interés en el modelado de los precios en el mercado de
valores. La propuesta original de Bachelier de cambios de precio distribuidos en for-
ma Gaussiana fué rapidamente reemplazada por un modelo en el cual los precios
tenian una distribucion log-normal, es decir, donde los precios estan desarrollando un
movimiento geométrico brownniano. En este tipo de movimiento, las diferencias de
los logaritmos de los precios estan distribuidos en forma Gaussiana. Se sabe que este
modelo provee s6lo una primera aproximacion de lo que se observa en datos reales.
Por esta razon, se han propuesto un nimero de modelos alternativos buscando ex-
plicar la evidencia empirica de que las colas de las distribuciones son méas amplias
que lo esperado para un movimiento geométrico browniano; y las fluctuaciones en
el tiempo del segundo momento de los cambios de precio.

Entre los modelos alternativos propuestos, el desarrollo méas revolucionario en la
teoria de precios especulativos desde el trabajo inicial de Bachelier, es la hipotesis de
Mandelbrot de que los cambios en el precio siguen una distribucion estable de Lévy.
Procesos en los cuales la distribucion de Lévy es estable son procesos estocasticos
que obedecen un teorema del limite central generalizado.

Una creencia ampliamente aceptada en teoria financiera es que las series de
tiempo de los precios de bienes son impredecibles. Esta creencia es la piedra angular
de la descripcion de la dinadmica de precios como procesos estocésticos. Desde la
década de 1980, ha sido reconocido en las ciencias fisicas que las series de tiempo
impredecibles y los procesos estocasticos no son sinénimos. Especificamente, la teoria
del caos ha mostrado que series de tiempo impredecibles emergen de sistemas no
lineales deterministas. Los resultados obtenidos en el estudio de sistemas fisicos y
biolégicos impulsaron el interes en sistemas econémicos, y los fisicos han investigado

si la evolucion temporal de los precios de las acciones en los mercados financieros



podrian deberse a una dinadmica determinista no lineal de un nimero (limitado) de
variables.

Recientemente, un ntimero creciente de fisicos ha intentado analizar y modelar
mercados financieros y, de manera més general, sistemas econémicos. El interés de
esta comunidad en sistemas financieros y econémicos tiene raices que datan de 1936,
cuando Ettore Majorana escribi6 su articulo pionero en la analogia esencial entre
leyes estadisticas de la Fisica y las ciencias sociales. Este punto de vista ortodoxo
fué considerado de interes marginal hasta hace poco.

Los mercados financieros exhiben muchas de las propiedades que caracterizan
a los sistemas complejos. Son sistemas fuera del equilibrio en los que muchas sub-
unidades interactian de forma no lineal en la presencia de retroalimentaciéon. En
los mercados financieros, las reglas que gobiernan los procesos son estables y la
evoluciéon temporal del sistema es monitoreada continuamente. Ahora es posible
desarrollar modelos y probar su poder de prediccion y su exactitud usando datos
disponibles.

A pesar de que el pensamiento cientifico fué la base para plantear soluciones a los
problemas sociales, antes de la década de 1990, muy pocos fisicos realizaban alguna
investigacion asociada con sistemas sociales y economicos. Las excepciones incluian
a Kadanoff, Montrol, y un grupo de fisicos en el Instituto Santa Fe.

Desde 1990, la actividad de los fisicos en este campo se ha hecho menos esporadi-
ca y se puede considerar complementaria a los tratamientos més tradicionales de la
matematica financiera. Una diferencia caracteristica es el énfasis que le dan los fisi-
cos al analisis empirico de datos econémicos. Otro es la base teérica y los métodos
de la fisica estadistica desarrollada en los ultimos anos. Los conceptos de escala,
universalidad, sistemas desordenados, y sistemas auotorganizados han demostrado
ser de mucha ayuda en el anélisis y modelado de sistemas financieros y econémicos.
Un argumento que surje algunas veces es que el analisis empirico que se lleva a cabo
en datos financieros y econémicos no es equivalente a la investigacion experimental
usual que se realiza en las ciencias fisicas. En otras palabras, es imposible realizar ex-
perimentos a gran escala en economia y finanzas que puedan falsear las predicciones

econofisicas.



Notamos que esta limitacién no es especifica de sistemas econémicos y financieros,
sino que también afecta areas bien establecidas de la fisica como la astronomia, fisica
atmosférica y geofisica. Por lo tanto, en analogia con la actividad en estas 4dreas més
solidas, encontramos que es posible probar o refutar cualquier teoria asociada con
los conjuntos de datos financieros y econémicos disponibles actualmente.

Hay dos areas de la investigacion en fisica que tienen que ver con sistemas fi-
nancieros y econémicos. La primera consiste en la caracterizacion estadistica del pro-
ceso estocastico de los cambios de precios de las acciones. Se han realizado muchos
estudios que se concentran en diferentes aspectos del proceso de anélisis estocésti-
co, por ejemplo, la forma de la distribucién de los cambios de precios, la memoria
temporal, y las propiedades estadisticas de orden superior. Esta es un area activa, y
se estan realizando intentos para desarrollar el modelo estocastico més satisfactorio
que describa todas las caracteristicas que se encuentran en datos empiricos.

Una segunda area concierne al desarrollo de un modelo tebrico que sea capaz de
mostrar todas las caracteristicas de los mercados financieros reales. Se han propuesto
muchos modelos, y algunas de las propiedades principales de la dindmica estocastica
de los precios son reproducidos por éstos.

Asi, algunos cientificos que trabajan en el 4drea de la Econofisica, al igual que la
Fisica tradicional, la dividen en dos ramas, Econofisica experimental y Econofisica
teorica. La primera trata de analizar datos de mercados reales y encontrar la dinami-
ca subyacente que gobierna su comportamiento. La Econofisica teorica, por otro lado,
busca modelos microscépicos que den cuenta del comportamiento macroscopico de

los sistemas econémicos.

El problema de esta tesis: Un modelo de intercambio econémi-

CoO.

La presente tesis estd enmarcada dentro del 4drea de la Econofisica tedrica, es-
pecificamente se trata de desarrollar un modelo de intercambio econémico en una
sociedad estratificada, donde los elementos estan ubicados en una red y poseen in-

teracciones con sus vecinos.



Varios modelos de intercambio econémico se han propuesto en los tltimos anos.

Pianegonda et al. [4, 5], en una serie de articulos introdujeron modelos de redis-
tribucion de riqueza sobre una red unidimensional. Das y Yarlagadda [6] analizaron
matematicamente un modelo simple de mercado donde las interacciones se lleva-
ban a cabo solamente entre dos agentes conservando la suma de su riqueza y con
la condicién de que ninguno podia tener riqueza negativa luego de cada iteracién.
Chakraborti [7] estudi6 la distribucion de dinero para diferentes tipos de transac-
ciones monetarias. Entre estos, consider6 un modelo en el cual los agentes invierten
una cantidad constante de dinero en cada transaccion. Chartterjee et al. (CCM) [§]
consideraron la apariciéon de leyes de Pareto en un modelo cinético de mercado con
propensidad al ahorro en forma aleatoria. Slanina [9] estudi6 un modelo con una
regla de interaccién ligeramente diferente al de Chartterjee, y también propuso la
posibilidad de anadir y de perder dinero en cada iteracion.

Recientemente, Manolova et al [11, 12] estudiaron un modelo de economia que
consiste en un nimero finito de agentes localizados sobre una red unidimensional con
condiciones perddicas. Cada agente compra un conjunto de bienes de su vecino més
cercano (izquierda), produce algin otro bien, vende bienes a su vecino més cercano
(derecha), y consume el resto.

Un modelo més reciente de intercambio de riquezas entre agentes en un sistema
economico fué propuesto por Laguna et al. [15|. Este modelo introduce el concepto
de estratos econ6micos; la interaccion sélo tiene lugar entre agentes pertenecientes
a un mismo estrato econémico. Los resultados muestran una serie de efectos intere-
santes, entre los cuales destaca el fenomeno de la desaparicion de la clase media
(elementos con valores de riqueza intermedia) para ciertos valores de parametros.
En el modelo de Laguna et al. no existe una topologia definida para la interaccién
entre los elementos. Esta interaccion se realiza en forma aleatoria entre los elemen-
tos, es decir, todos los agentes econdémicos pueden intercambiar riqueza con todos
los demés agentes. Esto representa lo que se conoce como una red de acoplamiento
global.

En la presente tesis nos proponemos desarrollar un modelo de intercambio econémi-

co entre agentes, que incorpora el concepto de estratificacion de Laguna et al. y el



concepto de localizacion espacial, es decir, los agentes econémicos seran ubicados
sobre los vértices de redes unidimensionales y bidimensionales. El objetivo es estu-
diar los efectos de ambos ingredientes, la estratificacion y la distribucion espacial, en
los fendmenos colectivos que emergen en el sistema, considerado aqui como un sis-
tema dindmico espaciotemporal cuyas reglas de iteracciéon provienen de la dindmica
econémica.

En el Capitulo 1 de esta tesis se presenta de manera detallada el modelo propuesto
por Laguna et al..

En el Capitulo 2 presentamos nuestra generalizaciéon del modelo de Laguna et al.,
que incluye la ubicacién espacial de los elementos en redes de una y dos dimensiones.

Utilizamos como parametro de orden para caracterizar las transiciones entre los
distintos estados colectivos o fases del sistema un indice introducido por el estadista
italiano Corrado Gini, llamado indice de Gini. Este indice mide el grado de de-
sigualdad en la distribucién de riqueza en un sistema y su empleo como parametro
de orden, en analogia con las transiciones de fase, es novedosa. Igualmente, caracter-
izamos los patrones espaciotemporales que surjen para distintos valores de paramet-
ros del sistema, utilizando los conceptos de laminaridad y de turbulencia, al igual
de lo que se ha hecho en el contexto de sistemas dinamicos. Hasta donde tenemos
conocimiento, la aplicaciéon de estos conceptos en el area de modelos econémicos
resulta novedosa.

En el Capitulo 3 se investiga el comportamiento colectivo del sistema al aumentar
la vecindad de interacciéon de cada elemento, para explorar el limite del acoplamiento
global y obtener el modelo de Laguna et al. como un caso especial de nuestro modelo
general.

Por ultimo, presentamos una discusion del resultado del presente trabajo en las

Conclusiones.



The first time it is an accident, the second time
a coincidence, the third time it is enemy action

James Bond.

Capitulo 1

Modelo de intercambio econémico en

una sociedad estratificada.

Recientemente, se han propuesto muchos modelos de intercambio de capital entre
agentes econ6micos para explicar la emergencia de distribuciones de riqueza del
tipo de ley de potencia obtenidas por Pareto hace mas de un siglo. Pareto, en su
trabajo original analiz6 las distribuciones de ingreso de trabajadores y compaiias en
diferentes paises, y descubrié que en todos los paises y para diferentes tiempos estas
distribuciones seguian un comportamiento de ley de potencia, donde la probabilidad
acumulada de ingreso P(w) de las personas cuyo ingreso es por lo menos w esta dada

@ con 1,2 < o < 1,9. Datos internacionales empiricos sugieren que

por P(w) oc w™
la distribucion de Pareto provee un buen ajuste de las distribuciones de ingresos
de diferentes paises en el rango de ingresos altos. Sin embargo, esta distribucién no
encaja con los datos observados para los rangos de ingresos medio y bajo, para los
cuales se han propuesto diferentes distribuciones.

La mayoria de los modelos de intercambio consideran una probabilidad asimétrica

de interaccién, de manera que el agente méas pobre sea privilegiado en cada intercam-

bio. Introducir la probabilidad de favorecer al agente més pobre en un intercambio
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es una forma simple de simular la accion del estado o de algin tipo de politica
regulatoria que trata de redistribuir los recursos. Ademas, casi todos estos mode-
los consideran el intercambio entre agentes escogidos en forma aleatoria o siguiendo
una dindmica externa. La distribucién obtenida es del tipo Gibbs-exponencial en la
mayoria de los casos, estando estos resultados en acuerdo con distribuciones reales
en ciertos rangos de ingreso. Otros autores han propuesto modelos en los que los
agentes tienen una aversion al riesgo. El efecto de este factor sobre la distribucién de
riqueza también da como resultado una distribucién del tipo Gibbs-exponencial en
la mayoria de los casos y muestra un comportamiento de ley de potencia en algunos
limites.

Todos estos modelos tienen un punto en comin: no se considera la correlacién
entre la riqueza de los agentes y la probabilidad de interaccion entre ellos. Sin em-
bargo, el hecho de que la gente tiende a interactuar principalmente con otros de su
misma clase social y econémica, puede ser un factor determinante en la distribucién
de riqueza de una poblacion. Este efecto fué introducido en el trabajo de Laguna et
al. [15], que describiremos en el presente Capitulo.

La estratificacion econémica se establece mediante un parametro que determina
la maxima diferencia en riqueza que dos agentes pueden tener para poder interactuar.
Este tipo de interaccién ha sido usada previamente para estudiar la formacién de

opini6én publica como resultado de interacciones sociales [14].

1.1. El modelo.

Se considera una poblacion de N agentes caracterizados por una riqueza w; y un
factor de aversion al riesgo 3;, ¢ = 1..., N. Se escoje como condicién inicial para
ambas cantidades distribuciones aleatorias uniformes w; € [0,1], y 3; € [0, 1]. Para
cada agente 7, el niimero [1 — ;] mide el porcentaje de riqueza que esta dispuesto a
arriesgar en una transaccién. Se considera este porcentaje como un parametro fijo
para cada individuo durante toda la evoluciéon del sistema. Pero mientras el valor
de 3; permanece fijo, el valor de w; = w;(t) puede cambiar en el tiempo como conse-

cuencia de las interacciones. En cada instante de tiempo ¢ se seleccionan dos agentes
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que intercambiaran recursos de la siguiente manera: se escoge de forma aleatoria
un agente 7 y, también en forma aleatoria, un segundo agente j que pertenece a la
misma clase economica que el elemento . Esto significa que el agente j es escogido
en forma aleatoria del subconjunto del sistema para el cual |w;(t) — w;(t)| < u. El
parametro u mide el “ancho” de la clase econémica, y determina el nimero de agentes
que pueden interactuar con el agente i en el instante t. También se establece que
ningin agente puede ganar mas de la cantidad que se propone invertir. Entonces,
la cantidad a ser intercambiada es el minimo valor de los recursos disponibles para

ambos agentes, es decir,

Finalmente, se considera una probabilidad p > 0,5 de favorecer al mas pobre de los

dos agentes interactivos, definida como

1 [wi(t) — w;(t)|
P O T )

(1.2)

donde f es un factor que va desde 0 (igual probabilidad de favorecer a ambos agentes)
a 1/2 (la mas alta probabilidad de favorecer al agente méas pobre). Asi, en cada
interaccion, el agente mas pobre tiene una probabilidad p de ganar la cantidad dw,
mientras que el agente més rico tiene probabilidad (1 — p) de obtener esa cantidad.

Esta dindamica de interaccion se puede resumir mediante el siguiente algoritmo

iterativo:
1) Se escoge aleatoriamente un elemento i.
2) Se escoge aleatoriamente un elemento j.

3) Verificar si se encuentran en el mismo nivel econémico (pardmetro u). Repetir

paso 2 hasta que se cumpla paso 3.
4) Calcular la cantidad dw a intercambiar.

5) Asignar la cantidad dw al elemento méas pobre entre i y j con probabilidad p y

al elemento mas rico con probabilidad (1 — p).
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Al llevar a cabo la simulacién con estas reglas, luego de un transiente el sistema
llega a un estado asintotico donde la riqueza ha sido redistribuida como consecuen-
cia de las interacciones. Las simulaciones numéricas se realizaron para sistemas de
tamafo N = 10° agentes, y para diversos valores de los parametros f y u. El analisis
de los resultados en el estado estacionario se realizé luego de t = 105N, donde ¢ es

el nimero de iteraciones.

1.2. Resultados del modelo.

Como ya se dijo, cuando t = 0, a cada agente se le asigna aleatoriamente una
riqueza w; en el intervalo [0, 1]. Al transcurrir la dindmica, los intercambios entre los
agentes generan una redistribuciéon de riqueza que, aunque depende de los valores
de f y u, presenta algunas caracteristicas comunes. La primera es que en todos los
casos el nimero de agentes con riqueza muy pequena aumenta. Ya que el modelo
es conservativo, esto significa que los recursos de los agentes pobres contribuyeron
a incrementar la riqueza de pocos agentes. Para valores pequenos de f, aparece un
pico bastante pronunciado para riqueza igual a cero. Esto significa que una fraccion
significativa de la poblacién ha perdido todos sus recursos. El proceso de intercambio
es diferente para valores grandes de f y u: se observa un maximo para valores inter-
medios de riqueza y para tiempos largos, la distribucién parece ser mas equitativa.

La distribucién de riqueza del sistema se calcula como un promedio de varias
realizaciones de condiciones iniciales para los mismos valores de parametros consi-
derados. La figura 1.1 muestra la distribuciéon P(w) para un sistema de N = 10°
agentes y 100 realizaciones para cada conjunto de parametros mostrados.

Para valores pequenos de u (Fig 1.1 (a), (b), (c))se observa un méaximo para
w = 0, asi como una distribucién bastante plana para valores intermedios de riqueza.
Esto significa que hay una fuerte e irreversible transferencia de riqueza de la clase
baja a la clase alta. El maximo para riqueza cero se encuentra presente para valores
de u pequenos cuando la probabilidad de favorecer al méas pobre es baja (f = 0,1 en
la figura 1.1a). S6lo para valores altos de u la distribucién es méas uniforme con un

maximo para valores intermedios de w. Para f = 0,1y f = 0,3, el maximo desaparece

13



—— =1
—O— =1l 4

—_— =100
1

Plw)

1’

o’

+ (B) — u={}.01 —— =
-\"h —8— =01 —O—u=10
r 1’?;:\ —O— u=05 — =100
- - :
& 'k
¢ (=03
10" 10'
H)" " +
)ty (c) =001
1 -:% —— =01
::%:\ —O— u=0.5
i": !“.1 i
L
F f=05
10" 10' 107 10" 10"
w w

Figura 1.1: Estados estacionarios para N = 10° y varios valores de f y u.

para u > 100, mientras que para f = 0,5 esta desaparicion ocurre para u ~ 1. Pero
aun més interesante, para todos los valores de f considerados se encuentra un rango
intermedio de u en la que se obtiene la formaciéon de dos clases econémicas. Una
clase corresponde a los agentes con muy poca riqueza, mientras que la otra esta
formada por agentes con mucha riqueza. Estas dos clases estan separadas por una
brecha que no permite futuros intercambios de riqueza entre las clases alta y baja.
Esto tiene como consecuencia la desaparicion de la clase media. Este es el resultado
més relevante. El minimo de la brecha se observa para w ~ wu, sugiriendo que el

rango de interacciéon permitido aparece como una escala para el sistema.
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Esta separacion de los agentes del sistema en dos clases recuerda la polarizaciéon
en modelos de formacion de opinion que ha sido observada, por ejemplo, por Zanette
et al. [14], a pesar de que la reglas para intercambiar opiniones son diferentes a las
presentes interacciones para intercambio de riqueza. Para valores de u lo suficiente-
mente grandes no se observa la brecha, ya que muy pocos agentes pueden retener
mucha de riqueza.

La brecha entre las clases también se observa en los graficos de correlacion entre

riqueza y la aversién al riesgo como se muestra en la Figura 1.2

H'er

10 el

W

107 F

1o f /=01

0.0 0.5 1.0

Jij

Figura 1.2: Grdfica semilogaritmica de la riqueza w vs. la aversion al riesgo [3.

Para valores de f pequefios (f = 0,1, Figura 1.2a y c), los agentes mas pobres
tienen riqueza practicamente cero y, por lo tanto, no aparecen en la Figura 1.2. Para
u = 0,05, (Figura 1.2a) aparece una brecha para todo el rango de 3, siendo mucho
més amplio en la regiéon J < 0,5. Esto significa que los agentes con una aversion al
riesgo baja s6lo pueden ser o muy ricos o muy pobres en el estado estacionario (los
méas pobres no aparecen en el grafico). Para valores de u = 100, (Figura 1.2c) se
encuentra una distribucion en la que los agentes con valores altos de  se encuentran
en la clase media, como se espera que suceda con agentes que no arriesgan mucho

su riqueza, mientras que los méas ricos y los méas pobres son aquellos que tienen un
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parametro de factor de aversion al riesgo § muy pequeno.

La situacion cambia si la probabilidad de favorecer al méas pobre es alta (f = 0,5,
Figura 1.2b y d). Para u = 0,05, (Figura 1.2b la brecha entre las clases baja y alta
se encuentra presente para todo el rango de 3, ya que los agentes mas pobres tienen
poca riqueza pero diferente de cero en el estado estacionario. Los agentes que poseen
un 3 bajo pueden ser los més ricos o los mas pobres del sistema. Para un mayor valor
del umbral (u = 100, Figura 1.2d) la brecha desaparece. Los agentes mas pobres y
los mas ricos son aquellos con un valor de parametro de aversion al riesgo § pequeno.

Un hecho importante es que las interacciones entre agentes econémicos reales for-
man efectivamente una red de conectividad. Esto significa que en muchas situaciones
cada agente de un sistema econémico esta limitados para realizar intercambios con
otros agentes que pertenecen a su entorno. De esta forma, un modelo de intercam-
bio econémico sujeto a interacciones locales puede verse como un sistema dindmico

espaciotemporal. Este tipo de modelo es objeto de estudio del siguiente capitulo.
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The stellar universe is not so difficult of
comprehension as the real actions of other people.

Groucho Marx

Capitulo 2

Modelo de intercambio econémico en
una sociedad estratificada con

interacciones locales.

La economia es el estudio de aquellas actividades que involucran transacciones
de intercambio (dinero o bienes) entre agentes. Tal como cualquier otra actividad
humana, la economia ocurre en redes de conectividad que pueden ser de tipo pequeno
mundo, libres de escala, regulares, etc.; ya que las conexiones sociales influyen en
todas las actividades econdmicas que se realizan en cualquier poblacion. Asi, se
representa la economia de una sociedad como una red de negocios, financiamientos
y productos.

En el lenguaje matemaético, una red es representada por un grafo. Un grafo es
un par de conjuntos G = (P, E), donde P es un conjunto de nodos (o vértices) y £
es un conjunto de conexiones (o enlaces) que conectan dos elementos de P. Usamos
el término red econémica para un grafo donde los nodos representan a los agentes
economicos de una sociedad (industrias, tiendas, consumidores, bancos, etc) y los

enlaces son cualquier transaccion que se lleva a cabo entre dos agentes (comprando
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productos a una tienda, pidiendo un prestamo a un banco, exportando trigo a otro
pais, etc.)[18].

En este Capitulo proponemos un modelo de intercambio de riqueza entre agentes
definidos como nodos en redes regulares de una y de dos dimensiones, y basado en
las reglas de interaccion de Laguna et al. [15], explicadas en el capitulo anterior.

Consideraremos una red con N agentes o nodos. En una red euclidiana d dimen-
sional, N = L donde L es el lado de la red. El agente i (i = 1,2,..., N) tiene una
riqueza w;(t) en un instante ¢ y una aversion al riesgo [3; constante. Adicionalmente,
el agente 7 esta conectado con un conjunto de agentes vecinos 7(i) que depende de
la topologia especifica de la red. Definimos como k(i) al nimero de elementos con-
tenidos en el conjunto 7(i), o la cardinalidad de este conjunto. En redes regulares
k(i) = k, constante para todos los elementos de la red.

Asumimos, al igual que el modelo de Laguna et al. [15] que la riqueza total en

el sistema se conserva, i.e., >V | w;(t) = constante.

2.1. Modelo de intercambio econdémico sobre redes.

Una vez definida la red, la dindmica de interaccién entre los elementos se describe

por el siguiente algoritmo:

1) Se escoge aleatoriamente un elemento i en el tiempo t.
2) Se escoge aleatoriamente un elemento j € 7(1).
3) Verificar |w;(t) — w;(t)| < u. Repetir pasos 1 y 2 hasta que se cumpla paso 3 .

4) Calcular la cantidad dw(t) a intercambiar,

5) Con probabilidad p, asignar la cantidad dw(t) al elemento que posee menor
riqueza entre ¢ y j, y con probabilidad (1 — p) asignar esa cantidad al elemento

que posee mayor riqueza entre i y j.
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El paso 2 del algoritmo anterior contiene la extension del modelo presentado en
el Capitulo 1. Nuestro modelo introduce una restricciéon adicional a las posibilidades

de interaccién entre los elementos que conforman el sistema:

i) Solo existe interaccion entre elementos vecinos, es decir, elementos que se encuen-

tren conectados en forma directa.

ii) La interaccién entre vecinos sblo se lleva a cabo si estos se encuentran en el

mismo “estrato econémico” (parametro u).

Cuando ambas condiciones se cumplen, existe interaccion, es decir, la condicion
3 del algoritmo se satisface.

Como se vio en el Capitulo 1, la introducciéon del pardmetro u se sustenta en la
observacion empirica de que las personas tienden a interactuar principalmente con
aquellos de su mismo nivel social o econémico. Ahora, también es un hecho empiri-
co que las transacciones y negociaciones entre agentes se realizan, por lo general,
tendiendo a reducir la “distancia” entre los agentes involucrados. Es decir, los in-
tercambios tienden a ocurrir entre elementos vecinos o que tengan alguna conexién
y no entre dos elementos escojidos al azar. Esto se realiza buscando minimizar los

costos de traslado y transporte al momento de una transaccién entre dos agentes.

2.2. Parametros de orden.

En esta seccion definiremos varias cantidades que emplearemos como parametros
de orden novedosos para caracterizar las transiciones entre los diferentes estados
colectivos del sistema.

El coeficiente de Gini es una medida de la desigualdad en una distribucion, y
se define como la razén entre el area de la curva de Lorenz de la distribucién y el
area bajo la curva correspondiente a la distribucién uniforme. La curva de Lorenz
es la representacion gréafica de la distribucion acumulada de una distribucién de
probabilidad (Ver Figura 2.1).

Generalmente, el coeficiente de Gini se usa para medir la desigualdad en el ingre-

so de una poblaciéon, y se expresa por un nimero entre 0 y 1, donde 0 corresponde
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Distribucién acumulada de gente 100%
desde la riqueza mas baja

Figura 2.1: Cdlculo del coeficiente de Gini [23].

a la igualdad perfecta (todos los individuos tienen el mismo ingreso) y 1 corre-
sponde a la méxima desigualdad (un individuo posee todo el ingreso, mientras que
los demés tienen ingreso cero). Este coeficiente también puede ser usado para medir
la desigualdad de riqueza en una poblacidn.

El indice de Gini es el coeficiente de Gini expresado como un porcentaje y es
igual al coeficiente de Gini multiplicado por 100.

En la Figura 2.2 se observa el coeficiente de Gini para diversos paises. Para cada
pais, el coeficiente de Gini fue calculado en diferentes afios. Una tabla més completa
de este estudio se puede observar en la referencia [19].

La Figura 2.3 muestra la evolucion del indice de Gini para algunos paises a partir
de la Segunda Guerra Mundial. Mientras que los paises desarrollados de Europa
tienden a mostrar indices de Gini entre 24 y 36, Estados Unidos tiene un indice
por encima de 40, indicando que posee una mayor desigualdad de ingreso en su
poblacién.

Para el modelo de intercambio de riqueza en una sociedad estratificada propuesto
por Laguna et al. se calculd la variacion del coeficiente de Gini para algunos valores
de parametro. Los valores reportados en el articulo de Laguna et al. se encuentran
en el Cuadro 2.1

Como se puede obervar, los valores de los coeficientes de Gini més altos corre-

sponden a valores intermedios de u, para los cuales se encuentra presente la brecha
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Figura 2.2: El coeficiente de Gini en el mundo [23].

f—w 0.005 01 005 0.1 0.5 1 ) 10 100
0.1 0.819 0.916 0.952 0.963 0.982 0.992 0.987 0.976 0.915
0.3 0.819 0.840 0.953 0.964 0.978 0.971 0.920 0.840 0.674
0.5 0.818 0.915 0950 0.974 0.962 0.932 0.690 0.488 0.472

Cuadro 2.1: Coeficientes de Gini para los diferentes pardmetros considerados [15].

de la clase media. S6lo para valores altos de f y u se obtienen coeficientes cercanos a
los obtenidos para diferentes paises. Aunque algunos de los valores de los coeficientes
de Gini que se obtienen en las simulaciones son muy cercanos a 1, el valor més alto
observado en sociedades reales es del orden de 0.7.

En esta tesis calcularemos el coeficiente de Gini G en el estado asintotico del

sistema (¢t — oo) de la siguiente manera [20]

_ > Z;'Vzl [wi — wj|
B 2N2y ’

donde w; es la riqueza del elemento 7, N el nimero de elementos que conforman el

G

(2.2)
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Income Disparity since World War 1T — the Gini Index

where () is perfect equaliry, and 10 is perfect inequality (Le., one persen has all the income)

60

o -'...__ Erance
- ®Iweden e Poland

3
- Belgium

20

19501 1960 1970 1980 1990 2000

Figura 2.3: Indice de Gini de algunos paises a partir de la sequnda guerra mundial

[29].

sistema y pu la riqueza promedio del sistema.

Otro parametro de orden novedoso que proponemos para caracterizar el compor-
tamiento colectivo del sistema se basa en una cantidad definida por Ito y Kaneko
[21], lamada actividad del sistema. Esta cantidad mide la magnitud del cambio tem-
poral en las conexiones de una red por unidad de tiempo. En esta tesis, utilizaremos
la actividad como una medida de los cambios de estado o riqueza de los elementos

y la definimos como

Alliiliilllid (2.3)
= —— w, —wy_4| = == wy, .
NT -5 CHONT -

Aqui A mide el cambio promedio de estados o riqueza de los elementos en el
espacio y en el tiempo.

También definimos un pardmetro de recesiéon R. Este indice mide el nimero de

veces que se cumplen los pasos 1 y 2 del algoritmo y en el que no se cumple el paso

22



3 del mismo. El parametro R expresa el nimero de intentos fallidos de interaccion
promediados cada N iteraciones, donde N es el tamanfio del sistema. Si el niimero
de veces que no hay interaccion en el sistema en un lapso N iteraciones es n, la

recesion se define como
n

R= v (2.4)

Cabe enfatizar que estos parametros de orden son generales y que pueden ser
usados para caractrizar propiedades colectivas y la dinamica espaciotemporal de
diversos sistemas dinamicos, incluyendo dinamicas de intercambio econémico, como

la que estudiamos en esta tesis.

2.3. Intercambio econémico en una dimension.

La figura 2.4 muestra una red unidimensional con condiciones de borde periédicas

para la cual k = 2 (cada elemento estd conectado con sus primeros vecinos).

Figura 2.4: Red unidimensional con k = 2 y condiciones de borde periddicas.

En esta secciéon estudiaremos las propiedades estadisticas y los patrones espa-
ciotemporales resultantes de las reglas dindmicas definidas en el algoritmo presen-
tado en la Seccion 2.1 y aplicadas a una red unidimensional.

Consideraremos una red unidimensional de N = 10* con k¥ = 2 y un tiempo
de simulacién de t = 10*N iteraciones. Como condicién inicial empleamos una dis-
tribucion aleatoria uniforme de riquezas w;(0) € [0, Aw]. El ancho de la distribucion

inicial es, por lo tanto, Aw(0) = 1.
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Al realizar las simulaciones con las reglas dindmicas dadas con el algoritmo, se
observa que luego de un transiente el sistema llega a un estado estacionario donde
la riqueza ha sido redistribuida. Para cada conjunto de parametros, se calculan
los valores promedios de las distintas cantidades estadisticas sobre 10 realizaciones
diferentes de condiciones iniciales.

Para valores muy pequenos de los pardmetros u y f, el sistema mantiene précti-
camente las mismas caracteristicas de la distribucion inicial de riqueza. Al aumentar
los valores de v y f, la distribucién asintética de riqueza cambia significativamente.

La Figura 2.5 muestra dos distribuciones asintéticas de riqueza para distintos valores
deuy f.

L g
0.1 Q\\
= \
- \
B \
P(w) 001
0.001 -
16*04 1 1l 1 Ll 1 Ll 1 1 i ¥
le — 04 0.001 0.01 0.1 1 10

Figura 2.5: Distribucion asintotica de riqueza para diferentes valores de u y f en
una red unidimensional. Linea con cuadros corresponde a u = 0,01 y f = 0,01,

coeficiente de Gini G = 0,002. Linea con circulos, u =10y f =0,3; G = 0,213.

Puesto que la riqueza se distribuye inicialmente en forma uniforme, cuando
u = 0,01 s6lo interactiian elementos adyacentes cuya diferencia de riqueza es muy
pequena, lo cual permite que s6lo unos pocos elementos puedan disminuir o incre-
mentar su riqueza. De esta manera se puede observar en la Figura 2.5 que existen
pocos elementos cuya riqueza es mayor que 1.

Para u = 10, las interacciones entre los elementos adyancentes son mas fre-
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cuentes, permitiendo un mayor intercambio de riqueza que en el caso cuando u es

pequeno.
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Figura 2.6: Distribuciones de riqueza con u = 100 y f = 0,1 (cuadros) y f = 0,5

(circulos).

La Figura 2.6 muestra la distribucion asintética de riqueza para v = 100 y dos
valores de f. Se observa que para valores suficientemente grandes de los parametros u
y f en la red unidimensional, los resultados son similares a los obtenidos en el modelo
de Laguna et al., donde no existe ubicacién espacial de los agentes. Esto muestra
que deben existir valores de v y de f para los cuales las propiedades estadisticas del
sistema no dependen de la topologia de interaccién entre los elementos.

En el Capitulo 3 estudiaremos la influencia de la topologia en la ocurrencia del
fenémeno de desaparicion de la clase media.

La Figura 2.7 muestra el coeficiente de Gini en el estado asintético del sistema
en funciéon del parametro u para distintos valores del parametro f. La Figura 2.7
revela que para cada valor de f, existe un valor critico de u para el cual el sistema
experimenta una transiciéon de una fase equitativa de riqueza entre los elementos,
caracterizada por G = 0, a una fase de desigualdad en la distribucién de riqueza
para la cual G # 0 y G aumenta con u. El valor critico para los valores mostrados
es u~ 1.

También se observa en la Figura 2.7 que los valores del coeficiente de Gini para

25



0.45

Syl e
04 |- A.{?‘@; ;
F
0.35 |- g\? L
0.3 T
0.25 |- £ A
G(u) 02 I h C? B Al A
; | ‘.
0.15 |- B o
01l R YA
0.05 |- P
0 _H-ésdﬁ/? wal o pal o ral o Ll

0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000

Figura 2.7: Coeficiente de Gini en funcion de u para distintos valores del pardmetro

f. Cuadro f = 0,1; tridngulo f = 0,3; circulo f = 0.5.

nuestro modelo unidimensional son comparables a los valores reportados para al-
gunos paises en la Figura 2.2 y son mas pequenos, en general, que los valores
obtenidos en el modelo sin topologia de Laguna et al..

La Figura 2.8 muestra el comportamiento el parametro de orden R, la recesion,
en el espacio de parametros u y f. Se observa que existe una region de valores del
parametro u pequeno en la cual la recesion es alta; es decir el intercambio econémi-
co es practicamente nulo. Para valores mayores de u la recesiéon se reduce y para
valores de u muy altos R = 0, es decir, ocurre intercambio econémico permanente.
Notese que la variacion en f no afecta considerablemente la recesion del sistema. La
transicion entre la fase inactiva y la fase activa ocurre para un valor critico u ~ 1.
En general, la transicion entre estas fases de R ocurre para u ~ Aw(0).

La Figura 2.9 muestra el valor del coeficiente de Gini en el espacio de parametros
u 'y f. Notese que existe un incremento considerable en el valor del coeficiente de
Gini para valores grandes de u y valores pequetios de f.

La Figura 2.10 muestra la actividad A del sistema en funcion de u 'y f. Se observa
que la actividad es alta para valores grandes de u y de f.

Notese que tanto el coeficiente de Gini como la actividad del sistema adquieren
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Figura 2.8: Recesion del sistema en funcion de u y f en sistema unidimensional.

(Cambiar el nombre de la figura.)

valores altos para valores grandes de los pardmetros v y f. En particular, valores de
u grandes permiten una mayor probabilidad de interaccién entre elementos adyan-
centes en la red y, por lo tanto, una mejor distribuciéon de la riqueza del sistema,
manifiesta en valores menores del coeficiente de Gini (sociedad més equitativa). Por
otro lado, valores grandes de f favorecen el flujo de riqueza hacia los elementos de
menor riqueza, trayendo como consecuencia una disminucién en los valores del co-
eficiente de Gini. Nuestro modelo muestra un resultado relevante: el incremento de
la actividad economica estd ligada a la disminucion de la desigualdad en el sistema.

El parametro de orden A permite diferenciar dos estados colectivos en el sistema:
un estado de actividad baja y un estado de alta actividad, como se muestra en la
Figura 2.10. Estos estados corresponden a comportamientos dindmicos espaciotem-
porales diferentes que ocurren en el sistema. El estado con A = 0 corresponde a una
fase laminar, caracterizada por un comportamiento estacionario de los elementos
en el tiempo, como se muestra en la Figura 2.11, panel izquierdo. El estado con

A # 0 esta asociado con una fase turbulenta (caos espaciotemporal), en la cual los
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Figura 2.9: Coeficiente de Gini (G) en funcion de u y f en sistema unidimensional.

elementos cambian de estado permanentemente en el tiempo, y se muestra en el
panel derecho de la Figura 2.11. La transicion a la fase turbulenta tiene lugar medi-
ante la apariciéon de intermitencia espaciotemporal, que consiste en la coexistencia
de estados laminares y ca6ticos en el tiempo, y la cual ha sido observada en diversos
sistemas dindmicos espaciotemporales [22].

La fase turbulenta aparece para valores grandes de u y de f. En esta fase practi-
camente ningin elemento puede mantener o acumular una riqueza estable, sino que

ésta es continuamente redistribuida en el sistema.

2.4. Intercambio econémico en dos dimensiones.

En esta seccién consideraremos la dindmica de intercambio econémico estratifi-
cado definida en la Seccion 2.1 para el caso de un sistema bidimensional. Especifi-
camente, estudiaremos una red regular en dos dimensiones con k = 4, es decir, cada
elemento est& conectado con sus cuatro vecinos mas cercanos.

La Figura 2.12 muestra la recesion R en el espacio de parametros (f, u). El com-
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Figura 2.10: Actividad del sistema en funcion de u y f en sistema unidimensional.

portamiento de R para la red bidimensional es muy similar al caso unidimensional.
La transicion de R = 1 a R = 0 ocurre para un valor de u ~ Aw(0).

En la Figura 2.13 se observa el coeficiente de Gini en el espacio de parametros
(f,u). El coeficiente de Gini se comporta cualitativamente similar al caso unidimen-
sional. Sin embargo, los valores maximos del coeficiente de Gini son del orden de
Gmax =~ 0,7, mayores que los valores maximos de G para una red unidimensional
(Gmax ~ 0,45). Este incremento de los valores de G se debe al aumento del niimero
de vecinos k conectados a cada elemento. El estudio sistematico de la influencia del
niumero de vecinos k en la propiedades estadisticas del sistema se presenta en el
Capitulo 3.

La Figura 2.14 muestra la actividad A del sistema en el espacio de parametros
(f,u). Como en el caso unidimensional, la actividad es méxima para valores grande
de f y de u. La region donde A = 0 corresponde a un patron espaciotemporal
estacionario, es decir, a un estado laminar. La region en la cual A # 0 se caracteriza
por la presencia de una fase turbulenta en el sistema.

La Figura 2.15 muestra una comparacién del coeficiente de Gini para una red
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Figura 2.11: Ewolucion espaciotemporal del sistema unidimensional con N = 50

elementos. Fje vertical corresponde al espacio; eje horizontal corresponde al tiempo.
El color azul indica riquezas altas, mientras que color amarillo indica valores de
riqueza mds pequenos. Panel izquierdo: w = 10 y f = 0,001; fase laminar, con

A =0. Panel derecho: u =150 y f = 0,3; fase turbulenta, con A # 0.

unidimensional y para una red bidimensional, en funcién de f con u = 30. Notese
que los valores de GG para la red bidimensional son mayores en relacién a los valores
de G correspondientes a la red unidimensional.

En la Figura 2.16 se observa la actividad A en funcion de f para un valor de fijo
de u = 30, para redes de una y de dos dimensiones. La actividad es practicamente

indistinguible en ambas redes.
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Figura 2.12: Recesion del sistema en funcion de u y f para una red bidimensional.
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Figura 2.13: Coeficiente de Gini en funcion de v y [ para una red bidimensional.
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Figura 2.14: Actividad del sistema en funcion de v y f para una red bidimensional.
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Figura 2.15: Coeficiente de Gini en funcion de [ para un sistema en una (cuadrados)

y en dos dimensiones (circulos). u = 30.
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(cuadrados) en funcion de f, para u = 30.
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The ability to reduce everything to simple fundamental laws does not
imply the ability to start from those laws and reconstruct the universe.

Edgar Allan Poe

Capitulo 3

. Por qué desaparece la clase media?.

Aumentando la vecindad.

La mayoria de los modelos que se han propuesto en la creciente literatura de
Econofisica consideran que las interacciones entre agentes econémicos se realizan
entre elementos escogidos en forma aleatoria. Este tipo de interaccién es equivalente
a considerar que los agentes del sistema econémico se encuentren inmersos en una
topologia o red de conectividad global, es decir, todos los elementos estan conectados
con todos. Esta aproximaciéon implica una analogia de los sistemas econémicos con
sistemas termodindmicos sujetos a una interaccion de tipo campo medio, lo cual
permite utilizar todo el arsenal de la Mecanica Estadistica desarrollado para este tipo
de sistemas. Hasta ahora solamente una pequena porcion de los articulos publicados
en el area consideran la presencia de alguna topologia no trivial de conectividad entre
los agentes econémicos [5, 11]. Sin embargo, hasta donde tenemos conocimiento, un
estudio sistematico de la influencia de la topologia en modelos econémicos no ha
sido realizado.

En este Capitulo estudiaremos el rol de la topologia de conectividad en el mod-

elo de intercambio econdémico estratificado que hemos considerado en el Capitulo
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anterior. En el Capitulo 2 vimos el comportamiento estadistico y los patrones espa-
ciotemporales que emergen en sistemas definidos en redes regulares de una y de dos
dimensiones. Esto corresponde a los casos k = 2 y k = 4, respectivamente, donde
k es el nimero de vecinos conectados con cada agente del sistema. Nos encargare-
mos ahora de la investigacién de la influencia del tamano de la vecindad k en las
propiedades colectivas del sistema. Especificamente, estudiaremos la distribucion de
riqueza, el coeficiente de Gini, la recesion y la actividad de sistema cuando se varian

los parametros u, f y k.

3.1. Aumentando la vecindad.

La dindmica que regira el comportamiento de los agentes econémicos es la misma,
que fué introducida en el Capitulo 2. Los agentes econémicos se encuentran ubicados
inicialmente en los vértices de una red unidimensional con condiciones de contorno
periddicas. La vecindad de cada elemento puede incrementarse conectando segundos
vecinos, terceros vecinos, etc. El nimero de vecinos conectados a cada elemento es
k, es decir, consideraremos redes regulares. La Figura 3.1 muestra una red con k = 4

(segundos vecinos) construida a partir de una red unidimensional.

Figura 3.1: Red unidimensional con k = 4 y condiciones de borde periddicas.
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Consideramos sistemas de tamafio N = 10* y las cantidades estadisticas se han
calculado como promedios de 5 realizaciones diferentes de condiciones iniciales para
cada conjunto de parametros u, f y k. El tiempo de simulacién fue de t = 108
iteraciones, considerando que este tiempo es lo suficientemente largo para que el
sistema llegue a una condicién de equilibrio.

A continuacién mostramos los resultados para diversos valores de parametros.

1) f=0.
Recordemos que el parametro f es una probabilidad que tiende a favorecer al
elemento de menor riqueza en una transaccién entre dos elementos. Cuando
f = 0, independientemente de la riqueza de los elementos que interactuan,
ambos tienen la misma probabilidad de salir favorecidos en la transferencia de

riqueza.

La Figura 3.2 muestra el comportamiento del coeficiente de Gini en funcién

de los pardmetros del sistema u y k con f = 0.

Coeficiente de Gini
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Figura 3.2: Coeficiente de Gini en funcion de k y u. f = 0.

Para este caso se observa que G ~ 0 para valores u < 1. Cuando v > 1, G

aumenta significativamente. También, el valor de G aumenta con el tamano
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Figura 3.3: Panel izquierdo: Coeficiente de Gini (G) en funcion de k para f = 0,

u =1 (cuadrados) y u = 10 (circulos). Panel derecho: Actividad de sistema (A) en
funcion de k para f =0, u=1 (cuadrados) y u =10 (circulos)
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Figura 3.4: Distribucion de riqueza del sistema para k = 16 y f = 0: Panel izquierdo

u

= 0,3, panel derecho u = 10.

de la vecindad como se observa en la Figura 3.3 panel izquierdo.

En la Figura 3.3 panel derecho, se puede observar el comportamiento de A en

funcion de k para f = 0 y dos valores de u.

En la Figura 3.4 se pueden observar dos distribuciones de riqueza del sis-
tema en el estado asint6tico con k/2 = 8. Cuando el umbral de interaccion es
muy pequenio (panel izquierdo u = 0,3) s6lo los agentes con riquezas similares
pueden intercambiar riqueza, por lo tanto, se observa que se mantiene una
distribucién uniforme de riqueza para valores intermedios de w, parecida a la

distribucién inicial aleatoria. Sin embargo, muchos elementos han perdido casi
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toda si riqueza y unos pocos han logrado acumular una gran cantidad de w.
Cuando u = 10 (panel derecho), existen més oportunidades de interaccion y,
como consecuencia, una mayor redistribuciéon de los recursos. La distribucion
muestra una ley de potencia tanto para el rango de riquezas pequenas (low

income) como para el rango de riquezas grandes (high income).

Notese que para el caso f = 0 no aparece el efecto de la desaparicion de la

clase media en las distribuciones de riqueza.

2) Para f=0,1.

La variacion de GG en funciéon de u y k se muestra en la Figura 3.5.

Coeficiente de Gini
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Figura 3.5: Variacion del coeficiente de Gini en funcion de k y u. f =0,1.

La Figura 3.5 muestra que, al igual que el caso f = 0, existe una transicién
en (G cuando se alcanza el valor critico u ~ 1; aunque los valores méaximos de
G para f = 0,1 son menores que para f = 0. Al aumentar la probabilidad de
favorecer al elemento con menor riqueza en una transacciéon hay una mayor
redistribucion de riqueza en el sistema, lo cual permite distribuciones mas
equitativas. El rango de valores alcanzados por G en este caso es similar al

rango variacion del indice de Gini medido en los paises del mundo, segin
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la O.N.U. (ver Apéndice). En contraste, el rango de valores de G obtenido
con el modelo de interacciones globales de Laguna et al. es superior al rango

observado en los paises del mundo.

La Figura 3.6 muestra la variacion de G con el tamano de la vecindad & (panel

izquierdo), asi como el comportamiento de A en funcién de k (panel derecho).
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Figura 3.6: Panel izquierdo: Coeficiente de Gini (G) en funcion de k para f = 0,1,
u=1 (cuadrados) y u = 10 (circulos). Panel derecho: Actividad de sistema (A) en

funcion de k para f = 0,1, u =1 (cuadrados) y u = 10 (circulos).

El coeficiente de Gini G aumenta cuando el niimero de vecinos se incrementa.
Para u = 1 el aumento de GG ocurre més rapidamente que para v = 10. En
todos los casos G alcanza un mismo valor asint6tico que corresponde al limite

de k muy grande, es decir, acoplamiento global.

En la Figura 3.6 panel derecho, se observa que A no cambia considerablemente
al aumentar k. Esto significa que la actividad del sistema estd mas ligada a la

dinamica de interaccion que a la topologia subyacente de la red.

La Figura 3.7 muestra dos distribuciones de riqueza del sistema para distintos
valores de k£ con u = 0,3. Para k = 4 se observa la aparicién incipiente de una
brecha que separa dos regiones bien definidas en la distribucion de riqueza.
Esta brecha se hace méas notable al aumentar k£ como muestra el panel derecho
de esta figura. Este es el efecto de desaparicion de la clase media reportado por

Laguna et al. [15] en el caso de acoplamiento global, es decir, £ muy grande.
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Figura 3.7: Distribucion de riqueza del sistema con u = 0,3 y f = 0,1. Panel izquier-

do k = 4, panel derecho k = 16.

Nuestros resultados muestran que el efecto de desapariciéon de la clase media
esta relacionado con el aumento de k. Por otro lado, la distribucion P(w) para
valores w altos no sigue una ley de potencia cuando se incluye vecindad en
el sistema. Luego, la presencia de interacciones locales podria explicar desvia-

ciones de la ley de Pareto observadas en algunos sistemas econémicos.

La Figura 3.8 muestra dos distribuciones de riqueza del sistema para distintos
valores de k, pero con u = 10. No se observa el efecto de desaparicion de
la clase media cuando u es suficientemente grande, independientemente del
tamano de la vecindad k, ya que pueden ocurrir transacciones entre todos los

elementos vecinos.
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Figura 3.8: Distribucion de riqueza del sistema conu = 10 y f = 0,1. Panel izquierdo

k =4, panel derecho k = 16.
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3) Para f =0,5.

La Figura 3.9 muestra el comportamiento del coeficiente de Gini en el espacio

de parametros (k,u) para f = 0,5.
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Figura 3.9: Variacion del coeficiente de Gini en funcion de k y u. f = 0,5.

El comportamiento de G en el espacio de parametros se encuentra caracteri-
zado por tres regiones. La primera region estd comprendida para valores de
u € [0,001;0,1]. En esta regién G' =~ 0, lo cual indica que la riqueza del sistema
se encuentra distribuida en forma equitativa, como en la distribucion inicial.
La segunda region se encuentra para u € [0,1;7], donde G aumenta significa-
tivamente, alcanzando un valor maximo cuando u ~ 1 para luego disminuir.
La tercera region esta en u € [7;500]. En esta region, G se mantiene practica-
mente constante, tanto para cualquier valor de u como para cualquier k. Esta
disminucion en G sélo se observa para valores altos de f; es decir, cuando la

probabilidad de favorecer al elemento con menor riqueza es grande.

La Figura 3.10 muestra el comportamiento de G (panel izquierdo) y A (panel

derecho) en funcion de k con u fijo.

Observamos que para valores de u pequenos, GG se incrementa al aumentar el
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Figura 3.10: Panel izquierdo: Coeficiente de Gini (G) en funcion de k para f = 0,5,
u =1 (cuadrados) y u = 10 (circulos). Panel derecho: Actividad de sistema (A) en

funcion de k para f = 0,5, u =1 (cuadrados) y u = 10 (circulos).

nimero de vecinos k, tendiendo al valor asintotico de G correspondiente al caso
de acoplamiento global considerado en el modelo de Laguna et al.. Sin embargo,
el coeficiente de Gini G se mantiene pequeno y aproximadamente constante
para valores grandes de u si f es grande. Por el contrario, la actividad A se

mantiene practicamente constante y grande para valores de f y u grandes.

La Figura 3.11 muestra la distribuciéon de riqueza del sistema para diferentes
valores de u con f = 0,5 y £ = 2. Notese la persistencia del efecto de la
desaparicion de la clase media para u pequeno, mientras que éste efecto desa-

parece para valores de u grandes.
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Figura 3.11: Distribuciones de riqueza para k = 2 y f = 0,5, con u = 0,3 (panel
izquierdo) y w = 10 (panel derecho).
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Economics desperately needs Econophysics
Steve Keen
Econophysics will displace Economics in both

the universitites and boardrooms...

J.L. McCauley

Conclusiones

En esta tesis hemos desarrollado un modelo de intercambio econémico en una
sociedad estratificada, donde los elementos estan ubicados en una red y poseen
interacciones con sus vecinos. La inclusién de relaciones espaciales o topologia de
conectividad entre los elementos permite definir una dinadmica espaciotemporal. En
tal sentido, una de las contribuciones més relevantes del presente trabajo ha sido la
aplicacion de varias herramientas y conceptos provenientes del estudio de sistemas
dindmicos a la caracterizacién de los patrones espaciotemporales que emergen como
consecuencia de reglas de intercambio econémico en un sistema.

Nos hemos enfocado en un modelo de intercambio econémico con ingredientes
basicos, como son la riqueza de los agentes, la aversion al riesgo, la probabilidad de
favorecer al elemento con menor riqueza en una transaccién, un umbral de interac-
cion y el tamano de la vecindad de interacciéon. Hemos encontrado que la topologia
de conectividad juega un papel relevante en las propiedades colectivas del modelo
econémico. Hemos introducido los conceptos de actividad y recesion para caracteri-
zar el comportamiento del sistema. Igualmente, hemos empleado el coeficiente de
Gini, que usualmente se considera en economia, como un parametro de orden para
caracterizar las transiciones de comportamiento del sistema.

En primer lugar hemos descubierto la existencia de dos fases dindmicas del sis-
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tema en diferentes regiones de pardmetros, en analogia a fases comunmente encon-
tradas en sistemas cadticos espaciotemporales: una fase laminar, caracterizada por
una actividad nula, y una fase turbulenta, correspondiente a una actividad distinta
de cero. Hemos podido visualizar estas fases para una red unidimensional.

El rol de la topologia ha quedado establecido al incrementar el niimero de ele-
mentos en la vecindad k. El coeficiente de Gini aumenta cuando se incrementa k,
tendiendo al valor asintético de G en el caso de acoplamiento global (k muy grande).
Para valores pequenos de k, los valores del coeficiente de Gini son comparables a los
valores reales reportados para los paises del mundo. Por el contrario, los valores de G
obtenidos con acoplamiento global son, en general, mayores que los observados. Esto
sugiere que en el mundo econémico real ocurren interacciones locales, posiblemente
coexistiendo con interacciones de largo alcance.

La inclusiéon de la topologia en este modelo de intercambio econémico produce
desviaciones de leyes de potencia (ley de Pareto), tales como aquellas frecuentemente
encontradas en la distribucién de riqueza para los rangos de riqueza alta. Esto sugiere
que la ley de Pareto esta asociada a interacciones de largo alcance, en las cuales los
elementos con mayor riqueza tengan mayor probabilidad de interactuar.

Hemos establecido que el efecto de la desaparicion de la clase media esté de-
terminado por la probabilidad f de favorecer a los agentes de menor riqueza, tal
como también fué observado por Laguna et al., asi como por el rango de interacciéon
(expresado por k) incluido en nuestro modelo.

Una ventaja de considerar modelos simples como el que hemos presentado,
ademas de su eficiencia computacional, es la posibilidad de incluir diversas ex-
tensiones con relativa facilidad. En tal sentido seria muy interesante estudiar esta
dindmica econémica en redes complejas, tales como redes de pequeno mundo y redes
libre de escala, las cuales son ubicuas en sistemas sociales reales. Otra extensiéon de
mucho interés actual serfa la consideracion de redes adaptativas, es decir, donde la
dindmica de interaccién econdémica y la topologia de conectividad estén acopladas.

Nuestro trabajo es un ejemplo de que la Fisica puede aportar conceptos y her-
ramientas valiosas para modelar algunos aspectos de la dinamica social. El auge

experimentado actualmente por disciplinas tales como la Sociofisica y la Econofisica
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demuestra que la busqueda la conceptos universales que ha caracterizado historica-
mente a la Fisica se ha extendido a dominios anteriormente considerados fuera del

alcance de esta ciencia.
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Apéndice A

Apéndice

Indice de Gini por paises.
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