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Resumen
Los fenomenos de agregacion limitada por difusion describen el proceso mediante el
cual particulas que se difunden libremente por un medio forman agrupaciones. Estos
fendmenos pueden estudiarse utilizando simulacion computacional, como en este caso
donde empleamos un automata celular y reglas dindmicas para investigar las
propiedades fractales de los agregados en funcion de la fraccion de ocupacion inicial de

particulas.
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Fractal properties of grow patterns at DLA model trough cellular automata

Abstract
Diffusion-Limited Aggregation (DLA) is upon on the formation of clusters by particles
diffusing through a medium that jostles the particles as they move, it is studied trough an
computer simulation using an cellular automaton and dynamical rules. Fractal properties
of the clusters are investigated as function of the initial occupation fraction of the

particles to be aggregated.
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Introduccion
A principios de la década de 1980 se propuso un modelo que permitia crecer un objeto
fractal: la agregacion limitada por difusion (DLA). Esta fue la primera incursion en
profundidad de la Fisica Estadistica en el campo de los fendmenos de crecimiento y
agregacion. El primer modelo fisico de crecimiento fractal que incorpor6 DLA fue
introducido por Witten y Sander en 1981 [1-2]. Este modelo fue generalizado
posteriormente por Niemeyer, Pietronero y Wiessmann [3] con un Modelo de Descarga
Eléctrica, inspirado por las descargas en gases, que permitidé aclarar las propiedades
matematicas subyacentes basadas en la ecuacioén de Laplace o ecuacion de transporte. En
este aspecto puede resultar sorprendente ver que el operador de Laplace, el cual
usualmente conduce a propiedades de frontera bien definidas, en el caso de estos
modelos conduce espontaneamente sus fronteras en estructuras fractales fuertemente
irregulares. Se cree que estos fractales Laplacianos (véase Figura 1) capturan una
variedad de propiedades esenciales de diversos fendomenos como la deposicion
electroquimica [5-6], rupturas dieléctricas y mecanicas [3], [7-8], dedos viscosos en
fluidos [9-10], propagacion de fracturas [11-13] y varias propiedades de coloides [14-

16], crecimiento de bacterias [17-20], etc.

Nuestra investigacion se focalizara en simular los patrones de crecimiento que aparecen
en algunos de los fendmenos fisicos, quimicos y biolodgicos ya mencionados, cuando las
particulas que forman parte de un medio entran en contacto con un agregado sélido al

que se adhieren después de ceder calor al entorno. Los agregados que se observan tienen



estructura fractal, y en funcion de la fraccion de ocupacion inicial, 77, de particulas

queremos estudiar si existird alguna relacion entre ésta fraccion de ocupacion inicial, 7,

y la dimension fractal, Dy.
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Figura 1: Se muestran algunas estructuras en la Naturaleza que poseen crecimiento
fractal, (a) deposicion electroquimica; (b) ruptura dieléctrica; (C) ruptura mecanica; (d)
dedos viscosos en fluidos; (e) fractura, y (f) crecimiento de bacterias.

En la seccion Método describimos el modelo del autémata celular (AC) bidimensional a
emplear [3], inspirado en el modelo DLA [1], donde evoluciona un fluido con sus
particulas en movimiento browniano, y que permita capturar la fenomenologia. En la
seccion Resultados mostramos que existen dos regimenes, difusivo y reactivo,
respectivamente y encontramos para cada uno de estos la relacién funcional de la

dimension fractal, la cual se comporta en forma potencial y encontramos el valor critico

de la fraccidbn de ocupacién inicial, #., en la cual se separan estas dos regiones.




Finalmente en la seccion Conclusiones mostraremos que el crecimiento fractal

dependera si el sistema se encuentra predominado por la difusién o la reaccidon, en
funcion de la fraccion de ocupacion 7 de las particulas en las condiciones iniciales, y los

problemas abiertos que persisten en la actualidad.

Método
Para construir un autémata celular (AC) [21] que desarrolle este tipo de crecimiento es
necesario simular con un buen grado de aproximacion el comportamiento del fluido con

trayectorias brownianas alrededor de la semilla, asi como el proceso de solidificacion.

Con este fin cada celda del AC se define por un vector de estado m(i,j)= (sy.,gl,j.,hl.].),

donde la primera componente, s;;, indica si en la celda m(i,j) hay o no una particula en
estado solido formando parte del agregado en crecimiento (color verde en la
simulacion), es decir, s;=1, o s;=0, respectivamente. Se admite que, independientemente
de la presencia de la particula solidificada, dentro de la celda m(i,j) pueden encontrarse
hasta dos moléculas del medio, cuyas existencias vienen indicadas por las componentes
binarias del vector de estado, g; y h;. Recordemos que nuestra meta es capturar la

esencia fenomenologica.

Se dispone inicialmente de una Unica celda en estado s6lido ubicada en el centro del

autémata celular, alrededor de la cual evoluciona un fluido con sus particulas en



movimiento browniano. Cada vez que una de estas particulas (particulas g;=1) colinda
con otra que forma parte del agregado en estado solido, s;=1, se adhiere a ella y pasa a
formar parte del agregado, y es en este momento se dice que se ha cristalizado. Segun el
cristal crece, la probabilidad de que una particula de tipo g; alcance la parte central del
mismo se vuelve improbable y es por esto que el agregado desarrolla una estructura
ramificada y de estructura fractal.

El algoritmo

Se considera una fraccion de ocupacion inicial 7 de moléculas, con una distribucion

aleatoria de las moléculas tipo g;; (color rojo) y h;; (color azul) con una celda solidificada
en el centro, s,,2.m2=1, (a fin de permitir la agregacion). La coexistencia de moléculas
g; y h; en una misma celda es permitida, y se representa en la simulacion grafica por un

color azul celeste (Figura 2).

Figura 2: Matriz (150 x 150) donde se muestra la distribucion de particulas para las
primeras iteraciones del programa. Los c6digos de colores se explican en el texto.




El AC es una matriz bidimensional de elementos, cuyas condiciones iniciales son que
todas las celdas tienen su primera componente s;=0, a excepcion de la semilla en el
centro de la matriz, s,,».,2=1, sobre la que se asentara el agregado. El resto de
componentes del vector de estados se asignan en 1 con una probabilidad p, y 0 con
probabilidad (1-p), lo que significa que aproximadamente una fraccion de p celdas

estaran ocupadas con la especie g; y de manera similar para la componente h;.

La regla de transicion local depende siempre para su evaluacion en cada sitio de los
cuatro vecinos mas proximos (vecindad de von Neumann con bordes periddicos).
Ademas, para simular tanto el movimiento erratico de las particulas como el proceso de
solidificacion, es necesario definir las reglas dinamicas que seran implementadas en el
automata celular:

Regla 1: Interaccion gas-cristal. Si las dos primeras componentes de la celda actual
estan en estado m;(#)=(0,1,4;), y una de las celdas vecinas tiene una particula agregada,
entonces en la celda actual se produce una agregacion a expensas de g;, de manera que
el nuevo estado pasa a ser my(#+7)=(1,0,h;), independientemente del valor de 4;;.

Regla 2: Mezcla de gas. Con probabilidad 1/2 intercambian sus valores, g;; (1+1) = h;(?)
y hy (¢+1) = gi(9).

Regla 3: Transporte horizontal de gas. A la componente g de cada celda se le asigna el
valor de la misma componente en la celda de la izquierda, gy(t+1) = g;;4(¢), y a la

componente /2 el valor de la misma componente en la celda a su derecha, h;(t+1) =

hij+i(2).



Regla 4: Interaccion gas-cristal. Se repite el paso 1.

Regla 5: Mezcla de gas. Se repite el paso 2.

Regla 6: Transporte vertical de gas. A la componente g de cada celda se le asigna el
valor de la misma componente en la celda superior, g;(t+7) = g;.1(f), y a la componente

h el valor de la misma componente en la celda inferior, h;(¢t+1) = hi+1 (2).

Hemos elaborado un cédigo computacional en lenguaje ForTran, y la interfaz grafica
que permitird la visualizacion en tiempo real, se realiza mediante las subrutinas graficas

del visualizador PGPLOT [22].

Calculo de la dimension fractal (box-counting)

Se denomina fractal a todo objeto que posea estructura y autosimilaridad [23].
Introduciremos en este apartado la forma practica mas utilizada para estimar la
dimension fractal de un objeto. Definimos, primeramente, la dimension fractal, Dy

como:

D, =- ,
50 log(é‘)

(1)

donde N; es el nimero de elementos de longitud caracteristica J necesarios para recubrir
el conjunto estudiado. En la practica, es en general imposible la realizacion del limite
0—0 [24]. Para estimar la Dy se emplea el método box-counting [25]. Notese que es

posible escribir:



log(N,) = D, log(;j. @

Si representamos en un grafico al log(1/9) en el eje x y al log(Ns) en el eje y, el limite

de la expresion (1) se puede aproximar por la pendiente de la recta de regresion.

Escribimos Df en lugar de Dy, debido a que en principio no tienen porqué ser valores

coincidentes. Uno proviene de un limite infinito, y otro se obtiene a partir de una recta

de regresion.

Para el calculo de la dimension fractal con el algoritmo box-counting se utilizo el
programa HarFa [26], que divide al cristal formado con una rejilla de cuadrados de lado
0. Se cuenta entonces el numero de cuadrados que son ocupados por el cristal, Nj,
cantidad ésta que varia con el valor de 6. Hemos realizado para cada valor de densidad
diez simulaciones empleando condiciones iniciales diferentes, y los valores de la
dimension fractal obtenidos son promediadas a fin de compensar las fluctuaciones

estadisticas proveniente del generador de nimeros aleatorios [17].

Resultados

Para la validacion del programa se empled una matriz de tamafio 100 x 100, asignandose
una fraccion de ocupacion inicial # del 5%, a las particulas distribuidas aleatoriamente

sobre la malla, empleando en cada caso diferentes semillas para el generador de numeros



aleatorios; y se determind que no existen diferencias significativas entre las diferentes

realizaciones.

Dependencia de la dimension fractal con la densidad

Para estudiar la relacion existente entre la fraccion de ocupacion inicial 7, y la

dimension fractal del DLA, se utilizé una matriz de mayor tamafo, (124 x 124), con 10

realizaciones por cada valor de #. La figura 3 muestra algunas de las estructuras DLA

finales para diferentes valores de 7.
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Figura 3: Formacion de estructuras fractales mediante el modelo DLA, variando la fraccion de
ocupacion inicial 77, en la distribucion de las particulas.




La figura 4 muestra la relacion existente entre la dimension fractal de la estructura DLA
en relacion a la fraccion de ocupacion inicial 77 de particulas en el sistema. Note que en

el grafico log-log existen dos regiones diferenciadas por las pendientes de las rectas

que interpolan los puntos obtenidos en las simulaciones.
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Figura 4: Grafico log-log de la dimension fractal, D en funcion de la f fraccion de

ocupacion inicial #, de las celdas en las condiciones iniciales, p. En color rojo se
muestra la funcion que describe la parte difusiva, y en azul la parte reactiva.

Discusioén de resultados

Dependencia de la dimension fractal con la semilla inicial aleatoria
Se observa que al variar la semilla en el generador de nimeros aleatorios y manteniendo
constante la probabilidad p de ocupacion, cambia el patron de agregacion del sistema

simulado pero el valor de la dimension fractal no presentan variaciones estadisticamente




significativas. El resultado final obtenido, seglin estos criterios, es de indole estadistico,
y es por estos que para cada valor de p, se efectiia la simulacidon diez veces, y se obtiene

un valor promedio.

Dependencia de la dimension fractal con la densidad

En la figura (3) observamos que a medida que se aumenta el valor de la fraccion de
ocupacion inicial 77, la estructura formada para valores bajos de #, figuras (3a) — (3d)
presentan patrones de crecimiento similares a los de la deposicion electroquimica o al
crecimiento de bacterias, figuras (1a) y (1f); pero al aumentar 7, llegamos a un punto en
que la estructura final se va pareciendo mas a un medio poroso, figuras (3e) — (3h). Esta
diferencia es originada porque para valores bajos de la fraccion de ocupacion inicial #, el
fenomeno de agregacion esta controlado principalmente por el proceso difusivo. En
cambio al aumentar la fraccién de ocupacion inicial 77 de las particulas, éstas no pueden

difundirse libremente por mucho tiempo y el control de la agregacion pasa a ser

controlado por el proceso reactivo.

Esta diferencia en las caracteristicas del los patrones finales se ve reflejada en el cambio

de pendiente en el grafico log-log de la figura (4). Para ambos casos se encuentra una ley
de potencia que relaciona la fraccion de ocupacion inicial #, con la dimension fractal Dy,
Dr=k nﬂ, donde, £ es una constante de proporcionalidad y S es el exponente que

caracteriza a la ley de potencias.



Para el régimen difusivo £ = 1.995952 + 0.010938, y f = 0.1238 = 0.0039; obteniéndose

la siguiente relacion potencial,

D, =1,99595(z7,,)"'"**, )

donde (#p) represente la fraccion de ocupacion inicial en la fase difusiva.
Para el régimen reactivo & = 1,874131 £ 0.003298, y f = 0.04844 + 0.00374;
obteniéndose la relacion potencial,

D, =1,874131(1,)* """, 4)

donde (77r) represente la fraccion de ocupacion inicial en la fase reactiva. La interseccion
de estas dos rectas en el grafico log-log, nos permite obtener el valor de la fraccion

critica de ocupacion inicial, 77¢, que separa las fases difusiva y reactiva de nuestro

modelo. Analiticamente encontramos que este valor es #7¢= (0.4333 + 0.0581).

Conclusiones
1.) Gracias a la forma como cambia la dimension fractal del agregado final, hemos
logrado separar los fenomenos DLA segin predomine el proceso difusivo o el
proceso reactivo en el control de la formacion del agregado.

2.) Se ha encontrado que la relacion entre la fraccion de ocupacion inicial 7 de

particulas y la dimension fractal del agregado sigue una ley de potencias con
exponentes caracteristicos diferentes segun se encuentre en el régimen difusivo o

reactivo.



3.) En ambos escenarios la dimension fractal aumenta, siendo mas acusado su

crecimiento en la region difusiva, el cual disminuye una vez que la densidad critica
de particulas 7). a ser agregadas, es alcanzada. Esto nos permite encontrar un valor

critico de la fraccidon de ocupacion inicial, que justo las separa.

4.) Al simular este tipo de fendémenos utilizando técnicas de autdmatas celulares hay que
tener presente el hecho de que el espacio, que en principio es un continuo, ha sido
discretizado y que la velocidad de las particulas y densidad reales de las particulas
estan escaladas a las unidades de la reticula del automata celular.

5.) Adicionalmente, en nuestro modelo el tamafio de las celdas del automata celular
debe ser interpretado como la distancia méaxima a la que podria ocurrir una
interaccion entre las particulas que se mueven en el sistema.

6.) A pesar de que han transcurrido ya mas de veinte afios desde su descubrimiento,
todavia no se entiende por qué la agregacion limitada por difusion produce objetos
fractales [27-30]. Sin duda este es un desafio de la mayor importancia y ha permitido

mantener vigente esta fascinante area de investigacion.
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