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Introduccion

Presentamos aqui, una lista de problemas pensados como un comple-

mento a un curso normal de funciones de varias variables.

Muchos de ellos han sido inquietudes de nuestros alumnos en diver-
sas oportunidades; otros, los hemos seleccionado con un fin esclarecedor de
algin teorema del curso. En todo caso, constituyen un pequeno reto, para

fijar conceptos y aplicar los teoremas.



Capitulo 1

Vectores y Geometria

Notaciones:

vectores unitarios en R? :

-

7 < 1,0 >,

—
J

<0,1>

vectores unitarios en R? :

— —
1 =<1,0,0>; 7 =<0,1,0>;, k£ =<0,0,1>

Longitud de un vector:



Producto interno de vectores:

— —
v =< 21,Y1 >, Uy =< To,lYs >,

— =
V1 - V2 = T1-T2+ Y1 Yo
— — . 14
Por otro lado, V1] + Uy viene dado también por:
—)
V2
0
ﬁ
U1
0
— = = — 9
vi - vg = [[ur]| - [[vg | cos

Anslogamente, en el caso de vectores en R? :

U—J{ =< T1,Y1,R1 >, ?72) =< Ta,Y2,R2 >
Wi Wy = T1Ts + Y1Y2 + 2122 = ||@71>|| : ||172>||0059

—>
%)
0
—
wq



En otra notacién:

— — —
Wy =110 +yj +ak

— — —
Wy = T30 +yoj +2k
Wy - Wy = T1To + Y12 + 2129

Producto Vectorial:

—
Sean: vo=<x,Y1, 2 >

q
w = < Tg,Y2,%22 >

- = -
T 5k
— =
UVXWwW = |1 oy 2
Lo Y2 22
— — —

= (22 —o21) i — (1122 —2221) § + (212 — 2201) K

También:

ﬁ
w
0
H
0 (%
IV x @ = 7] - [|w]| sen®.



1.-

2.-

Problemas:

ﬁ
Son dados los vectores @ y b, tales que:

é
<l =5y Joll =12

. ’ . — -

i) (Cual es el valor maximo que puede tomar || a + b [|?
—_

ii) ;Cudl es el valor minimo que puede alcanzar |@ + b ||?

iii) En el caso Eﬂ_?, ;Cuénto vale || @ + ?H?

Dados los puntos (0,0), (3,4), (m,4) y (},0), hallar los valores de m
y A, de manera que dichos puntos sean vértices de un paralelogramo,

cuyas diagonales sean perpendiculares.

. . — . .
Hallar dos vectores unitarios paralelos al vector v', el cual tiene origen
en (—1,5,3), mientras que su extremo final es el (0, 3, 1). Encontrar un
. . . — ’
par de vectores unitarios que sean perpendiculares a vy, ademas,

paralelos al < 1,1, —% >,

Hallar el volumen del prisma, una de cuyas bases es el triangulo
de vértices: (0,0,1), (2,0,0), (0,—1,0); la otra base esta en el plano
rT—2y+224+8 = 0
Nota: prisma: poliedro limitado por dos poligonos congruentes,

situados en planos paralelos (bases) y por tantos paralelogramos como

lados tienen las bases.



D.-

prisma
triangular

Son dados: el plano «, de ecuacién —2z + 2y — 2z = 5,
T y—9o z—5

5T o1 2
Probar que L esta contenida en «.

y la recta L

Hallar la recta L/,

que pasa por (2,—2,—4) vy es perpendicular al plano «.
(Llamemos F, al pie de L’).

Encontrar L”, recta (en «) que pasa por Fyy que, ademas,

es perpendicular a L.

Designemos por Pj, a la interseccion de L” con L.

Finalmente, demostrar que la recta determinada por un punto arbi-
trario de L' y el punto P, es perpendicular a L.

Rescate Fantastico:

Dos helicopteros H, y H, han venido viajando juntos.

En un determinado instante (llamémoslo t, = 0) cada uno escoge

una trayectoria.
H,:x = 10+300t, yv = —5+352,5t, 2 = —H— 57,5t

Hy:x = 104+690t, y = =5+ 705, z = —5+ 9,



(las coordenadas estdan medidas en Kms y ¢ en horas).

Debido a fallas, Hy, detiene su vuelo en el punto (700,700,4), aterriza
en el punto (700, 700,0).

Mas tarde, se comunica con H,. Este ultimo percibe que el problema
de H, ocurrié una hora atras y se dirige a auxiliarlo, a una velocidad

de 200%. LEn cuanto tiempo llegara a su objetivo?

7.- Suponga que dos aviones describen trayectorias de vuelo dadas por:

r = 3—2t r = —-3+s
A q y = 4+t ; Ay y = 2—4s
z = =247t z = 1+6s

Probar que los aviones no chocaran.

8.- Hallar las ecuaciones simétricas de la recta L, la cual contiene al

origen y es perpendicular al plano de las rectas:

L/' pr— pr—
— 4 —2

r = 3+t

L":¢ y = 4—4¢

z = b+ 2t



9.-

10.-

Un punto movil se desplaza, en linea recta, en el espacio, de manera

que en el instante ¢y = 0, sus coordenadas son:

en el instante t; =1 sus coordenadas son:

Si se sabe que el punto mévil no choca con el plano
6 — 2y + mz = d, con d # 22,

;,Cuanto vale m?

Dados los puntos:
A = (a1,a2,a3); B = (b, ba,b3) y C = (c1,c2,¢3),

tales que

ap az as
bl bg b3 = 07
€1 C2 C3
probar que A, B y (' pertenecen a un plano que pasa
por el origen.
Sugerencia: considerar los vectores:
ﬁ

— —
A =< a1,0a9,a3 >, B :<b1,bg,b3 >, C =< (,C,C3 >.

Interpretar el determinante indicado, como:



— - =
A <B x C) .
- = =
Luego, en el caso B x C' # 0, considerar el plano que

- =
pasa por el origen y tiene a B x C' como vector normal.

(Si BxC = 6: la solucién es trivial).



Capitulo 2
Limites, continuidad,derivadas

parciales

1) Sea f:R? — R, dada por

2592
712 4yt 51 (z,y) # (0,0)
flx,y) =
0, si (x,y) = (0,0)

. Posee f alguna discontinuidad?

2) Sea f(z,y) = (x> +y%) "2 €@ con (z,y) # (0,0).

of
Hall —(1,0).
allar 83:( ,0)

Sugerencia: no emplear las reglas de derivacion.

3) He aqui un ejemplo de una funcién que es diferenciable en un punto,

pero sus derivadas parciales no son continuas en ese punto:

10



5)

Sea f:R? — R, dada por:

1
e tysen () s ) £ 00)
flz,y) =
0, si. (z,y) = (0,0)
of .
Hallar —=, ==, y probar que no son continuas en (0,0).
oxr’ Oy

Demostrar, usando la definicién, que f es diferenciable en (0, 0).

(En verdad, f es diferenciable en R?).

85
Recordemos que la expresion ———— significa que f
0x20y3

ha sido derivada cinco veces: tres veces con respecto a v,

dos veces con respecto a = (jen ese orden!).
>’f

Usar un importante teorema, para hallar, en forma breve: ———.
0x20y3

si f(x,y) = ve?Ct8 Y,

Un cisne se encuentra en la superficie de un lago; el fondo de éste

tiene por ecuacion:

f(z,y) = —250 — 2% — 3y°

Si el cisne estd ubicado en el punto (2,1),

LEn cual direccion debe nadar, para que la profundidad debajo de

él disminuya lo mas rapido posible?

JEn cudl direccién no cambia la profundidad?.
.Dénde esta el error?

Sea  w = f(z,y,2) vy z= glz,y).

11



Por la regla de la cadena,

ow 8w@ 8w@ 8w%

or 8xax+8y0x+828x ()
. . . . dy

Como x e y son variables independientes, se tiene 9 0.
x

Asi, llegamos a:

ow ow Ow %

o~ 0x 9z 0n

ow 0z
— . — =0
0 sea, 9 (%)
1
En particular, si w = 2x+y+3z y z = §x+y, (%)
conduce a: 1=0.

7) Demostrar que todo plano tangente al cono
(z—1)2 = 22+ (y —7)% pasa por el punto (0,7,1).

8) Supongamos que la elevacién de una colina es dada por:
flz,y) = 200 — 42 — 42

LEn cudl direccion correra el agua de lluvia, en el punto situado sobre
el (1,2,192)7

9) Sea g:R—R, una funcién derivable.

Consideremos

flxy) = g(a®+9°).

— — —
Probar que V f(a,b) esparaleloa ai +bj.

12



10) Una particula que viaja con velocidad constante,
- =
31 +4j — k, pasaporel punto (0,1,1)

y, después, choca con la superficie:

z = —2°+6z—9

La particula rebota, con un angulo de reflexion igual al dngulo de

incidencia. Suponiendo que no pierde rapidez (celeridad),

;,Cudl es la velocidad de la particula, después del rebote?

13



Capitulo 3

Maximos y Minimos

1.- Aunladodeunrio —de 1Km de ancho — hay una central eléctrica.

Al otro lado, 3Kms corriente arriba, un centro comercial; tender
cable por tierra cuesta 3000B8s por metro y tenderlo bajo el agua,

5000Bs por metro.

., Cudl es el tendido mas econémico, desde la central hasta el centro

comercial? (usar multiplicadores de Lagrange).

3Km
T
*eentro
comercial
1Km y
2.- Hallar el punto, de la esfera: 2 +y%+ 22 = 27, més cercano

al punto (1,1,1). jy el mas alejado?

14



3.- Probar que f:R? — R, dada por:

f(z,y) = breY —z° — €% tiene sblo un punto critico, el cual es un

maximo local, pero no un maximo absoluto.

4.- jPara cudles valores de k esta garantizado — mediante el criterio del

Hessiano — que f(x,y) = 2?+ kxy +y* tendra:

a) en (0,0) un punto de silla?

b) en (0,0) un minimo local?

L Qué ocurre en el caso en el cual el criterio del Hessiano no permite,

directamente, clasificar un punto critico de f?

a) Probar que el valor maximo de z%y?2%, sobre la esfera

(5)-

b) Usar la parte (a) para demostrar que para nimeros no negativos

22 +y? + 22 = r? es:

x,1y,z se cumple:

6.- La figura muestra un semicirculo adosado a un rectangulo. Si el area
estd fijada y el perimetro es minimo, o si el perimetro estd fijado y el
area es maxima, usar multiplicadores de Lagrange, para concluir que

la longitud del rectdngulo es el doble de su altura.

15



7.-

En relacion a un sistema de coordenadas cartesianas, una persona
esta en el origen, en el interior de una plaza, cuyo contorno tiene por

ecuacion:

3y + 4oy + 627 = 140

La persona quiere salir de la plaza y caminar lo menos posible.

LA cudl punto ser debe dirigir?

Al tratar de ajustar una recta y = mx + b a un conjunto de
datos numéricos (x1,y1), (22, v2), (£3,93), -+ , (Tn,yn), usualmente
se elige la recta que minimiza la suma de los cuadrados de las dis-
tancias verticales de los puntos a la recta. En otras palabras, se desea

encontrar los valores de m y b, tales que, sea minimo el valor de:

w = (ma1+b—y1)*+ (mxa+b—y2)* + -+ (mz, +b—y,)”.

Probar que el objetivo se consigue, si:

16



m Z?:l Ty + bn = Z?:l Yi
(*)
m Z?:l z? 4+ b Z?:l T; = Z?zl T;Yi

Luego, la recta (llamada recta de regresién o recta de prediccién) se

determina al resolver (k) (m y b son las incdgnitas).

Hallar la recta de regresion, en el caso indicado en la figura:

9.- Demostrar que de todos los tridngulos con perimetro dado,
el triangulo equilatero posee el area maxima.

Sugerencia: usar la formula de Herén, para el area de un tridngulo

de lados a, b y c:

S = vpp—a)p—b)p-rc),

17



donde,
a+b+c

2

10.- Dentro de un tridangulo, existe un punto P, tal que la suma de los
cuadrados de sus distancias a los lados de dicho tridangulo es minima.

Hallar dicho minimo.

Sugerencia: minimizar x? + y? + 2%, con la condicién:

ar bz cy
I T |
2+2+2

(A es el drea del tridngulo).

18



Capitulo 4

Integracion

1) Evaluar:
2 2
/ / x\/1+ 3 dy dx
In10
/ / — dy dx (integral impropia)
e 1Ny

arccosy
/ / senxV 1+ sen?x dx dy
o Jo

Uz
/ / e dr dy
0o Ji/2

11
se

/ / ny dy dx (integral impropia)
0 T Yy

Sugerencia: para resolver estas cinco integrales, invertir el orden de

integracion.

1 p1opl
2) Hallar: / / / 12227 dy dx dz
0 Jo Jaz2

3) Demostrar que: si D es el rectangulo: xy <z <x1, yo <y <y,

entonceS'

82
// 0x8y d dy = F(zi,y1) — F(xo,y1) — F(z1,90) + F(0, o).

19



)

5)

6.-

7.-

Sugerencia: aplicar, dos veces, un teorema fundamental
O*F oF
0xdy Y oy

(Asumir que son continuas).

Evaluar: / / sen(922 + 4y?) dA, donde,
R

R es la region en el primer cuadrante, acotada por la elipse

92% + 4y* = 1.
Sugerencia: realizar un cambio de variables apropiado.

Evaluar: / / €Y= dA, donde,

R
R es la region encerrada por:

y=2r—1, y=2z+1, y=2-2x, y=4-2z.

Igual sugerencia que en (4).

Calcular:

/(2:cy3 —y?cosx) dz + (1 — 2ysenx + 32°y?) dy,
c
donde, C es el arco de la parabola:

— gyz, de P, = (0,0) a P, = <g,1>.

Sugerencia: probar primero, que la integral de linea no depende del

camino usado para ir de P, a Ps.

Usar el teorema de Stokes, para calcular:

20



10.-

%(8x—2y) dr +y dy + 3z dz,
r

donde, I' es la frontera del tridngulo equilatero, situado en el plano

—3z+v324+6 = 0, de vértices:
A= (2,20, B=(260) v C = (2++3,4,3)
(la orientacién de I' es en el sentido de A para C, para B,

para A).

—

— — —
Dado F(x,y,2) = xy®>i +yzj +zx*k, hallar el flujo

de F alo largo de S, donde, S es la superficie del s6lido encerrado

por los cilindros P+ =1 vy 22+ =4
y entre los planos z=1 y z = 3.

Sugerencia: Usar el teorema de la divergencia.

Sea C' el segmento que vade (z1,y1) a (x2,2).

Directamente se puede probar que:

/—y dr +x dy = x1y2 — T2U;.
c

También se puede, usando el Teorema de Green. ;,Como?

a) Probar que una condicién necesaria y suficiente para que

ou ou )
— dy — — dx sea cero, para toda trayectoria cerrada,

dy

21



simple, C, en una region R (donde wu es continua y tiene

derivadas parciales, de orden dos, continuas),

0%u N 0%u 0
es que —+— = 0.
q ox? 0y
rxdy —ydr
b) Prob _— 0
) Probar que 7{ P # 0,
c

donde, C' es la trayectoria indicada en la figura:

)
(-L1)=E D=(11)
x
B=(1,-1)
(-1,-1)=A
Hallar wu, tal que:
fmdy—yda: aud 8ud
—_— = — dy — — dx
x? 4+ y? oz Y oy
c c
, Pu  0*u
y, ademas, @—l—a—zﬁ = 0.

. Hay alguna contradiccion de los resultados de la parte (b), con

respecto a la parte (a)?

22



Capitulo 5
Respuestas e Indicaciones del

capitulo 1

- — —
a - a a -

+2

= ITIZ 20T || cosd+ | D)2 = 169 + 120 cos b

H
/. —
Luego, el valor méximo de ||@ + b ||* se alcanza

23



cuando 0 = 0°, yes: 289.

é
Asi que, el valor maximo de H7 + b H es 17

ii) Cuando 6 = 180°,
@ + ?HQ toma su valor minimo: 49.

ﬁ
Por lo tanto, el valor minimo de || @ + b H es T.

iii) Cuando # = 90°,

se tiene: ||7+7|| = 13.

2) Un paralelogramo con diagonales perpendiculares es un rombo.

(0,0) (A,0)
Dicho rombo tiene sus lados de longitud: 5

Luego, m =8, A=5.

. — — .
Si  w esparaleloa v, se tiene:

24



W o= AP —2\] -2k

. , —_— . .
Si, ademas, w es unitario, se cumple:

A2 +4N2+ 402 = 1.
1
O sea, A= £,
3
Asi que:
N - 2— 2— , N - 2— 2—
= —i—-—=j —=k 6 = ——i+=-j+=k
YT 3" 73773 v T3l Ty
Un vector T = ai + 67 + c?, unitario y
. i .
perpendicular a 1 —27 —2k, verifica:
A+ +c =1

a—2b—2¢c = 0

: L = - = 1=
Si, ademas, wu  es paraleloal ¢ + 5 — 3 k,
debe cumplirse: a =0b= —2c
Resolviendo el sistema indicado, se sigue:
2— 2— 11— 2— 22— —
— — -
_ Z STk S M —k
“ 3' 737 73 °© 5! 73] 7

25



plano:
r—2y+224+8=0

plano:
rT—2y+22—-2=0

Luego, la distancia entre dichos planos (altura del prisma) es:

|—-2-8 10
Vitd+d 3
Ahora, el drea de una de las bases del prisma es:
—_—  —
|AB x AC||
2 ?
donde,
A = (0,0,1), B = (2,0,0), C = (0,-1,0)
Asi que:
— - = — - =
AB =21 — k AC = —i — k,

26



=
X
Al
I
S
o

|

I
w

-1 0 -1

10

~ = 5
3

DO W

volumen del prisma = area de la base x altura =

5) Este es un caso ilustrativo del famoso teorema de
las tres perpendiculares.
El punto (0,5,5) pertenecea L y a .
Ademas <=5—-42>-<-2,2,—-1>=0.

Luego, L esta contenida en «.

r—2 y+2 z+4

L/ : = =
C=2 2 —1
Py = (0,0,-5).
(
r = 0
L,/ . y = t
|z = -5+ 2t
P = (0,5,5).
Sea P = (x0,%0,%0), un punto cualquiera de L’

27



— — — —
Entonces, PP, = x4 +(yo—5)j +(20—5)k.
Luego.
S — — —
PP - (=5i —4j§ +2k) = —bwg—4(yo —5) +2(20 — 5) =

= —b5xg—4yo+ 220+ 10 =

— 5y — d(—a0) +2 (2 =5) +10 = 0

(hemos usado las ecuaciones simétricas de L' ).

—
Conclusién: PP 1L.

6) Sea t; el tiempo transcurrido desde el instante de separacién hasta el

momento de la falla de Hy;

Entonces:

700 = 10 4 690¢,,

Luego, ty = lhora.

Posicién de H,, cuando se dirige a auxiliar a H}, :

(104300 -2, —5+352,5-2,—5 — 57,5 - 2),

0 sea, (610,700, —120).

Su distancia a la posicion del accidentado H, es:

v/ (610 — 700)2 + (700 — 700)2 + (—120)2 = 150Kms
Luego, H, se encuentra con H, al cabo de

28



cuya solucién es:

3—2t = =345
4+t = 2—4s,
26 10
—, 5§ = ——.
7’ 7

Estos valores, sustituidos en:

mientras que en A,

8) Tenemos:

L:x
a

Ay, dan

se obtiene: z =

_ Y
b

Por otro lado, el plano de las rectas

como vector normal:

donde,

—

A

X

—

A

C:

29

L/

z = 24;
53

-

z

-

y L” tiene,



A = (1,2,3), punto de L’

B = (3,4,5), punto de L”

C = (4,0,7), punto de L”

(Notar que L' y L” son paralelas)

Luego, podemos tomar:

Asi que:

las ecuaciones simétricas de la trayectoria del punto son:
r y+dH  z—3

151

Esta recta debe ser paralela al plano

6r — 2y +mz = d.
Luego, < 1,5,1 > -<6,—2,m> = 0
osea,m = 4

Ademas, la condicién d # 22 garantiza que dicha recta no esta con-

tenida en el plano dado.

30



- = — — —
10) Enelcaso Bx C = ai +bj +ck,cona, by c,

no nulos a la vez, consideremos el plano «,
dado por:
ar+by+cz = 0.

ﬁ ﬁ é . 7’ . .
Como A - (B x C') = 0 (hipétesis), se tiene:
a1a + CLQb +asc = 0.
Luego, A esta en a.
Analogamente, como
- = = - = =
B-(Bx(C) =0y C-(BxC) =0,
resulta que B y C estan en a.
Sies B x C 0 (Es decir, B y C son paralelos), analicemos el

— —
caso en el cual A no es paralelo a B.

- =
Como A - (B x C) = 0, entonces, también:

— g — . .z 7

(Ax B)-C = 0y estamos en una situacion andloga a la probada.

SSBxC = 0 y Z(;«é W) es paralelo a B
(luego, también, paralelo a 5)),

consideramos el plano (3, dado por:
a1 + as

as
Resulta que A, B y C estan en f3.

T4y — z =0 (Asumiendo que ag # 0).

(Anélogamente en el caso as # 0 6 a; # 0).

— - =

Por 1ltimo, si BxC = 0 yA = 6), (suponiendo que b3 # 0),

consideramos el plano:

31



De manera que, A,B y C estan en 7.

—

. ./ é ﬁ
P.D. Si tuviéramos: A = 0 = B y c¢3#0,
entonces, A, B y C pertenecen al plano:
C1 + Co

rT+y— o z = 0.

32



Capitulo 6
Respuestas e Indicaciones del

capitulo 2

(1) Para y = z* nos queda:

) ) $6I’6
<x,yl>lir§o,o>f (z.9) = Jim 24212
1 1
— lm- = = 0,0

Luego, f no es continua en (0,0). Este es el inico punto de discon-

tinuidad de f.

5c b0 = lim h =
-3 ;_1
_ hm(1+h)(1+h) 1 _ g P
h—0 h h—0 h
—2h — h? . —2—h

- lHm 22— e
R0 (L +h)2 hoo (14 h)?

33



(3) Obtenemos:

( 1 1 1
of 2 [sen (x2 +y2> ey cos <x2 _i_yg)] , (z,y) # (0,0)
%(Iay) =

0 @y = 00
of " [Sen (ﬁ}ry?) - wZiy? COS (:v“lr@ﬂ)} () 700
8—y(9573/) =

0 @y = 00

Vemos, entonces, que no existen los limites:

of
lim —(x,y), lim —(x,
(,5)—(0,0) 896( 2 (,5)—(0,0) 8y( 2

Por ejemplo, al acercarnos por el camino y = =z, todas las expresiones
involucradas tienen limite,

T 212

Por otro lado, f diferenciable en (0, 0) significa:

1 1
cuando x — 0, excepto — cos ( >

Dado € > 0, existen:
€1(Ax, Ay) v €(Ax, Ay), tales que:
af of

f(Az,Ay) = f(0,0)+ %(0, 0)Az + a—y(O7 0)Ay +

+ €1(Az, Ay) - Az + €3(Ax, Ay) - Ay,
con

1 €1(Ax, Ay) = 0 = i € (Ax, A
(Ax,A;I)IL(O,O) 1Az, Ay) (Aa:,ALI)IL(O,O) 2(A7, Ay) (+)
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En el presente caso, dado € > 0, debemos hallar €, y €5, tales que:

[(Ax)? + (Ay)?] sen <(Am)2 —1k (Ay)z) = €6 Ax+ Ay

Luego, basta tomar:
1

(Az)? + (Ay)?
1

(Az)* + (Ay)?

Obviamente, se verifica (k).

€1(Azx,Ay) = (Ax)sen

€2(Ax, Ay) = (Ay)sen

(4) Aplicamos el Teorema de Euler (teorema de la derivada mixta) el cual
nos indica que podemos, en el presente caso, efectuar la derivacion en

el orden que consideremos apropiado.

5
Vamos, entonces, a hallar

Oy30x?

Como o1 = e¥any regulta:

ox
82
9T _
0x?

’f

Luego, W =0
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Sea z = —f(z,y).

Queremos saber, en cudl direccién debe nadar el cisne para que z

disminuya lo méas rapidamente posible, en el punto (2, 1).

Sabemos que esta direccion viene dada por:

— 0z — 0Oz —
— 21) = —(2,1)i ——(2,1) 7
Va2l = )T - FeD]
Como, % = dux; g—; = 06y,
resulta:

— — —

-Vz(2,1) = —8i —6j.

Por otro lado, como. La derivada direccional de z, en (2,1), en la

— —
direccién de un vector ', es dada por: v - (8 i +6 j ), tenemos que z
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no cambia (por lo tanto f tampoco), en (2,1), si v es perpendicular
—

— .
a81 +67.
O sea, si

T o= M=37 +47),  A#£0.

Se trata de un engafio causado por un abuso de notacién. En (x),

: : w .. ) ow
siendo rigurosos, la e de la izquierda no es la misma que la o que
T T

aparecen en el segundo miembro.

Por ejemplo, siw = x4y + z, z = 2x+y,
Entonces, en verdad, w = 3x + 2y.

De modo que, el primer miembro de (x) es igual 3.

] w . ) .,
Mientras que la £ que aparecen (debido a una abusiva notacién) en
x

el segundo miembro de (x) esigual a 1.

Sea (xo,Yo,20), un punto del cono dado, tal que

(20, Yo, 20) # (0,7,1) (vértice del cono).
Consideremos F(z,y,z) = (z—1)*—a*—(y—17)?
Luego, ¥ F(z0,90,%0) = —220 1 —2(yo—T7) +2(z0 — 1) k.

De modo que, el plano tangente al cono, en el punto (o, yo, 20) es:
—2z0x —2(yo — Ny +2(20 — 1)z+d = 0.

Como (xo,%0,20) estd en dicho plano, resulta que la ecuacién del

mismo es:
=207 —2(y0—T)y+2(20— 1) 2+ 220> +2(yo — T)yo — 2(20— 1)z = 0.
Sustituyendo, en el primer miembro, los valores

r =0, y =17 2z =1, obtenemos:
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—14(y0 - 7) -+ 2(20 - 1) -+ 2.%'02 -+ 2y02 - 14y0 - 22’02 -+ 220 =
= —28y0 + 420 + 21‘02 + 2y02 — 2202 +96 =
= 2 [yOQ — 14@/0 + 49 + ZL’02 — 202 + 22’0 — 1:| =

- 2[(y0—7)2+x02—(zo—1)2} — 2.0=0

Conclusién: (0,7,1) estd en el plano tangente citado.

(8) El agua de lluvia correra en la direccién del descenso mas rapido (ley
Fisica), o sea, en la direccién opuesta de ?f(l, 2).
C V2 = —(1,2 —(1,2
omo Vf2) = Faa7+F0a7,

la respuesta es:

el agua de la lluvia correrd, en el punto de la colina situado sobre el

(1,2), en la direccién indicada por el vector:
- =
81 +47
(9) Sea u = x2+y%

Luego, queda f como una funcién de w y wu como una funcién

x e y. Aplicando la regla de la cadena, se tiene:

B, 0
a—i(x,y) = 9’(%)'£(ﬂf>y) = 2ug'(u).
of ou

7, = W 5@y = 2.
Jj.

Luego, ?f(a, b) = 2ag¢'(a®+ 62)7> + 2bg'(a® + b%)

O sea, ?f(a, b) = 2g'(a*+b?) (a? + b7>
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(10)

(0,1,1)

=l

Ecuaciones paramétricas de la trayectoria de la particula, antes del

choque con el cilindro:
(

r = 3t

y = 144t

z = 1—t
\

Py : punto donde la particula golpea al cilindro:
1—t = —92+18t—9,

osea,t = 1.

De manera que, el punto Fy es (3,5,0).

El plano en el cual ocurre el fenémeno del choque y rebote de la

¢ : — =
particula, tiene como vector normal: v X «, donde
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- — ..
k , vy, u es un vector normal al cilindro,

T = 30 +45 —
en (3,5,0).

N —
osea, ©u = VF(3,5,0), donde,
F(z,y,2) = z+x*—6z+09.

H

Luego, @ = k. Porlotanto, ¥ x U = 47 — 37.
Asi que, obtenemos, para el plano del choque y rebote, la ecuacion:

4r—3y+3 = 0 (+)

—}
Llamemos ¥/ = ai + b? + ck, a la velocidad de la particula,

después del rebote.

—, 37 — 77 , ‘
Sabemos que: v+ k = =7 - k, (aqui usamos que el dngulo de
incidencia es igual al dngulo de reflexion)

Luego, ¢ = 1.

Por otro lado,

v - = e *
v'1l(4i —37) (pues v es paralelo al plano dado por (*)).
Asi, 49—-3b = 0.

También, por hipétesis,

A+ +c* = 3F+474 (-1 = 26.

Entonces, obtenemos: a = 43, b = +4.

7 . —_
Entonces, mateméaticamente, hay dos opciones para v”'.

Una es:
T = 37 445+ K
(La otra opcién es: v/ = 37 — 47 + k= -
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Capitulo 7
Respuestas e Indicaciones del

capitulo 3

1.- Queremos minimizar la expresion:
(3 —2)3-105+5-10%, bajo la condicién: 22 +1 = y2
Consideramos:

Fz,y,A) = 3-10°(3 —2)+5-10% 4+ A(z® —y* + 1)

Luego,
F, = —3-105+2\z
F, = 5-10°—2\y

F)\ = x2—y2+1

Formamos al sistema:
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(
—3-10°+2xz = 0

5.105—2\y = 0

\ 22—y +1 = 0

Asi, 3y = bw.

Sustituyendo en la tltima ecuacién del sistema, obtenemos:

3
xr = ZKm. (descartamos valores negativos de z e y).

Resulta: y = ZKm.

El costo respectivo es: 13.000.000 Bs. Este es el costo minimo, pues

no aparecen mas puntos criticos aceptables y los casos extremos:
r = 3, y = V10,

tienen un costo mayor: 14.000.000 Bs y 54/10 millones de Bs, res-

pectivamente.

Deseamos minimizar:

(=12 +(y—1)2+(2—1)3 con la condicién: 2 +y*+2? = 27.
Sea

Flz,y,2,\) = (z =12+ (y—1)2+ (2 — 1)* + Ma? + y* + 2% — 27).

Luego,
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F, = 2(x—-1)+2\z

F, = 2y—1)+2\y

F, = 2(z—1)+2X\z

Fy, = 2> —y?+22-27

Resolvemos el sistema

(

2@ —-1)+2x = 0

2p—1)—2\y = 0

2z—1)+2xz = 0

22—yt + 22 = 27

(
De las tres primeras ecuaciones, se obtiene: v = y = 2.
Sustituyendo en la tltima, resulta: z = y = 2z = +3
De manera que se obtienen los puntos:

(3,3,3) (—3,—-3,-3).

Claro que el (3,3,3) es el més cercano al (1,1, 1). El segundo, el més

alejado del punto dado.
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3- flx,y) = bHreY—a°—e%

folz,y) = be¥—5at

fyley) = Swev — 56

Resolvemos el sistemas

5e¥ — 5zt = 0

Sre¥ —5e” = 0
De la 1% ecuacidn, resulta: e¥ = z*.
Sustituyendo en la segunda, se sigue: 5z° — 5220 = 0.

O sea, (1—2%) = 0
Pero r#0 (pues e¥ = zt).
Luego, % =1

Es decir, r = 1

Entonces, y = 0

Por otro lado,

fee(xyy) = —202%  f,,(z,y) = SreY —5e%; f,, = Hev.

Luego,

H(1,0) = fuu(1,0)- £y (1,0) = f2,(1,0) = (—20)-(—20)—25 = 375 > 0.
(H(1,0) simboliza el Hessiano de f en (1,0))
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Como, ademds, f,.(1,0) = —20<0,
se sigue que (1,0) es un punto de méaximo local para f.

Por otra parte,
f(x,0) = br—a°—1

Asi, lim f(z,0) = +oo

r——00

Luego, f(1,0) no es un maximo absoluto.

a) flz,y) = 2°+key+y?

fe(z,y) = 20+ ky

fy(xay) = kx +2y

Joe(@,y) = 2
fyy<x>y) = 2
fﬂﬁy(xvy) = k

Luego, H<O’ O) = fwz(o’ O)fyy(()? 0) - fmy(o) 0) =

= 42
Como queremos H(0,0) <0,
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D.-

a)

obtenemos: 4 —k? <0,

o sea, |k| > 2.

En este caso, debe ser 4 —k? > 0. (ya tenemos  f,.(0,0) > 0)
Es decir, |k| < 2.

Por otro lado, el sistema:

2c+ky = 0
krx+2y = 0
tiene solucién no trivial, si, y sélo si,
2 k
=0 (o sea, k+2).
kE 2

Luego, si (g, yo) es un punto critico, distinto del (0, 0), tenemos:
H(xg,y0) = 4—Kk* = 0.

Pero como, en esa situacion, es:

flry) = 2> +2y+y* 6 flr,y) = 2% =22y +y?

se tiene que los puntos de larectay = —x 6 delarectay = x

(segun sea el caso), son puntos de minimo de f.

Counsideremos:

Flo,,50) = @22 4 M@ 4yt 4 22— 1)
Resulta:
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fo = 20?22 +2)\z
fy = 2yx*z? +2\y
f. = 2zx*y® +2)\2

o= 2?2 4yi+ 22 —0?

Planteamos el sistema:
(
20y’ + 2\ = 0

21?2 +2\y = 0

22222 +2)z = 0

Pyt 422 = r?

Multiplicando la 1% ecuacion por x, la 2% por y, la tercera por z,

sumando y tomando en cuenta la tultima ecuacién, se obtiene:

622y%2% + 2 % = 0

30:20/2 52
Asi que: A= — y2
’
Sustituyendo este valor de X en la 1* ecuacién del sistema, resulta:
3a3y22?
xy?2? — . 0.
r
32
Luego, (1 — 7"_2) ry?2?2 = 0
2
De modo que: 2 = 37



Realizando una labor analoga, con la 2% y con la 3% ecuacion del

sistema, se obtiene, respectivamente,

PR R
3’ 3

2\ 3

El valor de 22y2z? que se obtiene es: (%) .

Dicho valor es maximo(el minimo ocurre cuando una

de las variables z, y 6 z es cero).

Si no fuera asi, deberfa hacer otros puntos criticos, pues z2y?z>

alcanza su maximo y su minimo en la esfera 22+ 9%+ 22 = r2

Son dados z, y, z, no negativos.

Luego, podemos escribir:

2 _ 2 _ 2
x _$0a y - yOa Z = 207

para alguna terna (xg, Yo, 20)-
Sea xf +yi +25 = r2

Por lo probado en (a), se cumple:

2 2 2 2\ 3
+ 25+ 2
22 2. 52 < Y _ [%oT 4 0)
0 Y c0 > 3 —3
r+y+z 5
O sea, x-y-zﬁ(T)
Es decir:
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(i) Area de la figura:
2

A = + — 1
Ty + 3 (1)

Perimetro de la figura:

P = x+2y+ W% (2)
Supongamos

2
T

Ty + ? = AO (3)

Queremos minimizar T+ 2y + Fg.
Consideremos:

x nx?
F(z,y,\) = :1:+2y+7r§+)\ (:cy+? —A0> )
Tenemos:
s ATT
F, = 1+—-+X\y+—
+ 5 + Ay + 1
F, = 2+ )\
2
T
F\ = zy+ ? — Ap
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Formamos el sistema:

( ™ T
14+ =+ A— = 0
+2—I— Y+ 1

24X = 0
2
xry + ™o Ay = 0
\ 8
De la 2% ecuacion, se sigue:
2
=Ty (%)

Sustituyendo esta expresion de z, en la 1¢ ecuacion, obtenemos:

T T
1+ 4= = o
Ty TNy

1
Es decir, y o= -3 ()

Asi; de (%) y (x%) se deriva: x = 2y.
Reemplazando en la ultima ecuacion del sistema, resulta:

24,
4
447 (4)

= 2

Por otro lado, despejando y en (3), sustituyendo en (2), queda:

Luego,
A
Pla) = 1-290 -2+ 7
Ay
P'(x) = ZF

De manera que se cumple:

2A0 2A0
P12 =0y P'|2 0.
(/) = o (3f7) -
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Asi, para el valor de z, dado por (4), el perimetro es minimo.

(ii) Ahora, sea

r+2+ o = Ry (5).

Queremos maximizar:

2

W

: z? T
Introducimos:  G(z,y,\) = xy + TS + )\ (x + 2y 4 — — p0>.

2
Luego,
T T
G, = — + A+ A=
Y+ 1 + A+ 5
Gy, = x+2A

T
G)\ = :lt+2y+7—P0

Debemos resolver el sistema:

( T ™
—r+A+Az = 0
y+4x+ + 5

S 242\ = 0

T
L I’+2y+7—Po =0

De la 2% ecuacion, obtenemos:
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T o= =2y (6)

Sustituyendo (6) en la 1* ecuacién, resulta:

y = =X (7)

Asi, de (6) y (7), obtenemos:

T = 2.

Usando esta ultima igualdad en la 3% ecuacién del sistema,

obtenemos:

25,
r = ypp= (8)

Por otra parte, despejando y en (5) y usando (1), obtenemos:

Alr) = 2T T
(z) 2" T o T R”
Por lo tanto,
P
Alz) = 70 —x— %x
A'lz) = —1- .
(@ "



Asi, podemos verificar que:

25, 2F,
A’ = 0 A" <0
<4+7r) Y (4+7T>

Es decir para = dado por (8), se tiene que el drea de la figura es

maxima.

Notemos que, tanto en el caso (i) como en el (ii) es:

r = 2y.

7.- Se trata de minimizar 22 + y?, con la condicién:

3y? + 4oy + 622 = 140

Sea

F(r,y,\) = 22+ y? + A\(3y? + 4y + 622 — 140).

F, = 2x+4\y+ 12Xz

F, = 2y+6\y+4X\x

F\ = 3y*+4ay + 622 — 140

Estudiemos el sistemas
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(
2e+4\y+ 122z = 0

2u+6 Ay +4xz = 0 (%)

\ 3y* +dxy + 622 — 140 = 0

Con las dos primeras, formamos:

(1+6XN)z+2\y = 0
22+ (1+3\)y = 0.

Para que este ultimo sistema tenga solucién no trivial, se requiere que:

146X 2\
= 0 ,

2\ 1+3X

A 5 A L

0 sea = —= 6 = —=

’ 2 7
Para X = —3 se obtiene:

r = —2.

Sustituyendo en la 3% ecuacién de (*), se consigue:
20 /20
Y 37 x + 3
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Por otro lado, para A = ——

resulta:

Reemplazando en la 3% ecuacién de (*), se consigue:
y = £2, z = £4

Obtuvimos asi, cuatro puntos criticos:

(58 ()

4,2), (—4,-2).

La expresiéon 22 4+ y? es minima para los dos tltimos puntos.

Sea w = (mx;+b—y)*+...4+ (mx,+b—y,)?

Entonces:

ow

ow

a2

8_;; = 24...+2 (n veces)
9*w

gz 223 + ...+ 222

82
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En forma abreviada:

gw = 2mY x;+2nb—2) y
Ob i=1 i=1

a n n n
L a2+ 2w -2 ay;
om i=1 i=1 i=1

0*w 0*w n 0*w n
-5 = 20 = 2> 2% 2)
a2 v ame P mab P

Sean:

A = ix B = iyz,
i=1 i=1

Asi, los puntos criticos de w cumplen:

2mA+2nb—2B = 0

2mC +2bA —-2D = 0.

O sea:

Am+nb = B

(D)
Cm+Ab = D.

El sistema (A) tendra solucién (tinica) si A% — nC # 0.
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En tal caso, resulta:
_ AB-—nD . _ AD-BC
"= ! T A2 aC

A2 —nC
Ms4s adelante veremos que A? —nC < 0.

Por los momentos, asumiremos que A? —nC < 0.

Tenemos entonces:
H(AD—BC’ AB —nD
A2 —nC = A2 —nC

92
Ademas, como —— > 0, concluimos, por el criterio del Hessiano,

ov?

que el punto critico hallado corresponde a un minimo para w.

) ~ o020 —4A? = 4(nC — A%) > 0.

Para probar que A? — nC < 0, trabajaremos en R".

Sean los vectores:

1 1 1
U =< X1, Loy ... Ty >, U = — >

<%’%""’\/ﬁ

Por la desigualdad de Cauchy - Schwarz,

w7V W[ (0)
Asi que,

X1 ) Tn

— 4+ —=4+...+4—=| < 2 24 w1
\/ﬁ—l—\/ﬁ—l— —i—\/ﬁ_\/xl +al+ .+

O sea, ﬂ <+/C.
n
Luego, A% < nC.

Recordemos también, que en (0J), hay igualdad si, y sélo si, u 'y
7 son paralelos. Esto implica que A%? = nC ocurre si 4y

ﬁ
v"  son paralelos.
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Pero entonces, 1, = x93 = ... = x,.

De manera que los puntos dados estan en una recta vertical.

En el caso indicado en la figura,

A= —24042 = 0

B = 0+14+3 = 4

C = 4+0+4 = 8

D = 04+0+6 = 6

_— 0-4—-3-6 3
u m = — = -
g0 02—-3-3 1’
0-6-4-8 4
p = 0TS 2
2—-3-38 3

Luego, la recta de regresion es :
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9.-

Equivalentemente, podemos maximizar:
(p—2)-(p—y)-(p—2), con x+y+z = 2p. (x,y, 2, positivos).
Recurramos a un problema mas simple y clésico:

Hallar tres nimeros positivos, cuya suma es dada, tales que su pro-

ducto sea maximo.

Sean: w, t, s, numeros positivos, tales que:

wH+t+s = A

Se trata de ver para cudles valores de w, t y s, se obtiene que
w-t-s es maximo.

Consideremos:

flwt) = wt(A—w—1t) = wtA—w — wt’.

Luego,
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fo = tA—2wt—t2

fi = wA—w?—- 2wt

fww = =2

ftw = A-—2w—2t.

Formamos el sistema:

tA—2uwt—t> = 0

wA —w? — 2wt = 0.

Es decir,
A-2w—t = 0
A—w—-2t = 0.
, . A
De aqui se obtiene: t = w = 3
Como:



10.-

() - () - e

f A4 <0 t ;
y ww | 303 , entonces;

w-t-s esmaximo,si w =t = s =

ol i

Ahora, aplicamos este resultado, con:

w = p—x
t = p—y
s = p—2=z

El producto:  (p—x)(p—y)(p — z) es méaximo, para:

O sea, si
2p
r =y =z = —.
Y 3
Al minimizar 2 4y + 22,
con la condicion, ar +bz+cy = 2A,

podemos considerar la funcién:
2A — ax — cy) 2

flz,y) = :v2+y2+( )
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Por este camino puede probarse que f posee un tnico punto critico,

el cual corresponde a un minimo.
Ahora, empleemos multiplicadores de Lagrange.
Sea

F(z,y,2,0) = 2?4+ >+ 22+ Maz + bz + cy — 24).

De modo que,

F, = 2x+ Xa
F, = 2y+Ac
F, = 224 Xb

F\ = ar+bz+cy—2A.

Formamos el sistema:

2c+Xa = 0
20+ A = 0
224X = 0
ar +bz+cy—24 = 0.
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Conseguimos: © = ——; y = ——; 2 = ——. (%)

Sustituyendo estas expresiones en la ultima ecuacion del sistema,

resulta:

Luego, usando (%) y (xx), se sigue:
Na? NP\

2 2 2 —

Ayt =
Ao, 4A?

= _— b2 2 prm— —_—
4(a T+ a? + b2 + ¢?

Por lo comentado al inicio, éste es el valor minimo que buscabamos.
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Capitulo 8
Respuestas e Indicaciones del

capitulo 4

2 ry
Luego, I = / / x/ 1493 dx dy.
o Jo

Integral interna:

64



In10

La integral interna es impropia, pues al aproximarnos

al punto (0, 1),

Vamos a considerar la nueva region:
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10 y=e¢
Yy
66
X
€
Iny 1n10

Tenemos:

In10 10 10 Iny
/ / —dy dr = / / —dac dy =
. Iny Iny
101 o 10
_ / DY gy = / 1—— ) dy =
e Iny e Iny

10 1
= 10—66—6/ — dy
e Ny

Ahora, tomamos limite, cuando € — 0.

10
1

Veamos que: lim e/ —dy = 0.
e—0t  J.o Iny

En efecto:
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1 o
= lim —¢£ = limee® =0
e—0t _l e—0T
2

(Hemos usado la regla de L' Hopital y la férmula de Leibniz).

Por lo tanto, de (x) se sigue:

m10 10 4
/ / —dy dx = 9.
0 ex INY

Yy

Y = COST

oy

1 arccosy
I = / / senzV1+sen?x de dy =
0o Jo

3 cos T
= / / senxV1+sen?zr dy de =
o Jo

™

2 1
= /2 senxcosxV1+sen?zr dr = g(\/l +sen?z)?| =

0 0

[VE]

= %(2\/5—1).
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Yy =2

1
2

1 p1/2 , i 2 ,
1 = // e’ dxdy:/ / e dy dx
0 Jy/2 o Jo
1

2 2
= / 206" dy = —e =%
0

68



Consideremos la region de integracion:

Y

€e>0

Resulta:

1 rl L ry
/ / sen y dy dv — / / sen y dr dy —
€ xr y € € y
1 1
= / (y_G)Sele dy — / (1_£> Seny dy —
¢ Yy ¢ Y
/1 /1 seny
= seny dy — € =
€ € y

1
se
:cose—cosl—e/ nydy.
e Y

Ahora, tomemos limite, cuando e — 07.

Lseny

dy = 0.

e—0t

Veamos que lim € /
€
Como €<y <1, secumple:
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< 1. De manera que:

1
oge/ MY Gy <e-(1—e).
e Y

1
Luego, lim 6/ eny dy = 0.
e—0t ¢
Asi,
U tseny
/ / dy dr = lim <cose—cosl—6/
0 Jzx Y e—0F €
= 1—cosl.
z
z=1
(0,0,1)
(0,1,0)
Y
(1,0,0)
x y = o

Cambiando el orden de integracion, tenemos:
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1,1 pl
I = / / / 12z2e%° dy dx dz =
0 Jo Ja?2
RS R , 1yl ,
= / // 12zze* dx dy dz = / / 6zye*™ dy dz
o Jo Jo o Jo

= /01(362

Y1
=
Yo YT

Por el Teore

—3)dz = 3(e—2).

U1

Yo

Zo T

“OPF(z,y)

dz d
0xdy vy

0

ma Fundamental del Célculo:

W PF(xy) [0 [(OF(x,y) B
/xo Jady d“””‘/xo %( oy )d‘”‘

oF

Luego,

. oF oF
— a_y<xlay> - a_y(x()vy)

zo
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Vi THF OF
I =/ {—(wl,y)——(xo,y) dy
Yo 8y ay

Asi, aplicando, nuevamente, el Teorema Fundamental del Calculo,
se sigue:
I = F(I'17y)— F(x07y> z(l) =

= F(z1,91) — F(xo,y1) — F(21,90) + F(20,%0).

I = // sen(9z* + 4y°) dA.
R

Hagamos u=3x y v =2y

Nueva region de integracién:
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(0, 1) U2 + ’02 — 1
R (1,0
u
L
Oz,y) _ ’
(u,v) ; !
2

Luego,

1
I = // sen(u? + UQ)E dv du.
R/
Usando, ahora, coordenadas polares:

1 [z [!
I:—//SGHTQTdeQI
6Jo Jo
1 [2

= ) (1 —cosl)df = ;—4(1—c081).

5) La regién R es:
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y=2zr+1
y=2x—1
x
y=4-2x
y=2-2zx

Haciendo: u=y+2z v =1y-—2r,

la nueva regién de integracion es:

v
v=1
U
v=—1
u =2 u=4
Tenemos:
U —v u+v
T = v o=
4 7 2
1 1
ow,y) B
O(u,v) 1 4
2 2
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Asi, resulta:

41
//ey—%dA://ev_dvdu:
2 J 4
4

R
1 1 1 1
- e——)du = -(e——].
TAGHEEHCH
6) Sean: M = 2xy® —y?cosz,

N = 1—2ysenz + 3z%y%.

Vemos que:
oM ON
o 62y* — 2ycosx = . (%)

Esto se verifica, en particular, en el circulo de centro (0, 0)
y radio 5.
Usando (x), concluimos que.

/ M dxz + N dy, no depende de la trayectoria empleada
c

de P1 a PQ.
Y
Py
Regién simplemente conexa, 1
donde vale:
PO Z
oM ON 2
oy Oz’
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Usemos, entonces, la ruta indicada en la figura.

Luego, I:/de—l—Ndy:
c

1 2 2 2
3 T T
0+/ (1—2y+—y)dy = 1 -1+ — = —.
0 4 4 4
7)
z
C
—
n
A B
T
Tomamos: n = ——.

V12

Podemos notar que la orientaciéon de I' es positiva.

Sea
— — — —
F = 8x—2y)i +yj +32k.

Entonces:
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— — —

7 Jj k
- 0 0 0 —
F =] — — — | = 2k.
rot ox y 0z g

8xr — 2y Y 3z

Por el Teorema de Stokes, tenemos:

]§F a7 //Qk A= [[aa

S
= area del AABC = 44/3.

¢://(?W)dsz///dw?dv:
:///(y2+z+x2)dv.

T

Usando coordenadas cilindricas, conseguimos:
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3 2T 2
¢:// /(T2—|—z)rd7’d9dz:
1 Jo 1

= 27T.

Sin pérdida de generalidad, supongamos:

Tog>T1 Y ) Y2 > Y.
R
Y2
S
U1
P Q
T
T T2

Consideremos el circuito I' indicado en la figura.

Por el Teorema de Green,

j{—ydl’—i-xdy = //(1+1) dA = (z2—21)(y2 — 1)

T

Pero,

]{—ydx—i-xdy =
r

= /(—ydm+xdy)—|—/(—yda:+xdy)—c/(—ydx+xdx)

PQ QR

= —y1(zy — 1) + 22(y2 — Y1) — /(—y dx + x dy).
C
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10)

Luego, usando (x), obtenemos:

/—y dr+xdy =
= —Y1%2 + T1Y1 + TaY2 — TaY1 — ToYo + TaY1 + T1Y2 — T1Y1 =

= T1Y2 — Ta2Y1-

a.- Suficiencia:

Usando el Teorema de Green, se sigue:

Pu  Ou
j{—dy——dx /(8:1:2 Gy)dA
R

= /OdA = 0.

R

Necesidad:

usar reduccion al absurdo y de nuevo, el Teorema de Green.

b.-

f—ydxjtxdy B
2 4 12 B

c
Uodx Udy -1 _dx 1 _dy

= + + + — =
L r2+1 1492 . x?+1 . 142

= 27.

Comparando las expresiones:

x dy ou J
— con —
x? + y? oz Y
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—y dx ou
r? + y? 9]

vemos que una "buena ” wu es:

1
u = 5111(:1:2 +9?).

*u  O%*u

o2 Tz =0

Es inmediato que:

.Contradiccién con  a)?
No. Lo que sucede es que, en el caso b, R contiene al (0,0),

en el cual w no es continua.
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