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iiiIntroduiónEsta monografía, en realidad, es un viaje, o paseo, por algunos espaiosmaravillosos de la Matemátia. Nos toparemos on teoremas fundamentalesde la Matemátia y algunas apliaiones de los mismos.Para mi ha sido plaentero este deambular por la Aritmétia, el Álgebra yel Análisis.Con la esperanza de que este senillo material sea de utilidad, sobre to-do a los alumnos de nuestra Lieniatura, sólo les pido que observaiones ysugerenias, sean enviadas a : jesusp�ula.veMérida, marzo de 2008.
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Capítulo 1Teorema Fundamental de laAritmétia.
Al haer una presentaión formal del onjunto de los números naturales,

N = {0, 1, 2, 3 . . .}, debemos reurrir a los axiomas de Peano (matemátioitaliano, 1858-1932):
(P1) El objeto 0 (ero) pertenee al onjunto N, 0 ∈ N.
(P2) Si x ∈ N, existe (y es únio) s(x) ∈ N (el suesor de x).
(P3) Para todo x ∈ N, es s(x) 6= 0 (0 no es suesor de otro número natural).
(P4) Si s(x) = s(y), entones, x = y (un número natural no puede ser suesorde dos naturales distintos).
(P5) Si A es un subonjunto de N, tal que:i) 0 ∈ A.ii) a ∈ A implia que s(a) ∈ A,entones, A = N.Nota 1.1: Después de de�nir la suma (+) y el produto (.), en N, se demuestraque: s(x) = x + 1, para todo x ∈ N (ver [1℄, pág. 33)A partir de (P5), podemos deduir elPrimer Prinipio de Induión Completa:1



2 CAPÍTULO 1. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMÉTICA.Sea n0 un número natural, y supongamos que para ada natural n ≥ n0,hay asoiada una a�rmaión An. Admitamos que sea posible probar que:i) An0 es verdaderaii) Para ada natural k ≥ k0, si Ak es verdadera, entones Ak+1 tambiénes verdadera.En estas ondiiones, An es verdadera, para todo n ≥ n0.Demostraión:Sea S = {n ∈ N: An0+n es verdadera }. Tenemos que, según i), 0 ∈ S.Supongamos que k ∈ S.Luego, An0+k es verdadera.Ahora, en virtud de ii), resulta que An0+k+1 también es verdadera; de modoque: k + 1 ∈ S.Así, S satisfae las ondiiones del axioma (P5).Conlusión: S = N. �Ejemplo 1.1:a) Demostrar que 24n − 1 es múltiplo de 15, para todo número natural
n ≥ 1.b) Demostrar que 2n > 2n + 1, para todo número natural n ≥ 3.Soluión:a) En este aso, An signi�a:

24n − 1 es múltiplo de15.Luego, A1 es la a�rmaión:
24×1 − 1 es múltiplo de 15, la ual es verdadera.Supongamos ahora que:

24k − 1 es múltiplo de 15, on k ≥ 1. (1.1)Queremos ver si, entones, 24(k+1) − 1 también es múltiplo de 15.



3Pero,
24(k+1) − 1 = 24k.24 − 1 = 24k(15+1)− 1 = 24k.15+ 24k-1 (1.2)En (1.2), el primer sumando, obviamente es múltiplo de 15, y el segundotambién lo es, en virtud de (1.1).Así, 24(k+1) − 1 queda expresado omo suma de dos múltiplos de 15, porlo ual, también es múltiplo de 15, omo queríamos probar.b) Tenemos que, An quiere deir:

2n > 2n+ 1, para n ≥ 3Así, A3 nos die:
23 > 2.3+ 1, lo ual es verdadero.Supongamos que Ak es ierto, para k ≥ 3, o sea,

2k > 2k+ 1, k ≥ 3 (1.3)Queremos saber si (1.3) implia que
2k+1 > 2(k+1) + 1, para k ≥ 3Ahora bien, multipliando ambos miembros de (1.3) por 2, llegamos a:

2k+1 > 4k+ 2O sea,
2k+1 > 2k+2k+ 2 (1.4)Pero, omo k ≥ 3, resulta que 2k + 2 > 3. Usando este último resultado en(1.4), llegamos a:

2k+1 > 2k + 3 = 2(k+1)+1, omo queriamos.
�Ahora, a partir del Primer Prinipio de Induión ompleta, obtendremosun notable resultado, onoido omo Prinipio de Buena Ordenaión (queabreviaremos omo P.B.O):Todo subonjunto A ⊆ N, no vaio, posee un elemento mínimo.



4 CAPÍTULO 1. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMÉTICA.Demostraión: Sea X el onjunto de todos los números naturales n, talesque {0, 1, 2, ..., n} ⊆ N − A.Así, 0 ∈ X signi�a: 0 /∈ A; y si n0 es tal que n0 ∈ X, entones, n0 /∈ A, y
0, 1, 2, ..., n0 − 1 tampoo perteneen a A.No olvidemos que queremos probar que A tiene un elemento mínimo.Si 0 ∈ A, no tenemos más nada que probar, (0 sería el elemento mínimo de
A).Supongamos, entones que 0 /∈ A, luego, 0 ∈ X.También resulta que X 6= N, pues X ⊆ N − A y A 6= ∅.Así, en virtud de (P5), onluimos que: existe un número natural m0 talque, m0 ∈ X y s(m0) = m0 + 1 /∈ X.De modo que,

m0 + 1 ∈ A y {0, 1, 2, . . . , m0} ⊆ N − A.En otras palabras, m0 + 1 es el elemento mínimo de A. �Veamos a ontinuaión, que el P.B.O implia el Primer Prinipio de in-duión ompleta.En efeto, sea P una propiedad, referida a los números naturales.Supongamos que:
• n0 tiene la propiedad P. (1.5)
• Si n ≥ n0 veri�a la propiedad P, entones,

n + 1, a su vez, umple on diha propiedad.Consideremos
Y = {n ∈ N, n ≥ n0 : n no umple P}Supongamos que Y 6= ∅.Apliando el P.B.O, deduimos que Y posee un elemento mínimo (llamé-moslo m0). ¾Que podemos deir aera de m0?

m0 ∈ Y (1.6)



5(O sea: m0 ≥ n0 y m0 no umple P)Así que, más preisamente, m0 > n0. Luego, mo − 1 es un número natural,tal que mo−1 ≥ no y, además, m0−1 /∈ Y (ya que m0 es el elemeneto mínimode Y) Pero entones, m0 − 1 umple P. Y, ahora, utilizando (1.5), llegamosa que: m0 umple P (en ontradiión on (1.6))Por lo tanto, Y = ∅. O sea, para todo n ≥ n0 se umple P �En seguida, a partir del P.B.O, obtendremos el: Segundo Prinipio deInduión Completa:Supongamos que para ada número natural n ≥ n0, hay asoiada unaa�rmaión AnSi An0 es verdadera, y podemos probar que la veraidad de Ak

(para n0 ≤ k < n) implia la veraidad de An, (1.7)entones, An es verdadera, para ualquier n ≥ n0.Demostraión: Sea S = {n ∈ N: n ≥ n0 y An es falsa }Debemos demostrar que S = ∅.Supongamos que S 6= ∅.Entones, de auerdo al P.B.O, S tiene un elemento mínimo (designémoslopor m0). Tenemos que:
m0 ≥ n0 y Am0 es falsa. (1.8)Como An0 es verdadera, onluímos que m0 > n0. También, para todo k,on n0 < k < m0, es Ak verdadera (por la minimalidad de m0).Luego, según (1.7), Am0 es verdadera, en ontradiión on (1.8). De modoque S = ∅, y An es verdadera, para todo n ≥ n0. �A ontinuaión probaremos que el segundo Prinipio de Induión tieneomo onseuenia el P.B.O.Efetivamente, sea A ⊂ N, no vaío. Demostraremos que A posee unelemento mínimo.Si 0 ∈ A, no neesitamos haer más nada.Supongamos entones, que 0 /∈ A. Sea X, el onjunto de los númerosnaturales n, tales que {0, 1, 2, . . . , n} ⊆ N − A. (Notemos que 0 ∈ X).



6 CAPÍTULO 1. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMÉTICA.Como X ⊆ N − A y A 6= ∅, deduimos que X 6= N.Entones, en virtud del Segundo Prinipio de Induión Completa, debeexistir un m0 ∈ N, tal que, X ontiene todos los números naturales menoresque m0, pero m0 /∈ X (luego, m0 > 0).Es deir, m0 ∈ A y 0, 1, 2, . . . , m0 − 1 no están en A. Esto signi�a que m0es el elemento mínimo de A. �En resumen, ha quedado probado que: el Primer Prinipio de InduiónCompleta, el P.B.O, y el Segundo Prinipio de Induión Completa sonequivalentes entre sí. �El próximo Prinipio es de enuniado muy senillo, pero de gran importan-ia, onoido omo el Prinipio del nido de las palomas:Si n+1 palomas son oloadas en n nidos, entones, por lo menos, un nidodeberá tener 2 ó más palomas. En efeto, si el númeromáximo de palomas, enada nido, fuese 1, estarían distribuídas, a lo sumo, n palomas (ontradiión).Este prinipio también es llamado:Prinipio de las gavetas de Dirihlet,por el heho de ser usualmente, enuniado así: Si oloamos n objetos en unnúmero r de gavetas (on r < n), entones por lo menos, una gaveta deberáontener, al menos, dos objetos.Una forma más general de enuniar el itado Prinipio es:"Si n nidos son asignados a n.k+1 palomas entones, por lo menos, unnido albergará, al menos, a k+1 palomas"Efetivamente, si ada nido abrigara, a lo máximo , a k palomas, se ten-dría, a lo sumo, un total de n.k palomas, lo ual es ontraditorio.Ejemplos:1.1) Una gran iudad tiene 5.000.011 habitantes. El número máximo deabellos que puede reer en una abeza humana es de 500.000. Demostrarque hay, al menos, 11 habitantes, de la itada iudad, on el mismo número deabellos.Soluión: En este aso, k +1 = 11 ∴ k=10; n = 500 · 001 (un "nido"paralas personas de 0 abellos, un "nido"para las personas de un abello, . . . , un"nido"para las personas de 500.000 abellos)Luego, n.k + 1 = 500011.



7De manera que, una apliaión direta de la última versión dada del Prin-ipio que nos oupa, prueba lo a�rmado.1.2) Demostrar que si se maran 5 puntos, al azar, en la super�ie de unuadrado, de lado 2m, por lo menos, uno de los segmentos marados, tienelongitud menor o igual a √
2m.Soluión: Dividamos el uadrado dado, en uatro uadrados, de lado 1m.(éstos serán los "nidos": n=4). Como hay 5 puntos (5 "palomas"), entones,en alguno de los 4 uadrados aerán, al menos, dos de dihos puntos.Cualquiera que sea la ubiaión de dihos puntos en el uadrado (de lado1m), la longitud del segmento formado será menor o igual que la longitud dela diagonal del uadrado, la ual es √2m.1.3) Diremos que un punto (x, y), de R2, es �entero� si sus oordenadas sonenteras. Por ejemplo, (1, 7), (−2, 5), (0, 32), son todos �enteros�. Mientras que,

(5
3
, 7), (8, −2

5
), no lo son. Consideremos, al azar, 5 puntos �enteros�, de R2.Demostrar que el punto medio de alguno de los segmentos que unen parejasde esos puntos, es �entero�.Soluión: onsideremos los uatro "nidos"siguientes:

n1= {(x, y) ∈ R2 : (x, y) es �entero�, x par, y par}
n2= {(x, y) ∈ R2 : (x, y) es �entero�, x impar, y par}
n3= {(x, y) ∈ R2 : (x, y) es �entero�, x par, y impar}
n4= {(x, y) ∈ R2 : (x, y) es �entero� , x impar, y impar}Entones, por el prinipio del nido de las palomas, al menos dos de lospuntos �enteros� dados, aen en el mismo "nido", digamos, (x1, y1), (x2, y2).Como par + par da par e impar + impar da par, resulta que:

x1 + x2

2
e y1 + y2

2son enteros; o sea , el punto medio del segmento determinado por (x1, y1),
(x2, y2) es �entero�.Es inmediato ver que, on sólo 4 puntos no es ierta la onlusión;onsideremos, por ejemplo, los puntos: (2, 2), (1, 1), (2, 3) y (1, 4) �El onepto siguiente es uno de los más importantes en toda la Matemátia.Se trata de Los números primos.



8 CAPÍTULO 1. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMÉTICA.Ellos son los "ladrillos" de onstruión, a partir de los uales, los otrosenteros son formados, multipliativamente.Reordemos que un número natural, mayor que 1, y que sólo es divisiblepor 1 y por él mismo, es llamado número primo.Los números primos son: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, . . . Un número mayor que 1, yque no es primo, sera llamado ompuesto.Cada uno de estos números se puede desomponer, progresivamente, enfatores hasta llegar �nalmente a tener sólo fatores primos. Por ejemplo, sepuede desomponer 120 en 12 · 10; 12 omo 2 · 2 · 3, y 10 omo 2 · 5, para�nalmente obtener:
120 = 2 · 2 · 3 · 2 · 5 = 23 · 3 · 5.También pudimos haber proedido así:
120 = 8 ·15; 8 = 2 ·2 ·2; 15 = 3 ·5, de donde, 120 = 2 ·2 ·2 ·3 ·5 = 23 ·3 ·5.El obtener el mismo resultado en ambos asos , paree obvio porque estamosaostumbrados a ello.Damos por sentado que, si desomponemos en fatores un número entero,hasta donde sea posible, obtendremos siempre los mismos fatores; noimporta ómo realiemos la desomposiión.Consideremos ahora, un número mayor, por ejemplo, el 18.833. Después demuho tabajo llegaríamos a que es igual a 37 · 509, y que estos fatores sonprimos. Pero, ¾ómo saber si hay, o no, otra fatorizaión del número 18.833,ompletamente distinta a la mostrada?La respuesta a esta inquietud nos la dará el Teorema Fundamental dela Aritmétia, que analizaremos un poo más adelante. Por los momentospara liberarnos de ideas preonebidas, onsideraremos un sistema numérioque no es el usual.Nuestro "nuevo" sistema numério, denotado por Z[

√
−5], va a estar ons-tituído por los elementos de la forma a + b

√
−5, on a, b ∈ Z. (Tenemos así,un subonjunto de números omplejos, on las operaiones de suma y multi-pliaión, usuales, de C).Nos será muy útil la noión de norma de un elemento de diho sistema:

N(a + b
√
−5) = a2 + 5b2 (esta expresión se obtiene multipliando a + b

√
−5



9por su onjugado, a − b
√
−5). Suede que en Z[

√
−5], se umple:

21 = 3 · 7y también,
21 = (1 + 2

√
−5) · (1 − 2

√
−5). (1.9)De manera que si logramos probar que, en Z[
√
−5], los elementos:

3, 7, 1 + 2
√
−5, 1 − 2

√
−5, son irreduibles (lo que sustituye la noión deprimos, de nuestro sistema ordinario), entones (1.9) nos indiaría que haydos diferentes fatorizaiones del número 21, en Z[

√
−5].Supongamos que 3 = α.βAhora bien, una omputaión direta muestra que se umple:

N(α.β) = N(α).N(β), ualesquiera sean α, β ∈ Z[
√
−5]Así que,

N(3) = N(α.β) = N(α).N(β)O sea,
9 = N(α).N(β)Por lo tanto,

N(α) = 1, 3 ó 9.Supongamos que
α = a + b

√
−5Entones, si N(α) = 1, se tendría:

a2 + 5b2 = 1.Luego, b = 0 y a = ±1 ∴ α = ±1Por otro lado, el aso N(α) = 3 queda desartado, ya que no puede tenerse
a2 + 5b2 = 3, on a y b enteros.Si N(α) = 9, entones, es N(β) = 1, y resulta β = ±1.En todo aso, no se obtiene una fatorizaión (no trivial) de 3, en Z[

√
−5],así omo en el sistema númerio ordinario no se onsidera 3 = 1 · 3, omo unafatorizaión del 3. En otras palabras, 3 es irreduible, en Z[

√
−5].Un argumento similar prueba que 7 es irreduible, en Z[

√
−5]



10 CAPÍTULO 1. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMÉTICA.Supongamos ahora que:
1 + 2

√
−5 = γ.δEntones

21 = N(1 + 2
√
−5) = N(γ.δ) = N(γ).N(δ)Luego,

N(γ) = 1, 3, 7 ó 21.Sea
γ = m + n

√
−5.Entones

N(γ) = 1 implia que m = ±1 y n = 0 ∴ γ = ±1Si fuera N(γ) = 3 resultaría m2 + 5n2 = 3, lo ual no se umple, paravalores enteros de m y n.Análogamente, si N(γ) = 7, llegamos a una ontradiión.Finalmente, para N(γ) = 21, se obtiene N(δ) = 1, lo ual implia que
δ = ±1.De modo que, 1 + 2

√
−5 es irreduible, en Z[

√
−5]Similarmente, 1 − 2

√
−5 es irreduible, en Z[

√
−5].Conlusión: 21 es fatorizable, de dos maneras diferentes, omo pro-duto de irreduibles, en Z[

√
−5].Un heho omo ese no podrá ourrir en el sistema númerio ordinario, puesuna partiularidad del mismo es que la desomposiión en fatores primoses únia. Además, los números primos son su�ientes para generar todos losnúmeros naturales. Este es el ontenido del Teorema Fundamental de laAritmétia:Todo número natural, mayor que 1, o es primo, o se esribe de modo únio(salvo el orden de los fatores) omo un produto de fatores primos.Para demostrarlo, neesitaremos dos lemas.Denotaremos por P = {2, 3, 5, 7, . . .} al onjunto de los números primos.Lema 1.1: Sean: p ∈ P, y m, n ∈ N − {0}Si p divide a m.n, entones, p divide a m ó p divide a n.



11(Este lema lo enontraremos, ya, en Los Elementos de Eulides, proposiión30, libro VII).Demostraión: Asumimos que p divide a m.n, pero que no divide a m.(También se die en este aso que p y m son primos entre sí. Ver [2℄, páginas60-61). Entones, existen r, s ∈ N , tales que:
rp − sm = 1Por lo tanto

rpn − smn = n (1.10)Ahora, p divide al primer miembro de (1.10). Por lo tanto, p divide a n. �Lema 1.2: Sean: p, q1, q2, . . . , qn ∈ P.Supongamos que p divide a q1.q2 . . . qn.Entones, p = qj , para algún j ∈ {1, 2, . . . , n}.Demostraión: Usaremos el Primer Prinipio de Induión Com-pleta.Si n=1, lo a�rmado es ierto, pues tenemos que p es un divisor de q1,diferente de 1, es deir, p = q1.Asumamos ahora, que el resultado es válido para ualquierproduto on k fatores (hipótesis indutiva) (1.11)Esribamos:
q1.q2 . . . qk+1 = (q1.q2 . . . qk).qk+1Como p divide a este produto tenemos, según el lema 1.1, que p dividea q1.q2 . . . qk ó p divide a qk+1. O sea, p divide a q1.q2 . . . qk ó p = qk+1.De modo que si usamos, ahora, (1.11) podemos a�rmar:

p = qj , para algún j ∈ {1, 2, . . . , n}

�Ya estamos en ondiiones de demostrar el Teorema Fundamental de laAritmétia.Reordemos lo que die: Sea n ∈ N, on n > 1. Entones, existen númerosprimos (únios) p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pj , tales que: n = p1.p2 . . . pj .



12 CAPÍTULO 1. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMÉTICA.Demostraión:a) Existenia de la desomposiión de n.Si n fuese primo, basta esoger p1 = n.Supongamos entones que n /∈ P. Como n es un número ompuesto, existe
d ∈ N, tal que: 1 < d < n y d divide a n, digamos, n = d.n1.Luego, también tenemos que : 1 < n1 < n. Ahora, vamos a utilizar elSegundo Prinipio de Induión Completa, uya hipótesis indutiva onsisteen admitir que: todo número menor que n puede ser esrito omo unproduto de primos. Por lo tanto, existen:

r1, r2, . . . , rm, q1, q2, . . . , qs ∈ P, tales que,
d = r1.r2 . . . rm; n1 = q1.q2 . . . qsAsí,

n = r1.r2 . . . rm.q1.q2 . . . qsEs deir, n también puede ser esrito omo un produto de primos.b) Uniidad de la desomposiión n = p1.p2. . . . .pjSupongamos que n posee dos desomposiiones en fatores primos, digamos,
n = p1.p2 . . . .pk = q1.q2. . . . ql.Sin pérdida de generalidad, asumamos que l ≥ k. Como p1 divide a q1.q2. . . . .ql,apliamos el lema 1.2, y onluímos que existe j ∈ {1, 2, . . . , l}, tal que p1 = qj .Reordenando los índies de los qj′s (si es neesario) podemos suponer que
p1 = q1, para obtener:

p1.p2 . . . pk = p1.q2 . . . ql,luego,
p2 . . . pk = q2 . . . qlContinuando on este razonamiento, llegamos a que, para todo i ∈ {1, 2, . . . , k}existe j ∈ {1, 2, . . . , l}, tal que pi = qj .Así, reordenando los índies de los qj′s (si es neesario), podemos asumirque:

pi = qi, para todo i ∈ {1, 2, . . . , k}Si l = k, la demostraión habrá terminado.Sea, entones l > k.



13En este aso, llegaremos a que:
p1.p2 . . . pk = p1.p2 . . . pk.qk+1 . . . qllo ual implia que,

1 = qk+1 . . . ql, absurdoPor lo tanto, onluímos que l = k, y que pi = qi, para todo i ∈ {1, 2, . . . , k},quedando estableida la uniidad de la desomposiión. �Observaión: En la desomposiión de un número natural n, en la for-ma indiada por el Teorema Fundamental de la Aritmétia, es posible quetengamos repetiión de algunos primos. Es omún reagrupar estos fatoresprimos y esribir:
n = pα1

1 .pα2
2 . . . pαt

t .Donde los pi′s son distintos, y αi es un natural que uenta el número devees que el primo pi aparee en la fatorizaión de n.A estas alturas, surge una uestión natural: ¾ Cuántos elementos tiene P?Eulides, en los Elementos, libro IX, nos die:"El onjunto de los números primos es in�nito"Demostraión: Supongamos que P es �nito, digamos,
P = {P1, P2, . . . , Pk}.Consideremos el número
u = P1.P2 . . . Pk + 1.Este u no puede ser primo, pues u > Pi para todo i ∈ {1, 2, . . . , k}.Entones, en virtud del Teorema Fundamental de la Aritmétia, existe

Pj ∈ P, tal que Pj divide a u.Luego, podemos esribir, para algún m ∈ N ,
u = P1.P2 . . . Pk + 1 = m.Pj ,lo ual implia que:

1 = m.Pj − P1.P2 . . . Pk = Pj.(m − P1.P2 . . . Pj−1.Pj+1 . . . Pk).O sea, Pj divide a 1 (absurdo).



14 CAPÍTULO 1. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMÉTICA.Conlusión: P es in�nito. �A ontinuaión veremos dos proposiiones en las uales se utiliza el Teo-rema Fundamental de la Aritmétia, ambas tienen que ver on números irra-ionales: una, on el número √2; otra, on el número e, base de los logaritmosneperianos.He aquí, la lásia prueba de que √
2 es irraional:Supongamos lo ontrario, es deir, que existen m y n, naturales, tales que

m
n

=
√

2, en donde, se utiliza la (únia) expresión de m y n, respetivamente,omo produto de números primos, y además, suponemos que hemos aneladoya, aquellos fatores omunes a ambos. O sea, m y n son primos entre sí.Como (m
n
)2 = 2 obtenemos: m2 = 2n2, o sea, m2 es par, lo ual implia que mes par.Así podemos esribir: m = 2k, para algún natural k.
∴ m2 = (2k)2 = 2n2

∴ 4k2 = 2n2
∴ n2 = 2k2.Luego, también n es par.Pero entones hemos llegado a una ontradiión: 2 es fator omún de my n, sabiendo, de antemano, que ellos eran primos entre sí.Luego, no pueden existir tales m y n.Conlusión: √

2 es irraional. �Ahora bien, √2 es soluión de la euaión
x2 − 2 = 0Lo ual se expresa diiendo que √

2 es un irraional algebraio, paradifereniarlo de los irraionales trasendentes (omo e, π), que no puedenser soluiones (raíes) de euaiones polinómias on oe�ientes enteros. (Paraanalizar la irraionalidad de e y π, ver [3℄, volumen 2).Charles Hermite (1822-1901), matemátio franés, en 1873 demostró latrasendenia del número e. Sin embargo, no tuvo éxito en demostrar que π estrasendente, heho logrado por el matemátio alemán Ferdinand Lindemann(1852-1939), en 1882, on lo que quedó resuelto, de�nitivamente, el problemade la uadratura del írulo, de un modo negativo, es deir, tal problema nose puede resolver on regla y ompás.



15Resumiendo entones, ni e ni π pueden ser raies de una euaión alge-braia, on oe�ientes enteros:
ao + a1x + a2x

2 + . . . + anxn = 0,No importa lo grande que sean los enteros a0, a1, a2, . . . , an, y el grado n.Lo esenial es que los oe�ientes sean enteros. Aunque seria su�-iente, sin embargo, deir raionales, puesto que siempre podemos onvertirlosen enteros, multipliando por el mínimo omún múltiplo de los denominadores.En el urso de la demostraión de la trasendenia del número e, usaremospropiedades senillas de los números enteros, omo la divisibilidad, y el hehode que existen in�nitos números primos. El plan de la demostraión es elsiguiente:Supondremos que:
a0 + a1e + a2e

2 + . . . + anen = 0, (1.12)donde, a0 6= 0, on a0, a1, a2, . . . , an enteros.Esribimos
e =

M1 + ǫ1

M
, e2 =

M2 + ǫ2

M
, . . . , en =

Mn + ǫn

M
, (1.13)donde, M, M1, M2, ..., Mn, son enteros, y ǫ1

M
, ǫ2

M
, . . . , ǫn

M
son fraiones positivasmuy pequeñas. Entones usando (1.13) y multipliando por M, llegamos a que(1.12) toma la forma:

(a0M + a1M1 + . . . + anMn) + (a1ǫ1 + a2ǫ2 + . . . + anǫn) = 0 (1.14)El primer paréntesis, en (1.14), enierra un número entero (que veremos,es diferente de ero). En uanto a la suma enerrada en el segundo parén-tesis, probaremos que es una fraión propia (denominador mayor que elnúmerador) positiva. Tendremos así, una ontradiión:Un número entero, diferente de ero, a0M+a1M1+. . .+anMn, aumentadoen una fraión propia, a1ǫ1 + a2ǫ2 + . . . + anǫn, da omo resultado el númeroero. Así, la igualdad (1.12) no puede ser posible.En el amino, usaremos el heho siguiente: si un número entero k no esdivisible por un ierto número (distinto de ero), entones k no puede serero (puesto que ero es divisible por ualquier número, no nulo).



16 CAPÍTULO 1. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMÉTICA.Probaremos que M1, M2, . . . , Mn, son divisibles por un determinado número
p, pero que p no divide a a0M . Entones, p no divide al número
a0M + a1M1 + a2M2 + . . . + anMn. En onseuenia, esta última suma esdiferente de ero.Una gran ayuda, en la ruta haia nuestra meta, la proporionará una inte-gral reada por Hermite:

M =

∫ +∞

0

zp−1 [(z − 1)(z − 2) . . . (z − n)]p

(p − 1)!
e−zdz, (1.15)donde, n es el que aparee en (1.12), y p es un número primo, su�ientementegrande.Usaremos la siguiente notaión:

Mλ = eλ

∫ +∞

λ

zp−1 [(z − 1)(z − 2) . . . (z − n)]p

(p − 1)!
e−zdz (1.16)

ǫλ = eλ

∫ λ

0

zp−1 [(z − 1)(z − 2) . . . (z − n)]p

(p − 1)!
e−zdz (1.17)Ahora, la demostraión en detalles:Empeemos on la funión gamma:

Γ(µ) =

∫ +∞

0

zµ−1 e−zdz,de la ual sabemos que si µ es natural, entones:
Γ(µ) = (µ − 1)! (1.18)Con (1.18) podemos evaluar fáilmente la integral de Hermite. Veamos:

[(z − 1)(z − 2) . . . (z − n)]p = [zn + . . . + (−1)nn!]p = znp + . . . + (−1)n(n!)p,donde, sólo hemos esrito los términos de mayor y menor grado, respetiva-mente; el valor de la integral de Hermite será:
M =

(−1)n (n!)p

(p − 1)!

∫ ∞

0

zp−1 e−zdz +

np+p
∑

j=p+1

Cj

(p − 1)!

∫ +∞

0

zj−1 e−zdz,



17donde, las Cj′s son onstantes enteras que se deduen del desarrollo del poli-nomio [(z−1)(z−2) . . . (z−n)]p. Apliando ahora, a ada una de las integrales,la fórmula (1.18), obtenemos:
M =

(−1)n (n!)p (p − 1)!

(p − 1)!
+

np+p
∑

j=p+1

Cj (j − 1)!

(p − 1)!
.Como, en la sumatoria, el índie j es, siempre, mayor que p, resulta que:

(j − 1)!

(p − 1)!
es un entero múltiplo de pAsí, saando p omo fator omún de toda la suma, llegamos a:

M = (−1)n (n!)p + p [Cp+1 + Cp+2(p + 1) + Cp+3(p + 1)(p + 2) + ...]De modo que, si tomamos p, primo, su�ientemente grande, obten-dremos que p no divide a (−1)n(n!)p y, en onseuenia, p no divide a M .Como además, a0 6= 0, vemos que si esogemos p mayor que |a0|, entones
a0 no es divisible por p.En �n, el produto a0M no será divisible por p, primo, su�ientementegrande.Estudiemos ahora, los números Mλ, on λ ∈ {1, 2, . . . , n}. (No olvidemosque queremos ver lo que suede on a0M + a1M1 + . . . + anMn).Nos remitimos a (1.16), e introduimos el fator eλ, bajo el signo integral.Tomemos, a su vez, β = z − λ, omo nueva variable de integraión. Resulta:
Mλ =

∫ +∞

0

(β + λ)p−1 [(β + λ − 1)(β + λ − 2) . . . β . . . (β + λ − n)]p

(p − 1)!
e−βdβEsta expresión tiene una forma análoga a la (1.15).Si multipliamos los fatores del integrando tendremos una suma de poten-ias, on oe�ientes enteros, de los uales, el de menor grado será βp.La integral del númerador será, por lo tanto, una ombinaión lineal de lasintegrales:

∫ +∞

0

βp e−βdβ,

∫ +∞

0

βp+1 e−βdβ, . . . ,

∫ +∞

0

β(n+1)p−1 e−βdβ,



18 CAPÍTULO 1. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMÉTICA.Las uales, según (1.18), son iguales, respetivamente, a :
p!, (p + 1)!, (p + 2)!, . . . , [(n + 1)p − 1]!;de manera que:

Mλ =
p! Aλ

(p − 1)!
= p Aλ,donde, Aλ es un entero, y λ = 1, 2, . . . , n.En otras palabras, ada Mλ es un entero, múltiplo de p.De modo que, en a0M + a1M1 + . . . + anMn, todos los sumandos, exepto

a0M , son divisibles por p ; luego, a0M +a1M1 + . . .+anMn no es divisible por
p, y onseuentemente, es distinto de ero.¾Y qué ourre on a1ǫ1 + a2ǫ2 + . . . + anǫn?Según (1.17),

ǫλ =

∫ λ

0

zp−1 [(z − 1)(z − 2) . . . (z − n)]p

(p − 1)!
e−z+λdz.Probaremos que estos ǫλ‘s pueden haerse tan pequeños omo se quiera, sielegimos a p adeuadamente. Hasta ahora, las ondiiones exigidas a p son:que sea primo, mayor que n, mayor que |a0|; requisitos que son llenados porin�nidad de números primos, su�ientemente grandes.Sean: G y gλ, los máximos, respetivos, de los valores absolutos de

z(z − 1)(z − 2) . . . (z − n) y (z − 1)(z − 2) . . . (z − n).e−z+λ, en [0, n].Luego,
|z(z − 1)(z − 2) . . . (z − n)| ≤ G y |(z − 1)(z − 2) . . . (z − n) · e−z+λ| ≤ gλ,para 0 ≤ z ≤ n.Entones,

|ǫλ| ≤
∫ λ

0

Gp−1 gλ

(p − 1)!
dz ≤ Gp−1 gλ λ

(p − 1)!
(1.19)Ahora bien, omo G, gλ y λ no dependen de p, y, además, (p − 1)! reemas rápidamente que Gp−1 (piénsese en la onvergenia de la serie ∑+∞

1
ak

k!
),la fraión,

Gp−1

(p − 1)!
,



19llega a ser, para valores de p su�ientemente grandes, más pequeña que ualquier
ǫ > 0 dado.Así, tomando en uenta (1.19), podemos lograr que ada uno de los ǫλllegue a ser tan pequeño omo deseemos, eligiendo p su�ientemente grande.Luego, podemos onseguir que a1ǫ1 + a2ǫ2 + . . . + anǫn sea arbitrariamentepequeña.Efetivamente,

|a1ǫ1 + a2ǫ2 + . . . + anǫn| ≤ |a1||ǫ1| + |a2||ǫ2| + . . . + |an||ǫn| ≤

(|a1| · 1 · |g1| + |a2| · 2 · |g2| + . . . + |an| · n · |gn|)
Gp−1

(p − 1)!Ya que la suma entre paréntesis no depende de p, resulta que,
a1ǫ1 + a2ǫ2 + . . . anǫn,puede ser tan pequeña omo queramos y, en partiular, en valor absoluto,menor que 1.Así que, (1.14) nos proporiona una ontradiión:Un número entero, distinto de ero, inrementado en el valor de unafraión propia, da omo resultado el número ero.Conlusión: e es trasendente.



20 CAPÍTULO 1. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMÉTICA.



Capítulo 2El Teorema Fundamental delÁlgebra.
En su tesis de dotorado en la Universidad de Helmstädt, esrita a los 20años de edad (en 1797), Gauss dió la primera demostraión plenamente satis-fatoria del Teorema Fundamental del Álgebra. Newton, Euler, D'Alembert yLagrange habían heho tentativas, frustradas, de probar ese teorema. Casi 20años después, en 1816, Gauss publió dos nuevas demostraiones, y más tarde,en 1850, una uarta demostraión.Teorema Fundamental del Álgebra:Todo polinomio

f(z) = anzn + an−1z
n−1 + . . . + a1z + a0,donde, ada ai es un número omplejo, an 6= 0 y n ≥ 1, tiene una raíz, o sea,existe un número omplejo z0, tal que: f(z0) = 0.Demostraión: Sin pérdida de generalidad, suponemos n ≥ 2. Tenemos:

|f(z)| = |an zn + an−1 zn−1 + . . . + a1 z + a0|
≥ |an zn| − |an−1 zn−1 + . . . + a1 z + a0|

≥ |an| |z|n − |z|n−1

[

|an−1| +
|an−2|
|z| + . . . +

|a1|
|z|n−2

+
|a0|
|z|n−1

]

≥ |an| |z|n − |z|n−1

[

|an−1| + |an−2| + . . . + |a1| + |a0|
]

,

= |z|n−1
[

||an| |z| − R
]

, para |z| ≥ 1,21



22 CAPÍTULO 2. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ÁLGEBRA.donde, |z| ≥ 1 y R = |an−1| + |an−2| + . . . + |a1| + |a0|.Así que,
|f(z)| ≥ |z|n−1, para |z| ≥ máx{1,

R + 1

|an|

}

. (2.1)Sea P0 = |f(0)| = |a0|.Entones, de (2.1) se sigue que: existe T > 0, tal que,
|f(z)| > P0, para |z| > T. (2.2)(Reordar que n − 1 ≥ 1 y que |z|n−1 → +∞, si |z| → +∞).Consideremos D = {z ∈ C : |z| ≤ T}.Resulta que D es un subonjunto errado y aotado de C = R2; luego, Des ompato (Teorema generalizado de Heine-Borel. Ver [4℄).Como la funión |f | : D → R es ontinua, entones, |f | alanza un valormínimo, en algún punto z0 ∈ D.De modo que,

|f(z0)| ≤ |f(z)|, para todo z ∈ D.Pero, por (2.2), para todo z /∈ D, se tiene:
|f(z)| > P0 = |f(z0).En onseuenia,

|f(z0| ≤ |f(z)|, para todo z ∈ C. (2.3)A todas estas el letor ya sospehará que el z0 es la raíz busada. Y esaquí, donde viene una jugada magistral:Haemos una traslaión, al de�nir:
P (z) = f(z + z0).De manera que según (2.3), queda:

|P (0)| ≤ |f(z)|, para todo z ∈ C. (2.4)



23Y el problema de probar que f(z0) = 0, se onvierte en demostrar que,
P (0) = 0.Pero,

P (z) = bnzn + bn−1z
n−1 + . . . + b1z + b0, donde, bi ∈ CLuego, P (0) = b0.Por lo tanto, nuestro objetivo es probar que b0 = 0. Supongamos que b0 6= 0,entones

P (z) = b0 + bkz
k + zk+1Q(z), (2.5)donde, bk es el más pequeño bi 6= 0, i > 0 y Q(z) es un polinomio.Por ejemplo, si

P (z) = 5z9 + 7z5 + 4z4 − 11z3 + 2,tenemos que: bk = −11 y P (z) = 2 − 11z3 + z4(4 + 7z + 5z5), de modo que,
Q(z) = 4 + 7z + 5z5.Prosiguiendo on la demostraión, aparee otra jugada maestra, alonsiderar w ∈ C, una raíz k-ésima del número:

−b0

bk

, o sea, wk = −b0

bk

.Por otro lado, para t real,
t|wk+1Q(tw)| −→ 0, uando t → 0Así que, existe t0 ∈ (0, 1), tal que:

t0|wk+1Q(t0w)| < |b0| (2.6)Ahora bien, de (2.5), se obtiene:
P (t0w) = b0 + bk(t0w)k + (t0w)k+1Q(t0w)

= b0 + bkt
k
0(−

b0

bk

) + tk+1
0 wk+1Q(t0w)

= b0(1 − tk0) + tk+1
0 wk+1Q(t0w).



24 CAPÍTULO 2. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ÁLGEBRA.Por lo tanto,
|P (t0w)| ≤ |b0|(1 − tk0) + tk+1

0 |wk+1Q(t0w)|
< |b0|(1 − tk0) + tk0|b0| (usando (2.6))
= |b0| = |P (0)|

∴ |f(t0w + z0) = |P (t0w)| < |P (0)|. (2.7)Pero (2.7) está en ontradiión on (2.4). En onseuenia, la suposiión
b0 6= 0 no puede ser verdadera, es deir,

f(z0) = P (0) = b0 = 0

�Corolario 2.1: Un polinomio omplejo (no onstante) se fatoriza om-pletamente en fatores lineales.Demostraión: Usaremos el Segundo Prinipio de Induión Completa.Sea p(x) ∈ C[x], on grado de p(x), mayor o igual a 1.El orolario es laramente ierto si el grado de p(x) es 1, ya que entones,
p(x) es de la forma:

p(x) = a1x + a0, on a1 6= 0.Supongamos que el grado de p(x) es n, y que el orolario es ierto paratodos los polinomios de grado mayor o igual a 1, y menor que n. Según elTeorema Fundamental del Álgebra, existe x0 ∈ C, tal que, p(x0) = 0.Entones, p(x) = (x−x0).g(x), on g(x), polinomio de grado menor que
n. Por la hipótesis indutiva, g(x) se fatoriza en fatores lineales, digamos,

g(x) = α(x − x1)(x − x2) . . . (x − xn−1)Luego,
p(x) = α(x − x0)(x − x1)(x − x2) . . . (x − xn−1)

�Corolario 2.2: Sea p(x) ∈ C[x], on grado de p(x) igual a n.Si las raíes de p(x) son x1, x2, . . . , xn, (puede haber repetiiones), entones,
p(x) = α(x − x1)(x − x2) . . . (x − xn), on α ∈ C



25Corolario 2.3: Un polinomio real (no onstante) se fatoriza en poli-nomios de grado 1 y 2.Equivalentemente, los únios polinomios reales, irreduibles, son los poli-nomios lineales, y los polinomios uadrátios sin raíes reales.Demostraión: Sea p(x) ∈ R[x]. Entones, también se tiene: p(x) ∈ C[x].Sean: z1, z2, . . . , zn, las únias raíes omplejas de p(x).Así, p(x) = α(x − z1)(x − z2) . . . (x − zn), donde, α ∈ R, ya que es eloe�iente de xn.Si zi es real, entones, x− zi es un fator lineal (real) en la fatorizaión de
p(x).Si zk /∈ R, entones, zk = ak + ibk, on ak, bk ∈ R y bk 6= 0. Ahora, suedeque zk = ak − ibk (el onjugado de zk), también es raíz de p(x), (para que seumpla este heho es importante que todos los oe�ientes de p(x) sean reales).De modo que, el produto (x − zk)(x − zk) aparee en la fatorizaión de
p(x).Pero,

(x − zk)(x − zk) = x2 − 2akx + a2
k + b2

k,polinomio real, irreduible, de grado 2.Corolario 2.4: Un polinomio real (no onstante), irreduible, debe ser degrado 1 ó 2. �Finalmente, veamos una apliaión del Teorema Fundamental del Álgebra,en los predios del Álgebra Lineal.Probaremos que, dada una transformaión lineal A : E → E, donde, Ees un espaio vetorial (real) de dimensión �nita, o bien existe un vetor (nonulo) w ∈ E, tal que,
Aw = λw,o entones, existen u, v ∈ E, linealmentes independientes, tales que, Au y Avson ambos, ombinaiones lineales de u y v, o sea,

Au = αu + βv

Av = γu + δv



26 CAPÍTULO 2. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ÁLGEBRA.En otras palabras, existe, en E, un subespaio vetorial, de dimensión 1 ó2, invariante por A, de auerdo on la siguiente de�niión:De�niión: se die que un subespaio vetorial F ⊂ E es invariante porel operador lineal A : E → E, uando A(F ) ⊆ F es deir, uando la imágen
Av, de ualquier vetor v ∈ F , pertenee a F .Si F es un subespaio invariante por el operador A : E → E, la restriiónde A a los vetores de F , de�ne un operador (que indiaremos on la mismanotaión, A : F → F ). Entones, si F ( E, obtenemos un operador mássimple, por estar de�nido en un dominio menor.Ejemplos:a) Los subespaios {0} y E son invariantes por ualquier operadorlineal A : E → ENota: 0 simboliza al vetor nulo de E.b) El núleo N(A) = {v ∈ E : Av = 0}, y la imágen
Im(A) = {Av : v ∈ E}, son también subespaios invariantes por eloperador A : E → E. �Un subespaio F ⊂ E, espaio vetorial real, de dimensión 1 (reta quepasa por el origen) es invariante por A : E → E, si, y sólo si, existe un númeroreal λ0, tal que, Av = λ0v, para todo v ∈ F .En efeto, tomando u 6= 0 en F , resulta que {u} es una base de F .Como Au ∈ F , se tiene: Au = λ0u, para algún λ0 ∈ R.Sea v ∈ F ; entones, v = αu, para algún α ∈ R.Luego,

A(v) = A(αu) = αAu = αλ0u = λ0(αu) = λ0v

�Si u, v ∈ E son linealmente independientes, el subespaio F , generadopor u y v (plano que pasa por el origen) es invariante por A si, y sólo si, Au ∈ Fy Av ∈ F ,es deir, si:
Au = αu + βv y
Av = γu + δv

�



27Un vetor (no nulo) v ∈ E, se llama auto-vetor (o vetor propio) deloperador lineal A : E → E, uando existe λ ∈ R tal que
Av = λv.El número λ ∈ R, a su vez, se llama un auto-valor (o valor propio) deloperador lineal A : E → E, uando existe un vetor (no nulo) v ∈ E, tal que,
Av = λv.Se die, entones, que el auto-valor λ orresponde al auto-vetor v y,vieversa, que el auto-vetor v también orresponde al auto-valor λ. En talaso se umple, para todo w = αv, que:
Aw = αw.De manera que, hallar un auto-vetor (o, lo que es equivalente, un auto-valor) del operador lineal A : E → E, es lo mismo que enontrar un subespaiode dimensión 1, invariante por A.Ejemplos:a) Una rotaión θ : R2 → R2, entorno del origen, de ángulo diferente de 0oy 180o, sólo admite omo subespaios invariantes: {0} y R2.b) Para todo α ∈ R, la rotaión A : R3 → R3, de ángulo α, en torno deleje z,

A(x, y, z) = (x cos α − y sin α , x sin α + y cos α , z),tiene al eje z y el plano z = 0, omo subespaios invariantes.) Si un operador lineal A : E → E tiene núleo no trivial, entones, todovetor, no-nulo, v ∈ N(A), (núleo de A), es un autovetor de A, pues:
Av = 0v

�Dados: el polinomio p(x) = a0 + a1x + ... + anxn y el operador lineal
A : E → E, la notaión p(A) india el operador lineal:

p(A) = a0I + a1A + a2A
2 + ... + anAn.Lema 2.1: Para toda transformaión lineal A : E → E, donde, E es dedimensión �nita, existen: Un polinomio mónio (o sea, el oe�iente de la



28 CAPÍTULO 2. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ÁLGEBRA.mayor potenia de x es el 1) irreduible p(x) de grado 1 ó 2, y un vetor,no-nulo, v ∈ E, tales que,
p(A)v = 0.Demostraión: Sea n = dimE.Denotaremos on L(E, E), el espaio vetorial de todas las transforma-iones lineales de E en E. Como la dimensión de L(E, E) es n2, los n2 + 1operadores: I, A, A2, ..., An2

, son linealmente dependientes.Luego, existen números reales α0, α1, ..., αn,no todos nulos, tales que:
α0I + α1A + α2A

2 + ... + αnAn = 0 (2.8)Sea αm, el oe�iente, no nulo, de mayor índie en (2.8).Dividiendo, ambos miembros de (2.8), por αm, resulta:
β0I + β1A + ... + βm−1A

m−1 + Am = 0 (2.9)Entones, según (2.9), se umple:
q(A) = 0, (2.10)para, q(x) = β0 + β1x + . . . + βm−1x

m−1 + xm.Sabemos, por una onseuenia del Teorema Fundamental del Álgebra(orolario 2.3) que:
q(x) = p1(x).p2(x).....pk(x),donde ada pi(x) es un polinomio mónio, irreduible, de grado 1 ó 2.Así que: p1(A).p2(A).....pk(A) = 0, según (2.10). Entones, por lo menos,uno de los operadores pi(A) no es invertible, es deir, existe un vetor, no-nulo, v ∈ E, tal que,

pi(A)v = 0.

�Ahora sí estamos en ondiiones de presentar la apliaión anuniada in-mediatamente después del orolario 2.4.Teorema 2.1: Toda transformaión, lineal en un espaio vetorial real dedimensión �nita, posee un subespaio invariante de dimensión 1 ó 2.Demostraión: Dada A : E → E, lineal, sean: p, el polinomio y v ∈ E, elvetor no-nulo, dados por el lema 2.1, on p(A)v = 0.



29Si p(x) = x − λ, entones,0 = p(A)v = (A − λI)v = Av − λvLuego, Av = λv.Así, la reta que pasa por el origen, y ontiene a v, es un subespaio (dedimensión 1) invariante por A.Si p(x) = x2 + ax + b, (polinomio mónio irreduible), entones:0 = p(A)v = (A2 + aA + bI)v = A2v + aAv + bv (2.11)Luego, A(Av) = −aAv − bv.Es deir, el subepaio generado por v y Av es invariante por A.Además, v y Av son linealmente independientes, pues en aso ontrario,tendríamos:
Av = λv,y de (2.11) se seguiría:0 = A2v + aAv + bv = λ2v + aλv + bv = (λ2 + aλ + b)v.Lo ual implia que:

λ2 + aλ + b = 0,en ontradiión on el heho de que p(x) = x2 + ax + b no tiene raíz real.De manera que, el subespaio invariante, generado por v y Av, tienedimensión 2. �



30 CAPÍTULO 2. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ÁLGEBRA.



Capítulo 3El Teorema Fundamental delCálulo
Reordemos que la noión de derivada nos resuelve el problema de hallarla reta tangente a una urva dada, en uno de sus puntos. Así mismo, laintegraión nos permite enontrar el área bajo una urva.Reta pendiente:f ′(x0)

xO

y

b

b

x0

y = f(x)

xO

y

b

a b

A

A =
∫ b

a
f(x)dx

y = f(x)

Lo notable y sorprendente, es que estos dos oneptos, aparentemente sinonexión alguna, están íntimamente relaionados: son inversos el uno del otro.Este es, en esenia, el ontenido del Teorema Fundamental del Cálulo.Se onsidera, en general, que Isaa Barrow (1630-1677), profesor de IsaaNewton, fue el primero en peribir plenamente, que la difereniaión y la inte-graión son operaiones inversas entre sí. Pero los que reonoieron on laridady explotaron por primera vez este Teorema Fundamental del Cálulo fueronLeibniz (1646-1716) y Newton (1642-1727).31



32 CAPÍTULO 3. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULOPara formular el Teorema en uestión, onsideramos la integral de una fun-ión y = f(x), desde un límite inferior �jo a, hasta el límite superior variable,
x. Esribimos:

F (x) =

∫ x

a

f(u)duEsta funión F (x) es el área bajo la urva y = f(u) desde u = a hasta
u = x

uO a x

y

b

F (x)

El Teorema Fundamental del Cálulo establee que:Si F : [a, b] → R, es integrable, y
F : [a, b] → R es de�nida por: F (x) =

∫ x

a

f(u)du,entones, en ada x ∈ (a, b) donde f es ontinua, existe la derivada F ′(x)y además, en ada uno de esos puntos x, es:
F ′(x) = f(x).Desde un punto de vista intuitivo la demostraión es muy simple:
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uO a x

y

b

m M

x0La diferenia F (x) − F (x0) india el área desde x hasta x0. Notemos queesta área está omprendida entre (x0 − x) · m y (x0 − x) · M , siendo M y m,respetivamente, los valores mayor y menor de f(u) en [x, x0].O sea,
(x0 − x)m ≤ F (x0) − F (x) ≤ (x0 − x)M.Luego,

m ≤ F (x0) − F (x)

x0 − x
≤ M.Como F es ontinua en x se tiene que uando x0 → x+, entones, tanto momo M se aproximan a f(x).Así que:

F ′(x) = ĺım
xo→x+

F (x) − F (x0)

x0 − x
= f(x)

�Cuando F ′(x) = f(x), para todo x ∈ [a, b], se die que F es una primitivade f (laro que en a y b se onsideran derivadas laterales)Deimos una funión primitiva, y no la funión primitiva, pues si, también
G′(x) = f(x), para todo x ∈ [a, b] entones, H(x) = G(x) + c, donde, c esualquier onstante, es una primitiva de f ya que:

H ′(x) = G′(x) = f(x).Reíproamente, si G y H son dos primitivas de f , en [a,b℄ onsideremos:
U = G − H, de�nida en [a, b].Entones,

U ′(x) = G′(x) − H ′(x) = f(x) − f(x) = 0.



34 CAPÍTULO 3. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULOLuego, omo el dominio de U es un intervalo, debe ser U igual a unaonstante (digamos, c).
∴ U(x) = G(x) − H(x) = c.Esto nos proporiona una importante y útil regla para enontrar ∫ b

a
f(x)dx,para f ontinua en [a, b], si onoemos una primitiva G de fEn efeto, omo F (x) =

∫ x

a
f(u)du es también una primitiva de f , por loanterior resulta:

F (x) = G(x) + c, siendo c una onstante.Pero, F (a) = G(a) + c

∴ 0 = G(a) + c ∴ c = −G(a).Así queda:
F (x) = G(x) − G(a),y para x = b, obtenemos:

∫ b

a

f(u)du = G(b) − G(a).Ejemplos:a) Como (ln x)′ = 1
x
, entones
∫ 2

1

1

x
dx = ln 2 − ln 1 = ln 2.b) Como (sen x)′ = cos x, entones

∫ π
2

0

cos xdx = sen
π

2
− sen 0 = 1.) Como (ex2

)′ = ex2 · 2x, entones
∫ 1

0

2xex2

dx = e1 − e0 = e − 1.

�



35Ahora, veamos una propiedad que nos será muy útil en seguida:Sea f ontinua en [a, b] y F (x) =
∫ x

a
f(u)du, para x ∈ [a, b], entones, existe

c ∈ (a, b) tal que:
∫ b

a

f(u)du = f(c) · (b − a). (3.1)Demostraión: F es ontinua en [a, b] y derivable en (a, b), on
F ′(x) = f(x), para todo x ∈ (a, b).Luego, apliando el Teorema del valor intermedio de Lagrange, a lafunión F , tenemos: existe c ∈ (a, b), tal que;

F (b) − F (a) = F ′(c)(b − a),es deir,
∫ b

a

f(u)du = f(c)(b − a).

�¾Y ómo será la derivada de
F (x) =

∫ α(x)

a

f(u)du,donde, f es ontinua, y α es derivable?Usando (3.1), podemos esribir:
F (x0) − F (x)

x0 − x
=

∫ α(x0)

α(x)
f(u)du

x0 − x
=

f(c)[α(x0) − α(x)]

x0 − x
,donde,  está entre α(x) y α(x0).

∴ ĺım
x0→x

F (x0) − F (x)

x0 − x
= f(α(x)) · α′(x),o sea,

F ′(x) = f(α(x)) · α′(x). (3.2)
�Un resultado más general es el siguiente:Sea R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}.



36 CAPÍTULO 3. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULOSupongamos que f y df

dy
sean ontinuas en R.Consideremos, también, p y q , funiones derivables, en [c, d], on

a ≤ p(y) ≤ b, a ≤ q(y) ≤ b, para ada y ∈ [c, d].De�nimos F : [c, d] → R por
F (y) =

∫ q(y)

p(y)

f(x, y)dx.Entones, existe F ′(y), para y ∈ (c, d), dada por:
F ′(y) =

∫ q(y)

p(y)

d

dy
f(x, y)dx + f(q(y), y) · q′(y) − f(p(y), y) · p′(y).Demostraión: Consideremos,
G(x1, x2, x3) =

∫ x2

x1

f(t, x3)dt,on x1, x2 ∈ [a, b], x3 ∈ [c, d].Así,
F (y) = G (p(y), q(y), y).Usando la regla de derivaión en adena, (ver [5℄), obtenemos:

F ′(y) =
dG

dx1
(p(y), q(y), y) · p′(y) +

dG

dx2
(p(y), q(y), y) · q′(y)

+
dG

dx3
(p(y), q(y), y) · 1 (3.3)Por otro lado, utilizando (3.2), se sigue:

dG

dx1
=

d

dx1

(

−
∫ x1

x2

f(t, x3)dt

)

= −f(x1, x3).Luego,
dG

dx1

(p(y), q(y), y) = −f(p(y), y)Análogamente,
dG

dx2
= f(x2, x3).



37Por lo tanto:
dG

dx2

(p(y), q(y), y) = f(q(y), y)Finalmente,
dG

dx3

=

∫ x2

x1

d

dx3

f(t, x3)dt.(Ver [6℄, página 336).Así que,
dG

dx3

(p(y), q(y), y) =

∫ q(y)

p(y)

d

dy
f(t, y)dt.Sustituyendo los resultados pariales, en (3.3), se obtiene lo a�rmado. �Ejemplos:1) Sea g(t) =

∫ t2

1
sen(x2)dx. Hallar g′( 4

√

π
2
)Soluión:

g′(t) = sen(t4) · 2t. ∴ g′

(

4

√

π

2

)

= 2 ·
(

4

√

π

2

)2) Si g(x) =
∫ tgx

x
e−t2dt. Hallar g′(0)Soluión:

g′(x) = e−(tgx)2 · sec2x − e−x2 · 1 ∴ g′(0) = 1 − 1 = 03) Sea f : [0, 1] → R, ontinua, tal que: f(x) =
∫ x

0
f(t)dt. Probar que:

f(x) = 0, para todo x ∈ [0, 1].Soluión: f ′(x) = f(x). Luego,
f(x) = cex, para ierta onstante c.Pero,

f(0) =

∫ 0

0

f(t)dt = 0.Así,
c = 0. ∴ f(x) = 0, para todo x ∈ [0, 1].



38 CAPÍTULO 3. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO4) Calular el
ĺım

x→0+

∫ x

0
sent2dt

x3
.Soluión: Como el límite es de la forma indeterminada 0

0
, y se reunen lasondiiones para apliar la Regla de L'Hopital, tenemos:

ĺım
x→0

∫ x

0
sent2dt

x3
= ĺım

x→0

senx2

3x2
=

1

3
.5) Una de las maravillas sorprendentes que nos presenta la integraión alo largo de una urva plana es la siguiente:Si γ es una urva ontinuamente difereniable, a trozos, errada, y que nopasa por el punto a, entones,

1

2πi

∫

γ

dz

z − aes un número entero (llamado el número de giros de γ, alrededor de a)
a

γ

b

N

◮

H

◭

H

Demostraión: Si la euaión de γ es:
z = z(t), α ≤ t ≤ β, on z(α) = z(β),Consideremos h : [α, β] → C, dada por:

h(t) =

∫ t

α

z′(u)

z(u) − a
du. (3.4)



39Entones,
[e−h(t)(z(t) − a)]′ = e−h(t)(−h′(t))(z(t) − a) + e−h(t) · z′(t)

= e−h(t)[−z′(t) + z′(t)]

= 0,donde, hemos utilizado (3.4).De modo que, [e−h(t)(z(t)−a)]′ se anula en [α, β], on exepión, tal vez,de un número �nito de valores de t; de ello, y la ontinuidad de e−h(t)(z(t)−a),resulta que, existe una onstante k, tal que,
e−h(t)(z(t) − a) = k.O, lo que es lo mismo,

eh(t) =
z(t) − a

k
.Como h(α) = 0, se sigue que k = z(α) − a.Luego,

eh(t) =
z(t) − a

z(α) − a
.

∴ eh(β) =
z(β) − a

z(α) − a
= 1, pues z(β) = z(α).Por lo tanto,

h(β) = 2nπi, para algún n ∈ Z,(reordar que eiθ = cos θ + i cos θ)De manera que:
∫ β

α

z′(t)

z(t) − a
dt = 2nπi,O sea,

1

2πi

∫

γ

dz

z − a
= n ∈ Z.

�6) Sean:
f(x) =

(
∫ x

0

e−t2dt

)2

, g(x) =

∫ 1

0

e−x2(t2+1)

t2 + 1
dt.



40 CAPÍTULO 3. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULOi) Demostrar que g′(x) + f ′(x) = 0, para todo x.ii) Utilizar i) para probar que
ĺım

x→+∞

∫ x

0

e−t2dt =

√
π

2
.Soluión:i) Consideremos f, g : (a, b) → R, donde, a, b ∈ R, ualesquiera,on a < b y 0 /∈ (a, b). Tenemos:

f ′(x) = 2

(
∫ x

0

e−t2dt

)

· e−x2y (3.5)
g′(x) =

∫ 1

0

(t2 + 1)e−x2(t2+1)

t2 + 1
dt = −2xe−x2

∫ 1

0

e−x2t2dtAhora bien, en la última integral, hagamos el ambio de variable: w = tx;por lo tanto, dw = xdt, y resulta,
g′(x) = −2xe−x2

∫ x

0

e−w2

x
dw = −2e−x2

∫ x

0

e−w2

dw (3.6)Así, de (3.5) y (3.6) se sigue:
f ′(x) + g′(x) = 0, para todo x ∈ (a, b),donde, a, b ∈ R, son ualesquiera, on 0 /∈ (a, b).Por otro lado,

f ′(0) = ĺım
x→0

f(x) − f(0)

x − 0
= ĺım

x→0

(

∫ x

0
e−t2dt

)2

x
.Usando la regla de L'H�pital, tenemos:

f ′(0) = ĺım
x→0

2

(

∫ x

0
e−t2dt

)

e−x2

1
= 0.



41Análogamente,
g′(0) = ĺım

x→0

g(x) − g(0)

x − 0
= ĺım

x→0

∫ 1

0
e−x2(t2+1)dt

t2+1
− π

4

x

= ĺım
x→0

−2e−x2 ∫ x

0
e−w2

dw

1
= 0,donde, hemos usado, nuevamente la Regla de L'H�pital, (3.6), y que, se puedeintroduir el límite, bajo el signo integral, es deir,

ĺım
x→0

∫ 1

0

e−x2(t2+1)

t2 + 1
dt =

∫ 1

0

ĺım
x→0

e−x2(t2+1)

t2 + 1
dt =

∫ 1

0

1

t2 + 1
dt = arctgt

∣

∣

∣

1

0
=

π

4
,pues e−x2(t2+1)

t2 + 1
→ 1

t2 + 1
, uniformemente en t ∈ [0, 1], si x → 0.De manera, que ahora, podemos a�rmar que g′(x) + f ′(x) es igual a 0,para todo x ∈ R.Luego, g(x) + f(x) es onstante.Pero,

f(0) = 0 y g(0) =
π

4
.Conlusión:

g(x) + f(x) =
π

4
.ii) Por lo probado en i) tenemos que:

(

∫ x

0

e−t2dt
)2

+

∫ 1

0

e−x2(t2+1)

t2 + 1
dt =

π

4
, para todo x ∈ R (3.7)Como e−x2(t2+1)

t2 + 1
→ 0, uniformemente en t ∈ [0, 1], si x → +∞.Entones,

ĺım
x→+∞

∫ 1

0

e−x2(t2+1)

t2 + 1
dt =

∫ 1

0

ĺım
x→+∞

e−x2(t2+1)

t2 + 1
dt =

∫ 1

0

0dt = 0.(Ver [3℄, página 615).



42 CAPÍTULO 3. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULOLuego, de (3.7) se sigue que, existe el
ĺım

x→+∞

(

∫ x

0

e−t2dt
)2

, y vale π

4Ahora, sólo nos falta probar que existe el
ĺım

x→+∞

∫ x

0

e−t2dtLlamemos an =
∫ n

0
e−t2dt.Tenemos que: (an) es una suesión reiente, tal que (a2

n) onverge (sulímite es π
4
).Luego (a2

n) es aotada, y, en onseuenia, (an) también es aotada.De modo que (an) onverge, lo ual equivale a que:
∫ +∞

0

e−t2dt existe.Podemos esribir, entones:
π

4
= ĺım

x→+∞

(

∫ x

0

e−t2dt
)2

=
(

ĺım
x→+∞

∫ x

0

e−t2dt
)

·
(

ĺım
x→+∞

∫ x

0

e−t2dt
)

.Conlusión:
ĺım

x→+∞

∫ x

0

e−t2dt =

√
π

2
�



Capítulo 4El Teorema de Baire.
Este teorema tiene, entre otras osas, la importania de ser la fuente denotables resultados del Análisis Funional.Preparativos:Un Subonjunto S, de un espaio métrio M , es llamado:a) Raro en M (o denso en ninguna parte) si S no tiene puntos interioresEjemplo: Si M = R, on la métria usual, y S = {x1, x2, . . . , xk},donde, xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , k, entones, S es raro en RTambién, N, Q, y ualquier subonjunto de R, numerable, es raro en R(on la métria usual)b) Magro en M (o de primera ategoría), si es la unión numerable deonjuntos, ada uno de los uales es raro en M .Por ejemplo, si M = R, on la métria usual, y S = Z, onjunto de losnúmeros enteros, entones S es magro en M .Ásí mismo, N y Q son magros en R (on la métria usual).Otro ejemplo, menos trivial, lo podemos onseguir, en el espaio M , de lasfuniones ontinuas, f : [0, 1] → R.La distania entre dos elementos f , g ∈ M se de�ne omo

d(f, g) = máx
0≤x≤1

|f(x) − g(x)|.43



44 CAPÍTULO 4. EL TEOREMA DE BAIRE.Como S, tomamos el subonjunto de M , formado por todas aquellas fun-iones ontinuas on derivada en algún punto de [0, 1].Resulta (ver [4], página 195) que S es magro en M . Por ierto, fue en1872 uando Karl Weierstrass asombró al mundo matemátio presentando unejemplo de funión ontinua en todos sus puntos, tal que el onjunto de lospuntos donde ella es derivable es vaío. Lo sorprendente es que la "mayoria"(enierto sentido) de las funiones ontinuas son así.) De segunda ategoría en M (o no-magro):Si S no es magro en MEjemplo: sea M = R (on la métria usual), y S = R. Entones, S es desegunda ategoría en R.La justi�aión de ese heho la onseguimos a través delTeorema de Baire:Si un espaio métrio M , no vaío, es ompleto, entones, él es de se-gunda ategoría en él mismo. En onseuenia, si M 6= ∅ es un espaiométrio ompleto y
M =

+∞
⋃

k=1

Ak(on ada Ak errado en M) entones, el interior de, por lo menos, algún Ak,es no vaío.Demostraión:Supongamos que el espaio métrio M 6= ∅ es ompleto y magro en símismo. Entones,
M =

+∞
⋃

k=1

Ak,donde, ada Ak es raro en M. Construiremos una suesión de Cauhy, (xn),on xn ∈ M, para todo n, la ual nos onduirá a una ontradiión.Veamos:
A1 es raro en M , de modo que A1 no ontiene un subonjunto abierto,no vaío. Pero M sí ontiene a un abierto, no vaio (por ejemplo, M mismo).Luego, A1 6= M .



45Entones, Ā1
c es no vaío y abierto.Elijamos un punto x1 en A1, y una bola abierta, digamos,

B1 = B(x1; r1) ⊂ A1, on r1 < 1
2
.Como A2 es raro en M , tenemos que Ā2 no ontiene un onjunto abierto,no vaío. Por ejemplo, no ontiene la bola abierta B(x1;

r1

2
).Así, Ā2

c⋂
B(x1;

r1

2
) es un abierto, no vaío.Sea B2 = B(x2; r2) ⊂ Ā2

c
⋂

B
(

x1;
r1

2

) on r2 <
r1

2
.Por induión, obtenemos una suesión de bolas abiertas:

Bk = B(xk; rk), on rk <
1

2k
,tales que, Bk

⋂

Ak = ∅ y Bk+1 ⊂ B
(

xk;
rk

2

)

⊂ Bk, k = 1, 2, ...Como rk < 1
2k , la suesión (xk), de los entros, es de Cauhy.Por la ompletitud de M , diha suesión onverge, digamos, xk → x ∈ MTambién, para m,n, on n > m, se tiene: Bn ⊂ B(xm; rm

2
), de manera que:

d(xm, x) ≤ d(xm, xn) + d(xn, x) <
rm

2
+ d(xn, x). (4.1)Como rm

2
+ d(xn, x) → rm

2
, uando n → +∞, se sigue de (4.1), que:

d(xm, x) ≤ rm

2
< rm, es deir, x ∈ Bm, para todo m.Además, ya que Bm ⊂ Am

c, resulta que x /∈ Am, para todo m. Luego
x /∈

+∞
⋃

k=1

Am = M(ontradiión). Así, el Teorema de Baire está probado �Teorema de la Aotaión Uniforme (o de Banah-Steinhaus)Sean: B, espaio de Banah; N , espaio vetorial normado; {Ti}, onjunto,no vaío, de transformaiones lineales ontinuas de B en N , on la propiedadde que {Ti(x)} es un subonjunto aotado, de N , para ada x ∈ B, digamos,
||Ti(x)|| ≤ cx, i = 1, 2, . . . (4.2)



46 CAPÍTULO 4. EL TEOREMA DE BAIRE.Entones, {||Ti||} es un subonjunto, aotado, de R; o sea, existe c ∈ R,tal que
||Ti|| ≤ c, i = 1, 2, . . . (4.3)Demostraión:Para ada k, número natural, sea

Ak = {x ∈ B : ||Tn(x)|| ≤ k para n = 1, 2, ...}.Tenemos que: Ak es errado.En efeto, sea x ∈ Āk.Entones, existe (xj), suesión en Ak, tal que,
xj → x. (4.4)Pero, para ada n, �jo, se tiene:

||Tn(xj)|| ≤ k,de lo ual se sigue que:
||Tn(x)|| ≤ k,al usar (4.4), la ontinuidad de Tn y la ontinuidad de la norma || · ||; de modoque, x ∈ Ak, y así, Ak es errado.Por otro lado, dado x ∈ B, se tiene que, según (4.2), existe cx, tal que

||Tn(x)|| ≤ cx, para n = 1, 2, 3, ...Entones, x pertenee a algún Ak (basta tomar k ≥ cx). De modo que,
B =

+∞
⋃

k=1

AkEn este momento, aparee el toque mágio dado por el Teorema de Baire:Como B es ompleto, resulta que, algún Ak ontiene una bola abierta, digamos:
B0 = B(x0; r) ⊂ Ak0Ahora viene, un lane magistral:Dado ualquier x ∈ B, no nulo, lo multipliamos por un esalarapropiado, luego trasladamos el vetor resultante, y onseguimos que el nuevo



47vetor esté en B0. Lo demás, orre por uenta de la linealidad de Tn, para ada
n; veámoslo:Sea

z =
r

2||x|| x + x0

∴ ||z − x0|| =
r

2
< r

∴ z ∈ B0

∴ ||Tn(z)|| ≤ k0, n = 1, 2, 3, . . .

∴ ||Tn

( r

2||x||x + x0

)

|| ≤ k0,o sea,
|| r

2||x|| Tn(x) + Tn(x0)|| ≤ k0

∴
r

2||x|| ||Tn(x)|| ≤ k0 + ||Tn(x0)|| ≤ 2k0

∴ ||Tn(x)|| ≤ 4k0

r
||x||, n = 1, 2, 3, . . .

∴ ||Tn||
4k0

r
, n = 1, 2, 3, . . .Así, para obtener (4.3) basta tomar

c =
4k0

r
�Corolario 4.1: El espaio vetorial normado X, de todos los polinomios;on la norma de�nida por:

||p|| = máx
i

|αi|, donde, α0, α1, . . . son los oe�ientes de p;no es ompleto.Demostraión:Construiremos una suesión (Tn) de transformaiones lineales de X en R,la ual satisfae (4.2), pero no umple (4.3). Así, X no puede ser ompleto.Esribamos un polinomio p, distinto del polinomio nulo, de grado Np, enla forma:
p(t) =

+∞
∑

j=0

αjt
j, donde αj = 0, para j > Np,



48 CAPÍTULO 4. EL TEOREMA DE BAIRE.Para ada número natural n, de�nimos Tn : X → R, por:
Tn(0) = 0,

Tn(p) = α0 + α1 + ... + αn−1La linealidad de Tn es inmediata; el que Tn es aotado (ontinuo) se obtieneasí:
|αj| ≤ ||p|| ∴ |Tn(p)| ≤ n||p||.Además, para ada p ∈ X, la suesión (|Tn(p)|) satisfae (4.2), porque unpolinomio p, de grado Np, tiene Np + 1 oe�ientes, y así,
|Tn(p)| ≤ (Np + 1) máx

j
|αj| = cp,lo ual es de la forma (4.2).Ahora, veremos que (Tn) no satisfae (4.3), o sea, no existe c, tal que

||Tn|| ≤ c, para n = 1, 2, 3, ...Sea pn de�nido por:
pn(t) = 1 + t + t2 + . . . + tn.Entones,

||pn|| = 1, y Tn(pn) = 1 + 1 + . . . + 1 = n = n||pn||

∴ ||Tn|| ≥
|Tn(pn)|
||pn||

= nLuego, (||Tn||) no es aotada. �Nota 4.1: Si onsideramos
pn = 1 +

t2

2!
+

t3

3!
+ . . . +

tn

n!
,puede probarse que (pn) es una suesión de Cauhy, pero (pn) no onverge en

X. El terer "gran" teorema, que presentaremos a ontinuaión, es elTeoremade la Apliaión Abierta.El está relaionado on la apliaiones abiertas; éstas son funiones que en-vían onjuntos abiertos en onjuntos abiertos. Más espeí�amente, el Teorema



49de la Apliaión Abierta establee ondiiones bajo las uales una transforma-ión lineal aotada (o lo que es lo mismo, ontinua) es una apliaión abierta.Como en el Teorema de la Apliaión Uniforme, la propiedad deCompletitud es importante.El Teorema también da ondiiones para garantizar la ontinuidad de lainversa de una transformaión lineal aotada.Lema 4.1: Si B y B′ son espaios de Banah y, si T es una transforma-ión lineal ontinua de B sobre B′, entones, la imagen de ada bola abierta,entrada en el origen, en B, ontiene una esfera abierta, entrada en el origen,en B′.Demostraión: Denotamos por Sr yS ′
r, las bolas abiertas, on radio r,entradas en el origen, en B y B′, respetivamente. Es simple probar que

T (Sr) = T (rS1) = rT (S1),así que, es su�iente probar que T (S1) ontiene alguna S ′
r.Comenzaremos mostrando que T (Sr) ontiene alguna S ′

r.Ya que T es sobreyetiva, resulta que
B′ =

+∞
⋃

n=1

T (Sn).Como B′ es ompleto, se sigue del Teorema de Baire que algún T (Sn0)tiene un punto interior, y0, el ual podemos asumir que está en T (Sn0).La apliaión y 7→ y − y0, es un homeomor�smo de B′ sobre sí mismo,de manera que
T (Sn0) − y0 tiene el origen omo punto interior (4.5)Además, ya que y0 ∈ T (Sn0), se sigue que

T (Sn0) − y0 ⊆ T (S2n0), (4.6)de modo que:
T (Sn0) − y0 = T (Sn0) − y0 ⊆ T (S2n0),lo ual, según (4.5), prueba que el origen es un punto interior de T (S2n0).



50 CAPÍTULO 4. EL TEOREMA DE BAIRE.Por otro lado, la multipliaión por un esalar, no nulo, es un homeomor-�smo de B′ sobre sí mismo, así,
T (S2n0) = 2n0T (S1) = 2n0T (S1).Luego, el origen es, también, un punto interior de T (S1), o sea,
S ′

ǫ ⊆ T (S1), para algún ǫ > 0 (4.7)Ahora probaremos que S ′
ǫ ⊆ T (S3), es deir, S ′

ǫ
3
⊆ T (S1).Ya hemos utilizado la ompletitud de B′; es el momento de que aparezala ompletitud de B.Sea y0 ∈ B′, tal que ||y0|| < ǫ.De (4.7) se sigue:

y0 ∈ S ′
ǫ ⊆ T (S1).Luego, existe x1 ∈ B, on ||x1|| < 1, y ||y0 − y1|| < ǫ

2
,donde,

y1 = T (x1). (4.8)También, de (4.7) se obtiene:
S ′

ǫ
2
⊆ T (S 1

2
),que, junto on (4.8), permite esribir:

y0 − y1 ∈ T (S 1
2
).De modo que, existe x2 ∈ B, tal que:

||x2|| <
1

2
, y ||y0 − (y1 + y2)|| <

ǫ

4
,donde, y2 = T (x2). Prosiguiendo de esta manera, onseguimos una suesión

(xn), en B, tal que:
||xn|| <

1

2n−1
(4.9)y

||y0 − (y1 + y2 + ...yn)|| <
ǫ

2n
, donde, yn = T (xn), n = 1, 2, . . . (4.10)



51Llamemos Sn = x1 + x2 + ... + xn;De (4.9) se dedue que (Sn) es una suesión de Cauhy, en B.Como B es ompleto, existe x ∈ B, tal que Sn → x.Además,
||Sn|| ≤ ||x1|| + ||x2|| + ... + ||xn|| < 1 +

1

2
+

1

4
+ ... +

1

2n−1
< 2.Por otro lado,

||x|| ≤ || ĺım Sn|| = ĺım ||Sn|| ≤ 2 < 3, es deir, x ∈ S3.Ahora bien, usando la ontinuidad de T , se tiene:
T (x) = T (ĺım Sn) = ĺım T (Sn) = ĺım(y1 + y2 + ... + yn) = y0,(usando (4.10)).Es deir,

y0 ∈ T (S3)Conlusión: S ′
ǫ ⊆ T (S3). �Teorema de la Apliaión Abierta.Sean: B, B′, espaios de Banah; T : B → B′, transformaión lineal,ontinua, sobreyetiva.Entones, T es una apliaión abierta.Por lo tanto, si T es biyetiva, entones T−1 es ontinua.Demostraión:Sea G ⊆ B, abierto. Probemos que T (G) ⊆ B′, también es abierto.Tomemos y ∈ T (G).Sea x ∈ G, tal que y = T (x).Como G es abierto, existe una bola abierta, on entro en x, ontenidaen G.Diha bola la podemos expresar omo:

x + Sr, (4.11)



52 CAPÍTULO 4. EL TEOREMA DE BAIRE.donde, Sr es una bola abierta, de radio r, entrada en el origen de B.Ahora bien, el lema 4.1 nos india que T (Sr) ontiene alguna S ′
r0Entones, y + S ′

r0
es una bola abierta, entrada en y, ontenida en T (G),pues:

y + S ′
r0
⊆ y + T (Sr) = T (x) + T (Sr) = T (x + Sr) ⊆ T (G), usando (4,11)Finalmente, si T−1 : B′ → B, existe, resulta que, omo T es abierta, T−1es ontinua (vale deir, aotada. Ver [7℄, página 238) �Ejeriios:1) Una proyeión P sobre un espaio de Banah B, es una proyeiónsobre B, en el sentido algebraio (es deir P 2 = P ), que, además, es ontinua.Sea B un espaio de Banah, y sean M y N , subespaios vetoriales, errados,de B, tales que B = M

⊕

N (suma direta).Si z = x + y es la únia representaión de un vetor z ∈ B, omo unasuma de vetores en M y N , entones, P : B → B, de�nida por P (z) = x esuna proyeión sobre B, uyo rango y núleo son M y N , respetivamente.Demostraión:Lo que no es tan trivial es la prueba de la ontinuidad de P .Sea B′, el espaio vetorial B, equipado on la norma de�nida por:
||z|| ′ = ||x|| + ||y||.Resulta que B′ es un espaio de Banah (ejeriio para el letor: ahí se usaque M y N son errados en B).Ahora bien, omo:

||P (z)|| = ||x|| ≤ ||x|| + ||y|| = ||z|| ′,se sigue que P es ontinua, omo una apliaión de B′ en B.Basta entones, para lograr nuestro propósito, probar que B′ y B tienen lamisma topología.Sea T : B′ → B, de�nida por: T (w) = w.Tenemos:
||T (z)|| = ||z|| = ||x + y|| ≤ ||x|| + ||y|| = ||z|| ′.



53Luego, T es ontinua, y, además, biyetiva.Así, en virtud del Teorema de la Apliaión Abierta, T es un homeomor-�smo, lo ual implia que B′ y B tienen la misma topología. �2) Demostrar que T : R2 → R, dada por: T (ǫ1, ǫ2) = ǫ1, es abierta.¾Es W : R2 → R2, de�nida por: W (ǫ1, ǫ2) = (ǫ1, 0) una apliaión abierta?Soluión:
T es lineal, ontinua, sobreyetiva; R2 y R son espaios de Banah. Luego,por el Teorema de la Apliaión Abierta, T es abierta.En ambio, W no lo es.Basta onsiderar A = B((0, 0); 1), y notar que W (A) = (−1, 1), el ual noes abierto en R2.3) Sea X, el espaio vetorial normado uyos puntos son las suesiones denúmeros omplejos x = (ǫi), on sólo un número �nito de términos diferentesde ero, y la norma dada por:

||x|| = sup
i

|ǫi|Sea T : X → X, de�nida así:
y = Tx =

(

ǫ1,
1

2
ǫ2,

1

3
ǫ3, . . .

)Demostrar que T es lineal y aotada, pero T−1 no es ontinua.Soluión:Sea λ ∈ C, entones:
T (λx) = T (λǫ1, λǫ2, . . .) = (λǫ1,

λǫ2

2
,
λǫ3

3
, . . .) = λ(ǫ1,

λǫ2

2
,
λǫ3

3
, . . .) = λTxAnálogamente, si

x = (ǫ1, ǫ2, ǫ3, . . .)

y = (θ1, θ2, θ3, . . .),entones,
x + y = (ǫ1 + θ1, ǫ2 + θ2, . . .)



54 CAPÍTULO 4. EL TEOREMA DE BAIRE.
∴ T (x + y) = (ǫ1 + θ1,

ǫ2 + θ2

2
, . . .)

(ǫ1,
ǫ2

2
,
ǫ3

3
, . . .) + (θ1,

θ2

2
,
θ3

3
, . . .) = Tx + Ty

∴ T es lineal.Ahora,
||Tx|| = ||(ǫ1,

ǫ2

2
,
ǫ3

3
, . . .)|| = sup

n

∣

∣

∣

∣

ǫn

n

∣

∣

∣

∣

≤ sup
n

|ǫn| = ||x||.

∴ T es aotado, on ||T || ≤ 1.Por otro lado,
T−1(x) = (ǫ1, 2 ǫ2, 3 ǫ3, . . .)Si tomamos x0 = (0, 0, ..., 0, 1, 0, ...), donde el 1 está en la k-ésima asilla,tenemos:

||x0|| = 1, pero ||T−1x0|| = k = k||x0||Como k puede ser tan grande omo se quiera, no existe c, tal que:
||T−1x|| ≤ c||x||, para todo x ∈ XLuego, T−1 no es aotado (vale deir, ontinuo).4) Sean: X e Y , espaios de Banah; T : X → Y , lineal, aotado, inyeti-vo.Demostrar que:

T−1 : R(T ) → X, (donde, R(T ) es el rango de T ),es aotado si, y sólo si, R(T ) es errado en Y .Demostraión:Si R(T ) es errado en Y , entones R(T ) es de Banah. Entones, omo
T : X → R(T ) es sobreyetiva, una utilizaión direta del Teorema de laApliaión Abierta nos permite onluir que T−1 es ontinuo (o sea, aotado).Supongamos, ahora, que: T−1 : R(T ) → X es aotado.Sea y ∈ R(T ).Luego, existe (yn), suesión en R(T ), tal que:

yn → y ∈ Y (4.12)



55Tenemos: yn = T (xn), xn ∈ XAsí que,
||xn − xm|| = ||T−1(yn) − T−1(ym)|| = ||T−1(yn − ym)|| ≤ ||T−1|| · ||yn − ym||Como (yn) onverge, entones, (yn) es de Cauhy, y, usando la anteriordesigualdad, onluímos que (xn) también es de Cauhy.De modo que, existe x ∈ X, tal que xn → x (ya que X es ompleto)Usando, ahora, la ontinuidad de T , tenemos:

yn = T (xn) → Tx. (4.13)Así, de (4.12) y (4.13), se sigue: y = Tx, o sea, y ∈ R(T )En otras palabras, R(T ) es errado en Y .5) Reordemos que el onjunto T , de todos los subonjuntos abiertosde un espaio métrio X, es llamado una topología para X. En onseuenia,ada norma sobre un espaio vetorial X de�ne una topología para X. Sitenemos dos normas en X, tales que X1 = (X, || · ||1) y X2 = (X, || · ||2) sonespaios de Banah y las topologías T1 y T2 de�nidas por || · ||1 y || · ||2,respetivamente, satisfaen T2 ⊂ T1 (se die que T1 es más �na que T2),Probar que T1 = T2.Demostraión: Consideremos la apliaión identidad I,
I : X1 → X2

I(x) = x.Tenemos que I es lineal; ontinua, pues todo abierto en X2 es abierto en
X1 Como I es sobreyetiva, y además, X1 y X2 son espaios de Banah, resulta,en virtud del Teorema de la Apliaión Abierta, que I es una apliaión abierta,y, en onseuenia, I−1 : X2 → X1 es ontinua.Conlusión: T1 = T2. �En muhas apliaiones del Análisis, surgen transformaiones lineales queno son ontinuas, pero que , en ompensaión, tienen una propiedad impor-tante, que es desrita en términos del onepto de grá�o de una funión.



56 CAPÍTULO 4. EL TEOREMA DE BAIRE.Sean B y B′, espaios de Banah. De�nimos una métria sobre el produto
B × B′ por:

d((x1, y1), (x2, y2) = máx = {||x1 − x2||, ||y1 − y2||}.La topología resultante es llamada topología produto, y la onvergeniarespeto a esta métria es equivalente a la onvergenia oordenada a oorde-nada.Sea T una transformaión lineal de B en B′El grá�o de T es el subonjunto de B × B′ que onsiste de todos lospares ordenados de la forma (x, Tx).Fáilmente, vemos que si T es ontinuo, entones su grá�o, Gr(T), eserrado, omo subonjunto de B × B′.Por su parte, El Teorema del Grá�o Cerrado establee que: si By B′ son espaios de Banah, y si T es una transformaión lineal de B en B′,on Gr(T ) errado, entones, T es ontinua.Demostraión: Denotemos por B1, al espaio B, on la norma:
||x||1 = ||x|| + ||Tx||.Como

||Tx|| ≤ ||x|| + ||Tx|| = ||x||1,resulta que T es ontinua omo apliaión de B1 en B′.Resta probar que B y B1 tienen la misma topología.La apliaión identidad de B1 sobre B es ontinua, pues:
||x|| ≤ ||x|| + ||Tx|| = ||x||1.Si pudiéramos probar que B1 es ompleto, entones, el Teorema de laApliaión Abierta, garantizaría que I : B1 → B es un homeomor�smo yesto terminaría la prueba.Sea (xn), una suesión de Cauhy, en B1. Esto implia que (xn) y (Txn)son suesiones de Cauhy en B y en B′, respetivamente.Ya que ambos son espaios ompletos, existen: x ∈ B, y ∈ B′, talesque:

||xn − x|| → 0 y ||Txn − y|| → 0 (4.14)



57(o sea, (xn, Txn) → (x, y)).Nuestra suposiión de que Gr(T ) es errado en B × B′, implia que:
(x, y) ∈ Gr(T ).Así, y = Tx.De ello se obtiene que B1 es ompleto, pues:

||xn − x||1 = ||xn − x|| + ||T (xn − x)||
= ||xn − x|| + ||Txn − Tx||
= ||xn − x|| + ||Txn − y|| −→ 0, según (4.14)

�Veamos, a manera de ilustraión, un ejemplo de una transformaión lineal,uyo grá�o es errado, pero que no es ontinua.Sea T : X −→ Y , dada por Tx = x′, donde, Y = C[0, 1], espaio de lasfuniones ontinuas de [0, 1] en R, on la norma de la onvergenia uniforme:
||w|| = máx

0≤t≤1
|w(t)|,mientras que

X = {x ∈ Y : x′ ∈ Y }.Sea (z, y) ∈ Gr(T ), entones existe (zn), suesión en X, tal que:
zn −→ z, (onvergenia en X)

T (zn) = z′n −→ y (onvergenia en Y )Ya que la onvergenia en Y es la onvergenia uniforme, tenemos: Para
t ∈ [0, 1],

∫ t

0

y(u)du =

∫ t

0

ĺım
n→+∞

z′n(u)du = ĺım
n→+∞

∫ t

0

z′n(u)du

= ĺım
n→+∞

(zn(t) − zn(0)) = z(t) − z(0)O sea,
z(t) = z(0) +

∫ t

0

y(u)du.



58 CAPÍTULO 4. EL TEOREMA DE BAIRE.De modo que, z ∈ X y Tz = z′ = y (de auerdo al TeoremaFundamental del Cálulo).En otras palabras, (z, y) ∈ Gr(T ), y así, Gr(T ) es errado en X × Y .Para ver que T no es ontinua, basta onsiderar la suesión (xn), donde,
xn : [0, 1] −→ R es dada por: xn(t) = tn.Tenemos:

||xn|| = máx
0≤t≤1

|xn(t)| = 1;Mientras que,
||T (xn|| = ||x′

n|| = máx
0≤t≤1

|ntn−1| = nAsí,
xn

n
−→ 0, uando n −→ +∞,pero,
T

(

xn

n

)

=
x′

n

n
9 0 = T (0)

�Ejeriio:Sean, X e Y , espaios vetoriales normados; T : X −→ Y , lineal, uyográ�o es errado. Probar que:a) Si K ⊂ X es ompato, entones T (K) es errado en Y .b) Si K ⊂ Y es ompato, entones T−1(K) es errado en X.) Si Y es ompato, entones, T es aotado.d) Si X es ompato, y T es biyetiva, Entones T−1 es aotado.Soluión:a) Sea y ∈ T (K), entones existe (xn), suesion en K, tal que :
T (xn) −→ y.De la ompaidad de K, se dedue que existe (xnj

), subsuesión de (xn),tal que:
xnj

−→ x ∈ K.



59Así,
(xnj

, T (xnj
)) −→ (x, y).Luego,

(x, y) ∈ Gr(T ) = Gr(T )En onseuenia,
y = Tx, on x ∈ KO sea,

y ∈ T (K).Conlusión: T (K) es errado en Y .b) Tomemos x ∈ T−1(K). Luego, existe (yn), suesión en K, tal que:
T−1(yn) −→ x.Como K es ompato, existe (ynj

), subsuesión de (yn), tal que,
ynj

−→ y ∈ K.Sea xn = T−1(yn), es deir, yn = Txn. Tenemos que:
(xnj

, T (xnj
)) = (T−1(ynj

), ynj
) −→ (x, y)Así que,

(x, y) ∈ Gr(T ) = Gr(T )Luego,
y = Tx,O lo que es lo mismo,

x = T−1(y).De modo que,
x ∈ T−1(K)En resumen,

T−1(K) es errado es X.) Sea F ⊂ Y , errado. Como Y es ompato, entones F también esompato.Así que, por la parte b), T−1(F ) es errado en X.Queda, entones, probado, que la imagen inversa de ada errado en Y , esun errado en X.



60 CAPÍTULO 4. EL TEOREMA DE BAIRE.Es deir, T es ontinuo (léase, aotado).d) Tenemos: T−1 : Y −→ X. Sea F ⊂ X, errado.La ompaidad de X implia que F también es ompato.Para nuestro propósito, basta probar que
(T−1)−1(F ) es errado en Y ;O sea, que T (F ) es errado en Y ; pero esto es, preisamente, lo que a�rmala parte a). �
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