Capitulo 5:
FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

5.1 Dominio y grafica de funciones

En esta seccidn estudiaremos funciones reales de varias variables reales. Cantidades de la vida
cotidiana 0 econdmica o ciertas cantidades fisicas dependen de dos 0 mas variables. EI volumen de
una caja, V, depende del largo, x, del ancho, y, y de z la altura de la caja. Los costos de una empresa
que fabrica dos tipos de articulos dependen de g, la cantidad de articulos de tipo | 'y g, la cantidad de
articulos de tipo Il que produce. La temperatura que tiene un gas depende del volumen que ocupa y de
su presion.

Veamos la definicion formal de una funcidn real de dos variables.

Definicién.- Sea D un conjunto de pares ordenados, (x,y), de nimeros reales, D < R?. Una
funcion real de dos variables reales es una regla que asigna a cada par ordenado (x,y) en D un
Unico nimero real, denotado por f (X, Y).

El conjunto D es llamado el dominio de la funcion y el conjunto de todos los valores de la
funcion es el rango de la funcion.

Observacién: Cuando tenemos una funcion de dos variables se suele utilizar z para representar los
valores de la funcion: z=f(x,y). La variable z es la variable dependiente y x y y las variables

independientes.

Normalmente no se especifica cual es el dominio de la funcién. Cuando éste es el caso
tenemos que considerar el dominio implicito. El dominio implicito de una funcién de dos variables
es el conjunto mas amplio de (x,y) donde tiene sentido evaluar la formula, y el resultado es un

ntmero real. Muchas veces este dominio se representa graficamente. En el caso de dos variables la
representacion es una region en el plano.

Ejemplo 1.-  Sea f(x,y)=+y+4x*—-4. a) Calcular el dominio de f. b) Represéntelo
V2

graficamente. c) Calcule f(2,0), f(—72,2) y f@-1).

Solucion:
a) La funcién esta bien definida y es un nimero real cuando el radicando es mayor o igual a cero, esto
es:

y+4x2—-4>0
Asi que el dominio es el conjunto de todas las parejas (x,y) tales que y +4x?>4.
Mas formalmente escribimos:
Dom f ={(x,y)/y+4x* >4}

b) Este conjunto se puede representar en el plano. Es una regién del plano limitada por la curva
y+4x% —4=0. Primero se traza la curva y+4x® —4=0. Reescribiéndola como y=4-4x?, la
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identificamos como una parabola abriendo hacia abajo y con vértice en (0,4). Para determinar la
region completamente podemos proceder de dos maneras.
Primer procedimiento: Es claro que nuestra region es el conjunto de puntos (x,y) que satisface la

desigualdad y+4x?>4. Este conjunto lo podemos ver como la unién de todas las curvas
y+4x®>=d cond>4.

Entre ellas estan y+4x*=4; y+4x*>=5, y+4x®>=6, y+4x® =7 y todas las intermedias y que

estan por encima de éstas. Haciendo el gréafico de todas estas curvas podemos visualizar el dominio de
la funcion, vea la figura a la derecha.
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Segundo procedimiento: Una vez que hemos establecido que el dominio es una de las dos regiones
del plano limitada por la curva y +4x% =4, podemos tomar un punto de prueba en el plano que no
esté en la curva.

Claramente (0,0) no estd sobre la curva. Evaluamos la desigualdad y +4x? —4>0 en este

punto, si satisface la desigualdad entonces la regidn que contiene el punto de prueba es el conjunto
solucidn, esto es, es el grafico del dominio de la funcion, si no satisface la desigualdad entonces el
conjunto solucién a la desigualdad es la otra region.

Como 0+4-0%-4>0 no se satisface entonces el dominio es la regién limitada por la curva
y +4x% =4 que no contiene el (0,0), como efectivamente ya deducimos con el otro procedimiento,

vea la figura como efectivamente esta rayada la region que no contiene el punto (0,0).
c) La evaluacion de funciones se hace de manera similar al caso de funciones de una sola variable.
Por ejemplo para obtener el valor f (2,0) sustituimos el valor de x por 2 y el de y por 0. Asi

f(20)=40+4(2) —4=112=2.3
f(_£,2)2J2+4[_£y_4:o
2 2

f(L-1)=+-1+4-(1)2 -4 =+/-1 noesreal.
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Efectivamente la funcion no esta definida en (1,—1). Vea el grafico dado en b) y chequee que
efectivamente este punto no esta en el dominio.

Remarcamos que con el primer procedimiento demostramos que la solucién de una desigualdad en
dos variables tiene como representacion grafica a una de las dos regiones delimitadas por la curva
dada por la igualdad. El segundo procedimiento es mas expedito en determinarla.

En ocasiones nos referiremos al dominio de una funcién como su representacion gréfica,
recuerde que realmente el dominio es un conjunto de pares ordenados que pueden ser representados
en el plano.

Ejemplo 2.- Encuentre el dominio de la siguiente funcion y represéntelo graficamente.
a) f(x,y)=In(4-2y+x); b) h(x,y)= Vx
X+Yy

Solucidén: a) Para que la funcion esté bien definida y sea un nimero real se tiene que cumplir que
4 -2y + x>0, entonces:

Dom f ={(x,y)/4-2y+ x>0}
Sabemos que la representacién grafica de esta region del plano es un semiplano por ser una
desigualdad lineal. Para determinar el semiplano rapidamente, primero graficamos la recta
4-2y+x=0, punteada pues los puntos sobre la recta no satisface la desigualdad.
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- x
f’ _’
74 (0,0) punto
de prucha
El punto de prucha (0.0) satisface
Ia desigualdad 4—2y+ x>0
par tanto el dominio es la regién
que comtiene este punto

luego tomamos un punto de prueba fuera del la recta, si este punto satisface la desigualdad el
semiplano es donde esté este punto, en caso que no se cumpla la desigualdad el conjunto solucion es
el otro semiplano.

El punto escogido es de nuevo (0,0) porque estd fuera de la curva 4—2y+x=0. Como el

punto (0,0) satisface la desigualdad 4 — 2y + x >0, entonces el dominio de la funcién es el semiplano
que contiene el origen. De nuevo insistimos, se ha dibujado la recta 4 — 2y + x =0 en forma punteada
para indicar que ella no pertenece al dominio de la funcion.

b) Para que la funcion esté bien definida y sea un nimero real se tiene que cumplir que
x+y#0y x>0
Domh ={(x,y)/x+y=0y x>0}
La primera restriccién es todo el plano salvo larecta x + y =0
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La segunda restriccion es el semiplano donde la variable x es no negativa, esto es el semiplano

. . ., , . 2
a la derecha del eje x . Buscamos la interseccion o parte comn de estos dos subconjuntos de R“ para
determinar el dominio de la funcion.

A

Y Dom &

\ x
N

'L = "
N Para sefialar que esta recta
A no esth en el Dom & se
\ deja un trazo blanco en la
> figura dela derecha
\

y=-x

Ejercicio de desarrollo.- Sea g(x,y)=In(x+y)—e*. a) Calcular el dominio de f.
b) Represéntelo graficamente; ) Encuentre f(0,-1) y f(1,0).

A veces es conveniente representar la funcion geométricamente. En el caso de una sola
variable teniamos una representacion geométrica de la funcién y= f(x) en el plano. Ella era una

curva. En el caso de una funcion en dos variables, la representacion de la funcion seré en el espacio,
obteniendo en este caso una superficie como representacion.

Definicion.- Sea f una funcion de dos variables. La gréafica de la funcion f es el conjunto
de todos los puntos de la forma (x,y,z) donde z=f(x,y) y (X, ¥)eDom(f).

Ejemplo 3.- Bosqueje la gréfica de las siguientes funciones
a) f(x,y)=2-x-2y; b) f(x,y)=y4-x*-y? z
Solucién

a) Graficamos la ecuacion z=2-x-2y que 2

corresponde a un plano, con intersecciones con los
ejes x, yy zen 2,1y 2 respectivamente.

b) Graficamos la ecuacion z=+/4—x* —y? ,

ellaes la mitad de laesfera x* +y?+z2 =4
con coordenada z positiva.
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APLICACIONES

Suponga que estamos en la situacion de una empresa que elabora dos productos A y B.
Podemos considerar la funcion de costos conjuntos C(q,,q,) que representa los costos totales de
producir ¢, unidades del producto Ay g, unidades del producto B. De manera similar podemos
definir la funcion de ingresos conjuntos 1(q;,q,) Yy de utilidad conjunta U (q,,q,) .

El siguiente ejemplo ilustra una situacion en que es facil determinar estas funciones.

Ejemplo 4.- Una pasteleria produce chocolate blanco y chocolate oscuro. El costo de material y mano
de obra por producir un kilo del chocolate blanco es 6 UM y el del oscuro es 5UM. Suponga que la
empresa tiene costos fijos semanales de 1200UM.
a) Encuentre el costo semanal como funcion de la cantidad de kilos de chocolates de cada tipo
producido a la semana. b) Suponga que la pasteleria vende el kilo de chocolate blanco a 10UM vy el
oscuro a 8UM. Obtenga la funcion utilidad mensual como funcion del niamero de kilos de cada tipo
producidas y vendidas a la semana.
Solucién:
a) El costo de material y manos de obra por producir g, kilos de chocolate blanco y g, kilos de
chocolate oscuro estan dado por 64, y 5q, respectivamente.
El costo conjunto en este caso esta dado por

C(q;,q,) = Costo fijo+Costo variable

C(a;,9,)=1200 + (6, +54,)
b) Primero obtendremos la funcion de ingreso conjunto. Es claro que

1(9,,9,) = Ingreso por la venta de q, chocolate blanco+ Ingreso total por la venta de g, chocolate oscuro

1(gy,0,) =100, +8d, .
Finalmente obtenemos
U(a,,9,) = 1(g,,9,) —C(a;,9,)
U(q,,d,) = 100, +8q, — (1200 + 64, +50,)
U(a,,q,) = 4q, +3q, —1200.

Ejemplo 5.- Una heladeria ofrece tinitas y barquillas. Se ha estimado que si se vende la tinita a
p:UMy la barquillaa p, UM, la ecuacion de demanda de la tinita esta dada por
D,(p,, p,)=300—-5p, +10p, Y la ecuacion de demanda de la barquilla por

D,(p;, p,)=200+7p, —5p, aldia.

Exprese el ingreso diario de la compafiia en funciéon dep; y p2.
Solucién:
El ingreso diario lo podemos calcular a partir de

Ingreso conjunto=Ingreso por la venta de tinita+ingreso por la venta de barquillas
Ingreso conjunto=(precio de la tinita)(nimero de tinitas vendidas)

+(precio de la barquilla)(nimero de barquillas vendidas)
1(py, P,) = p:(300—5p; +10p,) + p, (200 +7p; —5p,)
2

1(p,, p2)=300p1_5p12 +10p,p, +200p, +7p; P, —5p;
1(py, p,)=300p, +200p, +17p,p, —5p7 —5p3.
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Funcion de utilidad de consumo. (Satisfaccion al consumo)
La funcidn de utilidad de consumo, denotada por u(x, y) cuantifica el nivel de satisfaccién o

utilidad que un consumidor tiene al adquirir x unidades de un producto y y de otro producto. Muchas
veces se esta interesado en todas las posibles combinaciones de compras que producen el mismo nivel
de satisfaccion c¢,. En nuestra terminologia si tenemos la funcién z=u(x,y) cuya representacion
grafica es una superficie en R, nosotros solo estamos interesados en la traza con el plano z=c,.
Esta curva de nivel dada por la ecuacion c, =u(x,y) se llama curva de indiferencia.

Ejemplo 6.- Suponga que la funcion de utilidad de consumo de dos bienes para un cliente esta dada
por u(x,y)=x?y. El cliente ha comprado 5 unidades del bien X y 4 del bien Y. Represente

geométricamente otras posibilidades que tenia el cliente para tener el mismo nivel de satisfaccion o de
utilidad en su compra.
Solucidn: Primero calculamos la utilidad o satisfaccion del cliente por esta compra. Ella esta dada por

u(5,4) =5%-4=100.
A Curva de indiferencia.

¥y
Planteamos la curva de indiferencia para
u=100, ella es 100=x’y. Esto es una 154
curva en R?. Para visualizar mejor la
gréafica escribimos estd ecuacién como una
funcion y:g. Al graficar s6lo hemos 10 Cada punio de ests curva da al
_ X . cliente el mismo nivel de
considerado la parte positiva de las Xs. satisfaccién que comprar 5
54 articulos detipo X y4 detipo Y.

En Economia es corriente determinar distintas curvas de nivel para diversas cantidades. En el caso
de funciones de costos, estas curvas son conocidas como las lineas de isocosto.

EJERCICIOS 5.1
1) Calcule el valor de la funcion indicada

1.1) f(x,y)=x(y-2)°; f(@1-3);f(2,2); 1.2) f(x,y) = xe¥ —x?; f(@,—In2); f(2,0)
1.3) f(x,y) = Xy’ -1 f(0,-3): f(2,-2); 1.4) f(u,t) =e" —t: f(In3,2); f (0,10)
X-y
15)g(x,y,2)=y/x* +y*> + 2% ; g(1,0,1);9(0,4,3); 1.6) G(w,2)= '”i“zz"") : G(1,0); G(1,1-e);
+ 27
1.7) h(r,s,t,u):ls_+ut2 ; h(@,-2,-11);h(@,-2,-1,2); h(L, y,x+h,0);

1.8) F(x,V,2)=2x-3y? +4z; F(=1-2v/2,0):F(2,y +h,2) .
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2) Determine el dominio de las siguientes funciones. Represéntelo graficamente.

2.1) f(x,y)=In(x-y-2); 2.2)f(x,y):xev_1; 23) f(x,y) ==L,
X 2x -y
24) F(uf)= Inl;u_lt)? 25)g(x,y) =X* +y° ; 26)h(x,y) =/x* + y* —4

27)g(x,y) =y1-x+y?; 2.8)h(X, Y, 2) = X/L— x? — y2 — 72 ;
29)9(x,y,2) =x+,2-2y-z; 210)H(U,v)=uln(2—u?-v); 211) g(x,y,2)=z/4— x> —y? .

3) Bosqueje la grafica de las siguientes funciones
3.1) g(x,y)=4-x-2y; 3.2) h(x,y)=4-x*-y?;

3.3)g(x,y) =4/x? +y? +1; 34)  h(x,y)=+4-(x*+y?).

4) Trace la curva de nivel f(x,y)=C, paracada C dada
41) f(x,y)=x-y-2; C=4C=2,C=0,C=-2; 4.2) f(x,y)= l; C=2; C=4;
X

43) f(xy)=x"~2x-y; C=3;C= 4.4) f(xy) = y* -3x; C=0; C=3;
45) f(x,y)=y*+(x-1)*  C=-3;C=1, C=4; 46) f(x,y)=y-e™;C=0;C=1

PROBLEMAS DE ECONOMIA

1) Una tienda tiene dos tipos de CD virgen. Se ha estimado que si se vende el primer tipo de CD a pyy
el segundo tipo de CD a p, la ecuacion de demanda del primer tipo de CD estd dada por
D,(p;, p,)=100-5p, +12p, vy la ecuaciéon de demanda del segundo tipo de CD estd dada por
D,(p,, p,)=200+6p, —10p, unidades a la semana..a) Si | denota el ingreso total a la semana,
determine | como funcién de p,y p,. b) Calcule el ingreso total a la semana si el primer tipo de CD se
vende a 3UM y el segundo a 2UM.

Respuestas: 1a) 1(p,, p,)=-5p2 —10p7 +18p, p, +100p, +200p,;1b) 1(3,2) =723 UM.

2) Una empresa produce dos tipos de productos X y Y. EIl costo de material y mano de obra por
producir una unidad de X es 3UM y el de Y es 4UM. Suponga que la empresa tiene costos fijos
semanales de 1000UM. a) Obtenga el costo semanal como funcion de las unidades de los dos tipos de
productos producidas. b) Si la compafiia vende el producto X a 4UM y el Y a 6UM. Obtenga la
funcion utilidad mensual como funcién del nimero de unidades producidas y vendidas a la semana.
Respuesta 2a): 1(x,y)=-3x+ 4y +1000 ; donde x es el nimero de unidades producidas de tipo X.
2b) U (x,y) =4x+ 8y —4000.

3) Javier piensa comprar 25 unidades de un bien y 6 de un segundo bien. Si la funcién de utilidad de
consumo de Javier esta dada por u(x,y)= \/§y , donde x representa el nimero de unidades a comprar
del primer bien. Represente geométricamente otras alternativas de consumo que le dan el mismo nivel
de utilidad.

4) La funcion de costos conjuntos por la fabricacion g, articulos de tipo 1y g, articulos de tipo 2 esta

dado por C(g,,q,)=0f +q7 +4q, +60. Grafique la curva de nivel C(q,,q,)=100(Curva de
isocosto). (Ayuda: Identifique la ecuacion resultante con la de una circunferencia).
In(2-e) .

Respuestas: 1.1) -125; 0; 1.2) -1/2; 2; 1.3)-1/3;-17/4; 1.4) 7; -9; 1.5) \2; 5; 1.6) 1; 3 7
-2e

1.7)0:1; 1 :1.8)-26;12—3(y +h)?; 2.1) Domf=1 (x,y) e R2ly<x-2};

y+X+h



Capitulo 5: Funciones de varias variables

8

1(xy)eR2y=2xt; 2.4) Domf ={(u,t)/u>t y u—t=1};

2.2) Domf ={(x,y)/x = 0}; 2.3) Dom f

{(x, y)/11+y? > x};

{(x,y,2)/12y +x>1};

{(x,y)/x*+y®>4}; 2.7)Domg

{(x,y,2)/x* +y* +2? <1}; 2.9) Dom g

R? 2.6) Domh

2.5) Domg

2.8) Dom h

{(x,y,2) y* +x* <4}.

{(u,v)/2>u? +v}; 2.11) Domg=

2.10) DomH
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5.2 Derivadas parciales

Suponga que tenemos una funcién f en dos variable x y y. Si dejamos una variable fija, por
ejemplo la x, asumiendo un valor a y variamos la y, podemos ver en cierta manera que tenemos una
funcion de una sola variable dada por g(y)= f(a,y). Podemos entonces considerar derivar g con

respecto a su variable, el resultado es la derivada parcial de f con respecto a la variabley en (a,y). En
este caso la notacion empleada estd dada bien por f (a,y) o por la notacion de Leibniz:

—(x,y) . A continuacion establecemos la definicion formal de derivadas parciales para funciones
@y)
en dos variables:

Definicion.- Sea f una funcién en las variables x y y. Lla derivada parcial de f con respecto a
x esta definida por
AY) i LD Y) — (% y)
OX h—0 h
siempre y cuando este limite exista.
La derivada parcial de f con respecto ay esta definida por.

AY) i Ly +h) — (% y)

h—0 h

siempre y cuando este limite exista.

. . of . . .
Observacién: El simbolo x se lee derivada parcial de f con respecto a x. Si los valores de f son
X

. L . 0z
representados por z, esto es si z = f (X, y) entonces también usamos notaciones como x para las
X

derivadas parciales.
Otras notaciones usadas para las derivadas parciales estan dadas por f, y f,, para referirse a

las parciales con respecto a x y y respectivamente.

CALCULO DE DERIVADA PARCIALES
Para calcular derivadas parciales nos valemos de las reglas existentes para una sola variable. Si

. of : :
por ejemplo queremos calcular 8_ consideramos ay como una constante y derivamos con respecto
X

. of . .
la x. Siqueremos calcular 5 se deriva con respecto a y manteniendo a x como una constante.

Ejemplo 1.- Calcule éi y % para f(x,y)=3x"-4xy+5y°
X

-, . of .
Solucién: Primero calculamos e Derivamos como una suma, recuerde que y se comporta como
X

una constante

8f 0 2 0 0 3
—=—03x")——(A4xy)+—(5
Y 6x( ) ax( y)+ax(y)

En el segundo factor sacamos 4y de factor constante.

El término (5y3) se comporta como una constante, su
derivada es 0
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of 0, - 0
—=3—(X)-4y—(x)+0
OX 6x( ) y@x()

i=6x—4y~1=6x—4y
OX

of .
Ahora calculamos — . Derivamos como una suma, recuerde que x se comporta como una constante
En el segundo factor sacamos 4x de factor constante. El
0 2 0 0 3 5
= EY (3x%) - EY (4xy) + —(5y°) término (3x°) se comporta como una constante, su

derivada es 0

o o s
=0—4x—(y)+5—
X (y)+ 5 (y*)

=—4x-1+5-3y? =—4x +15y°

22 2l 2

Otro tipo de notacion para la derivada es D, f que indica la parcial de f con respecto a x.
)= (x? +3xy + y?)

VX +y?)

Ejemplo 2.- Calcule f,(x,y)y f,(x,y) para f(x,y

Solucion:
Derivamos como un cociente

1 Se simplifica el 2 en el segundo
(2x +3y)(x? + y?)Y? _E(Xz +3xy + y?)2x(x? +y?)™?  término y luego se saca Factor

f o (xy)= — comin  (x2+y?) ™% en el
(X*+y%) numerador.
(2x+3y)(x% + y?) = x(x* +3xy + y?) Se realiza la multiplicacion en el

(2 2\-1/2
=(X"+y") primer término y se distribuye la

2 2
X° +
( y) x en el segundo término.
2y2 (2x% + 2xy? +3x%y +3y?) — x® —3x%y - y2x
(x* +y?)
Sumamos términos semejantes. Pasamos al denominador el factor con exponente cambiado de signo
y sumamos los exponentes porque tienen igual base. Finalmente obtenemos
X% +xy® +3y°
(XZ + y2)3/2

fxy)=(x*+y

fx (X! y) =

Como la funcién es simétrica en x y y, para obtener la parcial de y intercambiamos x por y en
esta Ultima. Esto es
3+ xy+y°?

fy(x' y) = (xz + yz)s/z

Las derivadas parciales de funciones de dos variables también son funciones de estas
variables. Ellas pueden ser evaluadas. A continuacion introducimos las distintas notaciones para las
derivadas parciales evaluadas en el punto (a,b) .
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Derivada con respecto a x

Derivada con respecto ay

Notacion de f (ab
subindice f(a,b) (@)
Notacion de 0 0
Leibniz a_(f (X, y))( —(f(x, y)){
X (x.y)=(a,b) oy (x.y)=(a,b)
& a
X (x y)=(ab) N (xy)=(ab)

Ejemplo 3.- Calcule a
OX

(x,y)=(1,-2) oy (x,y)=(2,0)
Solucién:

. oz . _ 2 .
Primero calculamos — . Para derivar reescribimos z = (x2 - ys)]/ y derivamos con la regla

OX
de la potencia generalizada.
oz 1(, 3\ Y2 0 ( 5 3
==l -y b -y?)
X

Finalmente evaluamos

oz -1 1
Klxy-a-2 12 —(-2)° 3

oz . . . .
Para — aplicamos las mismas consideraciones

oz 1 12 0
E‘E(XZ—W) a(xz—ys)

__ -3y
2 /XZ _ ya
Al evaluar queda

oz _-3.0°
ay(x,y)=(2,0) 2v4-0

0.

y s para z=4/x? —y?

Ejercicio de desarrollo.- Sea z=x? —xy? —xIn(y+1). Calcule:

0z
a —_
)6x

b) f,(-13)
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En ocasiones podemos tener funciones de tres o mas variables, por ejemplo w= f(x,y,z) es

una funcion de tres variables, en este caso podemos considerar tres derivadas parciales: i E y
X

ow

oz

El conjunto de todas las derivadas de una funcién las llamaremos las derivadas de primer
orden de la funcion.

2 2
Ejemplo 4.- Sea w= % . Encuentre todas las derivadas de primer orden de w, esto es en este
Z(x+y
OW oW Ow
caso calcular: — , — y —.
ox oy oz

Solucién: Primero calculamos e Derivamos como un cociente manteniendo y y z como
X

constantes:
(y2 2

v _ 2xa(x+y) = (x 2+ y7)z Se distribuye y se agrupan términos semejantes
O (2(x+))

C2XPz+2xzy - X’z -y’z

(2x+y))*
X’z —y?z+2xzy , N
= > 5 Se sacar factor comudn z y se simplifica
z°(x+y)

ow _ x*—y?+2xy
X z(x+y)?

Como la funcién es simétricaen x y y entonces tenemos que

ow _ y?—x*+2xy

o z(x+y)
ow . . x2+y? 1 .
Antes de calcular — reescribimos la funcion como w=——-—-=. Asi que cuando
0z (x+y) z
. . x% +y? .
derivamos con respecto a z, el primer factor , ﬁ se considera una constate y sale fuera de la
X+y
derivacion
ow _x*+y? (1] X2 4yt (_ 1)__ x? +y?
oz (x+y) \z (x+Y) 22 22 (x+y)

Ejercicio de desarrollo.- Para  f(x,y, z):i+ xyz, calcule todas las derivadas parciales de
Xy

primer orden.
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INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS DERIVADAS
PARCIALES

Suponga tenemos la funcién z = f(x,y), esta funcion tiene como representacion gréfica una

superficie en R*. Cuando fijamos y =y, entonces z = f(x,y,) es funcion de x y esta representada
geométricamente por la curva que se obtiene de intersectar el plano y=y, con las superficie
z=f(x,y). En esta curva z="f(X,y,) se puede calcular la recta tangente en cualquier
punto (X4, ¥o.2,) que satisfaga z, = f(X,.Y,) . La pendiente esta dada por la derivada de la funcion
z=f(x,y,) con respecto a su variable x evaluada en x =X, . Esta es la derivada de la funcién f en la

direccién x que no es otra cosa que la derivada parcial de f con respecto a x, véase la figura de la
izquierda. La figura de la derecha ayuda a interpretar la derivada parcial de f con respecto a y de
manera analoga a como se expuso con la derivada con respecto a x.

Pendiente delarectn  _ , Pendiente de 1a recta =
cn Ia dircecida x 1:(%0,¥p) e la y- f,(xo»J’o)
en el punio {x.v,) en el ponto (x. v}

5]

Recta tangente en la direccion x
en el ponto (xo. ¥o. /{30, 20}

Recta tangente en la direccidn y
en el ]J'Imm [ETNTN A ETY )

AN
N
] BN\
WSS 2

E NN, x

s
‘(1‘- -““““
Xos Voo

Curva (x. . f(x ¥y 1] Plang x=x,
6 z=f(x.%)

SR 2 Y - - _ .
e ;I%'(é““ «—— Superficie z= f{x,»)

EJERCICIOS 5.2
1) Para cada una de las siguientes funciones, calcule todas las derivadas parciales de primer orden.

11)z=x*-x+y? f,(ab); 1.2)z2=-x*-3Iny+4;

1.3) f(x,y) =2x— x2y + xy? ; 1.4)z:§—2xy2;

15)7 = xye”’; L8)g(x y) =yx' —y*, f,(@b) ;

17)z= —ﬁ; 1.8)h(x,y) =3/y(1-x); 1.9) f(x, ) :exily;
1.10)z = In(x —e*y) ; 111)z=e¥(2-y); 1.12) z=xy/x? + y? ;
1.13)z=-x*-3Iny+4; 1.14) (X, y,2) =2xz — X°y + xy*;

1.15) f (u,v,w) = u +21 —2u?w; 1.16) f(x,y,2) = xye™?*; 1.17) £ (x,y,x) _1-xz

uv Xyz
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2) Evalde las derivadas parciales indicadas.

2 f(xy)=x*-xy*+y*, f,(2-7) ; 22)z=—(y+2)* = xIn(y? +1) +7; a3
(x,y)=(2,0)
23)z=ye¥ + X a3 ; 2.4)7=""_oxy?, a ;
N p=0) y ¥ ixy12
25) f(x,y)=xye¥, f,(21) f, (21); 2.6)g(X,y) =Xx/3x+ y? | a :
N | xy)--1
eZy+3x
2.7) f(x,y,2)= , £,.(21-1) f,(213);
2.8)h(r,s,t,u) =stin(s+t+u) , — , 6_h ; a—h , 8—h
=011 Olstu-a-1e)  Olstu=11y Sl tu)=(-11e)
Respuestas:
11) & oy Z_py;12) 2o %o 3 13 Coo-oxy+yh S=oxa2xy;
ox oy OX oy
1.4) 2_1 yp & ——-4xy;  15) —=ye¥ +xy’e”; =xe¥ +x’ye";
y oy
16) 2x° : ¥___ Y . oqp ey : o_ 1.
ax [x¢_y2 Oy x4y ox (x-1)* oy x-1
2,-x1y
18) N _ o oh_1-x. 19y oy g, o _xe'’.
ox Uy oy 3\/7 ox ( ) oy y?
110) Z_1=ey. @ € o 1) B (Hopery; Pl (gisyer;
ox x-e'y oy x—e'y OX oy
112) 2 _Y@X+y). 2 _X(CH2y"). 193 Z_ 5. 2 _ 40
8X \/X +y aX \/X +y OX ay
3,,2
1.14)ﬂ=22—2xy+y2; ﬂ=—x2+2xy; ﬂ=2x; 115)—=—1+42#; ﬂ=—2(u—+31);
OX oy 0z ou u‘v ov uv
ﬂ:—2u2; 1.16) i:y(xyz+1)exyz; o — = x(xyz +1)e"?; o T ox2y2e; oAy F__ 1 .
ow OX x  Xyz
i__ 1 _ﬂ__ 1
oy  xyzl ez xyz*
21)175:22)-4: 23)1; 2.4) —% 25) 3e2,6e2: 26) —%;2.7) _3e®, _? 0g) -1:2°L.
e

p.871
e
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5.3 Aplicaciones a la economia

COSTO MARGINAL

Suponga que una industria fabrica dos tipos de articulos. Sea C(q,,q,) la funcién de costos

. . 0oC . . .
conjuntos. Se define 0. como el costo marginal con respecto a g, Yy se interpreta como la razon de
01

cambio de C con respecto a g, cuando g, permanece fija. Normalmente se usa para aproximar el
cambio en los costos cuando la produccion aumenta una unidad en g, y @, no aumenta (permanece

constante). Una definicion e interpretacion similar tiene o Recuerde, de la definicion de derivada

4,
parcial que
aC o C(g, +h,9,) - C(q;,9,) . para h pequefio
aq, h

y si h=1, tenemos que
Cambio en los costos cuando la
ﬁzc(qlJ“l’qZ)_C(ql’QZ):c(ql+1,q2)_c(ql,q2)= produccién aumenta una unidad
aq; 1 en g, y q,permanece constante.

Pero el cambio en el costo es debido a que se produce una unidad adicional de tipo I. Es por

eso que también podemos decir que el costo marginal S—C es el costo de la unidad adicional si se
d,

decide aumentar la produccidn del primer tipo en una unidad.

Ejemplo 1.- Una compafiia elabora dos tipos de celulares, el basico y el sofisticado. La funcién de
costos conjuntos esta dada por

C(x,y) =0.1x* + 0.5y? + 4xy + 2000

donde x es el nimero de celulares basicos y y el nimero de celulares sofisticados a producir.

a) Encuentre los costos marginales cuando se producen 500 celulares del tipo basico y 100 del otro
tipo. b) Interprete sus resultados

Solucidn: a) Primero calculamos las funciones de costo marginal

C,(x,y)=0.2x+4y

C,(x,y)=y+4x
Evaluamos los costos marginales en (500,100)
C, (500,100) =100 + 400 = 500

C, (500,100) =100 + 2000 = 2100

b) Interpretacion: Con un nivel de produccién de 500 celulares de tipo basico y 100 del sofisticado,
el costo total aumentara 500 UM si la produccion del tipo basico aumenta en una unidad y la del tipo
sofisticado permanece constante. Por otro lado el costo total aumentara 2100 UM si la produccion
del celular tipo sofisticado aumenta en una unidad y la del tipo basico permanece constante.

Ejercicio de desarrollo.- Si la funcion de costos conjunto de una fabrica que elabora dos productos X
y Y esta dada por C(x,y)=y? +40xy +5x + 400, donde x el ndmero de articulos de tipo X y y el

numero de articulos tipo Y. a) Encuentre el costo marginal con respecto a y si se producen 4 articulos
de tipo Xy 7 de tipo Y. b) Interprete sus resultados.
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PRODUCTIVIDAD MARGINAL

El nivel de produccion de un producto depende de muchos factores, mano de obra,
magquinaria, capital, capacidad de almacenamiento, etc. Llamaremos funcién de produccién, P, a la
cantidad de articulos que se producen. En esta seccion supondremos que depende sélo del capital
invertido, K, y de la cantidad de mano de obra empleada L. Asi que en general escribiremos
P=P(K,L).

P - - . .
Llamaremos 2—K la funcion de productividad marginal con respecto a K y se interpreta como

el cambio aproximado en la produccién cuando la unidad de capital se incrementa en una unidad y el
nivel de mano de obra se mantiene fija.

Similarmente, Z—E es la funcion de productividad marginal con respecto a L y se interpreta

como el cambio aproximado en la produccion cuando se incrementa en una unidad la mano de obra
contratada y el nivel de inversién de capital se mantiene fija.

Ejemplo 2.- La funcién de produccién de un producto elaborado por cierta empresa esta dada
por P(K, L) =10K ®*L°® unidades, donde L es el tamafio de la fuerza laboral medido en horas-
trabajador por semana y K es el monto de capital invertido por semana en UM. a) Determine las
productividades marginales cuando K=100 y L=500.

b) Interprete sus resultados.
Solucién: a) Calculemos primero las derivadas parciales

P _ 0 [10K°4198) =10-0.4- K °5L°F
K~ oK

0.6
P4t
Kk
P _ 2 (10K ®41°%) =10-0.6- KO4L0¢
oL aL

0.4
P _6.[K
oL L

Al evaluar las derivadas parciales obtenemos:

0.6
P [20) 4500105 y
oK 100

0.4
P _.[100 =6-(0.2)%* =3.15
oL 500

b) Interpretacion: Si se ha estado contratando 500 horas-hombres, la produccion se incrementa en
aproximadamente 3.15 unidades semanales por cada hora-hombre adicional contratada cuando K se
mantiene fija en 100 UM. La produccidn se incrementa en aproximadamente 10.5 unidades semanales
por cada UM adicional de incremento en el monto semanal del capital invertido cuando L se mantiene
fijo en 500 horas hombre y el capital era de 100UM.

KL
K+L

Ejercicio de desarrollo.- La funcién de produccion de un articulo esta dado por P(K,L)=

determine la productividad marginal con respecto a K.
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FUNCIONES DE DEMANDA MARGINAL.
PRODUCTOS COMPETITIVOS Y COMPLEMENTARIOS

Suponga dos productos en el mercado que estan relacionados en el sentido que el cambio en el
precio de uno afecta la demanda del otro. Por supuesto, el aumento de precio de uno de los productos
afecta la demanda de él mismo. Asi que podemos en ocasiones pensar que la funcién de demanda del
producto 1 depende tanto del precio de él mismo como del producto 2. Igual consideracion podemos
hacer con respecto al segundo producto. Asi tenemos

a; = f1(p1s P2)

d, = f,(ps, p2)

Si estas funciones son derivables con respecto a p, y p,, estas derivadas se llaman las
funciones de demanda marginal.

0q; .

ai es la demanda marginal de q; con respectoa p;.

P;

Normalmente sabemos que si el precio del producto 1, p,, aumenta, entonces la demanda de

_— . . . 0
este producto, g,, disminuye, si existe la demanda marginal pertinente, tenemos que a—ql <0.
P1

Puede haber muchos tipos de situaciones de como se puedan relacionar estos dos productos.
Una de ellas es el caso de dos productos complementarios, se refiere a la situacion en que el
aumento de los precios de un producto lleva a que la demanda del otro disminuya.

Formalizamos lo dicho:

Definicion.- Diremos que dos productos son complementarios si

%<0 y aq¥<0.
op, P,

Un ejemplo de dos productos complementarios es la gasolina y el aceite de carro. Es claro que si
el precio de la gasolina sube los carros se usaran menos y por tanto la demanda de aceite disminuira.

Otro tipo de relacion entre dos productos es cuando el aumento de los precios de un producto
lleva a que la demanda del otro aumente. En este caso nos referimos a productos competitivos o
sustitutivos. Un ejemplo de esta situacion es el pollo y la carne. La carne sustituye al pollo como
fuente de proteina cuando el precio de éste sube. Similarmente si el precio de la carne sube, las
personas tienden a comprar mas pollos.

La definicién de productos competitivos o sustitutivos la podemos caracterizar a través de las
demandas marginales.

Definicion.- Diremos que dos productos son competitivos o sustitutivos si

%>0 y aq—2>0.
P, opy

Ejemplo 3.- Las ecuaciones de demanda de dos productos que se interrelacionan estan dadas por
g, =1000-0.01p, —0.005p, ; g, =1500 + 2 3

+ .
p,+4 p,+2

Determinar, usando derivadas parciales, si los productos son competitivos, complementarios o
ninguno de los dos.
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Solucion: Calculamos las derivadas parciales 9y y %,
P, P,
%:_0.005 y 6q_2:_—2 -
op, op, (py+4)
Es claro que (p, +4)° >0 y de aqui Z& <0, para cualquier valor de p, . Como Sﬂ <0
1 P,

Entonces los productos son complementarios.

Ejemplo 4.- Las ecuaciones de demanda de dos productos que se interrelacionan estan dadas por

g, =100-0.02p? +0.005p2; q, =120+ "+
p, +2
Determinar, usando derivadas parciales, si los productos son competitivos, complementarios o

ninguno de los dos.

Solucién: Las demandas marginales Ly y aq; estan dadas por
op, opy
op, op; Py t2

Tomando en cuenta que p, >0, entonces p, +2>0 y de aqui

M _poip, >0 y Mo 1 g
P, Py Py +2

En conclusion estos dos productos son competitivos.

Ejemplo 3.- Las ecuaciones de demanda de dos productos que se interrelacionan estan dadas por

240p
=200-0.03p, —0.005p2; = L
0, Py P2 0, D, +12

Determinar, usando derivadas parciales, si los productos son competitivos, complementarios o
ninguno de los dos.

Solucién:
Calculamos las demandas marginales
%:_o,omz y a&: 240
op, opy Py +12
Tomando en cuenta que p, >0, entonces p, +12>0 y de aqui
%:_0.01p2<0 y aq_zzﬂ
op, opy Py +12

En conclusién estos dos productos no son ni competitivos ni complementarios.

Ejercicio de desarrollo.- Las ecuaciones de demanda de dos productos que se interrelacionan estan
dadas por g, =400— p, +7p,; g, =600+ 3p —8p3. Determinar, usando derivadas parciales, si
los productos son competitivos, complementarios o ninguno de los dos.
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EJERCICIOS 5.3
1) La funcién de produccién de cierta empresa esta dada por P(L, K) = 30K*3L*"3, donde L es el

tamafio de la fuerza laboral medido en horas-trabajador por semana y K es el monto de capital
invertido por semana en UM.

a) Determine las productividades marginales cuando K=1100 y L=4500.

b) Interprete sus resultados.

c) Asuma que una hora de trabajador le cuesta al empresario LUM. ;Qué deberia hacer el productor
para aumentar la produccién?

Respuesta 1a) P, = 12.505; P, = 25.579 b) Interpretacién: La produccién se incrementa en
aproximadamente 12,5 articulos semanales por cada hora-hombre adicional contratada cuando K se
mantiene fija en 1100 UM. La produccion se incrementa en aproximadamente 25,58 articulos
semanales por cada UM adicional de incremento en el monto semanal del capital invertido cuando L
se mantiene fijo en 4500 horas hombre. ¢) Si el pago de una hora de trabajador es 1 UM, al fabricante
le conviene aumentar el capital para aumentar su productividad .

2) Una funcion de produccién de la forma P(L,K):cKaLb, en donde ¢, a y b son constantes

positivas, es llamada una funcién de produccion Cobb-Douglass si a+b=1. Demuestre que

a) oP/oK =aP/K;b) L6—P+ Ka—P:P;C) Demuestre que 6_P:8_P cuando L/K=b/a.
oL oK oL oK

3) Para cada una de las funciones de costos conjuntos para dos productos dadas abajo, encontrar los
costos marginales en los niveles dados. Interpretar los resultados.

3.1) C(x,y)=0.1x? + 2x + 3y + 200 ; x=20; y=15.
3.2) C(x,y) =0.01(x + y)* = 0.2(x + y)* +3(x + y) + 300 ; x=30; y=35.
3.3) C(x,y)=3000,/xy +1; x=45; y=15.

Respuestas: 3.1) % ZS‘(ZMS’:S' 3.2) C,(3035)=103,75;C, (3035) =103,75

oX
3.3) C,(45,15) = 865,38 ; C,(45,15) = 2.596,2.

‘(20,15) =6,

4) Para cada una de las funciones de costos conjuntos de dos productos dadas abajo, encontrar los
costos marginales.

4.1) C(x,y)=yVvx?+2; 4.2) C(x,y)=15000+ 2500In(xy +1).

Respuesta: 4.1)@: ZX ;@:\/x2+2;4.2)§: y .o x
OX  x2+2 oy ox xy+1 oy xy+1

5) Para cada uno de los pares de ecuaciones de demanda de dos articulos A y B dados abajo,
determine si son competitivos o complementarios o ninguno de los dos.

5.1) q, =125—pa —0.1p3; qz =130-0.1p4 —2pj5;

2
5.2 =1000 + +20p;,; =1500-70p, + ;
) da o, +1 Pg: Qs Pa 0, +2
5.3) q, =50p, P2 Qs =30p,p:%;  5.4) g, =250, ps¥2; qg =300p;Y2 pat2;
2pg 2p,
55 = , = .
) Gs pa+1 e P2 +2

Respuestas: 5.1) complementarios; 5.2) Ninguna de las dos 5.3) competitivo; 5.4) Complementarios;
5.5) Competitivo.
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6) Un modelo para la produccion P de miles de Kilos de azucar refinada esta dado por
P(L,K)=12VKL

donde L es el tamafio de la fuerza laboral medido en miles de horas-trabajador por semanay K es el

monto de capital invertido en UM por semana.

a) Determine las productividades marginales cuando K=6000 y L=2500.

b) Interprete sus resultados.

Respuesta a) P, = 2.3238 ; P, = 0.96825 b) Interpretacion: La produccién se incrementa en

aproximadamente 2323,8 kilos semanales por cada mil horas-hombre adicional de mano de obra
empleada cuando K se mantiene fija en 6000. La produccion se incrementa en aproximadamente 968
articulos semanales por cada UM adicional de incremento en el monto semanal del capital invertido
cuando L se mantiene fijo.en 2500 miles de horas-hombre.

7) La funcién de produccion de una empresa esta dada por

P(L,K):ﬁK2 Sl k220202 15 ikes de unidades, donde L es medido en miles de

100 100 100 100
horas-trabajador por semana y K es el monto de capital invertido por semana en miles de UM
a) Determine las productividades marginales cuando L=10 y K=40.
b) Interprete sus resultados.
Respuesta a) P = 24; B, = 288 b) Interpretacion: La produccion se incrementa en

aproximadamente 2.400 unidades semanales por cada mil hora-hombre adicional de mano de obra
empleada cuando K se mantiene fija en 40.000UM. La produccién se incrementa en aproximadamente
28.800 unidades semanales por cada mil UM adicional de incremento en el monto semanal del capital
invertido cuando L se mantiene fijo en 10.000 horas hombres.

8) El nimero de cientos de libros que una editorial puede empastar semanalmente depende de L y K
de acuerdo al modelo

P(L,K)=K? +5KL +2L?,
donde L es medido en miles de horas-trabajador por semana y K es el monto de capital invertido por
semana.
a) Determine la cantidad de libros que puede empastar semanalmente si se dispone de 10 obreros en
una semana y la inversion de capital es de 6UM
b) Use la derivada parcial pertinente para estimar el incremento en la produccion cuando se contrate
un obrero mas, dejando fijo la inversion de capital en 6UM.
c) Use la derivada parcial pertinente para estimar el incremento en la produccién cuando se invierte
una unidad adicional de capital, el nimero de trabajadores permanece fijo en 10. Estime la nueva
produccion. Haga el célculo exacto.
Respuestas: a) 680 cientos de libros; b) 70; c) 110, Estimacion de la productividad para K=7 y L=10
es 79000 libros. Calculo exacto es 79500.

9) La formula del monto compuesto anual esta dada por A=P(1+r)' y se puede interpretar como

funcidn de P, el capital de inversion, r la tasa anual de interés anual y t los afios de inversion.
a) Calcule oA , oA y %; b) Interprete %
oP or ot oP

10) Repita el ejercicio 9 con el monto compuesto continuamente dado por la formula A= Pe™.
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5.4 Derivacion de orden superior

Si f es una funcion en las variables x y y entonces, en general, las derivadas parciales son
funciones también de x y y, y por tanto se puede calcular su derivada tanto para x como para y. Estas
derivadas se Ilaman segundas derivadas parciales de f y son cuatro en total. Abajo presentamos las
notaciones y su significado.

Segunda derivada Notacion de subindice | Notacion de Leibniz
0% f
f.), = . (X -
(10, =2 210 |ty ]
o f
(t,), == [ (f(x y))j (X, Y) o
2
) =5 [ f(xy>] f(49) i
_9(9 0% f
(f.), = ay[ax(f(x,y))] fiy (,Y) o

Ejemplo 1.- Encuentre las derivadas de segundo orden de f(x,y)=x?y* +e*
Solucioén: Calculamos primero las derivadas de primer orden

f (X y)=2xy* +3e¥

f,(xy)=4x’y?

Procedemos ahora a calcular las derivadas de segundo orden:
f (XYy)= (2xy4 + 3e3x)X =2y* +9e¥

fy (X, )= (2xy4 +3(33x)y =8xy*
f (X y)= (4 ) =12x%y?
fyx(Xr y)= (4 2 ) :8Xy3

Comentario: En el ejemplo anterior resulté  f, (x,y) = f,,(X,y). En la mayoria de los casos que

presentaremos en este texto resultard esta igualdad. Pero no siempre es asi. Existe un Teorema, fuera
del alcance de estas notas, que garantiza que si las segundas derivadas parciales son continuas
entonces la igualdad se cumple.

Las notaciones para evaluar derivadas parciales de segundo orden son similares al caso de
derivadas de primer orden.

2

donde f(x,y)= X xyln(x+1).
y

2
Ejemplo 2.- Encuentre

@-2)
Solucién: Calculamos la derivada de primer orden con respecto a x. La funcidn es reescrita como
f(x,y)=x%y ™ —yxIn(x+1). En el primer término sale y* de factor constante, en el segundo
término también sale y de factor constante y derivamos con respecto a x como si fuera un producto

i:2xy’1 —[yln(x +1) + yxij:2xy1 - yIn(x+1)—Ly
OX X+1 x+1

2
of :—2xy‘2—ln(x+1)—L
0yox X+1
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o°f
16)10)

:‘—22— |n(2)—1:—1—|n2
s (2 2

= (— 2xy 2 —In(x +1) - L]
w2 X+1

De manera similar se pueden definir las derivadas de orden mayor a 2. Por ejemplo (fXX )y es

3
denotada por  f,,, o también por[ainzJ y es la derivada de f,, con respectoay.
X

Para funciones de tres 0 mas variable también podemos definir las derivadas de orden
superior.

Ejemplo 3.- Sea g(u,v,w) =u’v*w’ +uvwinu, calcule g, (u,v,w).
Solucién: Calculamos la derivadas sucesivas.

g, (u,v,w) = 2uv*w? +(vw|nu +uku’1): 2uv*w? +vwlinu +vw
O (U, V, W) = 4uv*w+vInu +v

Oy (U, V, W) =16Uv°w + Inu +1

EJERCICIOS 54
1) Calcule todas las derivadas de segundo orden incluyendo las parciales cruzadas.

1.1)z = x+3xy - y?; 1.2) f(t,s) =t3 —st? —4s’t;  1.3) g(x,y)=In(x* +y?);
1.4)2:2—y; 15) z= | X_. 1.6) f(x,y,z):lnx+y2—l;
1-x y+2 z
1.7) f(x,y) = xye®; 1.8) g(u,v) = -
2) Calcule y evalUe la derivada parcial indicada.
21) f(x,y)=x*, f,(20); 22)z=y(x+2)%; z,,(21)
2 3 2
2.3)z:ye3y+i, 0z ; 2.4)2:M—2xy2, a_zz :
Yo X1 * X[ y-a2)

25) f(x,y)=xe ", f,,21), f, (2D;

26)9(x,y,2)=xyz* —=x*yz,9,(1,20);9,,(1-12);9,,(681) ;
2.7) f(x,y,2) ="z, f,(21-1), f,,(213); 2.8) h(s,t,u) = (s + 2t +3u)*, h, 1,-11) , h, (1L,-1,0).

o o, 0% i . o

Respuesta:: 1.1 : P _3:12) P2 g 2 g 2t_8s
ox? oy? 0 Xxoy ot o d t0s
13) 52g =2(y2_X2) . azg __ 4Xy 14 8722_ _4y ) 8722_0 622 ~ 2 .
ax* (X +yH)?axdy  (xF+y?)? X2 (x-1°' oy o xdy (x-1)?
1.5) -1 [y=2; X [y+2; -1 fyr2i1e) Off 1. 97,02 2
z, =—" vz, = Y7, = ’ 2 2 2 2 3
“ax(y+2)\ x oAy +2P YV x Yoay+2° N x OX X oy 07z z

L7) f, = (y+a)e™s 1, =0; 1, = (1+20e;1.8) 0, =—9y’e®; g, =-9x%e®;
%:_%M(ngy); 2.1) 0; 2.2)0;2.3)-1;2.4) 0;25) —e*, —e™; 2.6) 4,0,0 ;2.7)
—27¢®,—9¢e® 48 ; 2.8) 192; 72.
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5.5 Regla de la cadena

Para derivar funciones compuestas de una sola variable podiamos usar la regla de la cadena. Si
y=f(x) y x asuvez es una funcion de t, entonces podiamos pensar a y como funcién de t y para
dy dy dx

dt dx dt’
En el caso de varias variables tenemos muchas situaciones. Veamos la primera.

calcular su derivada lo podiamos hacer directamente por la regla de la cadena:

Version 1 de la regla de la cadena.- Sea z = f(x,y) funcidn con derivadas parciales continuas
y x=X(t) y y=y(t) funciones derivables. Entonces z = f(x(t), y(t)) es derivableenty
dz _oz dx oz dy

dt ox dt oy dt

., . Oe . .
Observacion.- Note como se ha usado los signos Te de derivadas parciales cuando corresponde a una
[ ]

., . . ., de . . .,
funcidn de varias variable y la notacion R cuando se refiere a la derivada de una funcién en una
]

sola variable.

Ejemplo 1.- Sean z=y’vx+1 donde x(t)=t®—-t y y(t)=t?>-2t+4.Encontrar %

Solucion: Por la regla de la cadena tenemos
dz oz dx oz dy

dt ox dt ay dt
dz y 2
A3t =1)+ 2y x+1-(2t -2
Esta derivada la podemos expresar sélo en términos de t al hacer las sustituciones x =t*>—t y
y=t>-2t+4
dz (t —2t+4)? (

~1)+ 26 — 2t + AWE —t+1- (22
dt 2V _t+1

Una segunda versién surge cuando tenemos z= f(x,y) pero ahora las variables x y y

dependen de otras dos variables u y v. Entonces podemos pensar que indirectamente z es funcién de u
y v. Asi que tiene sentido calcular las derivadas de z con respecto a u y a v. Formalmente tenemos:

Version 2 de la regla de la cadena.- Sea z= f(x,y),x=x(u,v) y y=y(u,v) funciones con
derivadas parciales continuas en sus variables. Considere z(u,v) = f (x(u,v), y(u,Vv)) entonces

a_o x oy y O _or X, ot %y
u axauayau N OX OV 0oy ov

En toda regla de la cadena tenemos tres tipos de variables: Las variables independientes, en
este caso son u y v, las variables intermedias, en este caso x y y, y por ultimo la variable dependiente,
una sola y en este caso z.



Normalmente las formulas de las distintas versiones de la regla de la cadena no se aprenden sino se
reconstruyen a partir de ciertas observaciones. Una importante es que toda regla de la cadena tiene
tantos términos como variables intermedias. Otra observacion importante es que si se quiere

5.5 Regla de la cadena

. oz A . . .
calcular por ejemplog, uno de los términos de la formula de la regla de la cadena esta asociado a la

. . . L . , 0z oX . . .
variable intermedia x y es facilmente reconstruible, éste es FYRrTh Fijese que si cancelaramos, no se
u

o K

puede, A% & obtenemos la expresién de la derivada deseada: @

Es dtil recordar la regla de la cadena
z , .
para % a través del diagrama del

arbol. Para construir el diagrama se
coloca arriba la variable dependiente,
en este caso z, luego las intermedias y
en la dltima fila las variables
independientes. Luego se establece
todos los caminos que van de z a v.
Las derivadas parciales involucradas
en cada trayectoria se multiplican y
por ultimo se suman estos resultados.

Ejemplo 2.- Sean z =e**

ov

DIAGRAMA DEL ARBOL

z ) }vnriabledependiente
¥
/N /N

variables intermedias

u v u v variables independientes
Z_& o oy
dv ox ov dy ov
., X(u,v)=vu®*-v y y(u,v)=u-4v. Encontrar az y Q
ou "~ ov

Solucidn: Por la regla de la cadena tenemos

2 _ax a2y
ou ox ou oy au
o
ou
oz

o 3 . (w? -1)

oz _o0r ox_ Ot oy
N X v By ov
a
ov

a

v e (P +11).

=e* 3 .3vu% +(-3e*¥)-1 Sacando factor comin 3e

=¥ (U -1 + (-3 ¥).(-4)

x—3y

Sacando de factor coman e*%Y y agrupando constantes
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o z
Ejercicio de desarrollo.- Sean z=e*? +x, x(u,v)=u?-uv y y(u,v)=uv—v.Encontrar 2—
u

y 0z
v

El lector puede facilmente generalizar la regla de la cadena a distintas situaciones. Por ejemplo
si tenemos w= f(Xx,y,z), funcidn de tres variables x, y y z los cuales son a su vez funciones de
r,s,t y u entonces podemos considerar w como funcion de r,s,;t y u. Asi tiene sentido plantearse la
derivada parcial de w con respecto a cualquiera de estas cuatro variables. Para obtener, por ejemplo, la
parcial de z con respecto a u debemos tener en consideracion las tres variables intermedias que son
X,Y Y z entonces esta derivada parcial esta dada por

W _ow ox  ow oy, ow oz
ou OXx ou oy ou oz ou

® ¥

También podemos obtener estd

derivada  parcial planteando el w
diagrama del arbol y sumando todos &
los caminos que van de w a u, como

muestra el dibujo.

2

ow
ow &z
&

AN M AN

—

Ejercicio de desarrollo.-
a) Sea w= f(x,y,z) unafuncidn de tres variables y estas a su vez funciones de uy v. Esto es

x=x(u,v) y y=y(u,v).Establezca la regla de la cadena para este caso.
b) Sean w=e*"" +x, x(u,v)=u®—-uv, y(u,v)=uv-v y z(u,v)=2u’ —v.Encontrar ;ﬂ y
u

ow

ov

APLICACION

Ejemplo 3.- Suponga que la funcién de costos conjuntos de una empresa que elabora dos tipos de
paraguas esta dada por C(q,,q,) =07 + 25 +4q,q, + 700. Se tiene planeado reducir la produccién
de los dos tipos de paraguas en los proximos meses de acuerdo a las férmulas g, =150-3t y
g, =100 - 2t, donde t esta medido en meses. Exprese la razon de cambio de los costos con respecto
al tiempo.

. , . . dC .
Solucion: La razén de cambio de los costos con respecto al tiempo es o Para determinar

rapidamente esta derivada usamos la regla de la cadena
dc_oc do, oC dg,
dt o6g, dt oq, dt
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dc
o = (20 + 40,)- (- 3)+ (49, + 40,)-(-2)
dC . A
T -14q, — 20q, Esta derivada puede ser expresada en términos de t.
dC s
o =-14(150 — 3t) — 20(100 — 2t) Simplificamos
ac =80t —4100.
dt

EJERCICIOS 5.5
1) Usando la regla de la cadena, encuentre las derivadas indicadas de las funciones dadas.

1.1) f(x,y)=x+(y-2)%; x=r+5t; y=3r—4t; of /ot
1.2) z=x*+xy-y*; x=r*-5s; y=s%; 0z/0r 0z/0s

1.3) f(X,y) =x+y?; x=t?+t; y=t—200; df /dt
1LAw=eY; x=r+5t; y=2t3; z=1-3r2 ow/ot; ow/or
15)y=e?; x=r-3t%; aylor; aylot

1.6) w=xy—yz—x’yz; x=t-1; y=2t3; z=t?+1 ((jj—\f[v
1.7) z=e"Y; x=r+t; y=u-2t; z=u-2r% ow/du; ow/or; ow/ét.

2) Sean z=+x>+2xy y X=r?—5s y=2t%. Use la regla de la cadena para encontrar 0z / or
cuando r=3, s=5y t=2.

3)Sean y=x?(2x—-3) y x=t?—2trs . Encuentredy /ot cuando r=0, s=1y t=-2.

4) Sea z= f(u,v) y u yvfunciones de t. a) Establezca la regla de la cadena para este caso. b) Defina

w = f(t,v) donde v también es funcion de t, aplicar a) para calcular ?j—\f[v . Simplifique.

5) Suponga z=f(t,u,v,w,x) y ademas t,u,v,w yx son funciones de ry s. Establezca las reglas

de las cadenas aplicables a este caso.

6) Sea z= f (u—v,v—w,w—u). Demostrar que Z+@+ﬂ 0.
ou oV ow

Respuestas: 1.1) of /ot =5-12(y —2)%; 1.2) %: (2x + y)2r;%:—5(2x+ y) + (y —3y?)3s?
r S

ﬂ 14)@—5yzexyz+xzexy26t @=yzexﬂ
/x+y ot or

1.5) oy/or = 4xe® ; 0yl ot = —24txe® ; 1.6) (:j_vtvz (y —2xyz) + (x — 2 — x%2)6t% — (y + x2y)2t ;

Xz

1.3) df /dt= 6xye

17) M _exry. MW _oxry. MW _oxiy 9y0: 3) 288,
au or Yy
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APLICACIONES
1) La funcién de costos conjuntos de dos productos viene dada por
c(da,0p) =0.02(q, + qB)3 —0.1q, + QB)2 +3(q, +9g) +300
y las funciones de demandas son q, =125- p4 —0.1p3; qg =130-0.1p% —2p3.
Use la regla de la cadena para calcular oc/op, . Evaluar dicha derivada cuando p, =2 y pg =3.

Respuesta: (0.06(qA +05)2—0.2(q, +Qg) + 3)(—2 P, —4pg) ; 54041,36.

2) La funcién de produccién de una fabrica estd dada por P(K,L)=120K3L?’® donde L es el

tamafio de la fuerza laboral medido en horas-trabajador por semana y K es el monto de capital
invertido por semana en UM. Cuando la empresa tiene L=27 y K=8, mantiene un ritmo de crecimiento
en el tamafio de la fuerza laboral de 1,5 horas trabajador/semana y de 0.5UM/semana en su tasa de
inversion. Calcule el ritmo de crecimiento en la produccién para estos niveles de produccién.

Respuestas: Z—T = 125unidades/semana

3) La ecuacion de demanda de un producto depende del precio, p;, de este producto y del precio, p,,
de otro producto a través de la relacion

VP2

Se piensa aumentar los precios de estos dos productos en los proximos meses. El precio de cada

articulo dentro de t meses estara dado por: p, =120+ 0.4t +0.02t* y p, =90+ 0.1t + 0.03t?

Determine el ritmo de crecimiento de la demanda dentro de un afio.
Respuesta: -0.0035 miles de unidades/afio;
4) La funcién de costos conjuntos de dos productos viene dada por:

C(a,,0;) =120+ 2q; + 20,0, — 25¢, —10q, +0.3q;
y la funciones de demanda de estos productos son g, =12—-p, + p, ¥y g, =15+ p;, —2p,

Usando la regla de la cadena, calcule S—C y o« para p,=7Yy p,=5.Respuestas: -581.8;

Py P

miles de articulos

q, =30

446,6.

5) Un ceramista esta haciendo un florero en forma de cilindro circular recto. Cuando tiene una forma
con radio 6¢cm y altura 12cm cambia de dimensiones: la altura a una razén de 0.8cm/min vy el radio
disminuye a razon de 0.4cm/min. a) (A qué razén cambiara aproximadamente el volumen del

cilindro? b) ¢A qué razon cambiara la superficie con tapa? Respuesta: a) 0; b) 1,8z -cm? /min .
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5.6 Aproximaciones lineales

Sea z=f(x,y). En el andlisis marginal se estimaba el cambio en una cantidad cuando una

de sus variables cambiaba una unidad por medio de la derivada parcial. Si el cambio es en sus dos
variables podemos estimar el cambio de la funcion a través de la formula:

fOGY) = F(Xo, Vo) = T (X, Vo) AX+ (X, Yo)AY

Esta formula es una generalizacion de la diferencial en una variable:

f(x)— f(Xy) = f'(Xy)AX
Esto es
f(x) - f(x) ~dy

En el caso de dos variables definiremos la diferencial de z, denotada por dz como

dz =1, (X, Yo)AX+ f, (X, Yo)AY

Similar al caso de una sola variable tenemos que
F(xy) = £(Xo, Yo) ~dz

Esto es

Az ~dz

El cambio de la funcion es aproximado por la diferencial de la funcién.

Ejemplo 1.- El nimero de cientos de libros que una editorial puede empastar semanalmente depende
de L y K de acuerdo al modelo
2
P(L,K)=2-K? ke
2 2
donde L es medido en horas-trabajador por semanay K es el monto de capital invertido por semana.
a) Determine la cantidad de libros que puede empastar semanalmente si se dispone de 40 horas en una
semana y la inversidn de capital es de 6UM.
b) Use la diferencial para estimar el incremento en la produccién cuando se contrate un obrero mas y
la inversion se reduce de 6 a 5.5 UM.
Solucion:

6-40 402
_+_
2

a) P(40,6)=2-6% — 5 =752

b) Para estimar el cambio usamos

P(L,K) - P(Ly, Ky) = P (Ly, Kg)AL + Py (Ly, Kg)AK
donde (L,,K,)=(40,6), (L,K)=(4155); AL=1y AK=-05
Asi tenemos

K L
AP~ (——0 +L, ]AL + (4K0 ——OjAK
2 2
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AP ~ [‘%* 4oj1+ (4 6 %)(—O.S)

AP = 37 — 2 =35 unidades.

Podemos estimar valores de la funcion en un punto dado cerca de otro para el cual podemos
determinar rapidamente el valor de la funcién y su derivada. Si sumamos a ambos lados de una
aproximacion una cantidad constante, el orden de la aproximacion se mantiene. Asi en

FOGY) = F(Xo0 Vo) = T (X, Vo) AX+ (X, Yo)AY
sumamos en ambos miembros de la aproximacion f(x,, y,) obteniendo

FOGY) = F(Xo, Vo) + T (X0, Vo) AX+ f,(Xg, Yo)AY

Interpretacion: Observe que se esta diciendo que si (X, y) esta cerca de (x,,Y,) entonces el valor
de f(x,y)es f(X,,Y,) masunerror que estimamos por f,(X,,Yo)AXx+ f,(X,,Y,)Ay

FOGY) = T(Xo, Yo) + dz,

error

J1.03
99

Ejemplo 2.- Estime por medio de diferenciales el valor de

Solucién: Debemos proponer una funcion tal que al evaluarla en un punto conveniente (x, y)de como
resultado este valor numérico y que al evaluarla en puntos cercanos (X,,Y,) a este punto conveniente,

sepamos calcular rapidamente el valor de la funcion y de las derivadas.
Se propone entonces

f(x, y):% y como valores  (X,,Y,)=(02) y (x,y)=(1.031.99)

Para estimar en valor de la funcion en (x,y)=(1.03,1.99) usamos:
fFOGY) = (X0, Vo) + T (%o, Vo) AX+ (X, Yo)AY

X
f(x,y)~ f(X, Vo) + ! (0.03) + —\/? (-0.01)
ZVO\/Z Yo
N V1
f(x,y)=—+—=(0.03) +| —— |(-0.01
(x,y) 5 4\5( ) ¥ ( )
v103 1,003 001 o 001051,
199 2 4
J1.03

Observacién: Cuando se usa una calculadora para estimar 199 se obtiene 0,50999...

Ejercicio de desarrollo.- a) Estime por medio de diferenciales el valor de 2.51In(1.03). b) Compare
el resultado con el obtenido en la calculadora.
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Ejemplo 3.- La funcién de produccién de una empresa esté dada por P(L, K)=240L%°K** | donde

L es medido en miles de horas-trabajador por semanay K es el monto de capital invertido por semana.
a) Determine la productividad cuando L=27 y K=216.

b) Estime la produccion cuando L aumenta a 29 y K se reduce a 200.

Solucién:

a) P(27,216) =240(27)%%(216)"® = 240-9-6 = 12960
b) Estimamos la produccion por medio de la formula
P(L,K) = P(Ly, Ky) + P (Ly, Ko)AL + Py (Ly, Ky)AK, donde (L,,K,)=(27,216)

2/3 1/3

P(29,200) ~ 12960 + 240L2,3 (~16) + 240% )
3(216) 3(27)

P(29,200) ~12.960 + 240% (~16) + 240% )

P(29,200) ~12.960 — 320 + 640 =13.280 unidades.

Comentario: Usando la calculadora tenemos el valor exacto P(29,200) =13.248,9 unidades.

EJERCICIOS 5.6
1) Use la funcién f (x,y) = y2+/x para estimar el valor de (2.95)°+/9.03 .

2) En cada uno de los siguientes ejercicios, use diferenciales para estimar su valor numérico. No use
calculadora

2.1) V1.03e°%; 2.2) In(0.99) + 0.99v3.97 ; 2.3) /(4.07) +(2.97) .

Respuestas:
2.1) 0.995; 2.2) 1.968; 2.3) 5.038.

PROBLEMAS
1) La demanda de un tipo de automdvil depende del precio de venta del automovil y del precio de la
gasolina de acuerdo al siguiente modelo

D(p,, Pg) =600 40,/p, —120000-(3/0.1pg +o.005)2

Si actualmente el precio de este carro es de 3600UM vy el precio de la gasolina es de 0.03 UM el litro.
Estime el cambio en la demanda cuando el precio de la gasolina aumenta en 0.005 UM y el precio
del carro aumenta en 5. Respuesta: -40/3 unidades.

2) La superficie de un envase cilindrico esta dado por S=2-7-r? + 2z -r-h .Estime el cambio en la
superficie cuando

a) El radio aumenta de 4 a 4.2cm. y la altura aumenta de 9 a 9.4 cm.

b) El radio disminuye de 4 a 3,7 cm. y la altura aumenta de 9 a 9.1cm.

Respuesta: 114 -7 ; 94.67 cm®.

3) La funcion de costos conjuntos de dos articulos viene dada por C(q;,9,) =297 +q5 — 20,9, + 200

a) Calcule el costo de producir 120 unidades del articulo tipo 1 y 200 unidades del tipo 2.
b) Estime, a través de derivadas parciales, el costo de producir 122 articulos de tipo 1y 205 de tipo 2.
Respuesta: 21.000; 21.960 UM.
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5.7 Derivacion implicita

Suponga que z es funcién de las variables x y y, dada implicitamente a través de una
ecuacion, por ejemplo F(x, Y, z): 0, y se quiere determinar la derivada de z con respectos a alguna de

las dos variables. Muchas veces resulta imposible despejar z en funcién de las otras dos variables. El
método de derivacion implicita no requiere el despeje de z para calcular las derivadas parciales de z
con respectoax dy.

Para encontrar la derivada, por ejemplo 6z/dy, podemos derivar con respecto a y ambos
lados de la ecuacion que define a z como funcién de x y y. Luego se despeja 0z/dy. Recuerde que
ox/ oy =0, pues se considera que x no depende de y.

Ejemplo 1.- Encuentre 0z/dy por el método de diferenciacion parcial implicita donde

e’ —3yz—y2Ux? +1-x=0

Solucién'

& [ —3yz—y?Vx? + j ——(x)=0  xse comporta como una constante

e g—S{ ng—Zy x*+1=0  Distribuimos el 3
oy oy

e’ : 0L _ 32— 3y— —2y\x?2+1=0 Agrupamos los términos con 0z/0dy en el lado izquierdo
oy oy

e’ O _ 3y— =3z +2yVx% +1 Sacamos factor comun 0z /oy
oy oy

(eZ - By)% =3z +2yVx% +1 Finalmente despejamos

oz 3z+2yVx* +1

oy e -3y

Podemos abreviar el proceso de derivacion desarrollando una férmula para las derivadas
parciales que hace uso de la regla de la cadena. Consideremos la ecuacion F(x, y,2)=0 que define a

z como funcién de las otras variables. Si quiere conseguir 6z/dy, se deriva ambos miembros de la
ecuacion F(x, Y, z): 0 con respecto a v, al derivar el lado izquierdo se usa la regla de la cadena:
oF ax oF ay oF oz _

ox ay ay ay 3 ay
Se despeja 0z/oy y setomaen cuenta que ox/oy =0y oy/oy =1 quedando

Se puede demostrar similarmente que

En el ejemplo anterior se tenia que F(x,y,z):ez—3yz—y2\/x2+1—x. Observe que

F
F,=-3z-2yv x> +1 y F, =e” -3y, efectivamente g:——y.
oy F

z
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Ejemplo 2.- La ecuacion zy+e® =2x?>—y define a z como funcién de x y y. Encuentre

oz . L S
— por diferenciacion parcial implicita.
Xl (x.y,2)-1.2.0)

Solucion (Método 1):

ai(zy +e” )= ai(ZX2 - y) Recuerde que y se comporta como una constante
X
0z LAV 9(zx) 0% _ 4y
OX ax
% y+ (xa— +2)e” =4x Realizamos la multiplicacion
X

0oz 07 5 A
y—+Xx—e” =4x — Agrupamos los términos con 0z / ox

OX OX
0z 4x-—1ze . . o

Al sacar factor comun la derivada se despeja rapidamente

oX y+xe
oz 4-0

4 . ,
= =—, Finalmente se evallo.
aX (x,y,2)=(1,2,0) +1 3

Soluciéon (Método 2): Primero se define F, para ello escribimos la ecuaciéon en la forma

F
zy +e™ —2x* +y=0. Ahora F(x,y,z)=zy +e* —2x* + y . Para encontrar % ysamos £ - _Ix
OX X F,
F X _
o _ B w o . Luego al evaluar obtenemos a __—4 .4 :
ox  F, o y+xe” XKlya-a20 2+1 3

Ejercicio de desarrollo.- Encuentre 6z /0y por cualquiera de los métodos de diferenciacion parcial
implicita donde xyz + z% = xy? + yx?.

EJERCICIOS 5.7
1) Las ecuaciones dadas definen a z como funcién de x y y. Encuentre las derivadas parciales
indicadas por diferenciacion parcial implicita.

1.1) 22 -3xy=y% -3, az/ox; 1.2) 22 +2e™ +2xy=3, azldy;
1.3) 22 +x2 —zy+2x=3, az/éx; 1.4) 22—3xy=x2+m, d210x;
15) 22 +22 -3xy+x=2, oz/dy; 1.6) In(xz)—xy =0, 6z/6x;

17) Inz+z-xy=0, 0z/0x; 1.8) e —e¥ +y=0, oz/0oy.

2) Evalde las derivadas parciales indicadas para los valores dados de las variables.
2.1) 22 -3xy=y? -1; az/ox;(x,y,2)=(1,2,3); 2.2) e +z-3xy —y? =1; 6z/dy; (x,y,x)=(0,25)

2.3) Yx2—2yz—y?=0, az/ox, x=2, y=2, =0

Xyz _ _
Respuestas: 11)@:_ )@=M113)2=L114)@:M1
27 oy 3z°2 + 2xye™* X 27—-y+X OoX 2z
Z y _
15) Bo S g @2 209D g R g VL,
oy 3z°+2z-3xy OX X ox 1+z oy xe™ —ye?

2.2)4;2.3) 1.
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5.8 Méaximos y minimos en varias variables
El desarrollo de la teoria de maximos y minimos en funciones de varias variables es una
extension del caso de funciones de una sola variable.

Definicion de extremo relativo.- Una funcion f en dos variables tiene un méximo relativo
(local) en (X,,¥,) Si f(Xy.Yo)2 f(x,y) para todo (x,y)en una region rectangular que
contenga a (X,,Y,). Similarmente la funcion tiene un minimo relativo en (xq,Y,) Si
f(X,,¥o) < F(X,y) paratodo (x,y) en unaregion rectangular que contenga a (X, Yq) -

Los maximos relativos
corresponden a los picos o cimas de las
montafias y los minimos relativos a los
hoyos 0 pozos. En los picos, alguna de las
dos derivadas parciales no existe y en los
hoyos o cimas de la montafia las dos
derivadas parciales son cero.

Miximeo
pelativo

Minimo
relativo

En todo este desarrollo supondremos que f es una funcion con derivadas parciales continuas.

En la siguiente figura se tiene la grafica de una funcién que tiene un maximo absoluto en
(X0, Yo) - Observe como las pendientes de las rectas tangentes en la direccién de ambos ejes son

ceros, estas son las derivadas parciales con respectoaxy ay.

z
Pendierple d_e la recta tangente pa Pendiente de la recta tangente
en la direccion x es cern. en la direccién y es cero.
SAxey,) @

Slxp)=0

X y



5.8 Maximos y minimos en varias variables 35

Teorema.- Si f tiene un méximo o un minimo relativo en (X,,Y,) Y las derivadas parciales existen

fx(xo:yo)zo

en ese punto yeéen puntos cercanos a éste entonces { f (X y ) -0
y KXo, Yo) =

De manera anadloga a la teoria en una sola variable, si un punto (X,,Y,)es tal que

{fx(XOvYO):O

no implica que alli se alcance un extremo relativo.
fy (X0, Y0)=0

Pero estos puntos seran los Gnicos candidatos donde ocurran los maximos y minimos relativos
de la funcién.

fx(xo:yo)zo

se lo denomina un
fy (Xo’ yo) =0

Definicién de puntos criticos.- Un punto (x,,Y,) tal que {

punto critico de f.

Si los extremos relativos de una funcion ocurren en un punto (x,,Y,) tal que las derivadas
parciales existen en puntos cercanos a este punto entonces éste es un punto critico donde

fx(XOvYO):O
fy(Xo,yo):O

Punto de B\ De manera similar al caso de funciones
: de una sola variable, existen funciones, como la
silla de montar, donde las derivadas parciales
son ceros en el punto critico y sin embargo en
ese punto no se alcanza ni un maximo ni un
minimo relativo. Observe que en la direccion y
la funcion tiene un maximo y en la direccion x
tiene un minimo.

Llamaremos un punto de silla a un punto (x,,Y,) donde las derivadas parciales se hacen cero
y sin embargo no se alcanza ni un maximo ni un minimo relativo.

En los siguientes ejemplos nos dedicaremos solo a conseguir los puntos criticos, sin
clasificarlos en maximos o minimos.

Ejemplo 1.- Encontrar los puntos criticos de la funcion f(x,y)=x? + y? + xy — 2y +10

Solucién:
1.- Conseguimos primero las derivadas parciales de primer orden:
L, (Xy)=2x+y

f, (X, y)=2y+x-2
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_ . fy(x,y)=0
2.- Planteamos el sistema de ecuaciones
f,(x,y)=0

En este caso queda
2x+y=0 @
{2y+x—2:0 (2)
Este es un sistema de ecuaciones lineales. Podemos en este caso resolverlo con cualquiera de los
métodos existente. Usamos el método de reduccion. Multiplicamos por -2 la primera ecuacion
—-4x-2y=0
{Zy +Xx-2=0
y sumamos ambas ecuaciones para obtener:
—-3x-2=0
2

X=—=
3

2 - . P
Para encontrar y cuando x = -3 sustituimos en (1) o (2), la que consideremos mas facil de resolver,

escogemos (1)

2
2 —Zl+y=0
[ 3j+y

- - . - 2 4
En conclusién el Gnico punto critico de la funcién es el punto (_5’5) .

Ejemplo 2.- Encontrar los puntos criticos de la funcion f(x,y)=x3+y* —3xy.

Solucion:
1.- Conseguimos las derivadas parciales de primer orden:

fo(x,y) =3x* -3y
f,(x,y)=4y® - 3x
. . f.(xy)=0
2.- Planteamos el sistema de ecuaciones
{fy (x,y)=0
En este caso queda:
{3x2 ~3y=0 (1)
4y® -3x=0 (2
Este es un sistema de ecuaciones no lineal. Este sistema cae en la situacion en que podemos despejar

una de las variables en una ecuacién y sustituirla en la otra ecuacion. En este caso podemos despejar
tanto x como y. Despejamos y en la primera ecuacion

y=x*
4y® —3x=0
y la sustituiremos en la ecuacion (2)

4(x?)® -3x=0
4x% —3x=0
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Esta ltima ecuacion la resolveremos por la técnica de factorizacion. Primero factorizamos el lado
izquierdo sacando x de factor com(n

x(ax® —3)=0
Planteamos tantas ecuaciones como factores, igualando cada factor a cero:
x=0 06 4x°>-3=0 (en laultima ecuacion despejamos x°)

, 5 3 . 1 - L
x=0 0 x’= Z (elevamos ambos miembros a E o0 de manera similar tomamos raiz quinta)

x=0 0 x:i/g.
4

e Para encontrar y cuando x=0 sustituimos en (1) o (2), la que consideremos mas facil de
resolver, escogemos (1)

y=(0)*
Asi (0,0) es un punto critico de la funcion.

e Paraencontrary cuando x= S\E sustituimos en (1) y despejamos y.
3 2
()
2
En conclusién S\E{S\E] es el otro punto critico de la funcién.

Ejemplo 3.- Encontrar los puntos criticos de la funcién f(x,y) = x® + y* —12x—2y?2.

Solucioén:
1.- Conseguimos primero las derivadas parciales de primer orden:

f (xy)=3x*-12
_ 3
f,(x,y)=4y” -4y
. : f(x,y)=0
2.- Planteamos el sistema de ecuaciones
fy(x,y)=0
En este caso queda:
3x*-12=0 (1)
4y® —4y=0 (2
Este también es un sistema de ecuaciones no lineal, pero en este caso cada ecuacién depende

de una sola variable, no hay interrelaciéon entre las variables del sistema. Las soluciones de la
ecuacion (1) son x==+2. La ecuacion (2) la resolvemos por factorizacion,

4y(y* -1)=0

De aqui

y=0 6 y2-1=0

Asi las soluciones de 4y* —4y =0 son y=0,+1

Los puntos criticos en este caso estan dados por todas las combinaciones de las soluciones de x
yy, ellasson: (2,0),(2),(2,-1),(-2,0),(-21) y (-2,-1).
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Efectivamente cada uno de estos puntos satisface las dos ecuaciones del sistema de
ecuaciones.

Para funciones de tres 0 mas variables (asuma que las derivadas parciales existen y son
continuas), los conceptos anteriores pueden extenderse rapidamente. Por ejemplo si tenemos
w= f(x,Y,z) esclaro cuales deben ser las definiciones de maximos y minimos relativos y los puntos

criticos definidos como las soluciones del sistema
fx (Xv y) =0
fy(x,y)=0
fz (X, y) =0
son los Unicos candidatos a maximos y minimos relativos.

Ejemplo 4.- Encontrar los puntos criticos de la funcién f(x,y,z)=x? + xy —3xz — 2z — z°2.
Solucién:
1.- Conseguimos primero las derivadas parciales de primer orden:

f.(Xy)=2x+y-3z

fy(x,y)=x

f,(x,y)=-3x-2-2z

fx (X: y) =0
2.- Planteamos el sistema de ecuaciones 1 f, (x,y)=0
1:z (X! y) =0
En este caso queda:
2x+y—-32=0
x=0
-3x-2-2z=0

Este sistema de ecuaciones lineales tiene como solucion x=0,y=-3y z=-1.

Ejemplo 5.- Encontrar los puntos criticos de la funcién f(x,y,z)=x*+y* —xyz+z.

Solucién:
1.- Conseguimos primero las derivadas parciales de primer orden:

f (X, y)=2x-yz
f,(x,y)=2y-xz
f(xy)=—xy+1

fx (X! y) =0
2.- Planteamos el sistema de ecuaciones 1 f, (x,y)=0
1:z (X7 y) =0
2x—yz=0
En este caso queda <2y —-xz=0
-Xy+1=0

De nuevo estamos ante un sistema de ecuaciones no lineal, donde las variables si estan
interrelacionadas. En este sistema podemos despejar una de las variables en una ecuacion y
sustituirla en las otras ecuaciones, formando con estas Ultimas un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas que se intenta de resolver con las ideas vistas. En este caso podemos despejar cualquiera
de las variables. Despejamosy en la tercera ecuacion:
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1 - . . . .
y == sustituimos esta variable en las dos primeras ecuaciones y formamos un sistema de dos
X

ecuaciones con dos incognitas.

2X—(lj2 =0

X

Z[EJ— xz=0
X

Tenemos un sistema de ecuaciones con las variables interrelacionadas, despejamos z en la
segunda ecuacion

- 2
XZ
Ahora sustituimos en la primera z por el lado derecho de esta Gltima ecuacién
1(2
2X — —[—Zj =0. Sumamos fracciones
XX
2x* —2 . P
;—=0 Es una ecuacion de la forma 6 =0, planteamos P =0
X
2x* -2=0 Despejamos la potencia y tomamos raiz cuarta
X==%1

- 2 L 1
e Para x=1, tenemos por la ecuacion z=—- que z=2 y por la ecuacion y=— tenemos que
X
y=1. Asi (1,1,2) es un punto critico.
., 2 .. 1
e Para x=-1, tenemos por la ecuacion z=—- que z=2 y por la ecuacion y== tenemos que
X X

y=-1. Asi (-1,-12) es otro punto critico.

Ejercicio de desarrollo.- Encontrar los puntos criticos de las siguientes funciones:
a) f(x,v,2)=x} -y’ —xz—-yz
b) f(x,y,z2)=x>+y*—xz-vyz
¢) f(xy,2)=x>+y*+x—-yz.

Respuestas:
a) Tiene infinitos puntos criticos dados por {(x,—x,3x*)/x e R}.
c) No tiene puntos criticos.

Los puntos criticos pueden ser encontrados usando softwares especializados, como MAPLE,
MATHEMATICA, entre otros. A continuacion damos una sucesion de comandos en MAXIMA que
permite encontrar los puntos criticos de la funcion del ejemplo 5 de esta seccion.

(%i2) f(X,y,2):=x"2+y"2-x*y*z+2$

(%i2) tx(x,y,z):=diff(f(x,y,z),x)$

(%i3) fy(x,y,2):=diff(f(x,y,z),y)$

(%i4) fz(x,y,z):=diff(f(x,y,z),2)$

(%i5) solve([fx(x,y,z)=0,fy(x,y,z)=0,fz(x,y,z)=0],[x,y.Z]);

(%05) [[x=1,y=1,2=2],[x=-1,y=-1,2=2],
[X=-%i,y=%i,z=-2], [x=%i,y=-%iz=-2]]
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CRITERIO DE LAS SEGUNDAS DERIVADAS PARA CLASIFICAR
LOS PUNTOS CRITICOS

Este criterio es la version del criterio de la segunda derivada para clasificar puntos criticos de
una funcién en una sola variable.

Esta version para dos variables se basa en una cantidad D que depende de (X,,Y,). Si esta
cantidad es positiva 0 negativa se concluira si la funcion f alcanza o no un extremo relativo en este
punto. Luego, si tiene extremo, se procedera a examinar si es maximo o minimo relativo a través de
f

XX *

Criterio de las segundas derivadas.- Sea f una funcion de dos variablesy (x,,Y,) un punto

critico de f donde las primeras derivadas se anulan, tal que en una vecindad de este punto las
segundas derivadas parciales son continuas. Sea

D =D(Xg, Yo) = f1u (%o, ¥o) fyy (%01 Yo) = (Fy (X0 Yo)
1.-Si D >0 entonces se alcanza un extremo relativo en (X,,Y,) ¥y
1.1Si (X, Yo)>0 entonces f(X,,Y,)esun minimo relativo.
1.2Si f(X,,Y,) <0 entonces f(x,,Y,) €sun maximo relativo.
2.-Si D <0 entonces f(x,,Y,) noesun extremo relativo.
3.-Si D=0 el criterio no es concluyente.

Observaciones y comentarios:
1.- Si un punto critico no es un extremo local entonces se llama un punto de silla de f.
2.- Resulta Util memorizarse la formula de D como un determinante

f f

XX Xy
ny fW
3.- El lector podra observar la similitud de clasificacion de puntos criticos en los puntos 1.1y 1.2 con
relacion al criterio de la segunda derivada en una sola variable. Le puede resultar conveniente que
cada vez que aplique este criterio asocie extremos relativos y concavidad en la direccion de las x para
recordar este criterio.

D= = fofy — 2

XX Tyy

Ejemplo 6.- Encontrar los maximos y minimos relativos de la siguiente funcion:
f(xy)=x?+y®-3xy
Solucién:
1.- Conseguimos primero los puntos criticos:
f. (X, y)=2x-3y
f,(x,y)=3y* -3x
Planteamos el sistema de ecuaciones
{fx (x,y)=0
f,(x,y)=0
En este caso queda
2x-3y=0 (1
{Sy2 -3x=0 (2
Solucionamos este sistema despejando una de las variables en una de las ecuaciones y sustituyéndola
en la otra ecuacion. En este caso despejamos x en la segunda ecuacion y la sustituimos en la primera.
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2y? -3y=0
x=y?
La primera ecuacion la resolvemos usando factorizacion
y(2y-3)=0
y=0 06 2y-3=0

3
=06 y=>
y y=3

e Si y=0vemosque x=0 y asi (0,0) es un punto critico.
. 3 3y (93 iy
e Si y= Evemos que Xx= 5 y asi i es el otro punto critico.

2.- Para clasificar los puntos criticos usamos el criterio de las segundas derivadas. Pasamos entonces
a conseguir las segundas derivadas.

fax¥)=2; f (x,y)=6y y f (xy)=-3
Calculamos
D(X,Y) = 1 (% ¥) £, (5, ) = (£, (X, )P
D(x,y) =(2)6y)~-(-3)* =12y -9
Evaluamos D(x,Y) en cada punto critico y aplicamos el criterio:
e D(0,00=12-0-9=-9. Como D(0,0)<0, entonces concluimos que en (0,0) no se
alcanza extremos relativos. El punto (0,0) es un punto de silla.

D(%,%) :12%—9:9. Como D(0,0) >0, entonces en (%gj se alcanza un extremo

relativo. Pasamos a determinar si es maximo o es minimo relativo a través del signo de
f., evaluada en este punto critico.

f o (%,g)=2>0. Usando 1.1 del criterio de la segunda derivada concluimos que en

9 3 . .
Z’E se alcanza un minimo relativo.

Ejemplo 7.- Encontrar los maximos y minimos relativos de la funcién f(x,y) =4 —4y? —x* —y*.

Solucién:

1.- Conseguimos primero los puntos criticos:
f (X y)=-4x
f,(x,y)=-8y —4y®

. . fx (X! y) =0

Planteamos el sistema de ecuaciones

f,(x,y)=0

En este caso queda:
-4x*=0 )
{—8y —4y®=0 (2
La solucién de este sistema es x=0 y y=0. Por tanto el punto (0,0) es el Gnico punto critico de la
funcién.

2.- Para clasificar el Gnico punto critico intentamos usar el criterio de las segundas derivadas.
Pasamos entonces a conseguir las segundas derivadas.

fu (X y)==12x%; f (xy)=-8-12y* y f,(xy)=0
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Calculamos
D0 Y) = i (6 ) £y, 06 1) = (£ 06 1)
D(x,y) = (— 12x? X— 8-12y? )— 0? Ahora evaluamos D en el punto critico

D(0,0)=(0)(-8)-0=0
El criterio no es concluyente.

Comentario.- En el ejercicio anterior podemos emplear un tipo de argumento, usando caracteristicas
propias de la funcion para determinar que tipo de punto critico es. En este caso podemos ver la funcién
como

f(xy)=4-4y* -x* —y*
| Sy

<0

Para clasificar el punto critico (0,0) de f usamos el siguiente argumento: Los Gltimos términos de la
funcién son menores o iguales a cero, por tanto f(x,y)<4 yes4cuando x=0 y y=0.Asi4es

el maximo valor de f y se alcanza en (0,0).
Observe que no so6lo concluimos que es un maximo relativo si no también absoluto.

Ejercicio de desarrollo.- a) Encontrar los maximos y minimos relativos de la siguiente funcion:
f(x,y,z)=e* 2 92 by Verifique que g(x,y,z)=x>+2y? —xy +12x alcanza sus extremos en
los mismos puntos (X, y) que f.

PROBLEMAS

Ejemplo 8.- Encontrar las dimensiones de una caja rectangular sin tapa de volumen igual a 250cc. que
tiene el area mas pequefia.
Solucidn: Realizamos un dibujo donde sefialamos el significado de la variables.

:

4

Queremos encontrar el area minima.
El area puede ser expresada como
A=2XZ+2yz+ xy

y ella tiene que cumplir la condicién
j Volumen=250cc.

x {

Esta condicidn o restriccién esta expresado en término de las variables como:
xyz =250 (ecuacion de restriccion)

Con esta condicién podemos expresar A como funcion de dos variables, por ejemplo de x y y
despejando z en xyz =250 y sustituyéndola en A=2xz + 2yz + xy . Esto es
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250
71=—no
Xy
Sustituimos z en la funcién a minimizar

A(X, Y) =2x@+ 2y@+ Xy
Xy Xy

A(x,y)=5—00+@+xy.
y X

Asi que el problema se ha transformado en conseguir el minimo absoluto de

A y) =22 290y
y X

Pasamos a encontrar los puntos criticos de A(X, y)

A0 “e ty=0
A, =0 esto es 500
-— +x=0
y
Despejamos y en la primera ecuacion y la sustituimos en la segunda
_500
XZ
LY > +Xx=0
)
XZ
;500
4 X2
X ix=0
500

Resolvemos la segunda ecuacidn factorizando
3

X
X(-——+1)=0
( 500 )
La solucion x =0 no tiene sentido en el sistema original, pues la division entre cero no esta
definida. La otra solucion es x =3/500 , y para este valor de x tenemos que y =3/500 . Asi que el
tnico punto critico de A es (3/500,3/500) .

Falta clasificar este punto critico.
Pasamos entonces a conseguir las segundas derivadas.

1000 1000
Ay (X, y)= T ; Ayy (x,y)= y Axy (xy)=1

y3
Calculamos
DX, ¥) = Ag (%, Y)A,, (X, V) (A, (X, ) f
_ (1000)°

D(x,y) = -1
(X, y) 3y

Al evaluar D(x,y) en (3/500,3/500) vemos claramente que D(%/500,3/500)>0 por tanto

en el punto critico se alcanza un extremo y como A, (3/500,3/500) >0 resulta ser un minimo relativo.
Como existe un Unico extremo relativo, éste es absoluto.
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Finalmente concluimos que la caja con minima area tiene dimensiones 3/500 tanto en su largo

3/
como en su ancho y la altura esta dada por z= 250 = 500 .
3/500 2

Ejemplo 9.- Una empresa produce dos tipos de articulos A y B. El costo de fabricar un articulo de tipo
Aesde 4 UMYy el costo de B es de 6UM  Las ecuaciones de demanda estan dadas por:

g, =10-2p, + pg; g =9+ P, — P eXpresada en cientos de unidades.
¢Cudles seran los precios de venta que maximizan la utilidad?
Solucion:
Debemos obtener la funcién de utilidad conjunta. Ella puede ser obtenida por la relacion
U=U, +Ug
Para calcular U , planteamos
U,=1,-C,
Ua=Pala —404
Up= pA(lo_ZpA + pB)_4(1O_2pA + pB)
Ua=-2pi+PePs—40+18p, —4p;
Similarmente obtenemos
Ug =pg(9+pa—Ps)—6(9+ ps—Ps)
Ug =—Ppg + Pg Pa —54-6p, +15p;
De aqui
U =(-2pi + PaPs —40+18p, —4pg) +(~Pg + P Pa —54-6p, +15pg)
U =-2pi —ps +2papg +12p, +11p, —94
Ahora vamos a conseguir los puntos criticos

2U (P, Pa) _,
P

U (Pas Pe -0
OPs

—4p,+2pg +12=0
—-2pg +2p, +11=0
Si sumamos ambas ecuaciones se tiene

p,=23/2
pg =17
Tenemos entonces un Unico punto critico, pasamos a clasificarlo:
82U(p§, Pe) _ 4. OU(PaPs) _, 82U(p,;, Ps) _
Opa OPAOPs Ps
Calculamos

2 2 2 2
D(X,y)za U(Pa: Ps) 0°U(Pa, pB)_(a U(Pa, pB)]

apf\ 6pé 0P AP
D(py, Pg)=—4-(-2)-(-2)* =4
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Al evaluar D en (23/2,17) evidentemente nos da positivo. Entonces se alcanza un extremo

82U(pA’ Pg)

relativo en este punto y como >
Opa

<0 concluimos que se alcanza un minimo relativo en
este punto.

Ejemplo 10.- Una distribuidora de alimentos quiere establecer un almacén que distribuya sus
productos en tres ciudades. Las ciudades han sido ubicadas en un sistema de coordenadas. Las
coordenadas de la ciudad A son (0,0). La ciudad B tiene coordenadas (0,2) y la ciudad C esta ubicada
en el punto (1,3). (Doénde debe establecerse la industria con el objeto de minimizar la suma de las
distancias del almacén a las ciudades A, By C?

Solucién: Sea (x,y) las coordenadas del almacén.

El cuadrado de la distancia del punto (X, y) a la ciudad A esta dada por:

d2((x,y),A)=x*+y?  Similarmente obtenemos
d*((x.).B)=x*+(y-2)°y y A

d*((x,¥).C)=(x~-D* +(y-3)°
La cantidad a minimizar es la suma de estas C=(1,3)
distancias *®
S(X,Y)=x*+y2+x* +(y-2)? + (x-1)* + (y-23)? ! PO -1 + (-3
02

Calculamos las derivadas parciales directamente: ¢ ).R\- ; &'J)

S, (X, y)=2x+2x+2(x-1)
Sy(xy)=2y+2(y-2)+2(y-3)
Queda entonces el sistema >

6x—2=0 ©.0) x
6y-10=0

L e 15 .
Las coordenadas del Unico punto critico son (5’5)' Falta verificar que este punto es un

maximo relativo de S.

Sp(%¥)=6, S,,(x,¥)=0y S, (x,y)=6
D(X, ¥) = Sy (%, Y)S,, (%, ¥) = (S, (x, V) ]

Como D(%,g) =36>0 y S, (%,g) >0 entonces el punto con coordenadas (%,%) es el

gue minimiza la suma de los cuadrados de las distancias.

Comentario.- El criterio para ubicar el almacén parece en principio no ser el més razonable, sin
embargo a nivel de calculo permite trabajar mejor, porque no contempla las raices de las distancias,
por otro lado, este criterio penaliza las distancias grandes.

MINIMOS CUADRADOS
En ocasiones tenemos unos datos (x,y;), (X,,¥,),...(X,,Y,) que al graficarlos parecen

estar sobre una recta. También podemos tener motivos para pensar que nuestros datos provienen de
una relacion lineal y=ax +bentre las variables pero que en el momento de tomar los datos se ven
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perturbados por fenémenos aleatorios. El planteamiento en todo caso es que dados los datos (X, ;).
(X,,Y,),...(X,,y,) queremos conseguir la recta y = ax +b gue mejor se ajuste a ellos. No vamos a

conseguir larecta y =ax +b sino vamos a proponer una estimaciéon deella:y=ax+b.

Es dificil precisar que quiere decir la que mejor se ajusta, pero un criterio para conseguir una
buena recta es la que minimiza la suma de las distancias verticales al cuadrado.
Més precisamente: la distancia vertical del i-ésimo dato a la recta esta dado por

|yi - (ax; +b)|-
y A
L
e ®ep

Pot o
e

P,

> L »
X X3 X
dy= y;—(ax,+B)

Asi que para conseguir la mejor recta, debemos calcular a'y b que minimizan
n

S(a,b)=>"(y; —(ax; +b))* .
i=1

Observe que S es una funcién de a y b.
Podemos conseguir una formula general para la pendiente y para la ordenada en el origen.
Pero preferimos dejar planteado el sistema para conseguir los puntos criticos:

S.(a,b)=0 .

a(@b) Para las dos derivadas vamos a tener una suma
S,(a,b)=0
iz(yi —ax, —b)(-x,)=0 Se pu_e/de sacar factor comdn -2 en la primera
) ecuacion y luego este factor pasa dividiendo.
n En la segunda ecuacion se multiplica ambos
D 2(y; —ax; ~b)(-1)=0 miembro por -1.
i=1

Z(yixi —ax} —bx;)=0
i1

ZYi _Zaxi —Zb:O
i1 i1 =)

En la primera ecuacion se distribuy6 x;. En la
segunda ecuacion separamos la sumatoria.
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n

DX —aZn:xi2 —Zn:bxi =0
i=1 i=1

i=1

Dy, —aznlxi —Zn:b=0
i=1 i=1

i=1

Se separd la sumatoria y se sacaron los factores
constantes fuera de la sumatoria

i=1

iyixi —azn“xi2 —bznlxi =0
i=1 i=1
- .

Doy —aZn:xi ~bn=0
i=1

i=1

Si llamamos S, = XY;; S, =Y X: S, =>.xy S, =>y, ,elltimo sistema de

ecuaciones queda planteado como:

S, —aS,, —bS, =0
S,—aS,—bn=0

as,, +bS, =S,
aS, +bn=3S,

Llamamos & y b las soluciones del sistema anterior, ellas estiman la pendiente y la
ordenada en el origen de larecta y=ax+b. Esto es conocido como una regresion de y sobre x.

VVeamos primero el procedimiento a través de los datos dados por el siguiente ejemplo.

Ejemplo 11.- Suponga que un producto tiene una ecuacion de demanda lineal con respecto al
precioq =ap + b . Se tiene los siguientes datos sobre su comportamiento en el mercado

q|12]10|8 |9
p|30]33]41)|37

Estime la ecuacion de demanda usando el criterio de minimos cuadrados, esto es, haga una regresion
de q sobre p.
Solucién: Planteamos la ecuacion de demanda como una relacion lineal, esto es una recta.
g=ap+b
Debemos conseguir a y b que minimizan

S =Z(Qi — (ap; +b))?

Sustituimos nuestros datos
S=(12-(a-30+b))?+ (10— (a-33+b))? +(8—(a-41+b))? +(9—-(a-37 +b))?
Vamos ahora a buscar los puntos criticos de S

S.(a,b)=0
S, (a,b)=0
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2(12 —30a — b)(~ 30) + 2(10 — 33a — b)(~ 33) + 2(8 — 41a — b)(- 41) + 2(9 - 37a — b)(- 37)=0
2(12-30a—b) +2(10 - 33 —h) + 2(8 —41—b) + 2(9 —-37—b) =0

—2702+10078a+282b =0
—78+282a+8b=0

Las soluciones dan
~ 1206 . 19
b="—"—; a=-—7"

55 55
Asi la ecuacion de demanda es estimada en este caso por q = —g p+ _1226 )
EJERCICIOS 5.8
1) Encuentre los puntos criticos de las siguientes funciones.
1.1) F(x,y) =8x% + 2y — In(xy); 1.2) £ (X, y) = Xy — 2% — zi ;
y

1.3) f(X,y,Z,W) =2xyz + W(2x + 2y + 32 —36) ; 1.4) f(x,y,z) =5y? —2x* +3xz —2yz -7z ;
1.5) f(x,y,z2)=xy—-y+(z-3)% : 1.6) f(x,y,2)=x3—y2 +2%2 —-3x+y—4z+1.

2) Encuentre los puntos criticos de las siguientes funciones. Clasifique cada punto critico usando el
criterio de la segunda derivada

2.1) f(X,y) =x* +y? —4xy; 2.2) f(xy)=2x>+y?-2x-2y-3;
2.3) f(x,y) =1000+3x+12y — x* - y*; 2.4) f(x,y)=-3x> —y> +2xy-3x—-V;
25) f(x,y)=x?+3y? +2xy-3x—y; 2.6) f(u,v):2uv+£+1;
u v
2.7) F(x,y)=x>+3xy? +y* —x-200; 2.8) f(x,y)=x*—-y?+2Iny;
2.9) f(x,y) =xy(2y + X) + 2y + x?) ; 2.10) f(u,v)=ue™ +uv;
2.11) f(x,y)=(X=D)(y-D(x+y-1); 2.12) f(x,y)=2x> +3y? —4xy —4;
2.13) f(x,y)=x®+y?—4xy ; 2.14) f(x,y)=x>+y®—2xy.
11 1 1 1 1 11 1

Respuestas: 1.1)| —,— |, | ———= || == |, | ——,—= | 1.2)| = =,2|; 1.3) (X, ¥, Z,w) = (18,0,0,0) ,

P )(42N42N4zj(42} )(8])”)( :
(x,y,z,w) =(6,6,4,-24),(x,y,z,w) =(0,18,0,0), (x, ¥, z,w) =(0,0,12,0) ; 1.4) (— % ,—% —%) ;

1.5) (1,0,3): 1.6) (-1,%,2), [1,%,2) (1/v15,-2/15).

2.1) (0,0) punto de silla; 2.2) (%,1) minimo relativo; 2.3) (1,2) méximo relativo, (-1,-2) minimo

relativo; (1,-2) y (-1,2) son puntos de silla; 2.4) En (-1,3/2) se alcanza un maximo relativo; 2.5) (2,-
1/2) minimo relativo; 2.6) En (2,1/2) se alcanza un minimo relativo; 2.7) En (1/\/§,0)) se alcanza un
minimo relativo; en (—1/\/5,0) se alcanza un maximo relativo, (l/\/E,—ZI\/E) y (—1/\/E,2/\/E)

son puntos de silla; 2.8) (0,1), (0,—1)son puntos de silla;  2.9) (— V213, \/E) y (\/5/3,—\/5)son
puntos de silla; 2.10) (0,—1) punto de silla; 2.11) (2/3,2/3) es maximo relativo, (1,1) y (1,0) son



5.8 Maximos y minimos en varias variables 49

puntos de silla; 2.12) (0,0) es punto de silla; (4/9,8/27) se alcanza un minimo relativo; 2.13) (g%)

Minimo relativo; (0,0) es punto de silla; 2.14) [%%) Minimo relativo; (0,0) es punto de silla.

PROBLEMAS
%, ,, 1 42 , 2 4 - .
1) Sea P(L,K)=—K*—-—K+—L°———L" la funcion de produccion de una empresa, donde
100 900 100 100
L representa el nimero de unidades de mano de obra y K el nimero de unidades de capital.
Encuentren L y K que maximiza la produccion. Respuesta: L=14, K=1/648.
2) Una empresa produce dos tipos de articulos A y B. Las ecuaciones de demanda de estos dos
articulos estén dadas por: q, =100—2p, + Pg; 9g = PA — Pg - Si el costo unitario del articulo A es
14UM y el del articulo B es 12, ¢Cuales serdn los precios de venta que maximizan la utilidad?
Respuesta: pa=57; ps=56UM.
3) Para fabricar cierto producto se usa dos tipos de materiales X y Y. EI nimero de unidades del
producto que se fabrican con x unidades de tipo X e Y unidades de tipo Y viene dado

por P(x,y) =10x +16y+gxy— y? —g—gxz. Si el costo de cada unidad de tipo X es 10UM y de tipo

Y es 8 UM y la empresa puede vender todas las unidades que produce a 2 UM. a) ¢Cuantas unidades
de tipo X y de tipo Y deberia emplear la empresa para maximizar su utilidad? b) ¢Cuantas unidades
de ese producto fabricara al emplear esas cantidades de materiales? Respuesta: a) y = 150/11, x =
112/11; b) 171 unidades.

4) Una empresa produce dos tipos de productos, X y Y. El costo diario de producir q, y q,

unidades de X y Y respectivamente es C = f(q,,q,) = 0.1gf —4q, +0.1q5 —8q, + 200 . Determinar
el nimero de unidades de X y de Y a fin de minimizar el costo diario. Respuesta: ¢,=20, g,=40
unidades.

5) Una empresa puede elaborar dos tipos de productos: X y Y. El costo unitario del primer producto
es 150UM y 10 UM el del segundo. Las ecuaciones de demanda semanales de ambos productos estan
dadas por g, =250-p, -p,Yy q,=300-2p, +2p,,donde p,y p, son los precios unitarios de

venta para cada producto. ;Cuales precios debera fijar la empresa con el objeto de maximizar la
utilidad? Respuesta: p, =130; p, =180 UM

6) Una empresa puede elaborar dos tipos de productos: X y Y. La funcion de costos conjuntos esta
dada por: C=Q3 +03+0,+0s —20,0s. Las ecuaciones de demanda semanales de ambos
productos estan dadas por g, =60—p,y g =40- pg, donde p, y pg son los precios unitarios de

venta para cada producto. ;Cuales precios debera fijar la empresa con el objeto de maximizar la
utilidad? ¢ Cudl es esa utilidad? Respuesta: p, =203/6; py =103/6;U =7303/6 UM.

7) Una empresa quiere vender un nuevo producto a 35UM, cuando su costo es de 15UM la unidad. Se
estima que si se invierte x UM en desarrollo y y UM en publicidad, habra un consumo de

20X o5 Y

X+5 y+2
¢Cuénto dinero se deberd invertir en desarrollo y cuanto en publicidad a fin de que la utilidad sea
maxima? Respuesta: 500 UM en desarrollo y 800 UM en publicidad.
8) Las ventas de carros de una marca X han ido aumentando en los ultimos afios segun muestra la
siguiente tabla donde las ventas son expresada en miles de unidades vendidas en el afio
Afio 1999 | 2003 | 2005 | 2007
Ventas | 23 |28 |31 |34
a) Haga una regresion de V sobre t contado a partir del afio 1999. b) Estime las ventas para el afio
2010.

miles de unidades del producto.
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9) El porcentaje de analfabetismo ha estado disminuyendo en los Ultimos afios segin muestra la
siguiente tabla

Afio 2000 | 2002 | 2004 | 2007
Porcentaje | 3.3 | 3.1 | 3. 2.6
a) Haga una regresion de P sobre t, el tiempo contado a partir del afio 2000 b) Estime el porcentaje de

analfabetismo para el afio 2010. ¢) Para el 2050 ¢ le parece razonable su respuesta?

Las siguientes instrucciones en MAPLE resuelven el problema 2.11 de esta seccidn.

Advertencia: Los ejercicios anteriores debieron ser resueltos sin usar computadora. Esta ejercitacion le dara las
destrezas algebraicas y de analisis que usted requiere y que es de exigencia en cualquier Universidad de mediano
nivel. Sin embargo, hoy en dia contamos con este software que le permitira resolver problemas mas complejos
que los dados en esta seccion.

> restart;
> f 1=(x,y)-> (X-1)*(y-1)*(x+y-1);
fr=(xy) > Kx-1)(y-1) (x+y-1)
> fx =diff(fF(X,y),X);
x=(y-D)x+y-1)+x-1)(y-1)
> fy =diff(f(x,y).y);
fy:=(x-1) (x+y-1)+(x-1) (y-1)
> solve({fx=0,fy=0});

{y:O,X:1},{x:1,y:1},{x:0,y:1},{ y:%lng}

> fxx = diff( diff(F(X,¥),X), X );
fxx:=2y-2
> fxy = diff( diff(F(x,y).X), YV );
fxy:=2x+2y-3
> fyy = diff( diff(F(X,Y),Y), ¥V );
fyy:=2x-2

> J:=Fxx*fyy-(fxy)"2;
Ji=(2y-2) (2x-2)- (2x+2y-3)°

> Jeval := Eval( J, {x=2/3,y=2/3%} );
Jeval := ((2y-2) 2x-2)- (2x+2y-3)?)

_2 _2
Y= %53
> Jeval :=value(Jeval);
Jeval:zl
3
> fxx = Eval( fxx, {x=1,y=0} );
fxx:=( (2y-2)
y=0,x=1
y=0,x=1

> fxxevalua:=value(fxx);
fxxevalua := -2
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5.9 Multiplicadores de Lagrange

En problemas de la vida real se busca maximizar o minimizar funciones de dos 0o mas
variables sujetas a una condicidn o restriccién de las variables.

El problema matematico en dos variables y con una sola restriccion se plantea como

Optimizar f(x,y) sujetaa g(x,y)=0.

(Debemos entender que optimizar puede ser maximizar o minimizar dependiendo de la situacion o
interés que se tenga).
La funcién f(x,y) es conocida como la funcién objetivo y la ecuacién g(x,y)=0 como la

ecuacion de restriccion.

El problema de encontrar las dimensiones de la caja con menor superficie y con volumen
igual a 250 cc. se considera un problema de minimizacion sujeto a restriccion. La restriccion en este
caso es que el volumen debe ser igual a 250cc. y se traduce en la ecuacidon xyz = 250.

Este problema pudo ser resuelto despejando una de las variables de esta ecuacion y
sustituyéndola en la funcién a minimizar. El problema se reduce entonces a minimizar una funcion de
dos variables.

En ocasiones esta técnica puede resultar engorrosa o simplemente resulta imposible despejar
alguna de las variables para sustituirla en la funcién a optimizar.

Existe un método alternativo conocido como los Multiplicadores de Lagrange, en honor a este
Matematico francés, donde no se tiene que despejar una de las variables de la ecuacién de restriccion.

El método de los Multiplicadores de Lagrange introduce una nueva variable A, llamada
multiplicador de Lagrange y se basa en la funcién definida por

F(xy,4)=f(xy)-29(x,y)

El método asegura que  (X,, Yo, 4o) €S un punto criticode F siy sélosi (x,,Y,) €sun punto
critico de f que cumple la restricciéon g(x,y)=0.

A continuacién formulamos los pasos del método de los multiplicadores de Lagrange.

Pasos para aplicar el Método de los Multiplicadores de Lagrange
Paso 1.- Identifique bien la funcién a maximizar (minimizar)

Escriba la ecuacion de restriccion en la forma g(x, y) =0, definiendo a g como el lado izquierdo
de esta ecuacion.

Defina

F(x.y,2)=f(xy)-9(x.y).
Paso 2.- Calcular los puntos criticos de F(x,y,A) . Paraello plantee y resuelva el sistema de
ecuaciones

F, =0
F, =0
F,=0

(Una recomendacion para resolver este sistema es despejar A de la primera y segunda ecuacion e
igualar ambas ecuaciones, quedando entonces un sistema de dos ecuaciones en X y vy, que son la
obtenida y la ecuacion F, =0).

Paso 3.- (Se asume que el valor optimo existe y se alcanza en alguno de los puntos criticos).
Evaluar la funcién en los puntos criticos. El valor més alto (bajo) es el valor maximo (minimo) en la
restriccion.
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Ejemplo1.- Use los Multiplicadores de Lagrange para encontrar los puntos criticos de
f(x,y) =Xy sujeto a la condicion x* + y? =1.
Solucién:
Paso 1.- La restriccidon la escribimos como
x> +y?-1=0
Eneste caso g(x,y)=x*+y?-1.
Definimos la funcion
F(x,y,4)=f(xy)-49(x,y)
F(X,y,A)=xy — A(x? +y? -1)

< x
Il
o O o

F
Paso 2.- Encontramos los puntos criticos de F < F
F

~

y—2Ax=0
X—22y=0
—(x*+y?-1)=0
Aplicamos la recomendacion dada para resolver este sistema (recuerde que simplemente es
una recomendacion, pudiendo haber alternativas mas sencillas para resolver sistemas de ecuaciones

particulares).
Despejamos A de la primera y segunda ecuacion
y X
A=— A=—
2X y 2y
e igualamos ambas ecuaciones

X - .,
y_X reescribiendo la ecuacion

2x 2y
X2 — y2
queda entonces un sistema de dos ecuaciones en Xy y, que son ésta y la ecuacion F, =0

XZ — y2
{xz +y?=1

Sustituimos x* = y? en la segunda ecuacion

2y? =1 cuyas soluciones son yzig

J2 J2 (N2 V2 V2 V2
Para y=—— tenemos x =+——, dando los puntos criticos | —,— |y |——,—|.

2 2 2 2 2

J2 J2 (V2 2 J2 V2
Para y=—7 tenemos x=J_rT,dando los puntos criticos ERETY y ruarat

Comentario: Hemos encontrado los puntos criticos sin necesidad de encontrar A.

Ejercicio de desarrollo.- Use los Multiplicadores de Lagrange para encontrar los puntos criticos de
f(X,y)=x+y sujeto a la condicion xy=9.
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APLICACIONES
Son muchas las aplicaciones en Economia donde el método de los Multiplicadores de Lagrange es
usado para resolver problemas de optimizacion con restricciones. Podemos listar a manera general los

siguientes:

1) Maximizar la produccion con una restriccion presupuestaria.

2) Maximizar la satisfaccion o utilidad del consumo de dos articulos sujeto a una restriccion
presupuestaria.

3) Minimizar los costos de produccion conjuntos de una fabrica que produce dos modelos de un
mismo articulo, restringido a que debe producir una cantidad fija de articulos entre los dos
modelos.

4) Minimizar los costos de produccion de una empresa que tiene dos fabricas que elaboran un
mismo producto, sujeto a la condicion que se deben elaborar una cantidad fija de estos
productos.

5) Maximizar las ventas sujeta a una restriccidn presupuestaria.

6) Minimizar los costos conjuntos de mano de obra y capital sujeto, a que tiene que producir una

cantidad determinada de articulos.

Ejemplo 2.- La funcion de utilidad o satisfaccion por el consumo de dos productos esta dada por
U(x,y)=x’y, donde x y y son las unidades de los productos X y Y adquiridas. El precio de una

unidad X es 2 UMy el de una unidad de Y es 3UM. Encuentre las cantidades de cada producto que
debera adquirir el consumidor a fin de maximizar su utilidad de consumo con un presupuesto de
compra de 30UM.

Solucion: La funcién a maximizar en este caso esta dada por U (X, y) = x?y v la restriccion esta dada

por la condicion que el presupuesto es de 30UM. Esta restriccion la podemos escribir como la
ecuacion: 2x +3y =30 (Observe que el precio de la unidad X es 2UM y x representa el nimero total

de articulos de tipo X a adquirir).

En definitiva el problema se traduce en

Maximizar U (x, y) = x?y,
sujeto a la condicidn 2x + 3y =30.

Observe que y [0,30]y xe[015]

Para resolver este problema usamos Multiplicadores de Lagrange.

Paso 1.- Definimos la funcién

F(xy,4)=f(xy)-4g9(xy)
F(x,y,4)=x?y — A(2x + 3y — 30)

F, =0
Paso 2.- Encontramos los puntos criticos de F: {F, =0
F,=0

2xy —21=0

x> -31=0

—(2x+3y-30)=0

Despejando A en las dos primeras ecuaciones e igualandolas obtenemos
2
Xy = 3 Recuerde que no podemos simplificar o eliminar las x’s porque perdemos solucion.
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Igualamos la ecuacion a 0 y factorizamos el lado izquierdo
2

X
Xy—-—=0
d 3

X
x(y 3) =0
De aqui
x=0 6 y-2=0
3

Usamos la tercera ecuacién para precisar los puntos criticos
e Para x=0 resultaque y=10. Asi un punto critico es el punto (0,10).

e Para y- % =0, despejamos Yy :g y sustituimos en la tercera ecuacion 2x + 3(%] =30,

obteniendo x=10 y de aqui y :% . Asi el otro punto critico es (10,%) .

Paso 3.- Vamos asumir que la funcién tiene un maximo. Como tenemos dos puntos criticos debemos
evaluar estos puntos en la funcion a maximizar y asumiremos que el valor mas alto entre ellos sera el
maximo absoluto de la funcidn utilidad en la restriccion.

U(0,10)=0%10=0

U (10, %) =100- % = g valor maximo

En conclusion para un consumo de 10 unidades del producto X y % unidades del producto Y se

consigue la maxima satisfaccion del cliente que tiene un presupuesto de gasto de 30UM.

»4 “1

Solucién gepméirica del problema

» U=60g Ningin punto de esta curva de
indiferencia toca ka curvas de restriceidn.

U=500

El dptimo es el valor més grande de ¢ tal que
la curva de nivel U=c corta a la curva de
£ ocid
Grificamente podra observar que se tocan en
un punto de tangencia.
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Ejemplo 3.- La funcién de produccion de una empresa esta dada por P(k, 1) =3001*2k*'? donde k es
el nimero de unidades de capital y I es el nimero de unidades de mano de obra. Suponga que la
unidad de mano de obra cuesta 20UM y la unidad de capital cuesta 10UM. La empresa dispone de un
presupuesto de 30.000UM para gastar en mano de obra y capital. Calcule el nivel de mano de obra y
de capital que maximizan la produccion.
Solucién: La funcién a maximizar en este caso es la productividad dada por P(k,1) =3001*2k*?,
La restriccion es que el presupuesto sea de 30.000UM. Esta restricciéon la podemos escribir como la
ecuacion: 20l +10k =30.000

En definitiva el problema se traduce en

Maximizar P(k,l) =300I"?k"'2

sujeto a la condicién 20l +10k = 30.000
Paso 1.- En este caso g(k,I)=20l +10k —30.000
Para resolver este problema usamos Multiplicadores de Lagrange.
Definimos la funcion

F(k,1,2)=P(k,1)-2g(k,1I)

F(k,1,1)=300I"2k*? — (201 + 10k — 30.000)
Paso 2.- Encontramos los puntos criticos de F

1501105 0
F. =0 v
k =
F, =0, estoes 150vk -204=0
F,=0 VI
— (201 +10k —30.000) =0

Despejamos A en las dos primeras ecuaciones y la igualamos

15V1 15Vk

NCX

2l =k, sustituimos este valor de k en la tercera ecuacion:

201 +10(21) =30.000

401 =30.000

= 30.000 750.

40

Para este valor de | tenemos, al usar la relacion 2l =k, que k =1500.

Si asumimos que la funcién tiene un maximo relativo en la restriccidn, entonces éste sera un
maximo absoluto. En conclusién si se emplea una fuerza laboral de 750 unidades y se invierte 1500
unidades de capital se obtendrd la méaxima productividad.

, la cual para valores positivos de la variable es equivalente a

Ejemplo 4.- La funcién de produccion de una empresa esta dada por P(k,1) =501 + 30k — 1% —1.5k?,
donde k es el nimero de unidades de capital y | es el nimero de unidades de mano de obra. Suponga
que la unidad de mano de obra cuesta 2UM y la unidad de capital cuesta 3UM. La empresa decide
fabricar 500 unidades de su producto. Calcule el nivel de mano de obra y de capital que minimizan los
costos produccién

Solucioén: La funcién a minimizar en este caso es el costo dado por C(k,I) =2l + 3k

La restriccion es que el nivel de productividad sea de 500 unidades. Esta restriccion la podemos

escribir como la ecuacion: 501 + 30k — 12 —1.5k? =500
En definitiva el problema se traduce en
Minimizar C(k,I) =2l + 3k

sujeto a la condicion 501 + 30k — 12 —1.5k? =500
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Paso 1.- Para resolver este problema usamos Multiplicadores de Lagrange.
Definimos g(k,1) =501 + 30k — 1% —1.5k? — 500
Definimos la funcion

Fk,1,4)=C(k,1) - Ag(k,1)

F(k,I,4) =2l +3k — A(501 + 30k —1? —1.5k? —500)

F, =0
Paso 2.- Encontramos los puntos criticos de F: ¢ F, =0
F,=0

3-(30-3k)A=0

2—-(50-21)1=0

— (501 + 30k — 12 —1.5k? —500) =0
Despejamos A en las dos primeras ecuaciones Y las igualamos

2 = 3 Invirtiendo las ecuaciones y simplificando obtenemos
50-21 30-3k
25-1=10-k Despejamos una de las variables
1=15+Kk Sustituimos en la tercera ecuacion

50(15 + k) + 30k — (15+k)? —1.5k* —=500=0 Ecuacion de segundo grado que resolvemos
25+ 50k —2.5k* =0

k?-20k-10=0
k_20i«/440
B 2

k=-0,48 y k=20,48. Descartamos la solucion negativa.
Para k =20,48 tenemos, usando 1=15+k, que |1=35,48

Asumiendo que el problema tiene un minimo en la restriccion, para una inversion de capital de
k = 20,48 unidades de capital y una inversion de mano de obra de |=235,48unidades de mano de

obra, se tiene el minimo costo.

EXTENSIONES DEL METODO DE LAGRANGE
Son muchas las extensiones del método, los siguientes ejemplos permitiran al lector intuir
cualquier otra generalizacion.

Tres variables y una restriccion. El método de los multiplicadores de Lagrange se puede extender
en problemas de optimizacion de funciones de mas de dos variable. Por ejemplo en el caso de tres
variables el planteamiento es:

Optimizar f(x,y,z) sujetaa g(x,y,2)=0

(Bien puede ser maximizar o minimizar) y para resolver el problema por multiplicadores de Lagrange
se siguen los siguientes pasos:

1.- Defina
F(xy,2,4)=f(xy,2)-49(x,Y,2).
2.- Calcular los puntos criticos de F(x,Y,z,1). Paraello plantee y resuelva el sistema de ecuaciones
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F, =0
F, =0
F,=0
F,=0

Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo5.-  Use los multiplicadores de Lagrange para encontrar los puntos criticos de
f(X,y,2) =X+ Yy +2z sujeto a la condicién x? +y? =z.
Solucion:
Paso 1.- La restriccion la escribimos como
x> +y?2-2=0
Eneste caso g(x,y,z)=x?+y?—z.
Definimos la funcién
F(X’ Y, Z, ﬂ’) =f (X’ Y, Z) - ﬂ,g(X, Y, Z)
F(X,y,z,A)=X+y+27—A(X? +y? —2)
Paso 2.- Planteamos el sistema

F,=0

F, =0

F,=0

F, =0
1-2x41=0
1-2y1=0
2+4=0

~(x*+y?-2)=0

Aprovechamos las peculiaridades de este sistema. Primero observe que el valor de A4 se puede
despejar de la tercera ecuacion.

A =-2 Sustituimos este valor en la primera y segunda ecuacion obteniendo
1-2x(-2)=0
1-2y(-2)=0
x*+y?-2z=0

. 1 1
Al despejar tenemos x = 2 y y= 3
Sustituimos los valores de x y y obtenidos en la tercera ecuacion para obtener z.

z=x>+y?

(3] ()

=

@ |

Asi el punto (—%—%%) es el Unico punto critico del problema.

Comentario: Si se asume que el problema alcanza un extremo relativo, éste se puede clasificar
tomando otro valor en la restriccion, por ejemplo el punto (0,1,1) es un punto en la restriccion porque

satisface la ecuacion x*+y?=z. Luego se evalla este punto y el punto critico en
f(x,y)=x+y+2z,
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f(011) =3

Como el valor de la funcidon en el punto critico es menor que en otro punto en la restriccion

: 1 11 . C
concluimos que f 1718 =0 es el valor minimo en la restriccion.

Dos restricciones. EI método de los multiplicadores de Lagrange es aplicable cuando se tiene mas de
una restriccion. En el caso de dos restricciones con tres variables podemos plantear el problema como
Optimizar (X, y,z) sujetaa 9,(x,y,2)=0 y g,(x,y,2)=0

Cuando se tiene mas de una restriccion entonces por cada restriccion aparece un nuevo
Multiplicador. En este caso tendremos el multiplicador A para la restriccion g, y u« para g,.

La funcion auxiliar queda definida por
F(X, Y.z, 2”/’1) = f(X, Y, Z) - ﬂ“gl(xi Y, Z) — M9, (X1 Y, Z) :
y sus puntos criticos estdn dados por la solucion del sistema de ecuaciones

F, =0
F, =0
F,=0
F, =0
F,=0

Ejemplo 6.- Use los Multiplicadores de Lagrange para encontrar los puntos criticos de
f(X,y,2) =x+2yz sujetoalacondicion y+z=4y x+y=2.
Solucion:
Paso 1.- Las restricciones las escribimos como
y+z-4=0y x+y-2=0
Enestecaso g,(x,y,2)=y+z-4 y g,(X,y,2)=x+y-2
Definimos la funcién
FOy 2,4, 4) = (X y,2) =29, (X ¥, 2) — 19, (X, ¥, 2)
F(6Y, 2,2, 1) =x+2y2 = Ay +2-4) - u(x+y -2)

F,=0
F,=0
Paso 2.- Planteamos el sistema F, =0
F,=0
F,=0
1-u=0
22— 1—pu=0
2y-1=0
—-\y+z-4)=0
—Ex+ y—Z;:O

Aprovechamos las peculiaridades de este sistema. Lo primero es que rdpidamente vemos que x=1.
Este valor lo sustituimos en la segunda y tercera ecuacion y despejamosy y z.

Z= A+l y 'y A

2 2

Ahora sustituimos estas variables en la cuarta y quinta ecuacion, quedando:
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£MT+1_4 0

2
X+ A 2=0
2
De la primera ecuacion planteada podemos obtener A
1 . 7 . _— L
A+ 5= 4- Al despejar obtenemos A = 5 Sustituimos este valor en la Gltima ecuacion

7

= 2_3 . Al resolver nos da x=1
2 4

De
A+1 y _4
2 2
Obtenemos los valores dey y
7= g y = Z
P 4
179
Finalmente concluimos que el Unico punto critico del problema es 223)

EJERCICIOS 5.9
1) Encuentre, por el método de los Multiplicadores de Lagrange, los puntos criticos de las funciones
sujeto a las restricciones indicadas,

1.1) f(x,y)=x*+y?> -3, x+2y=10; 1.2) f(x,y)=x>-y?, x*+y®=9;

1.3) f(x,y,2)=x* +y® +4z° 2x+y+2z=9 1.4) f(x,y)=e", X2 +y?=1;

15) f(X,y,2) =X+ y+72, Xyz =8; 1.6) f(x,y)=In(x*+2), X? +y?=1;
1) f(xy,2)=x"+y>+2°, 2 +2x=y* +1; 1.8) f(x,y)=xy?, x2 +y?=1;

1.9) f(x,y)=2x?+y?-3z%, 2X+y—-3z=5; 3x—2y—-6z=1.

2) Use los multiplicadores de Lagrange para determinar los maximos y minimos de las siguientes
funciones con las restricciones dadas. (Asuma que en los puntos criticos se alcanzan extremos de la
funcion) .

2.1) f(x,y)=xy sujetoa x+y=1; 2.2) f(x,y)=x*+y?sujetoa x+y=2;

2.3) f(x,y)=2x*+y® —xy sujetoa x+y=4; 2.4) f(x,y)=x*+y? sujetoa xy=1;
2.5) f(x,y,2)=x"—y® +4z° sujetoa x+2y+2=0;2.6) f(x,y)=x+y sujetoa %4—%:1;
2.7) f(x,y,2)=x+Yy+z sujetoa x*+2y”+3z°=6;

2.8) f(X,y,z)=xy+xz sujetoa x> +z°=2; xy=4;
2.9) f(x,y,z2)=x*+y? +z%sujetoa x+y+z=1; x+y+2z=4

(2,2,2); 1.6) 1,0),(-1,0,(0,1),(0,-1) ; 1.7) (1/2,0,0); 1.8) [

££} e ﬁ] (ﬁ_ﬁj
3'3 ’ ’
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V3 6 _ 5 3 11) 1 . ~
(—?,—?J, (1,0),(-1,0); 1.9) [—1,5,7} 2.1) f[E’Ej_Z maximo relativo; 2.2) f(11)=2

minimo relativo; 2.3) f[g,gJ:7 minimo relativo; 2.4) f(11)= f(~1-1)=2 minimo

relativo;2.5) f(0,0,0)=0 minimo relativo; 2.6) f(2,2)=4 minimo relativo: 2.7) f(2,1,0)=3 méximo

relativo., f (- 2,-1,0)= -3 minimo relativo;2.8) f(1,41)= f(-1-4,-1)=5 méximo relativo,
f(-1,-41)= f(L4,~1)=3minimo relativo; 2.9) f(~1-13)=11 minimo relativo.

PROBLEMAS DE ECONOMIA
1) Una empresa tiene dos plantas, planta 1 y planta 2, que fabrican un producto. La funcion de costo

total estd dada por: C= f(q,,q,)=30q% +0.4q5 —14q, —5q, + 2000, donde g, y g, son las

unidades producidas por las plantas 1y 2 respectivamente. Si la empresa tiene que surtir 200 unidades
¢Como distribuir la produccién para minimizar costos? (Suponga que en los puntos criticos calculados
se presenta un minimo absoluto).Respuesta: q; =45y q, =15unidades.

2) La funcion de produccion de una empresa es: P(I, k) =—212 —k? + 201 + 20k . | costo de una

unidad de mano de obra es 4 y el costo de una unidad de capital es 5. Si la empresa dispone so6lo de
120 UM para invertir, ;como distribuir la inversion entre mano de obra y capital de manera que la
produccidn se haga méaxima con esta restriccion presupuestaria? Respuesta: k=580/33; 1=265/33.

3) La funcién de produccién de una empresa esta dada por la funcién P(l,k) =k?2'3I*'3. El costo de

una unidad de mano de obra es 27 y el costo de una unidad de capital es 16. Si la empresa decide
elaborar 900 unidades. ¢Cdmo distribuir la inversién entre mano de obra y capital de manera de
minimizar los costos totales con esta restriccion presupuestaria?. ;Cual es el costo total minimo?
Respuesta: k=1350; I1=400; C,,;, = 32400 UM.

4) Una empresa puede elaborar dos tipos de productos: X y Y. La utilidad unitaria del primer
producto es de 4UM y del segundo es 6UM. Las cantidades de productos de tipos Xy Y que puede
producir la fabrica estan relacionados por la ecuacidn de transformacidon de producto dada por

x> +y? +2x+4y—-4=0,donde x yy representan el nimero de nimero de unidades (en cientos) de

X'y Y respectivamente producidas semanalmente. ;Cuéntas unidades deben producirse de X y Y a fin
de obtener la utilidad maxima? Respuesta: (x,y)= (0.664,0.496).

5) Una empresa dispone de 8000UM para invertir en desarrollo y publicidad. Se estima que si se

invierte x UM en desarrollo y y UM en publicidad, habra un consumo de C(x,y) =100x"2y%2.

¢ Como se debera distribuir este dinero para generar la maxima utilidad? Respuesta: x=2000, y=6000UM .
6) Una persona puede colocar su dinero en tres inversiones A, B, y C con un rendimiento de

\/F,l.l\/g y 1.15\/5 UM respectivamente. Una persona desea invertir 8.000UM en estas cuatro

inversiones. ¢Cuanto debera invertir en cada una de ellas a fin de maximizar el rendimiento de su
dinero? Respuesta: Inversidn en A = 2093.28, Inversion en C = 3598.87, Inversion en B = 2307.84.

7) Una empresa elabora dos tipos de teléfonos. Para el proximo mes tiene que producir 900 unidades
entre los dos modelos. Se estima que la funcién de costos conjuntos de producir x unidades del primer
tipo y y del segundo por mes esta dada por C(X,y)=5000 + 240x + 300y — 2xy . {Cuantas unidades

de cada tipo debera producir a fin de minimizar los costos totales? Respuesta: x =465y y=435.

8) Una empresario va a fabricar 600 articulos el préximo mes. El puede colocar su mercancia en tres
ciudades distintas X, Y y Z. Las ecuaciones de demanda de este producto en cada ciudad se estima en

0, =800 29x . 29 s

v Py :960—?Y y p, =800 - 4 ¢Cuantas articulos debera enviar a cada

ciudad para generar el mayor ingreso? Respuesta: q, =75;q, =325 y g, =200 unidades.
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PROBLEMAS DE REPASO DE MAXIMOS Y MINIMOS (con y sin restriccion)
1) La funcién de produccién de una empresa esta dada por P(l,k) =212 — 4k? + 3lk +180I +150k ,

a) ¢Cudl es el niamero de unidades de mano de obra y de capital que deberd emplearse a fin de
maximizar la produccion de la empresa? b) Si el costo de una unidad de mano de obra es 40 y el costo
de una unidad de capital es 10 y la empresa vende todo lo que produce a 5UM la unidad ¢Cuantas
unidades de capital y de mano de obra deberan invertirse a fin de maximizar la utilidad? ;Cual es la
utilidad méaxima? c) Si la empresa dispone s6lo de 3000 UM para invertir, ;como distribuir la
inversion entre mano de obra y capital de manera que la utilidad se haga maxima? Considere los
costos de la parte b . Respuesta: 1a) (82.17,49.56) ; 1b) (79.2,48.2).

2) Suponga que se desea construir una caja rectangular. Para construir los lados laterales se empleara
un material cuyo costo es de 1UM el m?, para la tapa se utilizara un material con costo de 2UM el m?y
para el fondo el costo de material es de 4UM el m% Si se dispone de 36UM (Cuéles son las

dimensiones de la caja con mayor volumen? Respuesta: Dimensiones de la base: V2 x+2 . Altura= 342 m.
3) Una compafiia produce dos articulos competitivos A y B, donde las ecuaciones de demanda de los
articulos estan dadas por pa= 700-2qa-0s ¥ ps= 200-ga-50s. ¢Cudntos articulos deberia vender de
cada tipo con el objeto de maximizar el ingreso? Respuesta: 3) qa=100/6; qz=200/6 unidades.

4) Una empresa utiliza dos tipos de materias primas, A y B, en la elaboracion de un producto. Usando
X unidades de A y y unidades de B, la empresa puede elaborar T unidades de su producto, en donde

T =2000 + 70x + 240y + 3xy — 4x? —5y?. a) (Cuéntas unidades de cada materia prima debera utilizar

la empresa a fin de maximizar su produccion? b) Si le cuesta a la empresa 5UM la unidad de A 'y
7UM la unidad de B y la empresa puede vender todo lo que produce en 10UM la unidad, ¢qué
cantidades de Ay B maximizaran las utilidades de la empresa? c) Los costos de materias primas son
como en la parte b) Si la empresa dispones de 250UM para materias primas. (Qué cantidades
maximizaran la produccion de la empresa? d) En la parte c), cuando las cantidades de las dos materias
primas utilizadas estdn en sus niveles 6ptimos, demuestre que la razén de sus productividades
marginales es igual a la razén de sus costos unitarios. Respuesta: a) 20 de Ay 30 de B; b) {x = 199/10, y
=299/10}; c) 15 de Ay 25 de B.

5) Un fabricante puede vender su producto exclusivo en tres mercados A, B y C. Las ecuaciones de

demanda de este producto en cada mercado se estima en p, =1200—%; Pe =1000—q7B y

Pc :800—q7C .Si el fabrica 1000 articulos ¢Cuéntas articulos deberd enviar a cada mercado para

generar el mayor ingreso? Respuesta: (800,200,0).

6) Suponga que se desea construir una caja rectangular con capacidad de 0.35m?. Para construir los
lados laterales se empleara un material cuyo costo es de 10UM el m? para la tapa se utilizara un
material con costo de 4UM el m?y para el fondo el costo de material es de 6UM el m? ;Cual es la
dimensidn de la caja menos costosa?

Respuesta: Dimensiones de la base: 2~31/ix2-31/i . Altura= %/i .
100 100 100

7) Una red de encomienda estd pensado en establecer una sucursal de distribucién que preste servicio
a las tres urbanizaciones A, B y C. El planificador a localizado las tres urbanizaciones en un sistema
de referencia, teniendo cada urbanizacion las siguientes coordenadas A(2,3), B(0,0) y C(0,6). a) ¢En
qué punto debera situar la sucursal para que la suma de las distancias al cuadrado de la sucursal a las
tres urbanizaciones sea minima? Suponga (x,y) las coordenadas de la sucursal. b) Si se sabe que la
mitad de los envios corresponde a la ciudad A y la urbanizacion B y C tienen un cuarto de los pedidos

7 - - = H -z z, 2
cada una: ¢Que criterio de minimizacion escogeria usted? Respuesta: En el punto con coordenadas (5 3).

8) Maximizar w=X, -...- X, , donde x>0, , sujetoa X, +...+ X, =n.
A partir de alli demostrar que el promedio geométrico siempre es menor o igual que el aritmético.
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9) Una compafiia aérea ha colocado la restriccién que para los paquetes rectangulares la suma de las
longitudes del alto y la diagonal de la base no sobrepase los 150 cm. ¢ Cuéles son las dimensiones del

paquete con méaximo volumen? Respuesta: Alto=50, largo= 504/2 cm., ancho = 504/2 cm.
10) Un inversionista puede invertir 250UM en dos fondos. El primero le cuesta 3UM la unidad y el
segundo 5UM. Suponga que la utilidad obtenida por el inversionista al invertir x unidades del primero

y y del segundo est4 dado por u(x,y)= 50x**y¥*. ;Cuéntas unidades debe invertir en cada fondo a fin
de maximizar la utilidad? Respuesta: x=625/3;y=375UM.

11) Una aerolinea cobra sobredimensiones a cualquier valija cuyas suma de dimensiones sea mayor a
100cm. Diga cuales son las dimensiones del paralelepipedo con mas capacidad al que no se le cobra

sobredimensiones. Respuesta: % X 100 X % cm®.

Problema 2.9) de esta seccidn fue resuelto con las siguientes instrucciones en MAPLE

Advertencia: Los ejercicios anteriores debieron ser resueltos sin usar computadora. Esta ejercitacion le dara las
destrezas algebraicas y de analisis que usted requiere y que es de exigencia en cualquier Universidad de mediano
nivel. Sin embargo, hoy en dia contamos con este software que le permitira resolver problemas mas complejos
que los dados en esta seccion.

> rastart;
> f :=(x,y,z)-> x*2+y*2+2°2;
2, .2

f=@y2)sxtyl s

> gl:=(x,y, z)->x+y+z-1;

gl=xpz)o>x+y+tz-1

> g2:=(x,y,z2)->x+y+2¥z-4;

g2=xpyz)5xty+2z-4

> F:=(x,y,z,lambdal,lambda?)->f(x,y,z) -lambdal*gl (x,y,z) -
lambda2*g2 (x,y,2) ;
F=(x,v,z,lambdal, lambda2) — fix,y,z) - A1 gl(x,v,z) - A2 g2(x, v, z)

> Fx :=diff(F(x,y,z,lambdal, lambda2),x) ;
Fx=2x-A1-A2

> Fy :=diff(F(x,y,z,lambdal, lambda2),y):
Fy:=2y-A1-)2

> Fz :=diff(F(x,y,z,lambdal,lambda2),z);
Fz:=2z-)1-2)2

> Fl :=giff(F(x,y,z,lambdal,lambda2) ,lambdal) ;

Fl=x-y-z+1

> F2 ;=diff(F(x,y,z,lambdal, lambda?) ,lambda2) ;
F2:=x-y-2z+4

> solve{{Fx, Fy Fz, Fl1,F2}):
v=-1,22=8 L =-10,x=-1,z=3}
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