DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

En esta seccion trataremos particularmente sobre la razén de cambio de una razén de cambio. Este
concepto esta presente en la vida diaria. Medimos la velocidad a través de un velocimetro, recordemos
que la velocidad es la razén de cambio o la derivada de la funcién desplazamiento. Si la velocidad se
aumenta se dice que se esta acelerando. La medida de este aumento es la aceleracion (instantanea) y
normalmente la interpretamos como el cambio aproximado de la velocidad en una unidad de tiempo,
por ejemplo en un minuto. La aceleracion (instantanea) es la derivada de la velocidad, esto es: la
derivada de la derivada de la funcion desplazamiento.

En la figura de al lado estd la grafica de un modelo de
prediccion del PIB en el tiempo de cierto pais. En ella se A
predice que el PIB aumentara. Por consiguiente la razon de PIB
cambio del PIB es positiva en todo momento. Sin embargo
se observa que estos aumentos no siempre tiene la misma
intensidad. Por ejemplo, el PIB en #; esta acelerado, esto lo
podemos visualizar a través de las pendientes de las rectas
tangentes en ?; y ?,. Recuerde que la pendiente de la recta
tangente es la derivada de la funcién en el punto. La
derivada en 7, es mayor que la de 7. En el momento Z;el
PIB esta desacelerado, esto quiere decir que aun cuando el
PIB esta en aumento ya no lo hace con la misma intensidad D : :
de antes. L 5 5 >
En esta discusion estamos interesados en la razon de Lttt t,
cambio de la razén de cambio de cantidades relacionadas a
la economia como el PIB.

. .« .7 cr !
La derivada de una funcién f es también una funcién de x, la cual denotamos por [, esta

.7 . . , ., ., "
funcion pudiese derivarse, en tal caso seria también una funcién que denotamos por f y la llamamos
las segunda derivada de f.

Ya hemos visto que la aceleracion a es la razén de cambio de la velocidad y ésta a su vez es la
derivada de la funcion desplazamiento del objeto, asi pues tenemos que

a(t)= d"(1)

Veremos posteriormente que la segunda derivada de f'sera utilizada para obtener informacion
valiosa de la funcion.

Ejemplo 1.- Encuentre /"' donde f(x)= xlnx.

Solucion: Se debe primero calcular la primera derivada, para luego derivarla:
Aplicando la regla del producto se tiene:

!

f'(x)= (xInx) = Inx+1
Luego, al volver a derivar obtenemos la segunda derivada
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Este proceso puede continuar para obtener la tercera, cuarta y mas derivadas.



Las definiciones y diferentes notaciones estan dadas en el siguiente recuadro:

JAERCD) y" d—z[f(x)] d*y | Segunda derivada
dx’ dx®

JAER D) y" d_3 0] d_3y Tercera derivada
dx’ dx®

Oy y(“) d* o] d*y Cuarta derivada
—_— X
dx* dx*

FO ey |y g o d"y | Enésima derivada
xn dxn

Todas estas derivadas son llamadas derivadas de orden superior.
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Ejemplo 2.- Encuentre todas las derivadas de orden superior de f(x) = % +3x7 41

o . 3
Solucién: Reescribimos la funcion como f(x) = 5x4 +3x2+ 1

Se deriva usando la regla de la suma y del factor constante
fl)=6x +6x; fU(x)=18x7+6; f(x)=36x; [P (x)= 36
fP(x)=0, n25

Las siguientes notaciones se usan para indicar el valor de las derivadas de orden superior en un
punto particular:
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dx?

d’y d*
B — . —[Inx- x],.
x=2 dx5 X=X dx4[ ]| 2

[f(x)]
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Ejemplo 3.- Encuentre d_i donde f(x)=3
2

x=
Solucion: Reescribimos la funcién como f(x) = 3e* "

Ahora conseguiremos la funcion segunda derivada, encontrando en un principio la primera derivada
f'(x) = 3¢***(2- 3x)
f(x)= -9e* Se vuelve a derivar para conseguir la segunda deriva

f(x) = 27e7
Luego evaluamos la funcién segunda derivada en -2.

/A f'(-2)= 27¢*30P = 27¢°
dx| .,

X

Recomendaciones:
e Considere reescribir antes de derivar.

* En el caso de logaritmos de potencias, cocientes o productos las derivaciones se simplifican
notablemente si reescribimos usando las propiedades respectivas del logaritmo.
* Después de derivar y antes de la siguiente derivacion considere reescribir.




1) )
Solucién: Primero reescribimos la funcion usando las propiedades de logaritmos. Hay que resaltar que
es tedioso realizar este ejercicio si no procedemos de esta manera.

£(x)= In(x)- In(x+ 1)

Ejemplo 4.- Encuentre f'"'(x) donde f(x)= ln((

f(x)-= %lnx- 2In(x t+ 1)

Podemos en este momento derivar de una manera rapida:

, 1 1 . . -
f'(x)=—= D— -2 DTl . Antes de seguir derivando reescribimos
X

f'(x)= —Dx - 20(x+ 1)‘l

Ahora rapldamente obtenemos la segunda y tercera derivada:

f'(x)= - —Dx 24 20(x+ 1)

()= x7 - 40x+ 1)

2 +1
Ejercicio de desarrollo.- Encuentred—f donde A(z)* Je+ lnH z H
dz HJE+ D2z+ ) ]

APLICACIONES
Ejemplo 1.- Se predice que una poblacion a comienzos del afio ¢ tendra P(r) = -¢> + 8% + 401+ 190

miles de habitantes. a) ;Cual sera el crecimiento aproximado de la poblacion en el quinto afio segun el
modelo? Haga el calculo aproximado usando el calculo diferencial. b) ;Cual sera la razéon de cambio
del crecimiento al comenzar el quinto afio? ¢) Calcule el cambio real del crecimiento en el quinto
ano, dado por el modelo. d) Calcule la razéon de cambio promedio del crecimiento en el primer
semestre del quinto afio

Solucion:

a) Crecimiento es cambio en la poblacién. Podemos estimar el cambio a través de la aproximacion
ap| _ Pls)- P4
dt|,., 1

Entonces se calcula la derivada de P(?) y luego se evalta en 4.

ar_
—= - 32+ 161+ 40
d

dpr
T o= -3t 16+ 40\ = =48+ 64+ 40= 56
dt 4 t=4

La poblacion crecera en 56.000 habitantes aproximadamente en ese afio.

b) En esta parte debemos calcular la segunda derivada de P(?) y evaluarla en 4.

2
P
TP - 6+ 16
dt
d’P| _ _ o : " . ,
pea (- 61+ 16)';: , = 8. El crecimiento en el quinto afio estard desacelerandose

aproximadamente en 8.000 habitantes en ese aflo con respecto al afio anterior.

¢) El cambio real en el crecimiento en el quinto afio, dado por el modelo, viene expresado por:



ap 4P = (-3t2+ 16t + 40)‘ -56=-75+ 80+ 40- 56= - 11 miles de habitantes por afio.
dtl.s dt|., =3

Observe que este cambio del crecimiento en el quinto afio no es otra cosa que la razéon de cambio

promedio del crecimiento en el quinto afio:

ar| _dp
dt|.s dt|.,
1
d) La razén de cambio promedio del crecimiento en el primer semestre del quinto esta dado por:
dP dP
= - = (-3¢% + 16¢+ 40) - 56 -
dt|,.,s dt|., = =45 =-95 hab/afios

0.5 0'5

Ejemplo 2.- El ingreso total por la venta de un producto es 1(q) = q(3000 - 1001n q) , donde g es el
numero de unidades vendidas.

a) ;Con qué tasa cambia el ingreso marginal cuando el nimero de unidades vendidas es 10007

b) Interprete sus resultados.

Solucién:

a) La tasa de cambio del ingreso marginal es la derivada del ingreso marginal. En otras palabras
tenemos que derivar la funcién ingreso dos veces.

I'(¢) = (¢(3000- 1001n )|
I'() = 3000~ 100Ing - 100 = 2900 - 100Ing

Al derivar por segunda vez obtenemos

, 100
I'(q)= - —
q

Se tiene que evaluar esta tasa de cambio del ingreso marginal en ¢ = 1000
I''(1000) = -0.1
b) El aumento en la produccion lleva a una disminucidon del ingreso marginal. A un nivel de

produccién de 1.000 unidades, la unidad adicional disminuye su aporte al ingreso en aproximadamente
0.1UM con respecto a la anterior.

Recuerde que en ocasiones usamos la palabra tasa para referirnos a la razén de cambio o derivada.

EJERCICIOS
1) Para las siguientes funciones halle las derivadas indicadas:
_ o > d? g+1 d’f
11 y=2x"-6x Y 12) y=4e'; &2 13 == =
) ) y=de oo ) f(q) i1 dg
i S 2 dYy 2 d'y
1.4) y=InGx); »"; 1.5) y= ; ——3 16) y= ; —=
) ) VES et ) ¥y 3o 2x ad
1 1 d*
L7) y=2x2+ (202 1.8) y = de > + x7; y s
X

3 2

1.9) f(x)= In(y/x(2x+ 1)) ;—[f(x)]; 1.10) g(z)= In( z )+ oe; d’g

? z+1 dz

09
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2)Si y = (3x- 1)°. Encuentre %|
X

x=1

3)Si f(x)= +/x.Encuentre f"'(4)
2 FE
x_ ). Encuentre dx—z[f(x)]

Vx- 2 3

5) Se predice que una poblacion en el tiempo ¢ tendrd P(f)= 0.9¢> + 0.3¢+ 1 cientos de miles de

4) Si f(x)= In(

habitantes. ;Cual es la aceleracion en el tamaiio de la poblacion?

Respuestas: 1.1) 12x; 1.2) 8e* (1+2x%); 1.3) 75 1.4) 2z 1.5) dy = 8
’ (g-1 x> dx* 3+ x)°’

768 2442 . 101 4 0 R

1.6) G- 22)° 1.7) —4\/x—3 ; 1.8) 64e " 51.9) EHX—er —(2x+ D2 H, 1.10) Py —2(Z+ Sk

2) 19440 3)-1/32; 4)5/18; 5) 180.000

PROBLEMAS DE ECONOMIA

: 20 .
1) El ingreso por la venta de un producto es 1(¢q) = 12¢ + 3g+1 - 20 donde ¢ es el nimero de unidades

vendidas.

a) ;Qué tan rapido cambia el ingreso marginal cuando el numero de unidades vendidas es 157

b) Interprete sus resultados. Respuesta: -15/529 UM/unidades?;

2) El nimero de muiiecas LA NENA que pueden ser vendidas en la época decembrina depende del
gasto, x, en publicidad de acuerdo al siguiente modelo:

2
S(x) = 20x miles de mufiecas
xt+3

a) Encuentre la tasa de cambio del nimero de articulos vendidos con respecto al gasto en publicidad?
b) Use la segunda derivada para estimar como cambia esta tasa para x=7 UM.

Respuesta: a) S (%)= b) -12/100 miles de mufiecas/UM?;

(x+3)*°
3) Con la aplicacion de unas medidas economicas se prevee que el precio de un determinado bien siga
el siguiente comportamiento en el tiempo:

3t2 + 4t
)= 5+
p() e

donde ¢ esta medido en meses a partir que se implementan las medidas econdmicas.

a) Estime la tasa de cambio del precio del articulo y la razon de cambio de la tasa de cambio de los
precios para dentro de un mes.

b) Estime la tasa de cambio del precio del articulo y la razén de cambio de la tasa de cambio de los
precios para dentro de tres meses.

¢) Interprete sus resultados. Respuesta: a) 3/2; b) -7/2UM/meses’;

4) La cantidad de articulos que habra producido un trabajador ¢ horas después de comenzar su
jornada laboral esta dado por

Ot)= -1+ 617 +12¢
a) Calcule la tasa de produccion a la hora de haber comenzado la jornada
b) Calcule la razoén de cambio de la tasa de produccion a la hora de haber comenzado la jornada.
¢) Calcule el cambio promedio real de la tasa de produccion durante los quince minutos después
de la primera hora de trabajo. (Recuerde que 15 minutos es 0.25 horas)

d) Interprete sus resultados
Respuesta: a) 21 unidades/horas b) 6 unidades/h*; ¢) 5.25 unidades/h?.



DERIVACION IMPLICITA

Recordemos que una funcion es una regla que asigna a cada valor x del dominio un solo valor
y del conjunto de llegada. Normalmente hemos expresado las funciones de una manera explicita a
través de una formula
y= f(x)
pero no siempre es asi. Por ejemplo una ecuacion puede definir una funcién. Esto ocurre si la grafica
de la ecuacidn pasa la prueba de la recta vertical, es decir si cada recta vertical toca un solo punto de la
grafica de la ecuacion.

Tenemos el caso de la ecuacién x+ y° + y= 1 que define una funcién, como puede analizarse
a través del grafico de la ecuacion dada abajo

—

! x

\ 4

Observe que en esta ecuacion es dificil expresar y en funcion de x.

Cuando una funcién definida a través de una ecuacion no esta expresada en la forma y = f(x)
se dice que la funcion esta definida implicitamente. Normalmente decimos que y es una funcién
implicita de x.

En otras ocasiones tenemos que una ecuacion determina varias funciones como es el caso de la
ecuacion

y2 + x2 -1
la cual tiene como representacion grafica una circunferencia

A

3

A

A A

f>(x)

:—\ll—x;

Aqui podemos interpretar que tenemos dos funciones f,(x)= ++/1- xty fr(x)= -1-x

\ 4

x -1
0 1
fi(x)= +1-x?

(=

2

Nuestro objetivo es derivar funciones dadas implicitamente. Més adelante cuando tengamos
la técnica llamada derivacion implicita veremos que ella podra ser aplicada en las funciones definidas

explicitamente.



Conviene aclarar que esta técnica no requiere despejar y en funcion de x. Es mas, resulta a
veces mas dificil derivar y cuando es despejada que aplicando la técnica de derivacion implicita.

Por ejemplo, la ecuacion y° + 2x?y° - 3x> + 4x- 4= 0 define a y como funcién de x, donde
podemos obtener la relacion explicita despejando:

C03x? - 4x+ 4
y = —
1+ 2x?
Podemos usar la expresion y(x) para enfatizar que Y es una funcién de X . Asi que en un
comienzo pudiésemos escribir la relacion como

2 1/5
(x) = 3x"-4x+ 4
4 1+ 2x2

El lector se percatard, luego de desarrollar el ejemplo 2, que es mas complicado obtener »'(x)
a través de las reglas vistas hasta ahora que usando la técnica de derivacion implicita que presentamos.

1/5

Método de derivaciéon implicita: El método considera a y como funciéon de x de manera implicita dada
a través de la ecuacion y consiste basicamente en derivar con respecto a x ambos lados de la ecuacion,

. . d
usando la regla de la cadena cuando toque derivar ¥(x) . Luego se despejar g

. . d d :
En el siguiente ejemplo sustituiremos y(x) por V vy d—(y(x)) por d_y , para enfatizar que
X X

y es funcion implicita de x. Posteriormente no seremos tan reiterativos en este aspecto, incluso

, dy
colocaremos y por —.
dx
. 2 2 dy
Ejemplo 1.- Sea y“+ x° =1, calcule e
x

.z <7 2
Solucion: La ecuacién la pensamos como ( y(x)) +x?=1.

Al derivar ambos lados de la ecuacion con respecto a x tendremos en el lado izquierdo una
suma, aplicamos la derivada de la suma, en el derecho tenemos una constante, su derivada es 0.

Para derivar (y(x))* con respecto a x usamos la regla de la cadena

d d es su forma de potencia generalizada:
@) == 0 di o d
dx dx @) = 25 B ().
X dx
d : . d
2y(x) Dd_( y(x)+2x=0 Se despeja la derivada: d_( y(x)) queda
X x
d -2 i¢ Y oor L
4 (y(x)) = X Retomamos la notacién Y por ¥(X) y o por ().
dx 2y(x)
dy . _x , :
I - ; . El lector habra observado que la derivada depende tanto de x como de y.

La clave para entender y aplicar bien la técnica de derivacion implicita es pensar en todo momento
ay como funcion de x: y(x).




Observacion: Hay distintas maneras en que puede aparecer y en una ecuacion. Por ejemplo algunos
términos podrian ser \/; , In(y+ 1), o) \/E . Para derivar estos términos recuerde que debemos
siempre considerar y como funcién de x. Usamos la notacion prima en algunos de los siguientes
desarrollos, ya el lector deberia estar claro que el prima indica derivacion con respecto a x. En cada
uno de estos ejemplos la derivada queda.

1) d\/;: d(y'"?) i, lD -1/2 DQ: Lgy'
dx d. .

X 2y dx 2\/;

forma de potencia generalizada

d(n(y+1 1 d 1 .
) (n(r+ D). - 0y . Seuséen In(y+1)=In(y(x)+ 1) laregla de la cadena en su
dx y+1l dx ypy+t1

forma In(g(x)).

Seusd en y''? = (y(x))"? laregla de la cadena en su

3) (eyz)' = e () = e R2y0y . Seusd en ¢ = ¢ ™ laregla de la cadena en su forma e,

luego se volvio a usar la regla de la cadena en la forma de potencia generalizada en la expresion
2 2

» = )

4) Antes de derivar podemos reescribir usando la notacion de exponente fraccionario y luego
aplicando propiedades de exponentes

( [x Dy)v S ((x Dy)”z)v = (x”z Dy”z)' Para derivar usamos la regla del producto

(xl/Z)V(y1/2)+ (xl/Z)(yl/Z)l

1 -1/2 1/2 1/2 1 -1/2 0
—X t(x 7)o .
5 ') ( )2y y

1/2

Alternativamente: También se pudo derivar (x[y) '~ usando la regla de la potencia generalizada.

Ejemplo 2.- Sea y° + 2xy° - 3x” + 4x-4=0 .
) S, .
a) Determine d_y por derivacidn implicita.
X

) 1/5
3x° - 4x+ 4%

b) Despeje y en funcion de x y compruebe que y = E 0.2
t 2x

) 1/5

3x"-4x+ 4
1+ 2x? '

d) Compruebe que al evaluar la derivada en el punto x =1 en a) o en b) da el mismo resultado.

) .
¢) Determine d_y derivandoa y =
X

Solucién:
a) Se deriva izquierda y derecha con respecto a x. Se usa la regla de la suma

(7°) + (2x%y7) - B3x%) + (4x) - (4= 0
Usamos la regla de la cadena en ), en el segundo termino del lado izquierdo se usa la regla del
producto, previamente se saca 2 de factor constante.

5y*0y'+ 22xy° + x> 05y* 0y')- 6x+ 4= 0  Eliminamos los paréntesis distribuyendo
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, . i .
Agrupamos los términos con ) en un miembro de la

5y4 0y’ + 4xy5 ' 10x2y4 Oy’ - 6x+ 4= 0 ecuacion y en el otro miembro los demas términos.
5y* 0y + 10x*y* 0y' = 6x- 4- 4xy° Sesaca V' de factor comin
Gyt +10x7y*)y = 6x- 4- 4xy° Se despeja V'

,_ 6x-4- 4xy°

5p*+10x%y?

b) En y° + 2x?y° - 3x” + 4x- 4= 0 agrupamos los términos con y° en un miembro de la ecuacién y

en el otro miembro los demas términos.

y 4 2x?y7 = 3x% - 4x+ 4 Sacamos de factor comin y°
y (1+2x%)=3x> - 4x+ 4 Despejamos
2
-4x+ 4 .
y’ = 3x"-ax+d Finalmente obtenemos

1+ 2x?
)e 3x? - 4x+ 4
1+ 2x2

¢) Para derivar esta funcién usamos la regla de la potencia generalizada

1/5

1

) 1/5 ) 45
dy _ dH3x - 4x+ 4% _l%bc -4x+ 4% E3x -4x+t 4

el 1+ 242 T5H 1+ 252 1+ 2x2

- Derivamos como un cociente
dx dx

a2 s ~ )
3x° - 4x+ 4% (6x- 4)(1+ 2x°)- 4x(3x” - 4x+ 4) Distribuimos

114247 (1+ 2x2)>

W | —

.Agrupamos términos semejantes

_ -4/5
03x% - 4x+ 4 6x+ 12x° - 4- 8x? - 12x° + 16x7 - 16x
1+ 2x2 (1+ 2x?)?

| —
I

-4/5
3x2-4x+ 4 8x*-10x- 4
1+ 2x? (1+ 2x?)?

1
5

d) Para calcular la derivada con la primera formula debemos calcular el valor de Y cuando x=1.
Para ello sustituimos el valor x = 1 en la ecuacion y despejamos .V

y 4+ 2017y = 301° - 401+ 4

3 y5 =3 Se pasa 3 dividiendo y se toma raiz quinta de 1.
y=1
Abhora calculamos la derivada evaluando en la formula obtenida en a)
o 6x-4-4xy’ _60-4-400° _ -2
y(Lh= il Tod T e
Syt+10x7y"| o, SO +1001° 00 15
x=1,y=1

Calculamos la derivada usando la férmula obtenida en b)



dy
dx

x=1

10

2
- —[= 0—=-—.
1+201° (1+201%)*> 5030 9 15

1E3D12-4DI+ 4%_4/58D12-10D1-4_1 377 -6
5

En este caso los dos procedimientos conducen al mismo resultado.

Los pasos dados en la parte a) de ejercicio anterior pueden servir en la mayoria de los casos

para despejar V' .

A continuacion se puntualizan.

Pasos recomen

términos.

4) Despejar '

.. , . , ) . . . .
1) Eliminar los paréntesis donde esta ) . La idea es conseguir en ambos lados sumas de términos.

, . I . .y . ,
2) Agrupar los términos con ) en un miembro de la ecuacion y en el otro miembro los demas

1 , « . , .
3) Sacar ) de factor comin en el miembro que tiene estos términos

dados para despejar y

Estas recomendaciones son las mismas para despejar una variable en una ecuacion lineal.

Ejemplo 3.- Sea

grafica de la func
Solucidn:

. d .
v+ 4Jxt+ y=1.a) Determine d_y ; b) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la
X

16n definida por la ecuacion en el punto (1,0).

a) Se deriva izquierda y derecha

)+ |
V4 %(x

o1
t —(x
Y 2(

Para despejar )/

o1
t —(x
y 2(

o1
t —(x
y 2(

V(s %(w W= - %<x+ »

+ y)l/Z)' - 1v

£ y)=0

£ )21+ )= 0
seguimos los pasos dados arriba. Eliminamos los paréntesis donde esta y

Agrupamos los términos en V' de un lado y los otros en el

} 1 ; ,
P S0 o

1/2

U2 1 - '
Py l2ys - 5(x+ ¥) Se saca factor comun Y

1/2

Se despeja )

- l( xt y)‘” 2 Se va a simplificar el lado derecho, para ello se suma los términos
y' = 2—1 del denominador y luego se aplica la doble C
b 2\x+ y
_ 1
o 2xty
v 2x+ y+1

2\xt y
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. -1
y e —
2\xt y+1
b) Observe que el punto (1,0) satisface la ecuacion y+ 4/x+ y = 1. Para conseguir la ecuacion de la

recta tangente en este punto debemos primero conseguir la pendiente que no es otra cosa que la
derivada en este punto.
1

, -1 1
LK) LT S
2x+y+1x:1_ 241+ 0+ 1 3

=0

. . 1 .
Falta ahora establecer la recta que pasa por (1,0) y tiene pendiente - 3" Para ello recurrimos a la

ecuacion punto-pendiente
Y= Yo = m(x- x,)
Al sustituir tenemos

1
-0=-—(x-1
y 3( )
Reescribiéndola en la forma pendiente-ordenada en el origen queda
1 1
=-—=xt -,
YTT33

. d .
Ejercicio de desarrollo.- Sea In(xy)+ /xy = x. a) Determine d_y ; b) Encuentre la pendiente de la
X

recta tangente a la grafica de la funcion definida por la ecuacion en el punto (1,1).

5/3_ . 5/3 -

Ejemplo 4.- La ecuacién (x+ 1) y y define a V como una funciéon de X. ;En qué puntos

de la grafica de la funcidn la recta tangente es horizontal?
d .
Solucién: Se debe calcular d_y y luego plantear donde esta derivada vale 0.
X

Primero se deriva implicitamente
d

4 y33y= 4y

d 5/3
- +1 -
dx (e D7) dx dx

5 2/3 5 2/3 I i
“(x+1)?PP-= 0y' =
3( ) 37 Wy

. U I3 . U .y .
Para despejar ) se pasan los términos en ¥ de un lado de la ecuacion y los otros en el otro miembro.

5 - | , v
§(x+ 1?3 = '+ §y2/3 Oy Se saca de factor comin Y
5 2/3 ! 5 2/3 . |
§(x+ D=7 = y(1t Ey ) Se despeja ¥
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i(er 1)2/3
y' - 2/3

(1 5y3 )

Se suman los términos del denominador, se aplica la doble C y
se simplifica

. 5(x+ 1)2/3
(3+ 5y2/3)

Queda plantear y resolver la ecuacion »' = 0. Esto es

S(x+ 17

Una fraccion es cero solo si el numerador es cero. Asi que la solucion de esta ecuacion la
conseguiremos resolviendo esta otra

5x+ 1)** =0
(x+ 1> =0

3/2 32
[=0

((x + 1)2/3

x+1=0

x=-1
Para conseguir exactamente los puntos sustituimos este valor en la ecuaciéon (- 1+ 1) - °% =y,

queda - y°’® = y, ésta la resolvemos por factorizacion:

y+y5/3:0

2/3N =
y(+ y=)=0
Este producto es cero cuando ¥= 0 ¢ 1+ y?* = 0, la segunda ecuacion no tiene solucion. Asi

que el unico punto donde la recta tangente a la curva es horizontal es el punto (‘ 1,0) .

APLICACIONES AL CALCULO

En el primer tema no habiamos demostrado que la derivada de funciones de la forma y = x''",

mediante derivacion implicita lo podemos justificar rapidamente.

1
—-1
Ejemplo 1.- Usando derivacion implicita demostrar que la derivada de y= x'" es y' = l xm .
n

Solucién: La relacion y= x''" es equivalente a x= y” . En esta ultima relacién le aplicamos

derivacién implicita y obtenemos 1= ny™'y' . Despejamos '

Y=g Sustituimos y por x!/”
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DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA

Una aplicacion importante de la derivacion implicita es que nos permite obtener una féormula
para la derivada de la funcion inversa, asumiendo que la derivada de esta ultima existe.

Sea ¥ = f(x), denotemos por /' la funcion inversa de [y asuma que es diferenciable.

dx
Escribimos x= f'(y), se quiere calcular 5, para ello derivamos implicitamente ¥ = f(X) con

respecto a V, recordando en todo momento que ahora se tiene que X es funcion de V, esto es
x= x(y).

d (e
E(y) " (f (x(»))

Se usa la regla de la cadena en su forma M df du , quedando
dy du dy
o O
dx dy
o dx .
Al despejar d_y se obtiene i1
b
Odx [

APLICACION A LA ECONOMIA

Ejemplo 1.- La ecuacion de demanda de un determinado producto esta dada por pe? + 3p = 3e1'?,
: : . dq  dp
donde 9 est4 dado en miles de unidades, para p > 1. Determine a) E ; b) E

Solucion:

d d d
a) d—(Peq)+ —Q@p) = %(3@“3)

dqu+p|] CONERE (q”)
dp

d
e’ + pDeq@+ 3= 3eq/3—(g)
dp dp 3
e’ + pDe‘f@+ 3z o3
dp dp
dgq
Se agrupa los términos con % en un miembro de la ecuacion

e’+3:= e‘m@- pDe"ﬁ
dp dp

q ,
Se saca de factor comun:

dp
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el+3= (e’ - pDeq)@
dp

Se desoeia 24

e despeja —,
dp
dq . e't3
dp €'’ - pe’

b) En la parte a) se veia g como funcioén de p, estoes ¢ = q(p) . También p puede ser vista como una
funcién de g. Si es asi, la funcioén p es la funcion inversa de ¢ = g(p). Usamos entonces la relacion

: : . /4
reciproca entre las derivadas para obtener la derivada de ——.

dgq
U S
dq e+ 3
PLIE peq
d_p_ eq/3 _ peq
dq e?l+3
EJERCICIOS
1) Encuentre dy/dx por derivacion implicita
L1) 4y*-5x*=1; 1.2) xy+ y® = 3; 1.3) x2y+ xy? = 4;
1.4)\/54’\/;)/:)(2; 1.5) y+ xze3y:x; 1-6) 3x2+3y2+ex+y:0;
2 2 4 1 1 -
1.7) y~+3In(xy)= x; 1.8) 2y“-3x)" = y; 1.9) ;' ;- y
X+
1.10%) y>+In(x+ y)= x5  LI1%) x>+ y= y+ x; 1.12%) +J1}:x2+x
y

(* Cuando se quiere despejar una cantidad en una ecuacion con denominadores se recomienda
multiplicar ambos lados de la ecuacion por el m.c.m. de los denominadores)

2) Encuentre la pendiente de la recta tangente de la curva y2 = In(x+ y)+1 enel punto (0,1)
3) Para las siguientes ecuaciones encuentre la recta tangente a la curva en el punto dado

30)(02): x2+ y? -16xy= 4 32)(2-D) (1+ x+ y')’ = 2x*; 3.3) (el); 2y - In(xy) = 1

4) Para cada una de las siguientes ecuaciones encontrar los puntos en que la recta tangente a la curva
en ese punto es horizontal

4.1)x°+ y* = 2y+ 3; 42) y* - y+ x?-2x+1=0; 43) e’ - 2y=x*+1

5) Encuentre la ecuacion (ecuaciones) de la recta tangente a la curvay® - y= x- 2 en los puntos

donde x=2.
50x0 oy 2xy+ y? y+y\/;-4x\/;\/;
Respuestas: 1.1) —5—H ;1.2) 1.3) - ——5 14) - f )
40y x+ 2y 2xp+ x A+ 24y
_ 3y 6x+ e x-3 12(2y? - 3x)°
1.5) 1- 2xe™” L.6)- xte 1.7) »( ) . 2y X)

1+3x%> 7 7 6yt e x(2y*+3)7 T 16p(2y7 - 3x)° - 1
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v’ x+y-1 2x- 2x*+ y 2xp+ 2x+ y
L) =555 1.10) > s L1l —F/—— 5 1.12) ——
X" - xty 2xp+ 2y°+1 2x%+ y-1 1- x- x
2) y=xt1 3.1)y=8x-2;32)15y+ x+13=0;33)ey-x=0
4.1) (0,- 1);(0,3) 4.2) (LD, (1,-1) y (1,0);4.3) (0,0).
5) y- 1= 0.5()6- 2); yt 1= O_S(x— 2); yz-x+t 2

PROBLEMAS DE ECONOMIiA
1) (Curva de transformacion de un producto). Una fabrica puede hacer x gaveras de refrescos tipo Ay
y gaveras de refrescos tipo B al dia. Las variables x y y estan relacionadas por la ecuacion

y*+ xy+ x* = 7(1.000)°
Actualmente la fabrica esta produciendo 1.000 gaveras tipo A y 2.000 gaveras tipo B. a) Calcule

dy/dx para los niveles actuales de produccion. b)Interprete sus resultados. Respuesta: - 3

gaveras/dia.
2) Lademanda de cierto producto es de g unidades cuando el precio fijado al consumidor es p UM en
donde

g*+ p?+250qg+ 30p=40.000

D . . .
E. b) Calculed—q . ¢) Pruebe que son reciprocas una de la otra. d) Estime como cambiara
la demanda cuando el precio establecido en 10UM se aumente una unidad. Respuesta: a)
@ __pt150 5

o gr125° Y 4

3) La ecuacion de oferta de un determinado articulo esta dada por p* + 2p - ¢* - 4¢ = 3. a) Calcule

a) Calcule

q dp . : :
% b) Calculed—q . ¢) Pruebe que son reciprocas una de la otra. d) Estime como cambiard la oferta

ptl
q+2,d)1

di
cuando el precio establecido en 10UM se aumente una unidad. Respuesta: a) d—z =

0307
y

4) Una embotelladora tiene como funcién de produccion P = 100x , donde P son miles de

gaveras que produce a la semana. La variable x representa la cantidad de empleados y y es el
presupuesto diario de operacion. El nivel de produccion es de 200.000 gaveras a la semana. a)

Determine dy/dx ; b) Calcule esta derivada en x=100; ¢) Interprete este resultado. Respuesta: b) -31.
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DERIVACION LOGARITMICA

Para derivar funciones que se escriben como productos, cocientes y potencias (radicales) se
puede emplear la técnica de derivacion logaritmica, resultando en muchas ocasiones un procedimiento

mas sencillo que la derivacion normal. Particularmente se la usa para derivar las formas ( f (x))g(x)

Esta técnica se basa en la derivacion implicita y en las reescrituras de la funcion a derivar usando las
propiedades de los logaritmos. Veamos concretamente los pasos de la diferenciacion logaritmica.

Pasos para calcular la derivada de ¥ = f(x) usando derivacion logaritmica:
1.- Tome logaritmo a ambos lados de la ecuacion.
In(y) = In(f(x))
2.- Desarrolle el logaritmo del lado derecho usando las propiedades de los logaritmos del producto,
cociente y potencia.

3.- Derive implicitamente la ecuacion obtenida en el paso 2 para obtener d_y .
X

(Observe que siempre va a realizar los siguientes pasos:

lgd_y: G(x)
y dx

dy

- y06
palibd (x) ,

donde G(x) es una funcién que s6lo depende de X .)
d
4.- Sustituya Y por f(x) en d_y = yUG(x) a fin que la derivada le quede expresada en términos
X

sOlo de X .

E lol.- Sea V- (x- I)Z(XZ i, D b d |
jemplo 1.- Sea V- . Determine — por derivacion logaritmica
jemp Ji(x- 2) ax ' £

Soluciéon: Seguimos los pasos indicados arriba

1.- Se toma logaritmo a ambos lados de la ecuacion.

In(y) = In(f(x))
G076 - Df
In() = Inf
Y nH Yx(x-2)

2.- Se desarrolla el logaritmo del lado derecho usando las propiedades de los logaritmos del producto,
cociente y potencia.

In(y) = In((x - 1)2()(;2 - 1)) - In(x(x- 2))1/3
In(y) = In(x - 1)* + In(x - 1) - %1n(x(x- 2))

In(y) = 2In(x- 1)+ In(x* - 1) - %(ln(x)+ In(x - 2))

In(y) = 2In(x- 1)+ In(x* - 1) - %ln(x) - éln(x- 2)
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3.- Se deriva implicitamente para obtener d_y .

x
1oy . L+ ! D(x2_1)'_l[|l_lg 1
y de x-1 x*-1 3 x 3 x-2
Iy, 2, 2 1 oty P
y dc x-1 x*-1 3x 3(x-2) © despaa dx
ﬂ:y 2 . 22x 1 1 .
dx x-1 x"-1 3x 3(x-2)

4.- Sustituya Y por f(x) a fin que la derivada le quede expresada en términos sélo de X. Asi
finalmente obtenemos

1 x-1 3x 3(x-2)

dy _ (x-l)z(xz-l)[% 2, 2 1 1 E
dx 3\/x(x+1) x

El lector deberia por lo menos plantear las primeras lineas de la derivada de la funcién dada en
el ejercicio anterior sin usar esta técnica para apreciar las ventajas de la derivacion logaritmica.

Comentario: Este atento de las siguientes situaciones para las formas ( f (x))g(x) y como proceder:

1. La derivacion logaritmica se usa para obtener las derivadas de las formas ( f (x))g(x) , donde tanto
la base como el exponente depende de x. Algunos ejemplos de esta forma son y= (1+ 2x)*;
vy ()

2. Silabase no depende de x tenemos la forma exponencial y = (k)%™ y en este caso es més rapido
usar la formula para este caso: y' = (k)%™ g'(x) Ink . Por ejemplo y = (4)3)6_1 tiene esta forma
y su derivada puede ser obtenida inmediatamente usando esta formula: y' = (4) 1 B0n4.

3. Si el exponente no depende de x tenemos la forma de la potencia generalizada y = (g(x))*. Por

ejemplo y= (1+ x V2 fiene esta forma y usando la regla de la potencia generalizada obtenemos
) y

rapidamente que ' = /2(1+ X)ﬁ_l'

d -
Ejemplo 2.- Encuentre d_y para a) y= ~x)"*; b) y= (3)4x ' ©) y=(1+ x)ﬁ
x

Solucion:
a) y= (\/;)”x es de la forma ( f (x))g(x). Tanto la base como el exponente depende de x.
Empleamos derivacion logaritmica para encontrar la derivada.

1.- Iny= ln(\/;)” ¥ Se tomo logaritmo a ambos lados de la ecuacion

1 . . .
2.- Iny-= o In(x) Se aplico propiedades del logaritmo en el lado derecho

X

11 .

Iny-= > n(x) Se reescribid para derivar como un cociente
x
L= o

3.- : X Se derivo implicitamente
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1, 1-In(x '
; - 2x2( ) Se despeja ¥
, 1- In(x)
=y b
d 2x?
1
4.- = (\/_ ) Dﬁ Se sustituyd y por su formula

b) y= (3) *"les de 1a forma y= (k )g () Podemos derivar usando la formula dada anteriormente

para esta forma o alternativamente podemos usar derivacion logaritmica.
Usamos la formula y' = (k)™ (g(x)) Ink

¥y = (3" (4x-1)'In3

y' = (3" ' HM0n3

¢ y=(1+ x)‘E esdelaforma y = (g(x))*,con k= /2. Conviene sin duda aplicar la regla de la
potencia generalizada: y' = k(g(x))"" Og'(x)
V= 201+ )20+ x) = V24 x)

Comentario: En b) y c) resulta més largo y tedioso calcular esta derivada usando derivacion
logaritmica. La formula de la potencia generalizada debe ser conocida por el estudiante, pues es de
uso frecuente. En el caso de la forma exponencial eventualmente se puede usar derivacion logaritmica

Alternativa 2 para b).- Derivacion logaritmica
1.- Se toma logaritmo a ambos lados de la ecuacion.

In(y) = In(f(x))

In(y) = In(3*")
2.- Se desarrolla el logaritmo del lado derecho usando las propiedades de los logaritmos del producto,
cociente y potencia. En este caso usamos la propiedad del logaritmo de una potencia.

In(y) = (4x- 1)In(3)

d
3.- Se deriva implicitamente para obtener d_y . En el lado derecho usamos la regla del factor constante:
X

ln(3) sale fuera de la derivacion.

1 dy _

—I% s (4x- 1)1

I ) In(3)
Lo - 4m(3)

y dx

dy

=L - 40n(3)0

e n(3)0y

4.- Se sustituye Y por f(x)
dy 4x-1
= 4[n(3)0
© g3l
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Ejercicio de desarrollo.- Diga como derivaria las siguientes funciones:
a) y= (20" by y=(lre ™59 vy (25 ) yE e

Observe que d) no es producto, ni cociente ni potencia, asi que no se puede usar las propiedades del logaritmo en
principio. Para determinar la derivada se usa primero la regla de la suma. La derivada del primer termino se
calcula aparte usando derivacion logaritmica.

Ejercicio de desarrollo.- Determine dy/dx por derivacién logaritmica donde  y = x(2x+ 1)*'*;

EJERCICIOS
1) Encuentre dy/dx por derivacion logaritmica
2
- -2 N _ Tt _ [xGx-1)
1.1) y= (4x-1)"Bx+ 5)(2x-1); 1.2)y PR 1.3) y PR
3 4
14) y= (x- 12 /G D 1.5) y=am~ 1
X x" -1
2l(3x- D(4x+ 1
1.6) £(x)= V3x+ 1V2x+ 1J0O- x); 1.7) y=\/ l x- D« )
e’ (2x-1)
2) Para las siguientes funciones encuentre dy/dx
2.1) y= (2x- D> 2.2)y=(1+ x)""; 23) y= (1+ %)% ;
2.4) y= (2" 25) y= x""; 2.6) y= (xe ¥ )™
3x
2‘7) y= QEE t X3 2.8) y= xln3; 2.9) y = (e‘x2 )l/x
X

Inxt1

3) Encuentre la recta tangente a la curva y = (2x) en el punto (1,2)

Respuestas:

2 2 241 2+ 1
N E;l.z) - = -
3x+5 2x-1 x-1 x*(x-1) x(x-1)

1 [xGx-Do1 . 3 2x [ . » [BGx+ )P0 2 9 1
3) - - ; 14) ¥z (x- D2 ' - —&;
L) e B e Y (- D x Hx-1 2C3x+1) 2x7

- D D
1.5) 4’Wm;l.s) V3x+ 1N2x+ 139 - x1 L, t 1 ..
X-1Vx*-1 D3x+1 2x+ 1 2(9_X)D

1 [2[Gx- D@x+ D)0 3 4 4 0
- -4- .
L7) 2\ €™ (x-1) Bro1 axel 2x- 18’

1.1) (4x-1)’(Bx+ 5)(2x- 1)E4x8_ .

6x Ux, In(1+ x) 1
2.1) 2x- )**(3In(2x - 1) + ;2.2) (1+ x) "7 (- + ;
) 2x= D7 GBIy - D S)322) (1407 C =5 o
2\ x2 2 2x3 3 Inx 2Inx
23) (1+ x7)" 2xIn(1+ x°)+ " >)2.4) 3(In2)27*;2.5) x 7 I——
t X X

T o 37" 3
2.6) (xe™ )" (#- D;2.7) H—H E3lnH—H— 3E+ 152.8) In30x">;
x Ox[ Ox0

2.9) - ¢ ¥; 3) y-2=In(4e’)(x- 1)



20

DIFERENCIALES
APROXIMACION LINEAL

Sea f una funciéon derivable en un punto X,. En muchos ejemplos se ha visto como la recta
tangente de la funcion f en el punto (x,,f(x,)) aproxima a la grafica de la funcién en puntos X

cercanos a X,. En esta seccion usaremos la recta tangente a la grafica de una funcion en un punto para

estimar valores numéricos de la funcion. En el primer ejemplo veremos como ocurre esta
aproximacion de los valores de f-

Recuerde que la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto (X, f(x,))
es la derivada de f'en el punto X, y la ecuacion de la recta tangente esta dada por
Y=y = [ x)(x- xp)
En el siguiente ejemplo calcularemos valores de la funcién y valores y de la recta tangente en
puntos cercanos aun punto X;.

Ejemplo 1.- Considere la funcion f(x) = 1+ x*. a) Calcular la recta tangente en X, = 1. b) Usar

la recta tangente para aproximar la funcion en 0.9; 0.95; 0.99; 1, 1,01; 1.05 y 1.1. ¢) Calcular el valor
exacto de la funcién en estos puntos por medio de una calculadora

Solucién:

a) Para calcular la recta tangente primero calculamos la pendiente. Tenemos que

fl=4x" y  f()=4

Por otro lado tenemos que f(1)= 2.
Asi que la recta tangente esta dada por ¥~ 2= 4(x- 1), Su forma pendiente ordenada al origen es:

y=4x-2

b) Para hacer esta parte tenemos que evaluar la recta en cada uno de estos valores.

Por ejemplo en x = 0.9, tenemos que ¥ = 4(0.9)- 2= 1.6

Podemos chequear en la calculadora que £(0.9)= 1+ (0.9)* = 1.6561. Note que el valor de la recta en
0.9 y el de la funcién en este mismo valor de x son iguales hasta en su primer decimal. (segunda cifra

significativa)
La siguiente tabla contiene los valores de f'y y de la recta pedidos
X 0.9 0.95 0.99 1]1.01 1.05 1.1
y(recta | 1.6 1.8 1.96 2 | 2.04 2.02 2.4
)
f(x) 1.6561 | 1.8145 | 1.9606 | 2 | 2.0406 | 2.2155 | 2.4641
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Observe que conforme X esta mas cerca de 1, el valor y
de la recta en ese X estd mas cerca del verdadero valor

de la funciéon en ese punto: f(X). Esto se puede

(1.2)

apreciar en el dibujo: en el punto X, = 1 ambas curvas

coinciden y a medida que x se aleja de 1 las dos curvas

se van separando mas, hasta un punto que una no tiene x
nada ver numéricamente con la otra. 0 —
y=4x-2
/ecta tangente en x=1
LA DIFERENCIAL PARA
ESTIMAR CAMBIOS DE
UNA FUNCION

Asuma en esta seccion que f'es una funcion derivable en su dominio.

La recta tangente esta dada por ¥ - ¥, = f'(xy)(x - x,), donde (x- X,) representa el cambio en
x y es denotado por
Ax = (x- x,) = cambio en X

El cambio en y de la recta tangente es y = ¥, . Viendo la formula de la recta tangente podemos
interpretar que

El cambio en y de la recta tangente en el punto (x,, f(x,)) esta dado por f"(x)(x - x,).

Por otro lado, se tiene que como V de la recta aproxima a la funcion cuando Ax es pequeiio entonces
Cambio en J de la funcion = Cambio en y de la recta

Sustituyendo el cambio en y de la recta tangente en el punto (x,,f(x,)) por f'(xy)(x- x,)
obtenemos

Cambio en Y de la funcion = f'(xy)(x- x;) y‘
El cambio en Y de la funcion  f(x,+ Ax)- f(xy) lo

denotamos por Ay . Asi
Ay= f’(xo)(x_ Xp)
Dy = f'(x)hx S(x,)

Definicion.- La diferencial de x es Ax y es denotado pordx, -
estoes dx=Ax .
0

Ax)

Asi que la expresion anterior puede ser escrita como

Ay = f'(x,)dx
El lado derecho es llamada la diferencial evaluada en x, y
denotada por dy . Esto es

Definicion de la diferencial de y evaluado en x,:

dy = f"(x,)dx
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Asi
Ay=dy.

Esto se lee como el cambio en y de la funcion es aproximado por la diferencial de y.

Recuerde siempre que:

1) El cambio en y de la funcién es aproximado por el cambio en y de la recta tangente:
Y- Yo= f(x)x- xy) y es calculado a través del lado derecho de esta ecuacion la cual es
conocida como la diferencial de y y denotado por dy.

2) El cambio en x dado por Ax = (x- x,) es la diferencial de x, esto es Ax = dx.

Observaciones:
1) En ocasiones es conocido X, y el cambio en x (Ax= dx). De la formula Ax = (x- x,) se puede

obtener x.
2) De la definicion de diferenciales podemos obtener la siguiente relacion entre los diferenciales de x y

d , d . ., a
d_y = f'(x,) . En este contexto d_y no representa una derivada (en la notacion de Leibniz) sino un
X X

cociente de diferenciales.

y:

Ejemplo 1.- Para la funciéon f(x) = x*. a) Encuentre la diferencial de la funciéon en términos de x, y
dx.; b) Calcule 8y para x,=1y dr=025.c¢)Calcule dy para x,=1y dx= 0.25. d) Grafique
la funcién y la recta tangente en x=1. Sefiale 4y ydy.
Solucién:
a) Usamos la definicion dy = f'(x,)dx.Como f'(x)= 2x tenemos entonces que la diferencial en
X, esta dada por:

dy = 2x,dx

b) El cambio exacto de la funcion esta dado por: by = f(x,+ Ax)- f(x,)
Tenga presente que Ax= (x-x;), deaqui x= x,+Ax yrecuerde que Ax = dx. En nuestro
caso tenemos X, t Ax =1+ 0.25=1.25. Asi

by= f(125)- f(1)= (1.25)* - 17
Usando la calculadora obtenemos que:

Ay = 0.5625

¢) Para la diferencial usamos la férmula encontrada en la parte a) evaluadaen x, = 1y dx = 0.25

dy = 2010(0.25)= 0.5

d)

A Ay

2 -

0.5 1 125
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Recuerde que la diferencial representa el cambio vertical en la recta tangente y Ay representa el
cambio vertical de la grafica de la funcion.

Ejemplo 2.- Estime por medio de diferenciales cudnto cambiara y = 3/x cuando x cambia de 8 a 7.95

Solucion: Para estimar el cambio en y usaremos diferenciales a través de la aproximacion Ay = dy .
Calcularemos primero dx , que no es otra cosa que el cambio en X .
dx=0x=x-x,=795-8=-0.05
La diferencial esta dada por

dy = f'(x,)dx
! dx

b 3/x2

1
dy = W(_ 0.05)

005 -0.004136
12

Sustituyendo los valores queda

De la aproximacion Ay = dy tenemos entonces que el cambio en y de la funcion es
aproximadamente - 0.004136 cuando x cambia de 8 a 7,95 .

Ejercicio de desarrollo.- Estime por medio de diferenciales cuanto cambiara V' cuando x cambia de 0

1
a0.02.,donde y=—.
o

LA DIFERENCIAL PARA ESTIMAR VALORES NUMERICOS

La diferencial puede ser usada para estimar valores de una funcion sin usar la calculadora. La idea
] y . !
es basarse en un punto X, préximo al punto a evaluar que sea facil de evaluar tanto f como [ .
Recuerde que

Cambio en V de la funcion = f'(x,)(x - x,)

flxgt bx)= fxg) = f(x)dx

De aqui, si sumamos una misma cantidad a dos valores que son casi iguales entonces las
cantidades resultantes deben ser casi iguales, en este caso sumamos en ambos lados f(xg)
resultando:

fxgthx)= fxg)+ f'(x)dx
(Si esto fuera una ecuacion (igualdad) lo que tendriamos es el despeje de f(x, + Ax))
Esta ultima expresion es escrita también como:
SxgtAx)= f(xo)t dy (1)
y se interpreta como:
El valor de la funcion en un valor cercano a de X, es aproximadamente

el valor de la funcion en X, f(x,), mds un error dado por la diferencial
Podemos rescribir (1) como
Sx)= fxp)t+ f(x)(x= xp)

El lado derecho es una aproximacion lineal de la funcion
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1 , . . .

Ejemplo 3.- Sea f(x)= —. a) Evalte f'(2) .b) Use diferenciales para estimar f(1.98)
x

Solucién:

. 1
a) La derivada estd dada por /" (x) = - — . Al evaluar queda
x

1
"(2)= - =
/(2 2
b) Para estimar el valor f(1.98) se usara diferenciales por medio de la aproximacién:
S(xgtAx)= fxo)+ dy
*  Primero se calcula dx, el cambio en X .

dx=0x=(xt0x)- x=198-2=-0.02
 Ladiferencial dy = f"(xy)dx esta dada por
1
dy - - —2dx
Xo

Al evaluar queda

1 0.01
dy = - =(-0.02) = —— = 0.005
y= 700029 —=

+ Ax)= +
 Sustituyendo los valores en S+ B0)= fxo) 62 queda

error

£(1.98)= f(2)+ 0.005

£(1.98) = %+ 0.005 = 0.505

Comentario: El valor estimado fue f(1.98)= Usando la calculadora obtenemos que

b
1.98°

To8 = 0.5050. Es importante que el lector aprecie la exactitud lograda al usar diferenciales.

En el ejercicio anterior se dio la funcion y un punto X, cercano al punto x para estimar el valor de

la funcion en x, con la caracteristica que el punto X, propuesto es facil de evaluar tanto en /'y como en

su derivada (sin necesidad de calculadora) y estd cercano a x. En el proximo ejercicio se debera
proponer primero una funciéon y un punto cercano para poder estimar el valor numérico dado.

Ejemplo 4.- Use diferenciales para estimar /14 . No use calculadora.
Solucion:

*  Primero se propone la funcion. En este caso f(x) = \/; .
e Luego un valor X, cercano a 14 de tal manera que sea facil evaluar tanto / como f . Se
propone X, = 16 (16 tiene raiz cuadrada exacta). Es claro que x = 14 .
* Con esta funcion propuesta y este valor se va a estimar V14 usando la formula
(Gt (6w &
iz Jie  eror
Debemos calcular f(16), dx y dv.En este caso queda

£16)=16= 4
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dx=x-x,=14-16=-2

dx
dy= f(x)dx = ——
y f(o) 2\/x—0

Sustituyendo los valores obtenemos

JI4= f(14) 4 +(-§25)=3.75

Finalmente al sustituir
Ji6 error

Si el estudiante tiene una calculadora en la mano seria recomendable que examinara el valor que da
la maquina para /14 y lo compare con el obtenido por aproximacion.

Ejercicio de desarrollo.- Use diferenciales para estimar las siguientes cantidades:

1
a) —-—; b) 3/8.003 ; ¢) In(0.98)
e
EJERCICIOS
1) Encuentre la diferencial para cada una de las funciones dadas en términos de X, y dx
L1)y= xe 3 1.2)y= 1e ; 1.3)y = In(l+ x7%)
tx
14) y= x4 x5 1.5)y = xlnx; 1.6) y= (x* - 3x)"°
2) Encuentre Ay y dy para las siguientes funciones con los valores dados de x y dx
21)y=x*+2; % =3 yde=0.01; 2.2)y= In(1+ x*) %y =3 ydx=0.01
23)y= Jx xp=4; ydx= 0.02, 24)y=Jx+2 X725 yde=-0.02

2.5)y=(2x-1)° X =1 ydx=-0.05

3) Encuentre 0y y dy para las siguientes funciones
30) y=4%rsi t,=16; 0¢=0.1; 32)y=tint;si =1 A¢=-0.05

4) Estime por medio de diferenciales cuanto cambiara y = x - 3x” cuando x cambia de 2 a 2.05

5) Estime por medio de diferenciales cuanto cambiard y = x’ - 2x cuando x cambia de 2 a 1.95

2
6) Sea f(x)= ~ iy a) Evalte f'(2).b) Use diferenciales para estimar f(2.05)

X
7) Aproxime cada expresion por medio de diferenciales. No use calculadora.

1
7.1) 7105 7.2) 415 ; 7.3) In(1.01) ; 74 o3
1
7.5)—; 7.6) e "3 7.7)(63)"°;
) 093 ) e ) (63)
x,edx _ 2x,dx 241

. - %0 (1o . - 2o ™, dy = . dy = —=——dx.
Respuestas: 1.1) dy= e ™ (1- x,)dx; 1.2) dy A2 1.3) &y 1+)C()2,1.4) e

1.5) dy= (I+ Inxy)dx 5 1.6) dy = 30(x," - 3x,)" (%" - Dx32.1) py = 0.0601; dy = 0.06
2.2) Ay = 0.005992; dy= 0.006;2.3) Ay= 0.00499; dy= 0.005;2.4) Ay = -0.005006; dy = -0.005;

2.5) py=-0271 dy=-03 3D Ay=0.003117; dy= 0.00312553-2) Ay=-0.048; dy=-0.055
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4) dy=-0.55; 5)dy=-05;6) f'(2)=0.5 f(2.05)= 2.525
7.1) 3.166667; 7.2) 1.9375; 7.3) 0.01; 7.4) 0.97; 7.5)1.02; 7.6) 0.98; 7.7) 1.994792

PROBLEMAS DE ECONOMIA
15

1) La ecuacion de demanda de un articulo es 7 = E .Por medio de diferenciales estime el precio
cuando se demandan 17 unidades. Respuesta: 3.632813
2) La funcién de costo de una empresa es C(g)= /¢> + 15 .Por medio de diferenciales estime el

cambio aproximado en el costo si el numero de unidades a producir disminuye de 7 a 6 unidades.
Calcule el cambio verdadero. Respuesta: dc=-0.875; Ac=-0.858.
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METODO DE NEWTON PARA RESOLVER ECUACIONES O
ENCONTRAR LOS CEROS DE UNA FUNCION.

Muchas ecuaciones pueden ser resueltas exactamente con métodos matematicos. Sin embargo
hay ecuaciones que atn cuando tienen solucion no son conocidos métodos para obtener soluciones

exactas.
A

Por ejemplo la ecuacion x- ¢* + 3= ( tiene y ol
solucion. Para verlo defina la funcién \
f(x) =x-e"+3. Los ceros de esta funcion son las
soluciones de la ecuacion x- ¢* + 3= 0 = 1\ all N
Al graficar a través de una computadora podemos ver \
que cruza el eje x en aproximadamente X = -3 y hay \
otra solucion entre 1 y 2. \

La solucion de la ecuacion x - ¢ + 3= 0 fue obtenida por un método grafico. En este ejemplo
vemos como el problema de resolver una ecuacion puede ser formulado como la de encontrar los ceros
de una funcién. (Recuerde que los ceros de una funcién son los x tales que f (x) = 0).

De ahora en adelante trataremos el problema de encontrar los ceros de una funcion.

Existen métodos numéricos para encontrar los ceros de una funcion f. Uno de ellos es el
método de Newton, el cual hace uso de las rectas tangentes. Estos métodos consiguen mas precision
que a través de de las estimaciones de la grafica, ademas no necesitan elaborar la grafica para obtener
las estimaciones.

El método de Newton se basa en estimar los cortes de la funcion a través de las rectas
tangentes de f en puntos cercanos al corte con x: Los cortes de estas rectas tangentes con el eje x estan
cerca de los cortes de f con el eje x. Para usar el método de Newton necesitamos una primera

aproximacion X, del cero de la funcion.
A

) Vamos a demostrar como trabaja el método de
Newton a través de la grafica de la funcidon anterior.

Se ha usado como primera aproximacion x, = 1, en
\ nuestro ejemplo es bastante mala. Donde la recta
0 1 \ tangente en x=1 corta el eje x es x,, la segunda

aproximaciéon al cero de la funcion dado por el
' método de Newton, ahora estd mas cercano al punto
\ donde la funcion se hace cero

vy =
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Volvemos a repetir el procedimiento pero ahora con
X,, obtenido en la primera iteracion. Se traza la recta
tangente a la grafica de - Donde la recta tangente en
X, corta el eje x es X3, la tercera aproximacion al cero

da la funcion, ahora en términos graficos se confunde
con el cero de la funcién.

\ 4

En general el método de Newton consigue una buena aproximacion en pocos pasos de un cero de la
funcion. Para conseguir los otros ceros hay que proponer un primer X, cercano al cero.
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TASAS RELACIONADAS

Los problemas de tasas relacionadas tratan de como calcular la tasa de cambio respecto al tiempo de
una variable a través de la derivada de esta variable con respecto a otra variable que esta relacionada
con ella y de la tasa de cambio de esta segunda con respecto al tiempo usando la regla de la cadena. En
el siguiente recuadro se esquematiza de que se trata el problema y como se obtiene la solucion.

. d . . . .
PROBLEMA: Determinar ?); a partir del cambio de otra cantidad y que esta relacionada con x.

(Existen dos cantidades x y y que estan cambiando y estan relacionadas)

INFORMACION A CONSEGUIR:

d . : .
1) ;); (Es una cantidad conocida o que se puede determinar.)

2) Ecuacion o funcion que relaciona X y Y . En ocasiones esta la ecuacion dada, otras veces hay que
determinarla.

dx
3) Se calcula g Por medio de la ecuacion del punto 2. (Se calcula por derivacion normal o por

derivacion implicita segun sea el caso.)

r
SOLUCION: d—); se calcula a través de la Regla de la Cadena:
dx dx 0 dy

dt dy dt

El recuadro de arriba muestra de que se trata los problemas de tasas relacionadas. A
continuacion se dan una secuencia de pasos recomendados para resolver estos problemas.

Estrategias para resolver este tipo de problemas:
1) Identificar cual es la derivada que se pide.

2) Establecer cual es la otra cantidad que esta relacionada con la cantidad cuya derivada se
pide y como viene dada o conseguir esta relacion

3) Luego establecer la regla de la cadena.
4) Conseguir la informacion a colocar en el lado derecho de la regla de la cadena.

5) Sustituir los valores encontrados en el lado derecho de la regla de la cadena

Recordemos que la tasa de cambio de X con respecto a ¢ se interpreta como la velocidad, en ocasiones
nos referimos a razones de cambio o ritmo de crecimiento.

Ejemplo 1.- En cierta fabrica la cantidad requerida de combustible para fabricar ¢ unidades de un

1
determinado articulo esta dado por C(g)= 1000+ 2qg + Zqz . La cantidad de articulos producidos ¢

horas después de iniciar la produccion esta dado por la siguiente relacion: ¢ = 3¢* + 50¢ . Determinar la

razon con que aumentan la cantidad de combustible consumido 2 horas después de iniciada la
produccion.
Solucion:
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dC
1) Nos piden calcular o dos horas después de iniciada la produccion.
2) La variable o cantidad que esta relacionada con C es g. La relacion entre ellas viene dada por
1
la funcién C(g)= 1000+ 24 + Z(f

3) Laregla de la cadena en este caso esta planteada como:

dC _ dC dg
dt  dqg dt

dc
4) Se necesita conseguir 76; y d_q dos horas después de iniciada la produccion

d d
¢ Se calcula f a través de la ecuacion ¢ = 3t% + 50¢. Se obtiene 7? = 61+ 50
dq| _ B} .
—| =602+ 50= 62ynidades/horas
dtl,.,

dC 1
¢ Determinaremos d_q por medio de la ecuacion C(g) = 1000+ 2g + Zqz . Estaes

dC 1

d_q =24 3 q . Tenemos que conseguir el valor de esta derivada dos horas después de iniciada la
produccion. Para ello debemos calcular cual es el nivel de produccion, g, dos horas después de
iniciada la jornada para poder evaluar la formula anterior. Este nimero lo determinamos usando la

relacion dada por ¢ = 3¢* + 50¢
g|,., = 302% + 5002 = 112 unidades

Asi
ac =2+ l112 = 58
dq |i=2. 2
g=112
5) Ahora se esta listo para evaluar en la regla de la cadena:
dC_dC dg
dt dq dt

= 581062 = 3596 UM por hora

Ejemplo 2.- La ecuacion de oferta de un articulo exclusivo estd dada por la relacién: 4p* - ¢* = 20,

donde ¢ es la cantidad de articulos que el distribuidor ofrece a un precio p dado en miles de U.M. Si
el precio es de 5.000UM y esta aumentando a un ritmo de 1.200 UM por mes, ;jcon que rapidez
aumentara la oferta?

Solucion:

d
1) Se pide calcular 73 cuando el precio es de cinco mil UM.

2) La variable o cantidad que esta relacionada con ¢ es p. La relacion entre ellas viene dada por
la ecuacion 4p* - g% = 20
3) Laregla de la cadena en este caso esta planteada como:
dg d
dq _ dq dp
dt dp dt
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d,
4) Se necesita determinar los valores 712 y d—Z cuando el precio es 5.000

. 71; viene dada directamente. Observe la redaccion del problema:

“Si el precio es de 5.000UM vy estd aumentando a un ritmo de 1.200 UM por mes...”
Es claro que p=5.000 y la segunda afirmacion que se ha subrayado habla del ritmo de
crecimiento del precio, esto es la derivada del precio con respecto al tiempo:

% = 1.200 UM por mes

dgq
* Podemos obtener E por derivacion implicita: Aplicamos entonces derivacion implicita

a 4p” - ¢* = 20 obteniendo:

d
8p-2q d—Z =0 Despejamos la derivada
dq _ 4p
p q
Para obtener el valor numérico de E faltaria averiguar la demanda cuando el precio
ofrecido es de 5.000UM. Lo calculamos a través de la ecuacion de oferta: 4p* - ¢* = 20,
405% - ¢* = 20
q° = 80
¢ = +/80 mil unidades.
dq _ 405
ASl’ _q i —

dp 80

5) Sustituyendo en el planteamiento de la regla de la Cadena tenemos:

dg _ dg dp
dt  dp dt
20

= —=0,2

V80
dq _

E = 2,68 miles de unidades por mes.

En conclusion la oferta esta aumentando a razon de 2.680 unidades por mes.

1
Ejercicio de desarrollo.- Una empresa tiene costos totales dados por C(g)= 25+ 2¢g - 0 g”. El nivel

de produccién actual es de 5 unidades y estd creciendo a una tasa de 0.7 por afio. ;Cémo cambia el
costo promedio?

Ejemplo 3.- Suponga que un derrame de petroleo se expande de manera circular donde el radio cambia
arazon de 2m/min. ;A que razon crecera el area contamina cuando el radio es de 20 metros?
Solucion:

dA
1) Se pide calcular o cuando el radio es de 20 metros.



32

2) La variable o cantidad que esta relacionada con 4 es . La relacion entre ellas viene dada por la
formula del area del circulo: 4= 7[>
3) Laregla de la cadena en este caso esta planteada como:

dt dr dt

d dA .
4) Se necesita determinar los valores ?: y I cuando el radio es 20 metros.

e Laexpresion “... el radio cambia a razén de 2m/min.” Nos habla de la razéon de cambio
del radio con respecto al tiempo medido en minutos. Esto es

d
ar 2 m./min.
dt

dA

e Delaférmula 4= 1 0r* podemos determinar o

dA . , . . )
— = 21 Ur . Falta determinar el valor numérico de esta derivada cuando el radio es 20 metros.
r

@ = 2m 020 = 401

Tlrz20
5) Sustituimos estas derivadas en la regla de la cadena planteada en el punto 3
d4A _ dA _dr

dt dr dt

%: 4007 02= 80T m? / min.

EJERCICIOS

d
1) Calcule ad en cada caso en el nivel dado de x

dt

d d
1.1)Si x= 20- 2 y 7’?:10, cuando x=4; 1.2)Six=y-2y y 7);:10, cuando y=9
ixpz20 y Do iy o azas o _
1.3)Si xy=20 y 5—20, cuando x=4 ; 1.4) Si 9y- 4x’ = 45, e 12 cuando x=-3
d

1.5)Si Jxy=20 y 7“::10, cuando x=40

Respuestas: 1.1) - 80; 1.2) - 1505 1.3) - 16; 1.4) %; 1.5) 40

PROBLEMAS DE ECONOMIiA

50.000
1) Suponga que la ecuacion de demanda de un producto estd dada por P - (]37 , donde g es el

numero de articulos que se pueden vender en el mes a un precio de p UM. Si la demanda de este mes
es de 900 unidades y esta creciendo a una razéon de 100 unidades por mes. ;A qué razén esta
cambiando el precio? Respuesta: El precio disminuye a una tasa aproximada de 0.309UM por
producto al mes

2) La ecuacion de demanda de un articulo esta dada por p = 4+ 100/ \/E donde ¢ es el numero de

articulos que se pueden vender por mes a un precio de p UM. Si el precio actual es de SUM y se piensa
aumentar a 2UM este mes, ;/a qué razon bajard la demanda? Respuesta: Las ventas bajaran a razon de
40 mil unidades al mes)
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3) La funcion de produccion de una empresa esta dada por:
P=10x"y" (Ec. de Cogg-Douglas)

donde P es la cantidad de articulos que se producen al afio, x es el nimero de trabajadores laborando y
v el capital invertido anualmente. En la actualidad se piensa mantener el nivel de produccién en 1000
unidades. Si hay 150 trabajadores y el nimero de trabajadores aumenta a razoén de 10 trabajadores al
afio. ;Cual es la razén de cambio del presupuesto de operacion? Respuestas: El presupuesto de
operacion baja a razén de 2,4UM por afio

4) La ecuacion de demanda de un producto estd dada por 2p+ ¢ = 400, Cuando la demanda es 50
ella disminuye a una tasa de 2 unidades por afo ;A qué tasa cambia el ingreso si la compafiia ajusta
el precio a la demanda? Respuesta. El ingreso aumenta a razéon de 300UM por afio

5) El costo y el ingreso total por producir ¢ articulos semanales estd dado por: C(g)= 1500+ 20q

3

I(q)=90q - 9 Sila produccion actual es de 400 articulos y aumenta a 25 unidades en la
1 1 10.000

semana. Calcula la tasa de cambio de la utilidad total Respuesta: Aumenta a razéon de 550UM/semana

6) La ecuacion de demanda de cierto articulo esta dada por la ecuacion ¢ + Spg+ p* = 60, donde q

es medido en miles de articulos por mes. Si el precio actual es de 4UM y esté creciendo a un ritmo de
0,05UM por mes. ;Con que rapidez cambia la demanda ¢? Respuesta: Esta disminuyendo a una razén
de 75 articulos por mes.

7) La cantidad, g, de toneladas de tomates que estaria dispuesto colocar un productor a un precio p
esta dada por la relacion p= 0.01¢” + 0.4q . Actualmente el precio del kilo de tomate estd en SUM. Se

sabe por experiencia pasada que el precio va aumentar a una razéon de 0.05 UM por semana para los
. . . 1
proximos meses. (A qué razon aumentara la oferta? Respuesta: It toneladas/semana

PROBLEMAS GENERALES

1) Suponga que un globo esférico es inflado La tasa con que crece el radio es 0.001cm/seg ;Cual es la
rapidez con que crece el volumen en el momento en que el radio es de 0.5cm? Respuesta: 0.001r

cc/seg.

2) Un globo se desinfla a razon de 8cc/min. Calcule la intensidad con que decrece el radio cuando el

4 1
diametro es de 4cm . Volumen de la esfera: Eﬂ O’ Respuesta: o cm/min
n

3) Un tanque de almacenaje de grano tiene forma de cono con una altura de 3 metros y el radio méas
grande de 1 metro. ;Con que rapidez sube el nivel de granos almacenados cuando hay 2 metros de
altura en grano y se esta vertiendo 0.3m’/min? (El volumen de un cono con estas caracteristicas es

V=lnDr2h)
3

PROBLEMAS DE CIENCIAS NATURALES
1) Se estima que la cantidad de contaminantes, C, en el aire en una zona depende de la cantidad de

habitantes, p, en la misma dada por el modelo C(p)= p* + 5p+ 1200 unidades. Si la poblacion esta

creciendo de acuerdo al siguiente modelo p = 0.3¢% + 5007+ 20.000 donde 7 es el nimero de afios
después del 2005, ;a que tasa crecera la contaminacion en el 20057

2) La ley de Boyle establece la siguiente relacion entre la presion, P, y el volumen, V, de un gas:
PV = C, donde C es una constante propia del gas. En un momento dado un gas es sometido a una
presion de 501b/pulg?, en un volumen de 30pulg’. Si el volumen se aumenta a un ritmo de 15pulg?/seg.
(Con que rapidez cambia la presion en ese momento?

3) Las ecuaciones alométricas modelan la relacion entre dos medidas del cuerpo, por ejemplo el
tamafio del cuerpo, C, y la longitud del fémur, . Un modelo tipico es C= kF’, donde i>1 y

@ U (0,1) son constantes que depende de la especie. Exprese la velocidad de crecimiento del cuerpo en
funcion de la velocidad de crecimiento del fémur.
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LIMITES AL INFINITO

(A que valor tendera

e cuando x toma valores cada vez mas grande? Si x toma valores
X

tenderan a 0.

cada vez mas grande, sin cota, los valores de 1+x también lo haran y por lo tanto .
X

Esto lo expresaremos como
. 1
lim——=10
x- o |4 X
Intuitivamente la expresion

lim f(x)= L

quiere decir que cuando x toma valores arbitrariamente cada vez mas grande, sin cota, entonces los
valores de la funcion f{x) se aproximan al nimero L.

Damos a continuacion la definicién rigurosa de limite
A

y Definicion formal de limite al infinito. Sea f
definida en (¢, ).
2¢ I L

. li o .
Decimos que /™M () si para cualquier
¢ > 0, existe M tal que si x> M , entonces

|f(x)- L|<¢

0 M

Para demostrar formalmente que xljrf}o f(x)=L , deberiamos plantearnos buscar M para

cualquier ¢ que se proponga de manera que si x>M, entonces | f(x)- L| <e

El nimero ¢ se considera la precision que queremos alcanzar, dicho de otro modo la distancia de
los valores de f(x) a L para cualquier x mayor que M debe ser menor que ¢ y para que un limite
exista debe ser posible conseguir el M para cualquier precision propuesta.

En términos geométricos, decimos que xl}r}}o S()=L g para cualquier banda comprendidas

por rectas horizontales en torno a la recta ¥ = L definidas por la forma y=L-¢ yy=L+te¢,
podemos conseguir M tal que la grafica de la funcién cae completamente en la banda cuando x es
mayor que My esto ocurre para cualquier banda.

Es intuitivamente claro que si se tiene
una banda més estrecha es probable
que la grafica caerda en la banda a
partir de x mas lejanos que si la banda
en menos estrecha.
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La definicion, interpretacion y analisis de th_l} S(x)= L e similar.

.. .1 .1 . .
Nosotros admitiremos que lim —=0 y lim — =0, con k>0, sin una demostracion
X to X X- =0 X

rigurosa. Cuando X - *+® el valor de x* también lo hace, al dividir 1 entre nimeros cada vez mas
grande  obtenemos  numeros que se

.1 .1
Proposicién.- lim —= 0y lim —= 0, conk>0. | acercan a 0. Este resultamos lo
Xete x ¥eoeox enunciamos formalmente.

Cuando escribimos xljrf}o J(x)=© egtamos diciendo que este limite no existe y los valores de la

funcion se hacen cada vez mas grandes cuando x aumenta sin limite.

Tenemos la siguiente proposicion la cual es muy intuitiva:

.y ; k -
Proposicion.- thg X =9 con k>0.

. . PN S S S
Asumiremos también que thg e’ =w y lime” =0 conki>0.

X -

Las propiedades de limites al infinito son similares a las de limites cuando x tiende a una
constante.

Enunciemos por lo menos algunas de ellas

Proposicion. Suponga /'y g funciones definidas en (K,® ) tal que lerf}o f(x) yxljr}}u 8(X) existen.

Entonces
xljrf}o (cbf(x))= ¢ lef}}u J(¥) donde c es una cte Propiedad del factor constante
xljl}}o (f(x)t gx))= }1{2 S(x) ¢ xlﬂil}}o g(x), Propiedad de la suma y diferencia
lim (f(x)Dg(x)) = lim f(x) Dlim g(x) Propiedad del producto

En el caso que xljl}}o g(x)# 0, entonces

X- to

gy limg(x)

Propiedad del cociente

Si /" es continua y xljfg g(%) existe entonces
lim f(glx)) = £{lim ()

. 1 . .
Ejemplo 1.- Calcular lim e Justifique de linea en linea la propiedad que esta usando.

x~+me

Soluciéon: Primero usamos la propiedad del cociente asumiendo en principio que los limites del
numerador y denominador existen
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lim 1
lim 1 = xo to Se aplica la propiedad de la suma en el denominador
vote oy Jim(14 7!
_ 1
T liml+ lime e Se aplica la propiedad del factor constante en el segundo término
N 1 .
"1t elime ® Por ultimo se usa xl}l?}c e =0
=1

. T . . © ., 0
Aclaratoria.- Cuando decimos que un limite tiene una forma indeterminada — (también 0’ 0 - o)
00

(W)

queremos expresar que cuando evaluamos directamente el limite nos da la expresion —, la cual no
00

tiene sentido. Sin embargo puede ser que el limite exista. Para obtenerlo, si existe, hay que manipular

o reescribir la expresion a la que se le esta tomando limite.

00

Por ejemplo los siguientes limites presentan indeterminacion —
)

x x? x
a) lim—; b) Ilim~=—; ¢ lim~-
Xo to Xo to x Xo to X

Observe que si para cada limite reescribimos la funcion a la que le estamos tomando limite, podemos

: : oo x _ 1
determinarlo. Por ejemplo en el caso a) tenemos que si simplificamos obtenemos —- = —, Estas dos

2 b
x° x
expresiones son iguales salvo en 0 donde ambas no estan definidas. Asi podemos concluir que
. X .1
a) lim —=1lim—=0
X- to x2 X- to X

El lector puede concluir rdpidamente que el limite en b) no existe, [ (X) crece si cota y esto lo
abreviamos escribiendo
2

.Xx .
Iim —= lim x= +
X+ to  x X- tw

Ejercicio de desarrollo.- Verifique que los siguientes limites tienen la forma indeterminada © - ®

Calcule en cada caso el limite reescribiendo la funcion

o il -2 w smle s

X- to X- to

Las situaciones que encontraremos en general no son tan triviales como las dadas arriba. Para
cada situacion daremos recomendaciones de reescrituras para resolver el limite.
2
X tx

Ejemplo 2.- Calcular lim ———
X- to x
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00
Solucion: Observe que al evaluar se tiene la forma — . Una posibilidad para resolver un limite
00

donde se tiene una funcion racional, donde el denominador es un monomio es reescribir la expresion,
descomponiendo la fracciéon como suma de fracciones con igual denominador. Veamos

2 2 . . .,
lim = tX lim Ex_ s X % En el caso que la fraccion sea un monomio descomponemos la fraccion
Xo 4o x X te X X3 i como suma de fracciones con igual denominador y simplificamos.
_ 01, 10 . . o
= lim H— + —2H Aplicamos la propiedad del limite de la suma
X- t0 X X

o1 .
=lim —+ lim —=0
X- to X X- to x2

Ejemplo 3.- Calcular lim

X tw xz

+x+1
o7 . 0 . . .y .
Solucion: De nuevo al evaluar se tiene la forma — , una indeterminacion. En este caso no se tiene un
00
monomio en el denominador. Una manera de resolverla es dividir el numerador y el denominador entre
x", donde 7 es el grado del polinomio del denominador. En este caso entre x>. Veamos

x
72 . .
lim 5 z 2x— Descomponemos la fraccion como suma de fracciones y
xote xT b x+ ] oxete xT 4 xt ] simplificamos
2
1
= lim . Se simplifica
xeto x2 X 1 P
ot 2ty
X b X
1
- X . . o .
= thg 1 1 Aplicando la propiedad del limite de un cociente queda
T — —
x  x’
.1
lim —
- X te X
- 1 1 Se aplica la propiedad del limite de una suma en el denominador
b L 1]
el ox o x° 0
lim —
- xote X .1
- Abhora se usara el hecho que lim — = 0, 4=1,2
. .1 .1 e to
lim 1+ lim —+ lim —
X- to X- to X X- to X
0
= —=0
1+ 0+ 0

A continuacion damos la recomendacion general que sirve al limite tratado en el ejemplo
anterior.

: X
Recomendacion.- Si tenemos que calcular xl}f}}o f;g_x)) , con p y g polinomios, que produzca la

00
forma indeterminada —, una recomendacidon para resolverlo es dividir el numerador y el
00

denominador entre x”, donde n es el grado del polinomio del denominador.
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3 2
- +
Ejemplo 4.- Calcular lim 5)63—2)61
xete Dx7 4]

00

Solucion: Se tiene la indeterminaciéon — , se aplica la recomendacion para esta situacion
00
. 5x°-2x7 41

Se dividi6 el numerador y el denominador por x*

3 2 . . .
57 2x ' 1 Se descompuso las fracciones como suma de fracciones con igual
3 3 3 denominador

5

= Se uso la propiedad del limite de un cociente

. . .1
lim 5- lim —+ lim —
_oxoto Xo to o x  xe ooy ., . L.
= 1 Se aplico la propiedad del limite de una suma
lim 2+ lim —
X to Xo to X
5-0+0_5 ) .1
=== Por propiedad de la constante y lim —-= 0 para k>0
2+ 0 2 ¥t x

Damos el siguiente ejemplo con menos detalle

: . 3xt-
Ejemplo 5.- Calcular lim %
xemw DxT - xT 1
Solucion: Tenemos de nuevo una indeterminacion ® /@ . Se divide el numerador y el denominador

por x*, dado por el grado del denominador

0 3x* - x
3x*-x @ 3 . .
lim = lim X Se descompuso las fracciones como suma de fracciones con
xemw 2xd o x2 4l xew 2x3 - X241 igual denominador
N
3xt
3 3
- X X L
= lim — > Se simplifica
¥ame QxT X . 1
3 30 3
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3 - 1 Se sabe que una secuencia de pasos similares a los ejemplos
-5 x2 pasados nos lleva a evaluar directamente cada término del
- xalr_ri, 1 1 numerador y denominador como un limite a menos infinito.
2- —+ — 1
x  x’ Usando que lim — = 0 con k>0, obtenemos
X- -0 x
- - ®

Observacion.- En los ultimos ejemplos hemos visto tres situaciones de limites en infinitos de
funciones racionales. En el primer ejemplo el grado del numerador es menor que el del denominador
el resultado da cero, en este ltimo ejemplo que eran iguales los grados dio una constante y en el
segundo ejemplo donde el grado del numerador es mayor que el denominador el resultado es infinito
(menos).

En muchas ocasiones, hay que usar el hecho que

X = \/xz,Six>0 y

x = -+/x? sixesnegativo.

[..2
Ejemplo 6.- Calcular 1im Nx7Hl .
x--0 2x-1
Solucién: Alternativa 1:
Recuerde que los x que consideramos en el limite son negativos.

x?+1 Hay que introducir x dentro de la raiz para ello reescribimos.
lim x4 1 . X Tenemos x = - /x>, pues los x son negativos
x- -0 2x -1 x--o 2x-1
X
x?+1 B x*+1
X \/)7 1 _ [x2 1 [xZ
= m——-———-= lim ——————
X- - 2)(,'_1 X- -0 2x_1
X X x X
x2 41 Se usc':rla propiedad de la raiz de un cociente:
i 2 229 de derecha a izquierda
= lim —xl \fb N q
X- 2 _ b
X
x? 1
- . + .
= lim d i d
X 2 _ L
by
- |1+ Lz
= lim x . 1
Xo -0 2
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Alternativa 2: (Este paso es una alternativa a la sustitucion - x = 4/x? ).

Se hace el cambio de variable X~ "V .Si X - -® _entonces Y - t® . Asitenemos

. / v2 41 . [ (- 241 . /yz i1 Dividimos ahora entre la potencia del denominador
lim ——= lim 0 = lim ——

y)
xa-w 2x-1  yete - 2y- y-to = 2y-1

N

en este caso JV .

= lim —2 Seusaque y= .y’ ,losyson positivos
yo oo ‘2y‘1
y
yitl
2
= lim —Y2
you = 2y-1
y
y2+1 y2 1
2 ]/724'72
o Yy o Yy yo_ 1
= lim = lim =TS
yo o -0- yo o -0-

Comentario: En el caso que tengamos radicales en el denominador con radicando un polinomio, el
grado se considera n/i, donde n es la maxima potencia del radicando ¢ i el indice del radical.

. X
Ejemplo 7.- Calcular Im ———
jemp oot x+ 1

Solucion: El grado del denominador lo consideramos /x> = x*/2

X

. 32 Se simplifica el numerador y se reescribe
lim = lim x*'? como una raiz
x4 2x4 1 U 24X+ 2x4 1
32
12 Se usa la propiedad de la raiz de un cociente:
# lim )36 a.Ja de derecha a izquierda
e - zZqu
PR +2xt 1 b b !
/xa
1
1/2
e x4 2x+ ]
2 3
X
1
1/2
= lim 2 =0
X- o 2 1
21t —+ —
X X

El siguiente ejemplo muestra como pudiese resolverse algunas formas indeterminadas © - ®
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Ejemplo 8.- Calcular ;i_n”}(zx4 - 557 -2+ 1),

Solucion: En este caso se nos presenta la indeterminacion ® - @ |

Se saca de factor comin x*, la potencia de mayor grado a fin que el limite del segundo factor sea
una constante.

. w-0 5x3 2X2 1
lim(2x* - 5x* - 2x2+1) = limx*(2- -t )
X- 0 Xo x x x
imxt- 2o 24 ] , 1
= limx*(2- =- —+ —)=% . Seevalioy se uso el hecho que lim — = 0 con k>0
X- 0 X x X m x

Presentamos ahora un ejemplo con la forma ® - ® en donde se presentan radicales. En el
caso de tener dos términos es util introducir la conjugada.

Ejemplo 9.- Calcular llr{”lﬁ\/ x?-x- xﬁ.

Solucion: En este ejemplo al evaluar tenemos ® -~ ® | introducimos la conjugada

limﬁx/x2 -x- xﬁ= limﬁ\/x2 -x- xﬁﬂl

X ® X ©

2
. [ Vx“-xtx
hmﬁ x?-x- xﬁ\/z—— Se efecttia el producto
e X -x+x

NEREL I
lim Se realiza el producto notable
0 \xt-xtx

2 2
. X" -x-Xx
lim

Xﬂm(m+ x)_

El orden del numerador es x y el del denominador es
\Jx? = x. Dividimos numerador y denominador por x

lim

- x
“’(m+ x)

X
T . -1 1
= lim — X 7 Iim "3
Xo © x2_x f (1_7+1)

Ejercicio de desarrollo.- Calcular los siguientes limites:

. (x+DP-x . Sxl+x 01 x*-1
1 _— b Iim— lim §— - .
W -1 o 2x%(x- 1) 9. x> x+14{’
[..3 _ . )
d) 1imx—5; e) hmE\/xz-H xﬁ; f) hmﬁxlxz-l-xﬁ;
xewox - 2x° Xeoe xo

Podemos generalizar la técnica de dividir entre la mayor potencia del denominador. Dividiendo entre
el término de denominador de mayor orden
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Ejemplo 10.- Calcular limi.
xao @™t - Dot

2e”*
Solucién: El mayor orden del denominador esta dado por ¢2*. %
e
1- 3e**
- 2x 2x
lim 1- e =lim — £
xeo @2 - Dp¥  xaw @7 - Dpt
er
1 3e™
2x 2x
= lim > €
xa0 @t De*
e2x h er
1
-3
. e .1
=lim =-3 Se uso el hecho que lim —
X- © 1_ Ea X+ 0 o
eX
EJERCICIOS

1) Calcule los siguientes limites. Si alguno no existe, justifique
5x°-2x7+ 1 xt-2xPt 4

1.1) lim ; 1.2) lim ;
o 2x0 4] oo 37+ x4 ]
. / x3-2x% 41
1.4) limx«x+ 1, 1.5) lim —————;
e xomo XUt X
. 2 4 _
1.7) lim — ; 1.8) lim 2¢ -1 ;
xa-e x4 ] xae x24 ]
.2t 1+ x2
1.1 _ 1.11) 1
0 tllrilﬁ st ) Hm x?
0-1, si x<0
1L12) f@=0 1 si x=0 a) Im f(x) p) lim 7 (x);
Hl- x si x>0
. x2, si x<1
L13) f@=0 1 - si x=1 a) lim f(x) p) lim f(x)
E ol si x>1
X

2) Calcule los siguientes limites. Si no existe, justifique

2.1) lim [ - 200 1), 2.2) 1{r§(2x3 - 2x- 1),

2.5) }{rg}(x/xT - (x+ )

2.4) limHZ— ﬂH,
X o xt1

42

= 0, con i>0.

\/x3+x.

b

2.3) lim

x-0 x< -1

2.6) lim EZ x2-1- xﬁ;

Xo -0
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2.7) lim(x+ \/;), 2.8) lim(x2 - Zx\/;+ 1); 2.9) limﬁ)ﬁ Vx? - IE
. x  2x-1 : Inx+1 e’ -1
2.10 llmH - 2.11) lim ————— 2.12) lim
)x*"”Dx’fl xt+ 2 )xﬂmlnx2+lnx3 )X~°°e2x+1
X _ -x _ 2x _ x
2.13) lim 21, 2.14) lim =2, 2.15) lim 2>
xemw 3% 4] veo 3 4] v 304
4)  Sea p(x)=ax"+a, x"'+...+ax+a,, un polinomo de grado n vy
p(x)

q(x)= b, x™+ b, x""+ ...+ bx+ b,,un polinomio de grado m. Defina 7(x) 1)

Demuestre que

0 a, C nzm
—, Si =
) b
limr(x)= 0, si n<m

0
Dsgn(a")Dw Si n>m
1 b

5) Sea p(x)= a,x" +a,,x"'+...+ ax+ a,,un polinomio de grado n >0. Describa 5.1) }m; p(x)

y 5.2) lerﬂc P(X) | Ayuda: Vea el ejercicio anterior para Pnn} p(x),

APLICACIONES
1) Se estima que la poblacién de peces en un lago en ¢ afios a partir del afio 2005 estd dada por

P(t) = 5000 - 30002 _
(#+ 1)

es finita entonces este tamarfio es llamado limite de la poblacion. Respuesta: 5000 peces

Estime la poblacion a largo plazo. Esto es, calcule tljr_% P(t) . §j esta cantidad

2) Suponga que el porcentaje de persona que se han dedicado al trabajo agricola en el afio ¢, se lo puede

95.3
modelar por PA(t) = 100 -

W, donde ¢ es el nimero de afios después de 1910.a) Calcule
2e

lim PA(7) ; b) Interprete sus resultados.
Respuesta: 4.7%

5
Respuestas: 1.1) 5; 1.2) @ ;1.3)0;1.4) @ ; 1.5) © ; 1.6) -3/5; 1.7) 0; 1.8) @ ; 1.9) -2;

1.10) 0; 1.11) I; 1.12)a) - © ;b) -1; 2.13) a)2; b) ®
21) 0 ; 2.2)® 32.3)0; 2.4)2; 2.5) -0 ; 2.6) + ® ; 2.7) @ ;2.8) ® 32.9) v ;2.10) -1; 2.11) 1/5;
2.12) 0;2.13) -1; 2.14) 0; 2.15) © ;

) H sign(a, )o , n par
5.2) lim p(x)= . ,
L Hszgn(an Y-©) n impar
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REGLAS DE L'HOPITAL
f(x)

Anteriormente se han estudiado limites }Clﬂcl 2(x) de la forma indeterminada —, ellos se

resolvian realizando manipulaciones algebraicas, pero no siempre se puede. Por ejemplo el limite
et -1
lim
x-0 x

es de esta forma y no se puede resolver por manipulacion algebraica. La manera de resolver este limite
es a través de la regla de L"Hopital.

Teorema de L Hopital.- Suponga / y & derivables en un intervalo abierto / conteniendo a €,
excepto posiblemente en € y g'(x)# 0 en / excepto posiblemente en C.

gi lim ACY

x- e g(x)

) . . 0
tiene la forma indeterminada 6 entonces

lim £ & = fjm L&
eg(x) xegx)
siempre y cuando el limite de la derecha exista.

. f(x ) X
En el caso que lim= = ® entonces lim S ()
e g(x) x- e g(x)

-

El limite del cociente de funciones es igual al limite del cociente de las derivadas siempre que se
cumpla la condicion de indeterminacion.

Observacién.- Si Enzf (x) =0 y }Ci}rgg(x) = 0 entonces tenemos la forma indetermina 0/0 en

. X
}Cmg?x; y por tanto podemos aplicar la regla de L"Hopital.

Ejemplo 1.- Calcular lim <— !
x-0 x

Solucién: Observe que l‘iﬂng(ex - 1) =0y E}%x =0, Aplicamos el Teorema de L"Hopital

lim &L Jim & D
x- 0 X x- 0 (x)'

= lim— Como ya la indeterminacion desaparecio podemos evaluar el limite
X

El siguiente ejemplo muestra como L Hopital puede ser aplicado reiterativamente hasta que
desaparezca las indeterminaciones

2
- +
Ejemplo 2.- Calcular 1imx3—2x1
x-1x” - 3x+2

Solucion: Observe que Lirr}xz - 2xt1=0 limx® - 3x+ 2= 0 Aplicamos el Teorema de L

x-1

"Hopital
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x2-2x+ - 2x+
lim > 2x+ 1 - lim (x* - 2x+ 1)
1x? - 3x4 2 = 1(x-3x+2)

. 2x-
= hn} 32 Al evaluar, de nuevo obtenemos la forma 0/0, podemos volver aplicar L"Hopital
X X -
o (x- )
1 (3x7 - 3)
.2 1
= lm—= —
x-16x 3

Observacion.- El ejemplo anterior también pudo ser resuelto por manipulacion algebraica.

Ejercicio de desarrollo.-Calcular

a) lim Vxrl by lim 23

x41x+1 x- 0 X

Teorema de L Hopital.- Suponga [/ y & derivables, g'(x)# 0 en un intervalo abierto, /
conteniendo a ¢ , excepto posiblemente en ¢ .
Si }in;lf(x) =o }Ci}lgg(x) = ®  entonces

i ) - i /0
weg(x) weg(x)
siempre y cuando el limite de la derecha exista.

S @), ® entonces lim AQR

cg'(x) - e g(x)

00

En el caso que hm

El Teorema de L"Hopital se sigue aplicando para los limites llm& de las formas — .

g(x) 0

Observacién.- Estos dos Teoremas de L'Hopital también son aplicables en cualquiera de los
siguientes casos:
X ¢y x- ¢ X- te o x- -0

.1
Ejemplo 3.- Calcular lim ax
X © X

Solucion: Observe que l‘rful In(x)= e y limx=®  Aplicamos el Teorema de L Hopital

o N L (in@)

X Este ltimo limite puede ser evaluado, asi
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3x

Ejemplo 4.- Calcular lim
xaw x4 ]

Solucion: Observe que 11}{01 ez y lim x*-1=0 . Aplicamos el Teorema de L Hopital

X- 0

3x 3xy!
lim = Jim &)
eexal we (4]

. 3e™
= lim
xow o 2x

00
Al evaluar obtenemos la forma — , podemos volver aplicar L "Hopital
00

© /o (3e3X)!

= lim — .
I'H x- ® (2 x)

90 En este ultimo limite ya no hay indeterminacion, se
= lim 26— = evalua

X- ©

Comentario.- Podemos corroborar los resultados de los A
ejemplos 3 y 4 geométricamente. La funcién logaritmo y
crece muy lentamente frente al crecimiento de polinomios,

en este caso p(x)= x. Por eso es de esperarse que el

o]
resultado del limite 11mﬂ sea 0. Por otro lado las
X ® x

funciones exponenciales crecen rapidamente a ® frente a
cualquier tipo de polinomio, en el caso del ejemplo, frente

al polinomio p(x)= x* + 1. \\

. . . In(x*+1 X : x’
Ejemplo 5.- Calcular los siguientes limites: a) hmn(x—z); b) lim—; ¢) lim —
x- 0 X x«Oex_l xﬁ—wex_l

Solucion:
a) En este limite tenemos una indeterminacion 0/0, aplicamos L Hopital:

In(x? + 1) 0/0 2x

lim————= = .14+ x2

-0 x re lim—=—

x- 0 2x
2x

im———— Se simplifica y desaparece la indeterminacion
=0 2x(x? + 1) pritica y desap

. 1
= lim———=
=0(x"+ 1)
Recomendacion: En ocasiones una vez aplicado L Hopital persiste la indeterminacion 0’ se puede

seguir aplicando L’Hopital, pero si se puede simplificar puede resultar la cuenta mucho maés sencilla.
En este ejemplo se pudo simplificar y la cuenta se realizd de una manera mas rapida que sino se
hubiera simplificado.

3

b) En 1111(1) = se presenta una indeterminacion — . Aplicamos L"Hopital
X e _
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. x> 00 3y?
lim S

) Se simplifica
XaOeX - lLH xa02xex

= lim— Se evaltia pues desaparecio la indeterminacion

2

Comentario: Observe como el limite lim es una forma indeterminada, se simplifico y

¥ 02 xe”
desaparecio la indeterminacion. Antes de aplicar L Hopital verifique si puede simplificar. Si ese es el
caso simplifique y vuelva analizar la situacion.

3

. . . .y 0 . . .
¢) En lim —; se presenta una indeterminacion — . Aplicamos L "Hopital
X- —0 X0 _ 00
e
3wl 3x? L
lim — = lim > Se simplifica
¥Rt~ [ LH xR D xe”
o 3x . . L, . ,
= 3 ersiste la indeterminacion y se vuelve a aplicar
hrrg)zx Persiste la indet elve a aplicar L'H
P )
e
0 /o 3
= lim =0 Se evaltio pues desaparecio la indeterminacion

Ejercicio de desarrollo.-Calcule los siguientes limites:
Vx® . In(x*+1 . x'-x+l 2_ 5.
a) lim 5 —; by lim 2D gy lim s A im0 2
xemo x4 ] o In(x) T xT - 4xT 41 =3  x-3

Comentarios.- Observe que en c) tanto en el numerador como el denominador tenemos la forma
indeterminada ® - © . En este caso es recomendable dividir numerador y denominador entre el mayor
orden del denominador.

En d) no es recomendable dividir entre el termino de mayor orden del denominador. Esta
recomendacion era apropiada cuando x va al infinito y este no es el caso.

Formas indeterminadas 00»

Los limites llﬁclf (x)€(X) con forma indeterminada 00w se intenta llevar a la forma 0/0 6

o /o reescribiendo fg como uncociente: —— 6 —— . Normalmente el criterio de escogencia

/g = 1/f
es aquel que resulte mas facil de derivar o posteriormente resulten mas sencillos los calculos.
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Ejemplo 6.- Calcule lim Jxlnx

Solucion: Estamos en la forma O00Ox . Reescribimos el limite pasando uno de los dos factores

invertido en el denominador.

Inx

lim+vxInx= lim — o - _
x- 0 -0 1 Esta Gltima tiene la forma ® /® | reescribimos antes de derivar

=

= lim —— Ahora aplicamos L Hopital

= lim —*— Ahora se aplica la doble C y se simplifica

Anteriormente ya hemos estudiado algunos limites con forma indeterminada ® - ® ., Es

conveniente tener en mente todas las posibles manipulaciones. En el siguiente recuadro resumimos
algunas de las recomendaciones a tomar en cuenta que consisten basicamente en llevar a un limite

con la forma indeterminada 0/0 6 « /» para aplicar L'Hopital o bien manipular para seguir

recomendaciones ya vistas.

Las formas indeterminadas ® - © ., Es conveniente para ello tomar en cuenta si es el caso de:
1.- Sacar factor comiin
2.-Multiplicar y dividir por la conjugada

3.- Sumar de fracciones
4.- Usar alguna propiedad o definicion particular de las funciones que se estan trabajando.

Por ejemplo en E‘E(zﬁ - 5x - 2x* + 1) ¢s recomendable sacar factor comén. En el caso de

1imﬁ\/ x?-x- xﬁ es recomendable aplicar conjugada. Estos dos ejemplos ya han sido desarrollados

X ©

anteriormente.

1 1
i - lim -
Ejemplo 7.- Calcular Hln @ H

x- 1 x-1
© - o donde hay fracciones involucradas, se sigue la primera

Solucion: Estamos en la forma
recomendacion: Se suman fracciones.
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lim( 1 _ 1 - lim x-1-In(x) Se convirti6 en la forma /0. Ahora se puede aplicar L
~Uln(x) x-1 =1 (x-1)In(x) ° "Hopital
1
1- —
= lim X Se reescribe
x-1 x-1
In(x) +
X
: x-1 . . .
= lm—— Se convirtié en la forma 0/0 . Aplicamos de nuevo L Hopital

1 xIn(x)+ x-1

1

lim

x- 1 In(x) + X, 1 En esta ultima desapareci6 la indeterminacion y al evaluar concluimos
x)+ =
x

1
2

Ejemplo 8.- Calcular lmo}’ Inx - In(2x + 1)]
Solucion: Tenemos la forma © - ® Usamos las propiedades de los logaritmos para reescribir.

lim(ln x - In(2x + 1)]
e Si este limite existe, entonces aplicamos la propiedad del limite de
funciones continuas: el limite del logaritmo es el logaritmo del

= lim mH d H limite, pues logaritmo es una funcion continua
x-o  [2x+ 1]
=1In IimH al H Tenemos un limite de la forma — , se aplica L Hopital.
x-o]2xt 1] 0
= lnE IimHlHE = lnHlH
x-o[2] 020

Ejercicio de desarrollo.- Calcular los siguientes limites:
2x

2 limie® - ; 1%; by limlxInGx+ D] o) lirr11+l2ln(x+ 1)- In(e™" - 1], gy lim|xe""" - x|
X- © D e D - X- - X5 ©

Formas indeterminadas 1°,» °,0° . Ellas se producen cuando tenemos un limite de la

)g(X)

naturaleza }Cmg S(x que al evaluar en ¢ producen cualquiera de estas formas, donde f y & son

funciones no constantes y € puede ser una constante o ® .

F\1/x
Comentario.- Los limites hm(Zx ) ofrecen las formas 1° ,» °,0° , dependiendosices0, ® o - ®

X- C >
. -1
para r positivo. Este limite es igual a )1611122)( dando distintos resultados dependiendo del exponente r, es

decir puede dar una constante, o ir a infinito o dar cero. En este caso una simple manipulacion algebraica
permite resolver este tipo de limite. Pero en general no tendremos esta suerte.
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)g(X) 0

Procedimiento 1 para resolver limites no triviales lrm}f (x con formas indeterminadas 1" ,0 °,0

1-En ¥ = limf(x)*™
Tomar logaritmo neperiano a ambos lados:
Iny = Inflim /()5
2.- Usar la propiedad de continuidad del logaritmo, esto es justificado siempre y cuando
Y= lingf(x)g(x) exista.
Iny= lim(in £(x)5)
3.- Usar la propiedad de la potencia de los logaritmos.
Iny = lim(g(x) Oln /(x))

En este paso se ha transformado el limite original en uno de la forma Ol» . Se resuelve esta
indeterminacion aplicando la recomendacion de esta forma.

Suponga que Iny = }ing(ln S (x)g(x)): K
4.- Como estamos interesados en el valor de V= llng(f (x)g(x)) , entonces finalmente en la igualdad
Iny= K sedespeja V

y=e"

Solucion: Tenemos una indeterminacion de la forma 1°

Procedimiento 1: Seguimos los pasos dados por el procedimiento
1

1-En - lim (1+ x)*
Tomar logaritmo neperiano a ambos lados:
1
Iny-= lnEIinol(l + x)* E

2.- Usamos la propiedad de continuidad del logaritmo, esto es justificado siempre y cuando
1

y = lim(1+ x); exista.
x- 0

1
Iny= limHln(l + x);H.
R

3.- Usamos la propiedad de la potencia de los logaritmos (por eso se tomo logaritmos)
1
Iny= limi~Oln(l+ x)
v im= i+ 1)

Tenemos ahora un limite de la forma » 00. Se resuelve esta indeterminacion aplicando la
recomendacién de llevarlo a la forma 0/0 en este caso. Aqui simplemente se realiza el producto de
fracciones.

. In(x+1 . .
Iny-= hngM aplicamos L Hopital
x- X
1
Iny=lim** 1=

x-0 1
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i

1
4.- Como estamos interesados en el valor de » = lingH(l tx)* H, entonces finalmente en la igualdad

Iny=1, se despeja V

y=eé

Hs o8- o

Concluimos finalmente que liﬂ%H (1+ x)*

Para resolver este limite también pudimos aplicar el procedimiento 2, que a continuacion establecemos

Procedimiento 2. Se usa la identidad 4 = ¢™“, donde a es la funcion a la que se toma limite.
. _ 1. 1 g(x) . . . .

lim f (x)g(x) =lim "/ Se aplica la propiedad del logaritmo de una potencia.

X- C X- C

= limeg®n /()

X- C

lim g(x)In f(x)
- erc

Se aplica la propiedad de continuidad de la funciéon exponencial

Finalmente se resuelve el limite indeterminado }Cln}(g (x)0In 7 (x)) aplicando la recomendacion

1
Solucion de lim(1 + x); dado por el procedimiento 2. Se usa la identidad 4 = M
x- 0

! 1
lim(1+ x)* = lime™™ "
x- 0 x- 0

1
—In(1t x ., . . .
=lime* () Se aplico la propiedad del logaritmo de una potencia.
x- 0

Se aplico la propiedad del limite de funciones continuas:

lim 2L In(1+ x)- : : :
= lim g—In( X)H La funcidn exponencial es continua.

ex# o Ux
iy I 1) _ _
= ex{n}) N Se resuelve el limite por L Hopital, llevandolo a la forma 0/0
1
= LmXtl Finalmente, al evaluar obtenemos el resultado
ex— 01
=€

Observacion.- El limite en las ultimas expresiones esta en el exponente.

X

x- 0 \/;

Solucion: Tenemos una indeterminacion de la forma « ©,

Ejemplo 10.- Calcular lim ELH

Procedimiento 1.- Seguimos las recomendaciones de este procedimiento paso por paso:

X

1.-En y= lim H—H tomamos logaritmos neperianos a ambos lados:

x- 0 \/;
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Rk

2.- Usamos la propiedad de continuidad del logaritmo

iy %IEXH
Iny=Etlim Inf—
Y fo‘%}“ﬁ 0

3.- Usamos las propiedades de los logaritmos, queda: Iny = thgl (‘ xIn+x )

Iny=In

Tenemos ahora un limite de la forma Olw . Se resuelve esta indeterminacion aplicando la

00
recomendacion de llevarlo ala forma — en este caso.

00
. In
Iny= lim- Lxl aplicamos L Hopital
x- 0" 2x
1
- b x -
Iny= lim- —* _}}n&z-o
X200 - 2x

X

. . 1 .
4.- Como estamos interesados en el valor de y = lim HTE , entonces finalmente en la igualdad
x- 0 X

Iny= 0, sedespeja V . De esta forma:

X

. 1
y= hmH—H =1
x- 0 \/;

Procedimiento 2. Se usa la identidad g = ¢™¢

il s e

x- 0

x- 0"
xlnELE . . . .
lime O0¥* Se aplico la propiedad del logaritmo de una potencia.
x- 0
= lir(r); e_xm(ﬁ) Se aplico la propiedad del logaritmo de un cociente y luego In1=0
_lim [-xlnxl/z] i . . ., ,
=0 Se aplico la propiedad de continuidad de la funcién exponencial
lim - In(x) ®
= e ot Se resuelve el limite por L"Hopital, llevandolo a la forma —
i o
1 x
= lim -—% = l“f)l T Finalmente, al evaluar obtenemos el resultado
e o 2x72 e
=1

Ejercicio de desarrollo.- Calcule el siguiente limite 1i151(1 +3x) Y

Recuerde que hay otras formas que no son indeterminadas como por ejemplo:
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Ejemplo 11.- Calcular los siguientes limites: a) ;ET x4 3x 2; b)

b)oo+oo:oo;

c) o [ =w;

2

0+ 0o

Solucién: a) No hay indeterminacién: lim x° + 3x* = +w

-0t
b) Hay indeterminacion: lim x° + 3x* =

X -0

EJERCICIOS

X- 0

d)o® =

lim x> + 3x?

Xo -0

" lim X514 3%)= “o
Xo -0 x

1) Calcule los siguientes limites, de ser posible use la regla de L "Hopital.

x2-3x+2_
5

L1)1i
)1{1{1} 1- x?

) Inx
1.4)lim

x'lx-\/;;

1+ In(l+ x)- e*
2 9

1.7) lim
x- 0 X

. Inx
1.10) lim —- ;

e2x+x

1.13) lim
X 0 e

2x _ ’

X

2x
e -1
1.16) lim ;
Xo o e3x — 1 ’

1.19) lim - xe')

. 1
1.22%) limx Usen— ;
x- 0 X

: _ l/x.
1.25) lim(1- 3x)"";

lim(- Inx)".
1.28) lim(- Inx]";
131) lime* - x
1.34) lim(1+ \/ﬂ)m

x- 0

1.37) linlq(l- )

Respuestas:

+3x+ x2
1.2) lim 24 3% >

-2 4-x?
. - X
1.5) lim ——
=3 x*-9
24 3%+
1.8) lim 2¥_"3x* 1.
L x+1

111y limG- Dine- 1),

x? - 2x
1.14) lim(1- x+ )s
X- + X
2x
e’ -1
1.1 i 3
7) }CIII% PR

1.20) lime ™ lnx;
. X
1.23%) lim(x - 1 )mg(E);

1.26%) lim(cos(3x))*"" ;

2x_ 32x )

2 b
X

1.29) lim
1.32) lim x> In(v/x)
x- 0

1.35) lim (x2 - xvx?+ 1);
1

1.38) Lim (x? + 1)1

X- —0

L3) lim Inx .
3 lim——
- 2—
1.6) lim Y4~ X"~ 2.
x- 27 X
24 3x+ x

b

1.9) lim

xwo 4= x
1.12) lim(1- x)In(x) ;

2x
1.15) lim € * D,
X- 0 x

1.18 limi- ! :
. )x«O x3 X(X'l) >

1.21) fimi——- L f.
x-10x-1 Inx[

. 1 1
1.24%) lim " s
x 05 sen’(x) x*

2x-1

9

1.27) timd 2~ 1F
x-o]2x- 3]

3 _3
1.30) limM;
-2 x-2

1.33) lime" - x;

1.36) lim (x2 +oxvx?+ 1);

1L.1) 1/2; 1.2)-1/4;1.3)-1/2; 1.4) 2; 1.5)0; 1.6) -1; 1.7)-1;1.8) ® ; 1.9) -1; 1.10) 0; 1.11) 0;
1.12)- @ ; 1.13) [; 1.14) -2; 1.15) 2; 1.16)0; 1.17) 2/3; 1.18) - @ ; 1.19) - © ; 1.20) 0; 1.21) 1/2; 1.22)

0; 1.23)0; 1.24)1/3; 1.25) ¢73; 1.26)1; 1.27) ¢?;1.28) 1; 1.30) @ ; 1.31) ©

indeterminacion); 1.34) ¢?;

1.35)-1/2; 1.36)-1/2;1.37) 1;1.38) 1

53

1.32) 0; 1.33) ® (no hay
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ASINTOTAS VERTICALES

Intuitivamente una asintota de una funcion es una recta tal que la grafica de la funcién se acerca
cada vez mas a ella en cierto sentido. Si hablamos de asintota vertical nos referimos a una recta

vertical.
A

En la figura se puede apreciar como la grafica de la Y recta x=2

. 1 . .
funcion  f(x) = Py crece o decrece sin limite
- X

cuando x se acerca a 2. La grafica de la funcion se
acerca cada vez mas a la recta x=2 La recta x=2 la
llamaremos una asintota vertical de la grafica de f.

\ 4

Este tipo de comportamiento es descrito por

los siguientes limites.
. 1
lim -,
x- 2" 2-x

. 1
lim =+,
x-2 2-Xx

Esto dice que cuando x se acerca a 2 por la izquierda, los valores de la funcion (las y) toman
valores positivos y arbitrariamente grandes, como efectivamente ocurre en la grafica. Asi que hay una
correspondencia entre asintotas verticales y limites laterales.

Definicion.- La recta x=a es una asintota vertical de la grafica de f{x) si se cumple cualesquiera de
las siguientes situaciones:

a)xljt}}f(x):—oo b)xljr(?f(x): to g lim f(x)= -0 & d) lim f(x)= +o

X- a X- a

Para buscar las asintotas verticales de la grafica de una funcion, debemos conocer algo acerca
de los valores que toma la funcion. En el caso que la funciéon tenga algun término fraccionario
deberiamos buscar asintotas x=k, para aquellos valores & donde el denominador se hace 0.

Ejemplo 1.- Encontrar las asintotas verticales de la grafica de la funcién

) 2
T e 3y

Bosquejar la grafica de la funcion en la zona donde se aproxima a la asintota.
Soluciéon: Los candidatos a para que x=a sea una asintota vertical son los x donde se anula el
denominador de la funcion; planteamos entonces la ecuacion
(x-D(xt+3)=0
cuyas soluciones son 1 y —3.

A fin de llevar a cabo la graficacion requerida, planteamos todos los limites laterales
2 2

2 04 . 2 0"

lim—— = +ow lim——— = -
=1 (x-D(x+ 3) -1 (x-D(x+ 3)

De aqui concluimos que x=1 es una asintota vertical.
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2 - 40" . 2 - 40

lim —— lim ——
w3 (x- D(x+ 3) w-3 (x - D(xt 3)

Tenemos entonces que x=-3 también es una asintota vertical. Esta informacion de los limites
laterales es exhibida en la siguiente figura donde la grafica estd incompleta sélo se ha bosquejado en
las zonas cercanas a las asintotas. Observe que las asintotas se han dibujado punteadas y la grafica de la
funcién con una linea solida.

: A :
}i y \ 2
E E x-»]'(x—l)(x+ 3)
lim — 2 =i |
x—-3 (x—l)(x+3) ' !
: f >
3 0 H
b 2 :
' lim ——————=— '
P 3 (x—1)(x+3) '
s o

lim ———
o1 (x—1)(x+3)

Se ha dado una pequefia curvatura a los trozos de grafica para recalcar que la grafica se aproxima a la
asintota. El estudiante puede realizar este tipo de ejercicio con una pequefia raya vertical lo mas arriba
posible o mas abajo posible segun corresponda para indicar que vana ® o - ® respectivamente, estos
pequefios trazos ayudaran posteriormente a realizar la grafica completa de la funcion.

Comentario: Una funcion puede tener o no un niimero finito de asintotas verticales. Incluso existen
funciones que tienen un nimero infinito de asintotas, por ejemplo f(x) = tan(x)

2

. : - 2x+1

Ejemplo 2.- Encontrar las asintotas verticales de la grafica de la funcion f(x) = %
-
Solucion: Observe que el denominador se hace 0 en x=1. Asi planteamos
0
2 _ + 0 - 2 simplificar
X -2xtl 0 lim & D7 lim(x- 1)z 0°
x- 1 (x - 1) factorizar  x- 1" x - x- 1

Igual valor nos da el limite cuando x tiende a 1 por la izquierda. Concluimos que esta funcidon no tiene
asintotas verticales.

Funciones que tienen logaritmo en su definicion pudieran tener asintotas verticales, recuerde
que el logaritmo toma valores tendiendo a - ® cuando el logaritmo se evaliia en valores tendiendo a
cero.
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Ejemplo 3.- Encontrar las asintotas verticales de la grafica de las siguientes funciones
a) f(x)=In(x- 2)+ x;b) g(x)= (x- I)In(x- 1)°.
Solucion:
a) El dominio de esta funcion es el conjunto (2,% ).
Observe que el candidato a asintota vertical es cuando (x = 2)= 0, esto es x = 2. Para verificar

solo planteamos y resolvemos el limite por la derecha pues no tiene sentido plantear el limite por la
izquierda.

limIn(x-2)+x = -w
x- 2

Asi x= 2 esuna asintota vertical de la funcién.
b) El dominio de esta funcion es R-{1}, pues (x- 1)* > 0, salvo en 1 que es cero. El unico candidato a

asintota vertical es x=1.
En este caso se plantean los dos limites, pues la funcion esta definida a la izquierda y derecha de 1:

, ,00e) o 2In(x-1)¢/
lim(x- D)In(x- 1)> = lim——— =
x- 1

- se reescribid para poder usar L "Hopital
1 (x-1)7 LH

1
lm%
o= 1(x - 1)

2

lim- 2(x- 1)= 0
x- 1

Similarmente podemos chequear que ler(x - DIn(x-1)*= 0,

En conclusion la funcion g no tiene asintotas verticales.

Ejemplo 4.- El costo de eliminar el p por ciento de contaminacion en un lago esta dado por

1500
C(p)- 100 _l; . a) Determine la asintota vertical de la grafica de C(p)
b) Dibuje el comportamiento de la funcion costo cerca
de la asintota A }
Solucion: y
. 1500
a) Como p{lg})_ 100_’;} = o entonces p =100 es

una asintota vertical de la grafica de C(p)

b) Al lado se muestra la grifica de C(p) en una
vecindad de p=100

0 100

EJERCICIOS
1) Determinar todas las asintotas verticales de las graficas de las funciones dadas. Dibuje la grafica
cerca de las asintotas

1.1) f(x)=

2+ 12) g(x0)= ——; 1.3) f(0)= >

x? 1; x° -1 x4 2xr-x-2

f(x)=(2-x7, _ X -2 o x
1.4) ; 15) h()= 5 16) S()= 5
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x-In(l+ x),

1.9) g(x)

9

Jx - In(1+ x).

1.8 /S

b

2

4-x

xtIn(l1- x),

x2-4x+4.

Jf(x)

1.7)

2

4- x
2x- x

1.11) f(»)

9

S ()

1.10)

2) Determinar todas las asintotas verticales para cada una de las graficas de las funciones dadas.

Plantee los resultados de los limites encontrados.

2.3) g(x)= In(x+ 4)* - x

V3-xIn(3- x)

2.2) g(x)

= xIn(x? - 2);

2.1) f(x)

h..“:-:-u-:-u-..a.n.u----n----uvm:
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1.10)

1.4) x=
lim xIn(x* - 2)= 4=

X- =2

_2’

-1 x=1; x-=

l:1.3) x
m xIn(x* - 2)

Respuestas: 1.1) No hay; 1.2) x= -1 x

-0

x- 2

2;21) i

1.5) x=-2;1.6) x= -2, x

2.2) limv3- xIn(3- x)

=0

“0 2.3) Ylir_ri' In(x+ 4)% - x

x- 3
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ASINTOTAS AL INFINITO.

Otra manera en que la grafica de una funcion se acerque a una recta es para valores x tendiendo al
infinito. Es decir que la grafica de la funcion tiende cada vez mas a una recta cuando x crece sin limite.
Estas asintotas al infinito las clasificamos en:

*  Asintotas horizontales de la forma ¥ = L y
Asintotas oblicuas de la forma = mx*t b con m# 0

Pronto veremos que si una funcidn tiene una asintota de un tipo cuando x va a mas infinito
entonces no la tiene del otro tipo. Sera importante entonces intuir que tipo de asintota tiene.

ASINTOTAS A
HORIZONTALES d

. /\ N\~
En la figura se observa la grafica de L

una funcién que se acerca a la recta y=L, para

valores de x arbitrariamente grandes. Esto

significa que f(x) se acerca al valor L cuando X
x tiende a infinito. 0

\ 4

Definicién.- La recta y=L es una asintota horizontal de la grafica de la funcién y=f(x) si se
cumple:

lim /()= L g lim f(x)= L

Para buscar las asintotas horizontales debemos plantear estos dos limites, si alguno de ellos da un
valor finito L entonces la recta y=L es una asintota horizontal de la grafica de la funcion. Mas
especificamente si el primer limite ocurre decimos que » = L es una asintota horizontal por la
derecha de la funcién. Andlogamente definimos la asintota por la izquierda.

Comentario: Una funcion puede tener a lo sumo 2 asintotas horizontales. Si tiene dos asintotas
horizontales una corresponde a la parte derecha de la grafica y otra a la izquierda. El siguiente ejemplo
muestra distintas situaciones.

Ejemplo 1.- Encontrar las asintotas horizontales de cada una de las graficas de las siguientes

2 2 ) 1
funciones: a) f(x) = L ; b) g(x)= . 0 f(x)ze >+ —.
xtl xt1 X

Solucion:

. . 2x
a) Planteamos el limite lim 1 y lo resolvemos
X- tw X

2x

X
x- 40 X+ 1°

Ils‘s

) 2x
lim —
X 1t x+ 1

X
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= lim = limi=2
xX- to X X- to 1
T+ - 1+ =
X X X

Similarmente podemos verificar que
.2
lim =X =2
x- o xt ]

De aqui concluimos que y=2 es una asintota horizontal por la derecha y por la izquierda de la funcion.

2

b) Planteamos y resolvemos el limite lim

xoto xt ]
2
® X
2o —
. ) ) X
lim = lim —X—= lim ztw
x-to x+ ] x-te X+ 1  x-te 1
A0 1+ —
X X

Similarmente podemos verificar que
2
.oXT
lim z -0,
xooe oyt 1

De aqui concluimos que la grafica de la funcion no tiene asintotas horizontales. (Recuerde que para
tener asintota horizontal el limite en infinito debe existir, valga la redundancia, ser un nimero finito.)

¢) Planteamos y resolvemos
. 1 . 1 1
lim ¢+ == lim +—=0.
Xo to X Xo t® e X X

Por el lado izquierdo tenemos
-

1
Xy Z -t

lim e
Xo - X
Por consiguiente y=0 es una asintota horizontal por la derecha de la grafica de la funcion. La grafica no

tiene asintota horizontal por la izquierda.

1- x*
2
x“-4x+3
bosquejo de la grafica de la funcion en la zona donde la funcion se acerca a la asintota

Ejercicio de desarrollo. Determinar todas las asintotas de la funcion f(x) = . Haga un

APLICACIONES

En el siguiente ejemplo trataremos el modelo de Crecimiento logistico, el cudl es usado para
modelar crecimientos poblacionales.

Ejemplo 1.- Para poblaciones creciendo inicialmente rapido y luego se vuelven tan numerosas que
pierden su capacidad de crecer como crecian en un pasado debido a interacciones entre los miembros
de la poblacidn, resulta apropiado usar un modelo de crecimiento logistico para predecir el tamafio de
la poblacion, dado por

a

Pty —4
® 1+ Ce™

donde @, C'y k son constantes. Veamos que a representa el tamafio de la poblacion limite.
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. 1
Como lime ™= lim —= = 0, podemos verificar que

X- to X- tw e

. a
lim————=a
t-» 1+ Ce
Este valor a es llamado en ocasiones la capacidad de alojamiento de la poblacion. Podemos
concluir que la recta V = @ es una asintota horizontal por la derecha.
A
y . .
La figura del al lado contiene la grafica de

95 95
P() = T+ 3¢ 005 ° El lector puede observar en la
o

gréfica como y=95 es una asintota horizontal.

\/

ASINTOTAS OBLICUAS

En un ejemplo de la seccion pasada se determiné que la funciéon f(x) =

no tenia asintota

horizontal. En esta seccion vamos a establecer que esta funcion tiene una asintota oblicua al infinito.
Pero veamos formalmente la definicion de asintotas oblicuas.

Definicion.- Larecta y= mx+ b, m# 0es una asintota oblicua de la grafica de la funcién fsi
se cumplen al menos uno de los dos limites:

lim /() - (mx+ Bz 0 lim [£(x)= (mx+ b)]= 0

Si se cumple el primer limite decimos que ¥ = mx * b es una asintota oblicua por la izquierda.
Similarmente si se cumple el segundo limite decimos que es una asintota por la derecha.

Son muchas las maneras de establecer las asintotas oblicuas cuando las hay. Presentamos dos
consideraciones para establecer rapidamente una asintota oblicua.

e Silafuncion J(¥) esta escrita de la forma:
f(x)=ax+ b+ d(x), donde la funcién 0 (x) » O cuando x va a infinito (a menos infinito).

se concluye de una vez que larecta ¥ = ax+t b es la asintota oblicua por la derecha (por la izquierda)
de la grafica de la funcion.

* Sila funcién no se presenta de esta forma entonces se intenta de llevar a esta forma. Normalmente
se hace por division de polinomio 6 reescribiendo la funcién descomponiendo como suma de igual
denominador.

o S o . . ()
La division de polinomios se emplea cuando la funcién tiene la forma racional /(%)= 7(x) yel
grado del numerador es justo uno mas que el grado del denominador. Entonces tendremos una asintota
oblicua. Recuerde que la division de polinomios nos permite reescribir la funciéon como:
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- oo K P[4
q(x) Rx)y (&

R(x) 0

q(x) '

En este caso ¥ = C(X) es la asintota oblicua de la funcion.

Es facil verificar que C(x) es de grado 1y

Ejemplo 1.- Determine las asintotas oblicuas de las siguientes funciones en caso de tenerlas:

a) g(x)=3x+ 4+ %;b) f(x)= xx+ [

Solucion:

1
a) Esta funcién ya estd escrita en la forma /(x)= ax+ b+ 0(x), donde ax+ b=3x+ 4 y 0(x)= EE
x

Sélo falta chequear 0(x)- O cuando x va a mis o menos infinito, lo cual efectivamente es
cierto:
.1 .1
lim—=0 y lim—=0
x-w 3y x--w 3y
En conclusién ¥ = 3x+ 4 es la asintota oblicua de g tanto por la izquierda como por la derecha

b) Es una funcién racional donde el grado del numerador es justo un grado mayor que el

denominador. Para establecer la asintota oblicua usamos divisién de polinomios|
L., . . s x Ox+0 x+1
De la divisién de polinomios x? entre (x* 1), tenemos que como )
R(x) X xl
S(x)= C(x)+ ﬁ , entonces la funcion puede ser escrita como -X
q 1 ‘1
J)= (- Dt —, 1
x+1

En el infinito vemos que el término

1
TDD - 0, asi podemos concluir que la
x

1
funcion  f(x)= (x- 1)+ o para valores muy
X

grandes de x se comporta como la funcién
g(x)= x- 1, la representaciéon de esta tltima es
una recta. Asi que la grafica de

1
f(x)=(x-1+ =+ 1 cuando se aleja a la
X

izquierda o a la derecha se acerca a la recta
y=x-1,

Al lado estd la grafica de f obtenida
gracias a un software de computacion También
se ha trazado la recta de ¥= x- 1. Se puede
apreciar que la grafica de f'se acerca a la asintota
para valores grandes de x
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- “Asintota oblicua
y=x-1

»
>

X

Recuerde que llamamos asintotas al infinito a las asintotas horizontales y a las oblicuas.

El comportamiento en el infinito es Unico. Si por ejemplo la grafica de una funcion tiene asintota
horizontal entonces no tiene oblicua, por otro lado si tiene oblicua no tendra horizontal. Es por ello
importante intuir cual tiene para entonces pasar a establecer la asintota que tiene y no tener que
establecer que la otra no la tiene.

Si tenemos una funcion racional escrita en la forma f(x) = % , polinomio sobre polinomio,
entonces

e Si el grado del numerador es menor o igual que el denominador entonces tiene asintota
horizontal se plantea entonces el limite para determinar la asintota y no se plantea la asintota
oblicua.

* Si en cambio el grado del numerador es exactamente uno mas que el denominador se pasa a
determinar la asintota oblicua a través de la division de polinomios, donde y=cociente es la
asintota oblicua. No se plantea asintota horizontal pues no tiene.

* Si el grado del numerador se diferencia en méas de uno del grado del denominador entonces
no hay asintotas al infinito.

Si la funcién es un cociente pero no necesariamente entre polinomios, los puntos de arriba
sirven de guia para intentar de establecer si la funcion tiene asintota horizontal u oblicua o no tiene
asintota al infinito.

(Como establecer que una funcién no tiene asintota al infinito? Situaciones sencillas son como las que
siguen

1) Si por ejemplo es de la forma o se pueden reescribir facilmente como f(x)= ax® + bx+ c+ 0 (x) 6
F(x)= Jx+c+d(x) donded (x) va a 0 cuando x va infinito no tienen asintotas al infinito, el

comportamiento en la primera es parabolico, en la segunda es como la raiz en el infinito (no hay un
comportamiento lineal)
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X
2) Si es una funcion racional f(X)= P donde el grado del numerador se diferencia en mas de un

q(x)

grado que el del denominador entonces no hay asintotas al infinito

Observe que si es de la forma f(x)= ¢+ 0 (x) donded (x) va a 0 cuando x va infinito es
porque tiene asintota horizontal y=c.

Ejemplo 1.- Establezca si las siguientes funciones tienen asintotas en el infinito.

) 007 254 1= 2 by f0= 50 f= I @) e T
Xt 1 ’ x+ 1 ’ x+ 1 ’
Solucion:
a) En este caso la grafica de la funcion tiene la asintota oblicua »¥= 2x+* 1 por la derecha, pues
3
f(x) puede ser representada como f(x)=2x+1+3d(x), donde 0 (x)= - =i 0 cuando
X

X~ © _ (Observe que la funcidon no estd definida por el lado izquierdo, por tanto no tiene asintota
oblicua por la izquierda)

b) Es una funcioén racional, donde el grado del numerador es 2 mas que el denominador. Por tanto no
tiene asintotas al infinito (ni horizontales ni oblicuas).

¢) Como el grado del numerador es igual al grado del numerador se sospecha que tiene asintota
horizontal. (observe que no es funcion racional). Planteamos el limite

hmx-\/; ¢ . X X _ q: \/;

X- to x+1 X- tw _x+ X- tw ' 1

El limite a menos infinito no tiene sentido. En conclusién ¥ = 1 es una asintota horizontal de f por la

derecha.
d) Como el grado del numerador es justo uno mas que el denominador intentamos establecer si la

x2+3x-\/;

funciébn  f(x)= ———————tiene asintota oblicua. Se intenta de reescribir la funcioén con la forma
x

S(x)=ax+b+d(x) con d(x)- O cuando x va infinito. El numerador no es un polinomio entonces
no podemos recurrir a la division de polinomios para establecer la asintota. Realizamos la division
entre un monomio descomponiendo la expresion en una suma de fracciones con igual denominador

1) x? + 3x- \/;
X

1
=
+
(98]
1

1
De aqui podemos concluir. Como ~ T - 0 cuando x va infinito entonces ¥ = X+ 3 esla
X

asintota oblicua por la derecha, pues por la izquierda la funcidn no estd definida.

Comentarios:



64

1.- Vamos a intentar en b) conseguir la representacion f(x) = g(x)+  (x) donde la funcién

d (x) » 0 cuando x va a infinito, mediante la division de polinomios.

Antes de proceder hacer la divisiéon sabemos que el cociente de la divisién, £(X), es un polinomio de
grado 2, asi que de una vez sabemos que la grafica de la funcion

no tiene asintota oblicua. Sin embargo conseguiremos la X 0x' 0x+0 x+1
representacion para hacer un comentario provechoso X X Xx+1
Coxd (e xtDx+)-1 F Ox
fa)= ——= :
xt1 xt1 X -x
1 ~x 0
2
x)=x"-x+1- —
f@) — x -l
-1

Enestecaso g(x)= x>-x+1 y 0(x)=- -0

+1
Sin duda no hay asintota oblicua, vemos atin mas que el comportamiento de la grafica de la funcién en

el infinito es de tipo parabdlico, de acuerdo alaley g(x)= x* - x+ 1.

x-Ax
1

2.- En ¢) observe como la funcién f(x) = puede ser escrita como

x Ax 1 x 1 Jx

S(x)= - =1- - . En este caso ¢ (x)= - - - 0 cuando x va a infinito
xt1l x+1 xt1l x+1 x+1 x+1

y la funcién se comporta como la funcién g(x)=1 en el infinito cuya representacion grafica es una

recta horizontal.
x2 - 2x+ 4x?
X

ordenes entre el numerador y el denominador es 1. Efectivamente, f puede ser escrita como

f(x)= x- 2+ 4x
N

no tiene asintota oblicua atn cuando la diferencia de los

3.- La funcién  f(x)=

. Esta no es una funcién lineal y 0 (x) no va a 0 cuando x va a infinito.

4.- Las asintotas al infinito tiene una gran importancia en los modelos de regresion. En estadistica se
presenta muchas veces una cantidad y que depende linecalmente de otra cantidad x y se busca
establecer la mejor recta que se adapte a los datos, esto a grosso modo es lo que se llama regresion
lineal. No siempre la relacion entre dos variables es lineal, pero si sabemos que la relacion entre las dos
cantidades estd dada por una funcién que tiene una asintota oblicua entonces una regresion lineal
provee un modelo sencillo que explica la relacion entre estas dos variables para valores altos de la
variable independiente x y permite justificar que un modelo lineal es apropiado cuando se emplea en
predicciones de valores y para valores altos de x

x*-1

Ejemplo 2.- Determinar todas las asintotas verticales y en el infinito de la funcion f(x) = =

xP 4 x

Bosqueje la grafica de la funcion en las zonas donde se acerca a las asintotas.

Solucion:

*  Primero determinaremos las asintotas verticales. Los posibles candidatos son donde el
denominador se hace 0: x> + x? = (. Esta ecuacion se resuelve por factorizacion obteniendo como

unicas soluciones x=0 y x=-1. Pasamos a calcular los limites para determinar si efectivamente es
una asintota vertical
-1 -1
_oxt-1 o _oxt-1 o
lim ——— -0 lim —- = -®
x 00 x7(x+ 1) -0 x“(x+ 1
Asi la recta x=0 es una asintota vertical de la grafica de la funcion.
Cuando pasamos a examinar x=-1 nos conseguimos con la indeterminacioén 0/0 que resolvemos usando

L Hopital
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0
. x*-1 0 4x°
lim —— = lm_———=-
-1 x7 4 X x--13x° 4+ 2x
4
. . . x' -1
y también podemos verificar que lim -4

w1 x? (x4 1) )

Por tanto x=-1 no es una asintota vertical.

* Asintotas al infinito.- Como tenemos una funcion racional donde el grado del numerador es justo
uno mas que el denominador podemos concluir de una vez que tiene asintota oblicua. Pasamos a
determinarla usando la division de polinomios.

La asintota oblicua es entonces V= x- 1

4 3 2 3 2
Graficar la funcion cerca de la asintota vertical se puede hacer con X 0": 0x" Ox-1 X +x
’ . - . 4
los limites calculados. Sin embargo, no podemos determinar como -X -X x-1
se acerca la grafica a la asintota oblicua. Una posibilidad bastante - 0x 0x-1
razonable es la que muestra la figura. Mas adelante se tendra [
herramientas que permitiran tener una certeza si la grafica se acerca e
por arriba o por debajo de la recta. X -1
“y Asintota oblicua
y=x-1 .
. Para valores grandes de x la
grafica se acerca a la
Asintota oblicua
0 »
. X
-1
d \If

Ejercicio de desarrollo.- Determinar todas las asintotas verticales y en el infinito de las graficas de

2 x-1 3
las funciones dadas. a) f(x) = x_z; b) S(x)=2x+ —; ¢) f(x)= 3x
x+ 2x X x +1
EJERCICIOS
1) Determinar las asintotas horizontales para las graficas de las funciones dadas.
4 2
X X't x 1-2x
1.1 X): ———— 1.2 T 1. S B
) @ x2+ 2x+ 1 S X tx-1 3 S 3x% - 3x+2
- - 1
f(0)=(2- 07, x) = . )z 2-
1.4) ; 1.5) f(x) o 1.6) f(x) P
2) Determinar todas las asintotas horizontales de las funciones dadas.
x-1 1 1
. xX)= ——. . - 3,2% . . x)z — . . x) =
2.1) f( e 1) 2.2) f(x)=3e*; 2.3) f(x) )’ 2.4) f(x) i
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3) Determinar todas las asintotas horizontales, oblicuas y verticales de las gréaficas de las funciones
dadas. Representar la funcion por medio de una calculadora para confirmar la respuesta.
(Alternativamente represente la funcion en las zonas donde la grafica se acerca a las asintotas)  3.1)

- _20-x7) - 1- o).
f@)x%x-f 3.2) ﬂﬂ_ﬁ-ﬁﬁ2’ 3.3) f(x)=1- x+ In(x- 1);

3 4 ]
34) f(r)= 12 35 S0l —2, &@ﬂ@:ﬁéiiij
1- % 1- x Jx

4) Diga cual de las siguientes afirmaciones son ciertas y cuales son falsas. Justifique
4.1) ( ) Una asintota horizontal puede cortar la curva infinitas veces.
4.2) ( ) Una asintota vertical puede cortar la curva infinitas veces.

4.3)( )Si }H? ()= +2 pero xhrzl J(x)= L<+®  Entonces x=a no es una asintota vertical.

4.4) ( ) Una funcion racional tiene por lo menos una asintota vertical.

4.5) ( ) Siy=L es una asintota horizontal por la derecha de la grafica de la funcion /'y y=M es una
asintota horizontal por la derecha de la grafica de la funcién g. Entonces y=L+M es una asintota
horizontal por la derecha de la funcion (f+g).

5) Establezca si las graficas de las siguientes funciones tienen asintotas en el infinito.

3 -
) 07 260 1 e 52) f(0= S0 $3) s 2
x t1 x“+1 x-1
C1-xt _l-x C1-24x
5'4) f(x)_ x2 _ 1 ) 5.5) f(x) \/; ) 5_6) f(x)— \/;

(Sugerencia 3.6, 5.3 y 5.5) Descomponga como suma de fracciones con igual denominador, uno de los sumandos
es parte de la funcion delta)

2
Respuestas: 1.1) ¥ = 0 ; 1.2) No hay; 1.3) y= - 3 1.4y y=0; 15 y=0; 1.6) y= 2;

2.1) y = 1 porladerecha; ¥ = -1 por laizquierda. 2.2) ¥ = 0 por la izquierda; 2.3) ¥ = 0 por la
derecha; 2.4) ¥ = 0 por la izquierda.
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3.1) A 3.2) A 3.3) yA .
: ; y L= i
x=-2! y E\ /E x=2 ix=1
,oi| L .
y= : : ~ : T
4 i > T > 0 !
- 200 12 x : ;
' St w-at pmmmmmmmee oo : .
E a =2 28T i Sl
R AL y=l+x
DN } 3% koA A 3.6) A 7
A 1 H i y
e N
i R S - S 1
! : |
: X : P Xy =L Xy
xy 7 > 1 H e 0 [l
3 | i 1 10 i
3. ]
kY =1 =1
AN ; : x=0
E N y=-2x-3 H |i [
E “\‘ Recuerde que aun no tenemos un método preciso para determinar por
: . cual lado se acerca la grafica a la asintota. Las graficas de estas
H ‘\‘ respuestas se han realizado en base a la suposicion que la grafica de la
H Y funcion es tal que el trazo cerca de la asintota vertical se une de una
) \ manera sencilla al trazo cercano a la asintota en el infinito.

4.1) V; 4.2) F (si corta infinitas veces no seria funcién); 4.3) F (Si cumple una condicién de la

1
definicion de limite es suficiente para ser asintota.); 4.4) F (y = Tt 22 no tiene asintotas); 4.5) V; 5.1)
X

y=2x+ loblicua ; 5.2) Y= ~X oblicua; 5.3) ¥= x+1; oblicua por la derecha; 5.4) No tiene
asintotas; su comportamiento no es lineal si no cuadratico; 5.5) f(x)-= -Jx+1/7/x no tiene

comportamiento lineal en infinito, se comporta como la funcion g(x)= - Jx ; 5.6) Y= -2 es una
asintota horizontal por la derecha.
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ELASTICIDAD DE LA DEMANDA

Suponga que se tiene una disquera que ha venido cobrando 10UM por la venta de los CD mas
populares. Piensa aumentar el precio en un 5%. Es de esperar que la demanda baje, ;pero en que
porcentaje? Si baja un 2% la demanda esto no significarda mucho y el ingreso se vera mas bien
beneficiado con este aumento de precio. En este caso el mercado no ha sido muy sensible al aumento
del precio. Pero si en cambio la demanda baja en un 10% la demanda reacciona fuertemente frente al
aumento de precio. En este Gltimo tipo de situacion se habla de una demanda elastica. Para cuantificar
estos fenomenos se usa el concepto de elasticidad de la demanda que es la razon entre el cambio
porcentual en la demanda al cambio porcentual en el precio.

La elasticidad puntual de la demanda permite estimar la caida porcentual de la demanda por el
aumento en el precio de un articulo. Esta cantidad cuya definiciéon usa una derivada surge de la
elasticidad de la demanda. .

Veamos mas precisamente el concepto de elasticidad de la demanda y de donde proviene la
elasticidad puntual de la demanda. Primero establecemos los cambios porcentuales en la demanda y en
el precio.

Sea ¢ = f(p) la ecuacion de demanda de un articulo. Considere 4 p el aumento en el precio

A
Cambio porcentual en el precio= ?p x100

29 002 L2HAP) T D) 60

Cambio porcentual en la demand p

Cambio porcentual en la demanda

Elasticidad de la demanda= ; ;
Cambio porcentual en el precio

4 100
- 4 H AC]XP:BXA_Q
8P o0 Bpxa g Ap
p

_p St hp)- f(p)
q Ap

Si Ap - 0, obtenemos el concepto de elasticidad puntual de la demanda

+ -
lim 2 L2t 8p)- f(p) _ pda
bp-0q bp q dp
Definicion.- Se define la elasticidad puntual de la demanda, T , como
[] = £ D@ .
q dp

Observaciones
1.- En general eta, / , es una cantidad negativa

2.-Es claro de la definicion de limite que
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_ Cambio porcentual en la demanda

Cambio porcentual en el precio

Esta aproximacion nos permite aproximar el cambio en la demanda al cambiar los precios
usando la elasticidad de la demanda:

Cambio porcentual en la demanda® | UCambio porcentual en el precio

Ejemplo 1.- a) Encontrar la elasticidad puntual de la demanda cuando la ecuaciéon de demanda es
q = /400 - 2p ; b) Usar la elasticidad puntual de la demanda para estimar el cambio porcentual en la

demanda cuando el precio de 7 = 20 aumenta en 2%.
Solucién:
a) En este caso tenemos que

dg _ -1

dp [400- 2p "

De aqui
_pdq _ P -1

n==0—= 0
q dp J400- 2p [400- 2p
N
400- 2p
b) Debemos determinar la elasticidad puntual a un precio de 20:
-50  _ 50 _ 1

[7:

77 400-2050 300 6
Ahora usamos la estimacion
Cambio porcentual en la demanda® | UCambio porcentual en el precio

1
Cambio porcentual en la demanda= - gx2%=- 5%

A este nivel de precio un aumento de precio del 2% hace que la demanda baje aproximadamente en
0.33%. La demanda a este nivel no es muy sensible al aumento de precio. En esta situacion tenemos

que - 1< <0, Cuando eta esta entre estos valores decimos que la demanda es inelastica.

Definicion.-
e Lademanda es elasticasi 1 < -1
e Lademanda es inelasticasi ~ 1< <0y
e La demanda tiene elasticidad unitariasi 1 = =1

Ejemplo 2.-La ecuacion de demanda de una articulo esta dada por g = 4/400- 2p a) Determinar si la

demanda es elastica, inelastica o unitaria para el precio de p=150; b) Estime el cambio porcentual de la
demanda a este precio usando la elasticidad puntual cuando se aumenta los precios en un 1% ¢)
Determinar el nivel de precio para el cual la demanda es unitaria. d) ;Para qué precios la demanda
resulta inelastica?
Solucién: a) En el ejemplo pasado habiamos determinado
g P
400- 2p
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Para p=150 tenemos

N = i = -1.5.
400 - 2.150
Para un precio de 150 U.M. la demanda resulta elastica.

b) Cambio porcentual en la demanda™ 1 UCambio porcentual en el precio
Cambio porcentual en la demanda= -1.5x1%=-1.5%

Observe que frente a un aumento del precio, la demanda aumenta de manera mas fuerte.

¢) Debemos plantear y resolver ﬁ = -1, para conseguir el valor de p.
-p
400- 2p
p=400-2p
. 400
3
. . . 400
En conclusion la elasticidad es unitaria cuando p = =

d) Para ver cudles son los precios en que la demanda resulta inelastica tenemos que plantear 7 > -1,
En nuestra situacion esto es

N

400- 2p

Esto es una desigualdad que tenemos que resolver en p, recuerde que la reglas de las desigualdades

son muy delicadas, por ejemplo una cantidad que este dividiendo no puede pasar multiplicando porque

eventualmente esta cantidad para determinados valores de la variable puede ser negativa y cambiar el

sentido de la desigualdad. Resolvemos la desigualdad justificando de paso a paso. Primero pasamos
todos los términos a un lado de la desigualdad

>-1

— P 4150 Sumamos fracciones y si es el caso factorizamos el numerador
400- 2p

400- 3p 50

400- 2p

Colocamos las raices del numerador y denominador en la recta real y tomamos valores de

400
prueba que estén dentro de los intervalos definido por las raices. Las raices son ES y 200

400-3p 400-3p _
400-2p 400 -2p
| T T >
0 400 200
3
400-3-1 400-3-150 400-3-300

—_—> <0 400-2.300"
400-2-1 400-2-150

Evaluamos el lado izquierdo en esto valores, si la desigualdad se satisface entonces el intervalo
al que pertenece este valor de prueba es parte de la solucion. El intervalo (200,®) lo descartamos
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pues alli el modelo de la ecuacion de demanda no es valido. Queda entonces que la demanda es

400
inelastica cuando el precio esta en el intervalo (0, T) .

Ejercicio de desarrollo.- La ecuacién de demanda de un producto es p = 900 - 2¢

a) Encuentre la elasticidad puntual de la demanda cuando p=60. ;Es elastica o no?
b) Si este precio se disminuye en 2%. (Cudl es el cambio aproximado en la demanda?

En los ejemplos anteriores hemos visto como la elasticidad puntual depende del precio. El
siguiente ejemplo presenta el caso de una ecuacion de demanda donde la elasticidad es siempre
unitaria, independiente del precio.

Ejemplo 3.- a) Calcule la elasticidad puntual de la demanda para la familia de ecuaciones de

demanda de la forma: ¢ = ; , b) Calcule el ingreso para un precio de p.

Solucién:
a) En este caso tenemos que
dq_ -k
dp p*°
De aqui
- P Dﬂ - P k
g dp k p’
p
n=-

Asi que la demanda tiene elasticidad unitaria para cualquier precio.
k

b) I=plg=p—=k,
P

El ingreso permanece constante igual a & para cualquier variacion en el precio.

INGRESO Y ELASTICIDAD

Ya hemos visto un ejemplo que nos hace intuir que existe una relacion entre estas dos
cantidades. Podemos pensar un poco mas y ver que si a un precio dado la demanda resulta inelastica
probablemente se podra aumentar los precios para aumentar los ingresos, pues la demanda no baja en
la proporciéon que aumenta los precios. En cambio si la demanda resulta elastica un aumento en los
precios llevara a una disminucion mas fuerte en la demanda con respecto al aumento de precio y por
tanto el ingreso disminuira frente a un aumento de precios. Esto lo podemos establecer desde un punto
de vista mas matematico:

Tenemos que el ingreso total estd dado por:

I(p)= pq

Al derivar con respecto a p (no es ingreso marginal)
dl dg

— = q + p —_—

dp dp

ﬂ = g(l+ Eudq)
dp q

dp
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dl
—=zg(l+
i g(l+1n)

De esta ultima relacion tenemos que
dl

Z 50 1+n>0 > -1
dp N ,estoes ]

y
dl
—<0= 1+ <0, estoes ) <-1
dp

De estas dos ultimas proposiciones tenemos que

* Elingreso crece en los intervalos donde la demanda es inelastica
* Elingreso decrece en los intervalos donde la demanda es elastica

Ejemplo 4.- Considere la ecuacion de demanda de los ejemplos 1 y 2 dada por g = ,/400- 2p a) Siel

precio se aumenta ligeramente de p=150 ;se esperaria un aumento o una disminucion del ingreso? b)
Si el precio se aumenta ligeramente de p=100 ;se esperaria un aumento o una disminucion del
ingreso?

Solucion: a) En los ejemplos 1 y 2 habiamos determinado

A
400- 2p
para p=150 teniamos que
- 150
N=————=-15.
400- 2.150

para este precio la demanda es elastica y por tanto un aumento en el precio se esperaria una
disminucion en el ingreso.

b) Un precio de 100UM corresponde a una demanda inelastica y por tanto un aumento en el
precio se esperaria una disminucion en el ingreso.

EJERCICIOS
1) Encuentre la elasticidad puntual para cada una de las ecuaciones de demanda en los valores
indicados de g o p. Determine si la demanda es eléstica, inelastica o si tiene elasticidad unitaria.

pea T
1.3%) p= 1000- ¢*; ¢=30; 14%p=100-3q; g¢=5;

p=9; 1.2) ¢+

_ 1
1.5)9 = 50e 7", p =200, 1.6) 4 = 100, = 1ss
p

1.7%) P = {/1000-3q; ¢=200, 18)qg=b-mp; p=p,

(*Despejar g o derivar implicitamente)

2) Para que valores de p tienen elasticidad unitaria las siguientes ecuaciones de demanda.
2.1) p=10-3q;
100

22)49* (p+—4)2;
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23) q=b-mp, con m>0
3) La ecuacion de demanda de un producto es g = {/900- p

a) Encuentre la elasticidad puntual de la demanda cuando p=800
b) Si este precio se disminuye en 3/4%. ;Cual es el cambio aproximado en la demanda?

4) La ecuacion de demanda de un producto es g = 4/900- p

a) Encuentre todos los precios que corresponden a una demanda elastica.
b) Calcule la elasticidad puntual de la demanda cuando p=500. Use su respuesta para estimar el
incremento o disminucion porcentual en la demanda cuando este precio aumenta en 6%, (esto es a
p=530).

5) La ecuacion de demanda para el secador de pelo portatii Run estd dada por

1
q- 5(225 - p’); 0< p< 15, q medido en unidades de cientos, es la cantidad demandada por

semana y p es el precio de la unidad en UM.
a) Comprobar que la demanda es inelastica cuando p=8?
b) ;y cuando p=10?
¢) Si el precio de la unidad se baja ligeramente de 10UM, se esperaria un aumento o disminucion
del ingreso?
d) Si el precio de la unidad se aumenta ligeramente de 8 UM, se esperaria un aumento o
disminucion del ingreso? Justifique sus respuestas usando elasticidad.
e) ;Cuando la demanda tiene elasticidad unitaria?
6) La cantidad demandada para las cajas de Fosforo Un foque esta relacionada con el precio (en UM)

dada por la ecuacion: ¢ = ¥400-5p;  0< p< 80 (q medidos en unidades de cientos es la cantidad

demandada por semana.)
a) ;Es la demanda eléstica o inelastica cuando p=40? ;y cuando p=60?
b) ;Cuando la demanda tiene elasticidad unitaria?
¢) Si el precio de la unidad se baja ligeramente de 60UM, ;se esperaria un aumento o disminucion
del ingreso?
d) Si el precio de la unidad se aumenta ligeramente de 40 UM, ;se esperaria un aumento o
disminucion del ingreso? Justifique sus respuestas usando elasticidad
7) El propietario de un club de video ha estimado que el precio del alquiler p en UM de videocasete de
regrabados esta relacionado a la cantidad ¢ de videos alquilados por semana por la ecuacion de

2
demanda ¢ - gw/36 - p*; 0< p< 6. Actualmente, el precio es de 2 UM por cinta.

a) Para ese precio, (es la demanda elastica o inelastica?
b) Si el precio del alquiler se aumenta, ;se esperaria un aumento 6 disminucion del ingreso?
Justifique sus respuestas usando elasticidad

Respuesta:

1.1) -1,8; 1.2)-18/25;1.3)-1/3; 1.4) —-17/31.5) -4; 1.6) -1; 1.7) -4/3; 2.1) 5; 2.2) 4; 2.3)b/2

3a) —4; 3b) La demanda aumenta aproximadamente en 0,3 unidades; 4a) (600,900); 4b)-5/8; -15/4%;
5.b) elastica -8/5; 5¢) disminucion; 5d) aumenta ; 5e) 53 ; 6a) con p=40 ineléstica, con p=60
elastica; 6b) p=160/3; 6¢) Un aumento, la funcién ingreso es decreciente; 6d)aumenta

7a) inelastica; 7b) aumento
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