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PréLoGo

Tous les Problemes de Géométrie se peuvent facilement réduire a
tels termes, qu’il n’est besoin par apres que de connaitre la
longueur de quelques lignes droites, pour les construire.'

René Descartes
(La Géométrie, 1637)

Nuestro epigrafe es la frase con la que comienza la obra La Geometrie de Descartes: la manera més
sintética que conocemos para expresar el principio fundamental de la hoy llamada Geometria analitica®
que, circunscrita al plano, constituye el asunto que nos ocupa en este libro.

Tal como la concibié Descartes, la Geometria analitica no es una Geometria diferente o nueva,
sino la Geometria misma estudiada con el auxilio del Anlisis®, después de que se han establecido sus
fundamentos por separado; y estd caracterizada por un método de abordaje de los problemas geométricos
que se puede describir en tres etapas:

o transformar el problema geométrico en un problema de Andlisis;
e resolver el nuevo problema con los recursos propios del Analisis;

o interpretar geométricamente la solucién encontrada, obteniendo asi la solucién del problema origi-
nalmente planteado.

Actualmente nadie duda de los considerables e insospechados aportes de la Geometria analitica a las
Matematicas y sus aplicaciones, siendo la fuente primordial de sus inmensos progresos: en la Geometria
métrica euclidiana misma; en el surgimiento de las Geometrias no euclidianas, proyectiva, diferencial y
algebraica; en el surgimiento del Calculo, el Andlisis funcional, la Teoria de las Funciones analiticas; en
sus aplicaciones a la Estadistica, a las Ciencias econdmicas, a la Mecanica; etc.

Por otro lado, es innegable también el aporte de la Geometria analitica a la formacién intelectual del
estudiante: da ocasién para que aplique de forma integrada los conocimientos previamente adquiridos,
y hasta cierto punto aisladamente, de las Matematicas elementales (Aritmética, Algebra, Geometria,
Trigonometria); y sirve de fundamento a muchas de las asignaturas que tiene que estudiar posteriormente.

Lamentablemente, hubo un tiempo en el que la Geometria analitica se redujo a las breves y precisas
pinceladas requeridas para el estudio del Calculo presuponiendo, quizds, el conocimiento previamente
adquirido por los estudiantes en la secundaria. En la actualidad, vivimos un repunte en la inclusién de la
enseflanza de esta disciplina en los primeros semestres de las Carreras de Matematicas, originado por dos

"Todos los problemas de Geometria se pueden reducir facilmente a términos tales que, para resolverlos, sélo bastaria
conocer la longitud de algunos segmentos.

2E] calificativo analitica fue adosado al sustantivo Geometria muy posteriormente a Descartes: fue utilizado por primera vez
en el prélogo del Tratado de Cdlculo diferencial e integral de Lacroix en 1787, y como titulo de un libro propio de la materia
en Eléments de Géométrie Analytique de J. G. Garnier en 1808.

3Sin pretender ser muy precisos podemos decir que, cuando decimos Andlisis, nos referimos a la Teorfa que se funda en la
estructura de cuerpo ordenado completo de los Numeros Reales, aunque algunas veces se incluye el uso de las herramientas del
Algebra y de la Trigonometria.
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certezas cada vez mds evidentes: la deficiencia en la formacién matematica preuniversitaria y la facilidad
intrinseca de la asimilacidn de conceptos matematicos a través de la Geometria.

Los autores de esta obra tuvieron como primera motivacion producir un libro de texto en lengua
castellana para la asignatura Geometria I del pensum de la Licenciatura en Matematicas de la Univer-
sidad de Los Andes: asignatura que estd diseflada para dictarse en un semestre, a razén de cuatro horas
semanales, y en el primer semestre de la carrera; y pensum que a su vez se disefi, entre tantas otras
razones, con el propdsito de actualizar el anterior a las exigencias de los nuevos tiempos y de adaptar el
perfil de nuestros licenciados en Matemdticas a las pautas del Convenio Andrés Bello?.

Pero, como podra facilmente constatarse al echar un vistazo a su tabla de contenidos, este libro
cumpliria la misma funcién antes expuesta en cualquier curso de un semestre de Geometria analitica
plana de cualquier pensum de estudios de las carreras del 4rea de las Ciencias basicas (Fisica, Quimica o
Biologia), del 4rea de la Tecnologia (Ingenieria, Arquitectura, Disefio), o del drea de las Ciencias socia-
les y humanisticas (Economia, Administracién, Educacién en Matematicas), de cualquiera de nuestras
universidades, pues contiene, en esencia, lo que seria el material de estudios de un tal curso.

Esa primera motivacion de la que hablamos se avivé después de haber hecho una revisidn exhaustiva
de los textos que trataban sobre Geometria analitica plana existentes en el mercado local o en nuestras
bibliotecas’, de haber constatado que no estaban al alcance de la mayoria de nuestros estudiantes (precio,
idioma, disponibilidad), de haber encontrado una cantidad no despreciable de desaciertos suficientemente
notorios en cada uno de ellos, y de haber creido firmemente que podiamos contribuir en la solucién de
todas estas dificultades.

Algunos de esos desaciertos corresponden a la forma en que estd expuesto el material, y otros al
fondo de lo que se expone: se emplean términos y enfoques en desuso actualmente; no se desarrollan
suficientemente algunos temas, dejando por fuera algunos topicos que nos parecen importantes de tratar;
se presentan inconsistencias en el uso de algunos términos, errores en la justificacién de las afirmaciones
que proponen, etc.

Sin embargo, debemos reconocer que la acertada preocupacion de los autores de las obras a las que
hacemos referencia por la abundancia en la ejercitacion practica, junto a la gratificante experiencia que
nos ha dejado el procurar resolver los problemas por ellos planteados, atendan la sentencia que acabamos
de dictar por obligacion, en relacidn con los descuidados intentos de justificar las afirmaciones con cierta
candidez en los razonamientos.

Creemos que, al trazar cada uno de los rasgos del perfil que queremos lograr en nuestros licenciados
en Matemadticas, se deben tomar en cuenta en el estudiante, tanto la informacién que se le suministra,
como su formacioén intelectual; y que no debe sacrificarse ninguna de ellas en favor de la otra.

Es loable proveer al estudiante de los conceptos y resultados que le permitan adentrarse rapidamente
en las profundidades de las Matematicas, pero nos parece indispensable facilitar al estudiante el cultivo
de un orden intelectual que lo habilite para discernir claramente los principios que fundamentan los
conocimientos que adquiera, y para alcanzar nuevos conocimientos de manera independiente. En esta
obra hemos tratado de no descuidar ninguno de estos aspectos.

“Esa asignatura cubre parte del drea basica denominada Geometria, especificamente lo concerniente al estudio analitico de
las figuras geométricas del plano.
5Una lista detallada de dichos textos puede verse en la Bibliografia al final del libro.
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Ciertamente los temas bésicos de la Geometria pueden exponerse con una ligereza tal que pronto se
arribe a los resultados mas titiles en la resolucion de sus problemas mds notables, pasando por alto los
pequefios detalles que sirven de amalgama a la totalidad del sistema®.

Nosotros hemos optado por dejar establecidos en esta obra esos pequefios detalles, por engorrosos
que sean, con el propdsito de que la obra pueda servir de referencia, tanto para el profesor en su quehacer
profesional o en el momento en que imparte un curso de Geometria analitica plana, como para el estu-
diante que lo cursa, a pesar de estar convencidos de que no necesariamente deban cubrirse todos ellos en
el salén de clases.

Hemos desarrollado esta obra de tal manera que, por una parte, el estudiante puede llevar a cabo su
estudio con éxito por si mismo, al presentar sintéticamente los resultados relevantes de cada uno de sus
capitulos, al ilustrar prolijamente, a través de ejemplos y figuras, algunas aplicaciones de esos resultados,
y al plantear los problemas que €l debe saber resolver en su nivel de estudios, y que le ayudardn a
concretar y aclarar las nociones expuestas; y por la otra, el profesor puede encontrar suficientes recursos
que le permitan orientar a sus estudiantes, motivarlos para el estudio de cada uno de los temas tratados,
y generar discusiones entre ellos en el desarrollo de su clase.

Esperamos de nuestros colegas la consideracién que corresponde a la tentativa que hemos empren-
dido, en la direccién de realizar una tarea tan grande como la de producir una obra de esta envergadura,
asi como también todas las recomendaciones que pudieran ayudar al mejoramiento, sin duda posible, de
la calidad de esta obra de utilidad colectiva, que ofrecemos como un paso més en la produccién de un
material did4ctico autéctono.

®Efectivamente algunos autores prefieren este estilo, muchos de ellos sin poder substraerse de dejar en el lector la sensacién
de que esta haciendo trampa, puesto que ni siquiera lo ponen en alerta respecto a lo que estdn pasando por alto.
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COORDENADAS CARTESIANAS

1.1 Sistema de coordenadas cartesianas en el plano
1.2 Distancia entre dos puntos

1.3 Punto medio de un segmento

1.4 Colinealidad

PROBLEMAS

COMENTARIOS

Este estudio tiene como marco de referencia’"’ un conjunto 8, que llamaremos el plano‘®, a cuyos
elementos llamaremos puntos; y un tipo distinguido de subconjuntos del plano que llamaremos rectas.

Para fines ilustrativos usaremos como representacién grafica®®: del plano, la superficie sobre la que
exponemos nuestro estudio (una hoja de este libro, una hoja del cuaderno de apuntes, la pizarra); de un
punto, la marca visible mds pequeila que podamos trazar en dicha superficie; y de una recta, la marca
que podemos trazar en dicha superficie adosados a un canto que consideremos recto.

Entenderemos por figura geométrica, un subconjunto no vacio del plano, es decir, cualquier con-
junto de puntos que tenga por lo menos un elemento.

Denotaremos mediante el stmbolo R al conjunto de los niimeros reales, y mediante R? al conjunto
de los pares ordenados® de niimeros reales, es decir:

R?:={(x,y): xe RAyeRL®

OBsERVACION 1.1 (IGUALDAD DE PARES ORDENADOS)
La identidad de los elementos de R? se puede caracterizar de la siguiente manera: dados cuatro niimeros
reales a, b, ¢ y d, se tiene que

(a,b) = (c,d) si, ysélosi,a=c y b=d9;

Y, en consecuencia,
(a,b) # (c,d) si, ysolosi,a#c o b #d.

Consideremos una relacidon f cualquiera que asocia, a pares ordenados de nimeros reales, un nu-
mero real!”’; es usual utilizar la notacién

foy) =z

para indicar que f asocia, al par ordenado (x, y), el nimero real z.



capftuLo 1 Coordenadas cartesianas

Tiene sentido preguntar por los pares ordenados de nimeros reales que f asocia al cero (0); esto
equivale a plantear y resolver, para x y y, la ecuacion

Sflx,y) =0.

Del mismo modo, es pertinente preguntar por los pares ordenados de nimeros reales que f asocia a algtin
nimero real mayor que cero (0) genérico; esto equivale a plantear y resolver, para x y y, la inecuacion

flx,y) >0;

andlogamente, para algin nimero real mayor o igual, menor, menor o igual, que cero (0) genérico, las
inecuaciones f(x,y) > 0, f(x,y) <0y f(x,y) <0, respectivamente.

Por comodidad, usaremos el simbolo

f,y S0

para referirnos de manera general, no determinada ni especifica, a la ecuacién, o a alguna de las inecua-
ciones, que acabamos de mencionar.

Entenderemos por grdfico de la ecuacién, o inecuacion, f(x,y) = 0 al subconjunto de R? formado
por los pares ordenados de nimeros reales que son solucién de f(x,y) = 0, y sélo ellos, es decir, el
conjunto

{(x,y) e R?: flx,y) £ 0

llamaremos curva al grifico de la ecuacién f(x,y) = 0.

>» EJempLo 1.1
Consideremos la relacion f(x,y) = -3x+y — 2.

(@) El grdfico de la ecuacion f(x,y) = 0 seria el conjunto
{(x,y) e R*: =3x+y—2=0}.

Pertenecen al grdfico anterior pares como:
(1,5), (0,2), (-1,-1), (a,3a +2), (552,b).
No pertenecen al grdfico anterior pares como:
(1,4), (2,6), (-2,2), (a,3a + 3).

(b) El grdfico de la inecuacion f(x,y) < 0 seria el conjunto
{((,y) e R*: =3x+y—2<0}.

Pertenecen al grdfico anterior pares como:
(1,5), (a,3a +2), (0,0), (0, 1).
No pertenecen al grdfico anterior pares como:

0,3), (-2,2), (a,3a + 3).

QEE <

2 ‘ (GEOMETRIA ANALITICA PLANA



capftuLo 1 Coordenadas cartesianas

La idea bdsica de la Geometria analitica plana es identificar al plano (*¥) con el conjunto
R, Ios puntos del plano con pares ordenados de niimeros reales, y figuras geométricas
con grdficos de ecuaciones, o inecuaciones, cuyas variables representan las componentes
de los pares ordenados de niimeros reales correspondientes a los puntos que las consti-
tuyen‘!?; diremos de esos gréficos, que son la representacion analitica de dichas figuras
geométricas, y de esas figuras geométricas, que son la representacion geométrica de di-
chos gréficos{! .

Haciendo uso de una tal identificacion se logra representar figuras geométricas, por me-
dio de ecuaciones, o inecuaciones, en dos variables; y esta representacion permitird tratar
analiticamente (algebraicamente) algunos asuntos geométricos y, reciprocamente, inter-
pretar geométricamente algunas situaciones analiticas (o algebraicas).

En este estudio admitiremos conocidos algunos principios elementales de la Geometria euclidia-
na‘!? que, para no recargar demasiado la exposicién, expondremos en el Apéndice E.

La Geometria analitica tiene su fundamento en el siguiente principio de la Geometria métrica, usual-
mente llamado el Postulado de la Regla‘'>:

(@) Existe una correspondencia biunivoca’'® entre los puntos de cualquier recta y los niimeros reales.

(b) Dados dos puntos distintos A y B de una recta, siempre podremos escoger la correspondencia
anterior de tal manera que al punto A le corresponda el niimero real cero (0) y al punto B le
corresponda cualquier niimero real positivo prefijado.

(¢) La correspondencia anterior es tal que la distancia entre dos puntos de la recta se obtiene mediante
el valor absoluto de la diferencia de los niimeros reales que les corresponden.

(d) La correspondencia anterior es tal que el punto medio del segmento con extremos en dos puntos
de la recta se obtiene mediante la semisuma de los niimeros reales que les corresponden.

Una tal correspondencia es llamada un sistema de coordenadas de la recta, y el nimero real que le
corresponde a un punto de la recta es llamado la coordenada del punto (en dicho sistema de coordena-
das).

Note que la parte (b) del Postulado de la Regla nos da la libertad de escoger el segmento que
usaremos como patrén (la escala) en el momento de medir distancias", y nos dice que podemos alterar
la escala trasladdndola, alargdndola, achicdndola o voltedndola.

Para los efectos del presente estudio, cada vez que se presenta una situacion que involucre
longitudes, supondremos que estd fijada una escala, es decir, una unidad de medida de lon-
gitud (y, por ende, también de drea); sin embargo, por razones prdcticas, en las ilustraciones
que realicemos nos daremos la libertad de utilizar la escala mds conveniente.

GEOMETRIA ANALITICA PLANA ‘ 3



capftuLo 1 Coordenadas cartesianas

>» EuempLo 1.2
Considere una recta l, un sistema de coordenadas en I, y dos puntos Py Q en |l de coordenadas 5 y —6,
respectivamente (ver la figura 1.1).

(@) La distancia entre Py Q serd, segtin lo establecido en el Postulado de la Regla,
PO =|5-(-6) =11.

(b) El punto medio del segmento PQ serd, segiin lo establecido en el Postulado de la Regla, el punto
M de coordenada

5+4(=6) _ 1
2 2
QEE <
, 11
l 0 M

w Ny —

-6 -5-4-3-21 01 2 3 4

Ficura 1.1 Representacion grafica correspondiente al ejemplo 1.2

§1.1 Sistema de coordenadas cartesianas en el plano

Entenderemos por eje (o recta orientada), una recta en la que se destacan particularmente:

o dos puntos distintos en ella, a los que llamaremos origen y unidad en dicho eje; y

 un sistema de coordenadas en dicha recta, con la particularidad de que al origen le corresponda el
nimero real cero (0), y a la unidad le corresponda el niimero real uno (1).

A | 0 1 2

Ficura 1.2 La recta m como eje

Consideremos una recta m cualquiera. Para poder considerar a m como un eje o, en otras palabras,
para orientar dicha recta, debemos destacar, en primer lugar, dos de sus puntos distintos cualesquiera, y
decidir cudl de ellos hard el papel de origen y cudl el de unidad: denotemos con el simbolo A al punto
que, de los dos destacados, hemos decidido que haga el papel de origen, y con el simbolo B al que lo
haga de unidad. Hecho esto, debemos luego escoger un sistema de coordenadas en m de tal manera que
al punto A le corresponda el nimero real cero (0) y al punto B le corresponda el ndmero real uno (1); una
representacion gréfica de la recta m como eje podria realizarse como en la figura 1.2.
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Fijado un punto P cualquiera en el eje m, llamaremos sentido positivo respecto a P al conjunto
de los puntos de m que tienen coordenada mayor que la de P (ver la figura 1.3); en contraposicion,
llamaremos sentido negativo respecto a P al conjunto de los puntos de m que tienen coordenada menor
que la de P19,

Ficura 1.3 Sentido positivo respecto a un punto P en el eje m

Fijados dos puntos distintos P y Q cualesquiera en el eje m, diremos que Q estd delante de P, si
la coordenada de Q es mayor que la de P; en contraposicion, diremos que Q estd detrds de P, si la
coordenada de Q es menor que la de P¢!7,

o—>

Es claro que, en el eje m, el sentido positivo respecto al origen A es la semirrecta AB (ver el Princi-
pio E.13 en el Apéndice E); y que la unidad B estd delante del origen A (ver la figura 1.4).

Ficura 1.4 Sentido positivo respecto al origen en el eje m

o—>

Note que, en el eje m, decir que “Q estd delante de P equivale a decir que “la semirrecta PQ
coincide con el sentido positivo respecto a P”’; del mismo modo, decir que “Q esta detrds de P” equivale

o—>
a decir que “la semirrecta PQ coincide con el sentido negativo respecto a P”.

A B

Ficura 1.5 Eleje Am

En muchas ocasiones preferiremos denotar por Am al eje m, haciendo mencién expresa a su origen
A; vy, al representarlo graficamente, indicaremos el sentido positivo respecto al punto en que comenzamos

su dibujo mediante la Unica punta de flecha que sefialaremos en esa recta, junto a la cual ubicaremos la
letra m (ver la figura 1.5).

Habra ocasiones en que digamos, por ejemplo: “consideremos como eje a la recta / orientada posi-
tivamente desde A hacia B”. Con una expresion como ésta queremos significar que:

(@) Ay B son dos puntos distintos de /;

(b) que cualquier sistema de coordenadas que consideremos en / debe ser tal que B estd delante de A,
es decir, que la coordenada de B es mayor que la de A.
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La idea bdsica de la Geometria analitica plana se puede concretar por medio de un par de
ejes perpendiculares, con origen comiin y nombrados en un cierto orden, cualquiera (ver
la figura 1.6)¢1®).

o Al origen comiin de ambos ejes lo llamaremos el origen, y lo denotaremos mediante O.

o Al primero de los ejes que se nombre lo llamaremos el eje de las abscisas o eje X, que
algunas veces denotaremos mediante OX; cuando sea necesario, denotaremos por U a su
unidad.

e Al segundo de los ejes que se nombre lo llamaremos el eje de las ordenadas o eje y, que
algunas veces denotaremos mediante Oy; cuando sea necesario, denotaremos por U’ a su

unidad (!9,

e Al conjunto formado por los ejes X y 'y lo llamaremos un sistema de ejes rectangulares
(ortogonales) en el plano, y lo denotaremos mediante xOy o, simplemente, Xy.

Ul

Ficura 1.6 Par de ejes perpendiculares con origen comun

OBSERVACION 1.2

(@) Un método para construir un sistema de ejes rectangulares en el plano estd expuesto en el Apéndice
D; note que el método desarrollado en este apéndice permitiria construir, si se necesita, primero el
eje de las ordenadas y luego el eje de las abscisas.

(b) Por lo general, en las representaciones grdficas de un sistema de ejes rectangulares del plano que
realicemos de ahora en adelante, no destacaremos los puntos U y U’, puesto que hemos supuesto
que estd fijada de antemano la escala, y las puntas de flecha son suficientes para indicar los sentidos
positivos respecto al origen en cada uno de ellos.

La fijacién de un sistema de ejes rectangulares Xy cualquiera en el plano siempre da lugar, de
manera natural y esencialmente dependiente de ella, a una correspondencia biunivoca entre P y R?; con
el propdsito de simplificar las expresiones, llamaremos proyeccion de un punto sobre una recta, al punto
de corte de dicha recta con su perpendicular por dicho punto (ver el Principio E.7 en el Apéndice E).
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La mencionada correspondencia es la que se puede definir como sigue. A cada punto P del plano le
hacemos corresponder el par ordenado de niimeros reales (a, b) definido de la siguiente manera (ver la
figura 1.7):

o a es la coordenada en el eje x de la proyeccidn de P sobre dicho eje;

o b es la coordenada en el eje y de la proyeccién de P sobre dicho eje.

y )
|
|
b P
|
|
|
|
|
|
(0] |a X
|
|

Ficura 1.7 Coordenadas cartesianas

Esta correspondencia es biunivoca porque la correspondencia siguiente es su inversa: a cada par
ordenado de nimeros reales (a, b) le hacemos corresponder el punto P del plano que resulta del corte
entre las siguientes dos rectas:

o la perpendicular al eje x por aquel de sus puntos que tiene coordenada a;

o la perpendicular al eje y por aquel de sus puntos que tiene coordenada b.

Los niimeros reales a y b son llamados las coordenadas cartesianas del punto P, respecto al sistema
de ejes rectangulares xy‘*”: a es laabscisa del punto P, y b es su ordenada; por esta manera de llamar las
coordenadas, el sistema de ejes rectangulares Xy recibe usualmente el nombre de sistema de coordenadas
cartesianas rectangulares (ortogonales) en el plano.

De esa correspondencia que hemos descrito, esencialmente vinculada al sistema de ejes rectangu-
lares que se fije en el plano, diremos que identifica al plano () con el conjunto R?, y a cada punto
del plano con un dnico par ordenado de nimeros reales (sus coordenadas cartesianas); en virtud de esa
identificacion, abusaremos del signo de igualdad y escribiremos

P =(a,b)

para indicar que las componentes del par ordenado (a, b) son las coordenadas cartesianas del punto P (es
decir, que el punto P y el par ordenado (a, b) son correspondientes bajo esa identificacién); y, si H es el
gréfico de una ecuacidn, o inecuacion,

G=H

(que leeremos G y H coinciden) para indicar que los puntos correspondientes a los pares (a, b) de H
estan en G y, a la vez, que las coordenadas cartesianas de los puntos de la figura geométrica G estan en
H (es decir, que la figura geométrica G y el conjunto H son correspondientes bajo esa identificacion).
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Otra manera en que indicaremos esto Ultimo que hemos dicho, al considerar una ecuacidn, o ine-
cuacion, f(x,y) = 0 que define a H, serd

G: fy 0

y que interpretaremos diciendo que f(x,y) = 0 es una ecuacion, o inecuacion, que representa a la figura
geométrica G, o que G se puede representar por la ecuacion, o inecuacion, f(x,y) = 0.

Supongamos que se ha fijado un sistema de ejes rectangulares xy en el plano.

En la siguiente proposicién ofreceremos los primeros dos ejemplos de representacion geométrica
del grafico de una ecuacion.

Lema 1.1
(@) El grdfico de la ecuacion x — h = 0 (h cualquier niimero real) coincide con la recta perpendicular
al eje X por aquel de sus puntos que tiene coordenada h.

(b) El grdfico de la ecuacion y — k = 0 (k cualquier niimero real) coincide con la recta perpendicular
al eje y por aquel de sus puntos que tiene coordenada k.

Ficura 1.8 Recta perpendicular al eje x

H PRUEBA
(a) Fijemos un nimero real cualquiera s, y consideremos el conjunto

G:={xy)eR*: x—h=0},
es decir, el grafico de la ecuaciéon x — h = 0. Por simple manipulacién algebraica tenemos que
G={xyeR’: x=h),

es decir, G coincide con el conjunto de los pares ordenados de ntimeros reales que tienen primera com-
ponente /.

Asf, todos los puntos correspondientes a los elementos de G tienen abscisa A.
Consideremos el punto Q del eje x que tiene coordenada /4 en el eje x (ver la figura 1.8).
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Por la definicién de abscisa, la proyeccion sobre el eje x de cualquiera de los puntos correspondientes a
los elementos de G es Q.

Asi, por el Principio E.7, todos los puntos correspondientes a los elementos de G estdn en la recta /
perpendicular al eje x por el punto Q.

Por otro lado, si P es cualquier punto de /, es claro que la abscisa de P es & y, en consecuencia, el par

formado por las coordenadas cartesianas de P estd en G.

Por tanto, G coincide con /.

(b) Esta afirmacion se verifica de manera similar a la de la parte anterior, considerando el punto R del eje

y que tiene coordenada k en el eje y, y la recta m perpendicular al eje y por el punto R (ver la figura 1.9).
QEP H

Ficura 1.9 Recta perpendicular al eje y

En el siguiente Teorema ofreceremos los primeros dos ejemplos de representacién analitica de una
figura geométrica.

TeoREMA 1 (REPRESENTACION ANALITICA DE UNA RECTA PERPENDICULAR A UNO DE LOS EJES)
(a) [ es una recta perpendicular al eje X si, y solo si, | se puede representar por una ecuacion de la
Jforma

(1.1) x—h=0
(h es la abscisa del punto de concurrencia entre l y el eje X).

(b) m es una recta perpendicular al eje 'y si, y solo si, m se puede representar por una ecuacion de

la forma
(1.2) y—k=0
(k la ordenada del punto de concurrencia entre my el eje y).
Hl PRUEBA

(a) Supongamos que / es una recta perpendicular al eje x, y llamemos: Q al punto de concurrencia entre
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l'y el eje x; h ala coordenada de Q en el eje x (ver la figura 1.8); y G al gréfico de la ecuacién x — h = 0,
es decir,
G:={xy)eR*: x—h=0}.

Como, por un punto dado, sélo pasa una recta perpendicular a una recta dada, tendremos que Q es la
proyeccion de cualquier punto de / sobre el eje x.
Asi, por la definicion de abscisa, todos los puntos de [ tienen abscisa A.
Luego, las coordenadas cartesianas de todos los puntos de [ satisfacen la ecuaciéon x — 4 = 0y, en
consecuencia, los pares formados por las coordenadas cartesianas de los puntos de [ estdn en G.
Ahora bien, como dos rectas coinciden, si una de ellas estd contenida en la otra (pues tendrian dos puntos
distintos en comtn), tenemos que el resto de la prueba de esta afirmacién es consecuencia directa del
lema 1.1.(a).
(b) Esta afirmacién se verifica de manera similar a la de la parte anterior.

QEP H

La siguiente observacion recoge otras maneras de enunciar el Teorema 1.

OBSsERVACION 1.3
(@) Otras maneras de decir lo afirmado en el Teorema 1.(a) son:
e [ es una recta perpendicular al eje X si, y solo si, | coincide con el grdfico de una ecuacion de la
forma x — h = 0, es decir,

I={(x,y) eR*: x—h=0}
(h es la abscisa del punto de concurrencia entre l y el eje X).

o [ es una recta perpendicular al eje X si, y solo si, | coincide con el conjunto de los puntos que tienen
una misma abscisa e igual a la del punto de concurrencia entre l y el eje X, es decir,

I={(x,y) eR*>: x=h)
(h es la abscisa del punto de concurrencia entre 1 y el eje X).

(b) Otras maneras de decir lo afirmado en el Teorema 1.(b) son:
o m es una recta perpendicular al eje 'y si, y solo si, m coincide con el grdfico de una ecuacion de la
formay —k =0, es decir,

m={(y) €R’: y—k=0)
(k es la ordenada del punto de concurrencia entre my el eje y).

e m es una recta perpendicular al eje y si, y solo si, m coincide con el conjunto de los puntos que
tienen una misma ordenada e igual a la del punto de concurrencia entre my el eje 'y, es decir,

m={(y) eR*: y=k
(k es la ordenada del punto de concurrencia entre my el eje y).

En la siguiente observacién presentamos dos casos particulares y emblemadticos de rectas perpendi-
culares a los ejes, y algunas consecuencias importantes de lo que hemos dicho hasta ahora.
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OBSERVACION 1.4

(a)

(b)

(c)
(d)

(e)

®)

Como el eje 'y es una recta perpendicular al eje X, y el punto de concurrencia con éste tiene abscisa
0, tendremos que el eje y se puede representar por la ecuacion x = 0.

Como el eje x es una recta perpendicular al eje 'y, y el punto de concurrencia con éste tiene orde-
nada 0, tendremos que el eje x se puede representar por la ecuacion y = 0.

Es claro que el origen O es el punto que tiene ambas coordenadas nulas, es decir, O = (0, 0).

Como toda recta queda determinada por dos de sus puntos distintos, en verdad tenemos que:

una recta es perpendicular al eje x si, y sélo si, tiene dos puntos distintos con la misma abscisa.
En consecuencia,

una recta no es perpendicular al eje X si, y solo si, cualesquiera dos de sus puntos distintos tienen
abscisas distintas.

Por las mismas razones de la parte anterior:

una recta es perpendicular al eje y si, y sélo si, tiene dos puntos distintos con la misma ordenada.
En consecuencia,

una recta no es perpendicular al eje y si, y solo si, cualesquiera dos de sus puntos distintos tienen
ordenadas distintas.

Dada una recta distinta a los ejes de coordenadas se tiene que, esa recta es paralela a uno de los
ejes si, y solo si, es perpendicular al otro eje o a cualquier paralela al otro eje (ver el Principio E.11
en el Apéndice E).

En consecuencia,

una recta no es perpendicular a ninguno de los ejes del sistema de ejes rectangulares Xy si, y solo
si, corta a ambos ejes.

>» EuJempLo 1.3

(@) La representacion geométrica del grdfico de la ecuacion x = 2 es, de acuerdo con el Teorema 1.(a),
una recta perpendicular al eje X (ver la figura 1.10).
(b) La representacion geométrica del grdfico de la ecuacion y = — 3 es, de acuerdo con el Teore-

ma 1.(b), una recta perpendicular al eje y (ver la figura 1.10).
QEE <

Fijado un sistema de ejes rectangulares Xy, el conjunto de los puntos del plano que no estin sobre los

ejes se puede representar como la unién de cuatro regiones disjuntas, cominmente llamadas cuadrantes.

Para definir geométricamente cada cuadrante, basta considerar los semiplanos determinados por los

ejes (ver el Principio E.14 en el Apéndice E) que, por comodidad, denotaremos por: 2!

Ly al semiplano determinado por el eje x que contiene a U’ (ver la figura 1.11);
Lj,, al semiplano opuesto de Ly (ver la figura 1.11);

Ly al semiplano determinado por el eje y que contiene a U (ver la figura 1.12); y
L;, al semiplano opuesto de Ly (ver la figura 1.12).
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(a) y (b) y

Ficura 1.10 Representaciones gréaficas correspondientes al ejemplo 1.3

Ly

v U’

’
Ly,

Ficura 1.11 Semiplanos Ly y L, determinados por el eje x

Dichos cuadrantes, representados en la figura 1.13, son:

e el primer cuadrante, que identificaremos con el nimero romano I, formado por los puntos que estan
en la intersecciéon de Ly y Ly .

o ¢l segundo cuadrante, que identificaremos con el nimero romano II, formado por los puntos que
estdn en la interseccion de Ly, y Ly .

e ¢l tercer cuadrante, que identificaremos con el nimero romano III, formado por los puntos que
estdn en la interseccion de Ly, y L.

e ¢l cuarto cuadrante, que identificaremos con el nimero romano IV, formado por los puntos que
estan en la interseccién de Ly y L7 ,.

Ahora, para representar analiticamente cada cuadrante (lema 1.3), representaremos primero analiti-
camente cada uno de los semiplanos anteriores (lema 1.2).

OsservacioN 1.5 |

(@) La semirrecta OU’ (el sentido positivo respecto a O en el eje 'y, es decir, el conjunto de los puntos
que tienen coordenada positiva en el eje y) coincide con el conjunto de los puntos del eje y que estd
contenido en Ly (ver el Principio E.16 en el Apéndice E).
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Ly L

Ficura 1.12 Semiplanos Ly y L;, determinados por el eje y

o—>
(b) La semirrecta OU (el sentido positivo respecto a O en el eje X, es decir, el conjunto de los puntos

que tienen coordenada positiva en el eje X) coincide con el conjunto de los puntos del eje X que estd
contenido en Ly.

Lema 1.2
(@) El semiplano Ly se puede representar por la inecuacion y > 0, es decir,

Ly ={(x,y) €R*: y >0}
(el conjunto de los puntos que tienen ordenada positiva).

(b) El semiplano Ly se puede representar por la inecuacion x > 0, es decir,

Ly ={(x,y) e R*: x>0}
(el conjunto de los puntos que tienen abscisa positiva).

(c) Elsemiplano Ly, se puede representar por la inecuacion y < 0, es decir,

Ly, ={(x,y) e R*: y <0}
(el conjunto de los puntos que tienen ordenada negativa).

(d) El semiplano L, se puede representar por la inecuacion x < 0, es decir,

L, ={(xy) eR*: x<0)
(el conjunto de los puntos que tienen abscisa negativa).

H PRUEBA

(a) Consideramos un punto P cualquiera del plano, la recta ¢ perpendicular al eje y por el punto P (ver la
figura 1.14), el punto Q de corte entre el eje y y la recta ¢, y la coordenada & del punto Q en el eje y (que,
a la sazdn, es la ordenada del punto P). En estas circunstancias, P estd en Ly si, y s6lo si, Q estd en Ly~
(ver el Principio E.17 en el Apéndice E); y esto sucede, por la observacién 1.5.(a), si, y s6lo si, £ > 0.
(b) Esta afirmacion se verifica de manera similar a la de la de la parte anterior, utilizando la observa-
cion 1.5.(b).
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y
I yr -———=P; I
|
|
Py ————— 2o
| |
‘ |
‘ |
\ [
5 | | .
; X2 (0] X1 ; X
‘ |
P3L ********** Y3 |
|
|
Y- —— 41‘-’4
I v

Ficura 1.13 Los cuatro cuadrantes

(c) Esta afirmacidn se verifica de manera similar a la de la de la parte (a).
(d) Esta afirmacion se verifica de manera similar a la de la de la parte (a).
QEP H

Ly

Ficura 1.14 Ordenadas positivas

Note que hemos ofrecido cuatro ejemplos de representacién analitica de una figura geométrica a
través de una inecuacion, y de representacion geométrica del grafico de una inecuacién.

Lema 1.3
>0
(@) El cuadrante 1 se puede representar por el sistema de inecuaciones® { ; 208 decir,

I={(x,y) eR*: x>0 A y> 0}
(el conjunto de los puntos cuyas coordenadas son ambas positivas).
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. . . x < .
(b) El cuadrante Il se puede representar por el sistema de inecuaciones { , es decir,

>0

M={xy)eR?: x<0 A y>0}
(el conjunto de los puntos de abscisa negativa y ordenada positiva).

, es decir,

. . . x <
(¢) El cuadrante 111 se puede representar por el sistema de inecuaciones { <0

HI={(x,y) eR>: x<0 A y<O}
(el conjunto de los puntos cuyas coordenadas son ambas negativas).

. . . x> .
(d) El cuadrante IV se puede representar por el sistema de inecuaciones { , es decir,

<0

IV={(x,y) eR*: x>0 A y<0}
(el conjunto de los puntos de abscisa positiva y ordenada negativa).

B PRUEBA
(a) Esta afirmacién es consecuencia de la definicion de este cuadrante y de las partes (a) y (b) del lema 1.2
(observe el punto Py = (x1,y;) en la figura 1.13).
(b) Esta afirmacion es consecuencia de la definicion de este cuadrante y de las partes (a) y (d) del lema 1.2
(observe el punto Py = (x3,y>) en la figura 1.13).
(c) Esta afirmacion es consecuencia de la definicion de este cuadrante y de las partes (¢) y (d) del lema 1.2
(observe el punto P3 = (x3,y3) en la figura 1.13).
(d) Esta afirmacion es consecuencia de la definicién de este cuadrante y de las partes (b) y (c) del lema 1.2
(observe el punto P4 = (x4, y4) en la figura 1.13).

QEP H

Note que hemos ofrecido cuatro ejemplos de representacion analitica de una figura geométrica a
través de un sistema de dos inecuaciones, o de la conjuncién de dos inecuaciones, y de representacion
geométrica de la interseccion de los gréficos de dos inecuaciones.

>» EuewrLo 1.4

(@) La representacion geométrica del grdfico de la inecuacion x < 2 es, al proceder de manera andloga
a como lo hicimos en el lema 1.2.(d), uno de los semiplanos determinados por la recta x = 2
perpendicular al eje X (ver la figura 1.15).

(b) La representacion geométrica del grdfico de la inecuacion y > — 3 es, al proceder de manera
andloga a como lo hicimos en el lema 1.2.(a), uno de los semiplanos determinados por la recta
y = —\3 perpendicular al eje y (ver la figura 1.15).

. . . . . . x<2
(c) La representacion geométrica del grdfico del sistema de inecuaciones ; NG es, al proce-
y —

der de manera andloga a como lo hicimos en el lema 1.3, la interseccion de los dos semiplanos
anteriores (ver la figura 1.15).

QEE <
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(a)

y (b) y (c) y
2 X X 2 X
B o e > B R R e I
-3 -3

Ficura 1.15 Representaciones gréficas correspondientes al ejemplo 1.4

En general, la representacion geométrica del grdfico de una inecuacion de la forma x = h (o
y = k) serd uno de los semiplanos determinados por la recta x = h (0 y = k); incluird la recta
que representa el borde, solo en el caso en que tuviéramos “2” o “<”.

Haremos la siguiente convencion respecto a la representacion grdfica de uno de esos conjun-
tos: en el caso en que incluya la recta que representa el borde, dibujaremos la recta con trazo
continuo; en el caso en que no la incluya, la representaremos con trazo guionado‘*>.

OBSERVACION 1.6

(a)

(b)

(c)

Para obtener una identificacion del plano con los pares ordenados de niimeros reales, no necesaria-
mente los ejes tienen que ser perpendiculares, sino que basta con que sean concurrentes (haciendo
una modificacion de la nocion de distancia), lo cual puede convenir en algunas ocasiones; un tal
sistema suele ser llamado sistema de coordenadas cartesianas oblicuas del plano.

Para obtener una identificacion del plano con los pares ordenados de niimeros reales, no necesa-
riamente los ejes tienen que tener la misma escala (con las consideraciones propias del caso), lo
cual puede convenir en algunas ocasiones.

Podemos representar los puntos del plano por pares ordenados de niimeros reales, por otro medio
distinto del de un par de ejes concurrentes, y que veremos mds adelante (Capitulo 9): tomando
como referencia solamente un rayo, y que suele ser llamado sistema de coordenadas polares.

En todo lo que sigue admitiremos, a menos que se diga explicitamente lo contrario, que:
(@) se ha fijado un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares Xy en el plano.

(b) por medio de dicho sistema hemos identificado: el plano (%) con el conjunto R?; cada
punto del plano con un par ordenado de niimeros reales (razon por la cual nos daremos
la libertad de llamar punto a un par ordenado de niimeros reales, y viceversa* ); cada
figura geométrica con una ecuacion, o inecuacion (razon por la cual nos daremos la
libertad de llamar figura geométrica a una ecuacion, o inecuacion, y viceversa®).

(c) se ha fijado una unidad de longitud (la unidad en el eje X) para la medicion de distancias.

16
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capftuLo 1 Coordenadas cartesianas

§1.2 Distancia entre dos puntos

Hasta ahora sabemos calcular la distancia entre dos puntos usando las coordenadas que les corres-
ponden, en un sistema de coordenadas de una recta que los contenga: si los puntos A y B estdn en la recta
[, el punto A tiene coordenada x| en [, y el punto B tiene coordenada x; en [, entonces AB = |x| — x|20),

,com ular i i e cu uier un
La pregunta que surge naturalmente es ;como calcular la distancia entre cualesquiera dos tos
del plano, en términos de sus coordenadas cartesianas?

Para responder a esta pregunta debemos recordar previamente que la distancia entre dos puntos
del plano es un nimero real no negativo, y algunos hechos aritméticos. En primer lugar que, si a es un
nimero real no negativo, |a] = a; en segundo lugar, que cualquier niimero real no negativo a tiene dos
raices cuadradas reales opuestas: denotaremos por 4/a (sin ninguna marca particular) su raiz positiva, y
por — +/a (precedida por un guién) su raiz negativa; en tercer lugar que, dado cualquier nimero real a,
Va2 = |a| (de manera que, no siempre Va? = (Va)?); en cuarto lugar que, dado cualquier ndmero real a,
la)? = a?; y, finalmente que, dados dos niimeros reales a y b no negativos se tiene que a = b si, y sélo si,
a’ = b

Supongamos dados dos puntos A = (x1,y1) y B = (x2, y2) cualesquiera del plano (ver la figura 1.16).
Consideremos los puntos C = (x1,y2), P = (x1,0) (la proyeccién de A sobre el eje x), O = (x2,0) (la
proyeccién de B sobre el eje x), R = (0, y1) (la proyeccidon de A sobre el ejey) y S = (0, y2) (la proyeccién
de B sobre el eje y).

R A

yl/
|
|
|

\
\
\
\
\
\
\

xf/ 0 X X
\ \
,,,,,,,,,, L

0 P
B y2| S C

Ficura 1.16 Distancia entre dos puntos

Como los puntos A, Py C tienen la misma abscisa, tendremos que esos puntos se encuentran sobre:
e elejey, en caso de que x; = 0 (por la observacién 1.4.(a)); o
o una recta paralela al eje y, en caso de que x; # O (por el Teorema 1.(a) y la observacion 1.4.(f)).
Andlogamente, los puntos By Q se encuentran sobre:
e elejey, en caso de que x, = 0; 0
o una recta paralela al eje y, en caso de que x, # 0.

Por estas razones OBCPQ es un paralelogramo y, en consecuencia, BC = PQ = |x] — x3|.
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Del mismo modo, como los puntos B, S y C tienen la misma ordenada, tendremos que esos puntos
se encuentran sobre:

e ¢l eje x, en caso de que y, = O (por la observacion 1.4.(b)); o
e una recta paralela al eje x, en caso de que y, # 0 (por el Teorema 1.(b) y la observacién 1.4.(f)).
Andlogamente, los puntos A y R se encuentran sobre:
e eleje x, en casode que y; = 0; 0
e una recta paralela al eje x, en caso de que y; # 0.
Por estas razones OARS C es un paralelogramo y, en consecuencia, AC = RS = |y; — y3|.
Six; # x2y y1 # yo, tendremos que los puntos A, B'y C son vértices de un tridngulo; ademads,

«—

por la observacion 1.4.(f), las rectas AC y BC son perpendiculares y, por tanto, el tridngulo AACB es
rectangulo con hipotenusa AB. Asi, por el Teorema de Pitagoras (ver el Principio E.20 en el Apéndice
E), AB> = AC? + BC® = (x; - x2)” + (1 —1)*.

Por otro lado, si x; = x», tendremos que C = By AB? = (y; — y»)*; y, del mismo modo, si y; = y»,
tendremos que C = Ay AB? = (x; — x0)2.

Asi, en cualquiera de los casos, la distancia entre los puntos A y B estd dada por

(1.3) AB = \J(xi - x20° + (1 - ).

En conclusion:

Para calcular la distancia entre los puntos A = (x1,y1) y B = (x2,y2), en términos de sus
coordenadas cartesianas, tenemos la formula

AB = \/(X1 - x2)2 + (y1 — y2)*.

>» EuempLo 1.5
La distancia entre los puntos P = (—1,-2) y Q = (0, -3) serd

PQ = V(=1) =0 +((-2) - (-3)? = V2.

QEE <

OBSERVACION 1.7
La funcion d que asigna, a cada par de puntos A y B, la distancia entre ellos, d(A, B) = AB, satisface
las siguientes condiciones (que definen lo que suele llamarse una métrica):

(@) d(A,B) = 0.
(b) d(A,B) =0si, ysolosi, A=B.
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(c) d(A, B) =d(B,A) (simetria).

(d) d(A,B)+d(B,C) > d(A, C) (Desigualdad triangular).

Note que la parte (c) destaca el hecho de que podemos intercambiar los lugares de x| y x», asi como de
Y1y ya, en la ecuacion (1.3).

Dejamos al lector la verificacion de estas afirmaciones (ver los ejercicios 1.37 y 1.38).

§1.3 Punto medio de un segmento

Hasta ahora sabemos calcular la coordenada del punto medio de un segmento usando las coordena-
das que les corresponden a sus extremos, en un sistema de coordenadas de una recta que los contenga: si
los puntos A y B estdn sobre la recta /, el punto A tiene coordenada x; en /, y el punto B tiene coordenada

x» en [, entonces el punto medio M del segmento AB tiene coordenada %

La pregunta que surge naturalmente es ; como calcular las coordenadas cartesianas del punto medio
de un segmento, en términos de las coordenadas cartesianas de sus extremos?

Hay que recordar siempre que los puntos extremos de un segmento son distintos entre si.

Supongamos dado un segmento cualquiera del plano, cuyos extremos son los puntos A = (x1,y1) y
B = (x2,y2); como A # B, tendremos que (x1,y1) # (x2,y2) Y, asi, x| # xp 0 y1 # ys.

Para el caso en que x; # x; (ver la figura 1.17), consideramos los puntos P = (x1, 0) (la proyeccién
de A sobre el eje x), Q = (x,0) (la proyeccién de B sobre el eje x), D = (x”sz, 0) (el punto medio del
segmento PQ), y la recta [ perpendicular al eje X por el punto D.

n 7y
1
1
Lol A
| |
-
| [
| [
| [
| [
M [
| [
0 'D lp
XQ/ x| O X1 X
L
‘ |
,,,,,, - ——
B v »

Ficura 1.17 Punto medio de las proyecciones en el eje x

Por el Teorema 1 y la observacién 1.4.(f), los puntos A y P, asi como los puntos By Q, estan en
sendas rectas paralelas a /. Por el Teorema de Thales (ver el Principio E.19 en el Apéndice E), / contiene

al punto medio M del segmento AB; asi, la abscisa de M es %
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De manera andloga (ver la figura 1.18), considerando los puntos R = (0, y;) (la proyeccién de A
sobre el eje y), S = (0,y») (la proyeccién de B sobre el eje y), E = (0, ylzﬂ) (el punto medio del
segmento RS ), y la recta m perpendicular al eje y por el punto E, se verifica, para el caso en que y; # y»,

que la ordenada de M es £3%2.

y
R
i /A
|
|
|
|
|
M E \ m
e —— ——— —_——rm——m—————— -
Y1ty |
2 |
| |
x2\ (@) X1 X
‘ s
By

Ficura 1.18 Punto medio de las proyecciones en el eje y

Asi, en cualquiera de los casos‘?”, el punto medio del segmento AB es el punto

X1 +x2 y1+y2)
2 7 2 ’

(1.4) M :(

En conclusion:

El punto medio M del segmento con extremos A = (x1,y1) y B = (x2,y2), en términos de sus

coordenadas cartesianas, es
M= (xl + X2 Y1 +y2)

2 72

» EuempLo 1.6
El punto medio del segmento con extremos P = (—1,-2)y O = (0, -3) serd el punto

- (2, 250) - (4, )

QEE <

OBSERVACION 1.8

Por el mismo procedimiento empleado para calcular las coordenadas cartesianas del punto medio de
un segmento del plano, es posible calcular las coordenadas cartesianas de un punto que divide a un
segmento en una razon no negativa cualquiera (ver el ejercicio 1.22).

20 ‘ (GEOMETRIA ANALITICA PLANA



capftuLo 1 Coordenadas cartesianas

§1.4 Colinealidad

Una pregunta que surge naturalmente es ;como saber, en términos de sus coordenadas cartesianas,
si tres puntos distintos son o no colineales’!

El objetivo central de esta parte del capitulo es ofrecer tres criterios que permitirdn responder esta
pregunta; para no recargar demasiado la exposicidn, presentaremos sus pruebas en el Apéndice A, al que
referimos al lector interesado.

TeoREMA 2 (PRIMER CRITERIO DE COLINEALIDAD)
Tres puntos distintos son colineales si, y solo si, se cumple una de las siguientes condiciones:

(a) los tres puntos tienen la misma abscisa.

(b) los tres puntos tienen abscisas distintas entre si y, al ordenar sus abscisas de menor a mayor,
la suma de las distancias entre los dos pares de puntos con abscisas consecutivas es igual a la
distancia entre los dos puntos de abscisas extremas; en otras palabras, si el ordenamiento de
las abscisas de los tres puntos es x| < xp < x3, y A es el punto de abscisa x|, B el de abscisa x;
y C el de abscisa x, se tiene que AB + BC = AC.

>» EJempLo 1.7
(@) /Serdn colineales los puntos (4,-7), (4, \/5) y(@4,m)?
De acuerdo con el Teorema 2 son colineales, puesto que tienen la misma abscisa.

(b) ;Serdn colineales los puntos (1,—1), (\5, 2V2 - 3Ny (—-2,-7)?
Al tener abscisas distintas entre si, ordenamos sus abscisas de menor a mayor:

—2<1< V2.
Denotamos los puntos dados con A, By C de acuerdo con el orden de sus abscisas:
A=(=2,-7), B=(1,-1) y C=(V2,2V2-3).

Calculamos los niimeros AB + BC y AC:

AB+BC = (=212 +(-7T-(-1))> + \/(1 — V22 + (=1 -(2V2-3))?
= V5(V2+2)

AC = \/(—2— V2)2 4+ (-7-(2V2-3))?
= \/5(\/§+2).

Como AB + BC = AC tenemos, de acuerdo con el Teorema 2, que los puntos dados son colineales.

QEE <

(GEOMETRIA ANALITICA PLANA ‘ 21



capftuLo 1 Coordenadas cartesianas

TeEOREMA 3 (SEGUNDO CRITERIO DE COLINEALIDAD)
Tres puntos distintos son colineales si, y solo si, se cumple una de las siguientes condiciones:

(a) los tres puntos tienen la misma abscisa.
(b) los tres puntos tienen la misma ordenada.

(c) los tres puntos tienen abscisas, asi como ordenadas, distintas entre si, y son proporcionales las
diferencias entre las coordenadas de uno de esos puntos y las coordenadas homonimas de los
otros dos; en otras palabras, si las coordenadas de los tres puntos son (x1,y1), (x2,y2) y (%3, y3),
se tiene, para uno de ellos, digamos el de coordenadas (x3,y3), que

X3—X1 _Y3—H
X3=X2  Y3—iy2

OBSERVACION 1.9
Note que la parte (c) del Teorema 3 es equivalente a: los tres puntos tienen abscisas, asi como ordenadas,
distintas entre siy, si las coordenadas de los tres puntos son (x1,y1), (x2,y2) ¥ (x3,y3), Se tiene, para uno
de ellos, digamos el de coordenadas (x3,y3), que

X1 —X3 _ Y1—Y3

X=X3  Yp—ys

>» EuewpLo 1.8
(@) ;Serdn colineales los puntos (—7,4), ( V3, 4)y (m,4)?
De acuerdo con el Teorema 3 son colineales, puesto que tienen la misma ordenada.

(b) /Serdn colineales los puntos (1,-1), (V2,2V2 = 3) y (=2,-7)?
Al tener abscisas, asi como ordenadas, distintas entre si, calculamos los cocientes

n-x _ 1-(2) _ 3 T e e B
X=X A2-(=2) V2+2 Y2-y3 2V2-3-(=7) 2V2+4

Como —— = —2 tenemos, de acuerdo con el Teorema 3, que los puntos dados son colineales.
V242 2V2+4

QEE <

TeEOREMA 4 (TERCER CRITERIO DE COLINEALIDAD)

Tres puntos distintos son colineales si, y solo si, es nulo el determinante de la matriz que tiene la
primera columna formada por las abscisas de esos puntos, la segunda columna formada por las
ordenadas correspondientes, y la tercera por nimeros uno (1); en otras palabras, si las coordenadas
de los tres puntos son (x1,y1), (x2,Y2) y (X3, y3), se tiene que

x1 oy 1
xy y» 11=0.
x3 oy 1
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>» EuJempLo 1.9
(@) /Serdn colineales los puntos (1,—-1), (\/5, 2V2 - 3y (-2,-7)?
Como el determinante

X1 Y1 1 1 -1 1
x oy 1l=|V2 2v2-3 1|=0
x3oyz 1 -2 -7 1

tendremos, de acuerdo con el Teorema 4, que los puntos dados son colineales.

(b) /Serdn colineales los puntos (1,2), (3,5)y (7,1)?
Como el determinante

X1 Y1 1 1 2 1
x2 y2 =3 5 1|=-20+#0
X3 Y3 1 7 1 1

tendremos, de acuerdo con el Teorema 4, que los puntos dados no son colineales.

QEE <

En general, como habrd observado el lector, el resultado destacado en el siguiente cuadro es el
criterio mds expedito de aplicar en el momento de decidir si tres puntos distintos son colineales.

Tres puntos distintos (x1, y1), (x2,y2) ¥ (x3, y3) son colineales si, y s6lo si,

x1 oy 1
xy y» 11 =0.
x3 ys |1
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Problemas

En cada uno de los problemas en los que sea pertinente, realice una representacion grafica.

1.1 Se ha dicho, en el desarrollo del capitulo, que “existe una correspondencia biunivoca entre los
puntos de una recta y los niimeros reales”. Preguntamos entonces:

(a) Siconsideramos un punto cualquiera de una recta /, digamos P, ;qué nimero real le corres-
ponde?

(b) Si consideramos un nimero real cualquiera, digamos V2, y una recta [ ;qué punto de la recta
[ le corresponde?

1.2 Se ha dicho, en el desarrollo del capitulo, que “existe una correspondencia biunivoca entre los
puntos del plano y los pares ordenados de nimeros reales”. Preguntamos entonces:

a Si consideramos un punto cualquiera del lano, digamos P i ué par ordenado de nimeros
reales le COI'I'GSpOIldE}{.7

(b) Si consideramos un par ordenado de ndimeros reales cualquiera, digamos (1, 1), ;qué punto
del plano le corresponde?

1.3 (Otra interpretacion de las coordenadas cartesianas de un punto del plano)
Verifique que:

(a) el valor absoluto de la abscisa de un punto es la distancia entre ese punto y el eje y.

(b) el valor absoluto de la ordenada de un punto es la distancia entre ese punto y el eje X.

1.4 Encuentre la representacion gréfica de:

(@ x>2. e) x=0vy=0. (i) x<-2Ay>2

(b) x<-2. f) x=0Ay=0. i x<0vy<O.

(c) y=2. @ x>0A x=2. k) x>-2Ayz20Ay<2.

d) y<-2. (h)y y>2 VvV y<-2. N x<0Ax>-2Ay<0Ay>-2.

1.5 (a) (Podrd usted ofrecer alguna inecuacién que represente al plano?

(b) ;Podri usted ofrecer alguna ecuacién‘®® que represente al plano?

1.6 Verifique, utilizando el Teorema 4, que tres puntos con la misma abscisa o la misma ordenada son
colineales.

1.7 (a) Calcule la distancia del origen al punto (a, b), y entre los puntos (a, 0) y (0, b).

(b) Interprete geométricamente el hecho de que los nimeros anteriores coinciden.

1.8 Si uno de los extremos de un segmento de longitud 4 tiene coordenadas (1, —3), y la abscisa del
otro extremo es 2, calcule su ordenada.
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Verifique, utilizando alguno de los criterios de colinealidad, que las siguientes ternas de puntos de-
terminan tridngulos, clasifiquelos (en escalenos, isdsceles o equildteros; rectangulos, obtusdngulos
o acutdngulos), y calcule la longitud de una mediana de cada uno.

(@ (2,5),(6,2),(12,2). (9) (6,-1),(4,-3),(11,-4).

(b) (1,3),(7,7), (3, 1). (h) (1,1),(3,4),(-3,98).

() (2,-1),(11,1),3,-3). i (2,2),65,1),2,-3).

(d (3,-3),(-3,3),(3V3,3V3). M (3,-3),(-3,3), (3V3,3V3),

(e) (2,0),(3,-2),(0,0). (k) (3,4),(8,6), (7,-6).

® (3,1, (=5,-5), (-1,-3). n 3.4, 8,5),(8,-6).

El circuncentro de un tridngulo es el punto de concurrencia de sus tres mediatrices.

Este punto es el punto que equidista de sus vértices o, lo que es lo mismo, el centro del circulo
determinado por sus vértices o del circulo circunscrito al tridngulo.

Encuentre el circuncentro de cada uno de los tridngulos del ejercicio anterior.

Verifique, utilizando alguno de los criterios de colinealidad, que las siguientes cuaternas de puntos
determinan cuadrildteros y clasifiquelos (paralelogramos, rombos, rectdngulos, cuadrados).

@ 2,1),#3),0,4,(7,3). (@ (1,D,4,5),(8,8),65,4.
(b) (=3,D),(0,4),3,1),(0,-2). (e) (1,3),(7,3),(7,6), (1,6).
(€) (2,4),(4,8),(8,6),(6,2). M (1,0), 5,4, 4,5),0,1).
Calcule el perimetro, el drea y la longitud de una de las alturas de dos de los poligonos de cada uno

de los ejercicios 1.9y 1.11.

Si (2,1) y (-1, 3) son las coordenadas de dos de los vértices de un tridngulo equildtero, calcule las
coordenadas del tercero.

Dados los puntos A = (a,0) y B = (0, b), determine k de modo que el punto P = (0, k) sea, junto a
los puntos A y B, el tercer vértice de un tridngulo equilétero.

Verifique que el punto M = ("‘Tm %) es el punto medio del segmento de extremos A = (x1, y1)
y B = (x2, 1), mostrando que M es un punto del segmento AB que equidista de sus extremos‘?”’,

Si las coordenadas del punto medio de un segmento son (0, —3), y uno de los extremos tiene coor-
denadas (2, 5), calcule las coordenadas del otro extremo.

(Simetria respecto a un punto)
El punto simétrico de un punto P respecto a un punto M es el punto P’ tal que M es el punto
medio del segmento PP’.

(@) SiM =(hk)y P = (u,v), verifique que el punto simétrico de P respecto a M es el punto
P’ = Q2h—u,2k —v).
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1.19

1.20

1.21

1.22

1.23

(b) Con este nuevo concepto, reconsidere el problema anterior.

(c) Verifique que el punto P’ = (—u, —v) es el simétrico del punto P = (u, v) respecto al origen.

Calcule, en cada caso, el punto simétrico del punto P respecto al punto M.
(@ P=(2,1),M=423). () P=(2,4),M=(4.33).
(b) P=(=3,1),M=(0,4). (d P=(,1),M=4,)5).

Si (-2,4), (3,1) y (1,-1) son las coordenadas de los puntos medios de los lados de un tridngulo,
calcule las coordenadas de sus vértices.

(@) SiM; = (hy, k1), My = (hy,ky) y M3 = (h3,k3) son los puntos medios de los lados de un
tridngulo, verifique que el vértice, que es extremo comun de los lados cuyos puntos medios
son M|y M, es

(h1 + hy — h3, ki + ky — k3).
(b) Reconsidere, con esta nueva férmula, el problema anterior.

(c) Resuelva el problema anterior, si los puntos dados son (1, 1), (3,4), (-3, 8).

Fijado un sistema de coordenadas en una recta /, dados dos puntos distintos en /, A y B de coorde-
nadas x| y xp, respectivamente, y dado un ndmero real no negativo r, verifique que los puntos

X1 +rxp

Xy + rxy
C = - -

D=
1+r Y 1+r

)

son los tinicos puntos de / que dividen al segmento AB en la razén r3%.

Dados dos puntos distintos A = (x1,y;1) y B = (x2,y2), y un nimero real no negativo r, verifique
que los puntos

C_(xl-l-er y1+ry2) D_(XZ+I’X1 y2+ry1)
IR U d+r T 1+

son los tinicos puntos que dividen al segmento AB en la razén r.

(Note que: con r = 0, tenemos las coordenadas de los extremos de E; con r = 1, tenemos las del
punto medio de AB; con r = 2, tenemos las de los puntos de triseccién de AB. Note también que

é—g =r= % y, en consecuencia, si r > 1, entonces C es el mds cercano a B.)
DB

Verifique que el nimero real ¢ = # es la razén en la que un punto C de un segmento AB lo

. . § - AB _ AC
divide en media y extrema razon, es decir, es tal que ac = 36
(Este nimero, por demas especial, fue llamado por Leonardo da Vinci el niimero de oro o propor-

cion durea; y por Luca Paccioli, divina proporcion).
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Del segmento de extremos (-5, 1) y (3, 0), encuentre los puntos que lo dividen en:
(a) tres segmentos de igual longitud. (c) cinco segmentos de igual longitud.

(b) cuatro segmentos de igual longitud. (d) siete segmentos de igual longitud.

Si uno de los extremos de un segmento es el punto (5, 3), y el punto (2, 7) divide al segmento en la
razoén r = %, calcule las coordenadas del otro extremo.

Si uno de los extremos de un segmento es el punto (1, -2), y el punto (=5, 1) dista de ese extremo
las siete décimas partes de la longitud del segmento, calcule las coordenadas del otro extremo.

El baricentro de un tridangulo es el punto de concurrencia de sus tres medianas.

Este punto es el punto de triseccién de cualquiera de sus medianas, que se encuentra mds alejado
del vértice del tridngulo que es extremo de dicha mediana.

Verifique que el baricentro de un tridngulo de vértices (x1, y1), (x2,y2) ¥ (x3,y3), es el punto

()C1+XZ+)C3 y1+y2+y3)
3 ’ 3 '

Encuentre el baricentro de los tridngulos del ejercicio 1.9.

Calcule las coordenadas de los vértices de un tridngulo equilatero de lado a, las coordenadas de los
puntos medios de sus lados, la longitud de sus medianas, y su drea, si uno de sus vértices estd en el
origen, otro estd sobre el eje x con abscisa positiva, y el tercero estd en el primer cuadrante.

Calcule las coordenadas de los vértices de un cuadrado de lado 24, y las coordenadas de los puntos
medios de sus lados, si su centro (el punto de corte de sus diagonales) estd en el origen, y sus lados
son paralelos a los ejes; calcilelas también si sus diagonales estdn sobre los ejes.

Si A, By C son vértices de un tridngulo, y M, N'y P son los puntos medios de los lados AB,ACy
BC, respectivamente, verifique que:

(a) el segmento con extremos en los puntos medios de cualesquiera dos de los lados del tridngulo
AABC mide la mitad del tercer lado.

(b) el perimetro del tridngulo AMNP, asi como el del tridngulo AMNA, es la mitad del perimetro
del tridAngulo AABC.

(c) el area del tridngulo AMNP, asi como la del tridngulo AMNA, es la cuarta parte del area del
tridngulo AABC.

SiA, B, C'y D son vértices consecutivos de un cuadrildtero, y M, N, Py Q son los puntos medios
de los lados AB, BC, CD y DA, respectivamente, verifique que:

(a) el cuadrildtero ODMNPQ es un paralelogramo.
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(b) el perimetro del cuadrilitero OMNPQ es igual a la suma de las longitudes de las diagonales
del cuadrildtero OABCD.

(c) si el cuadrilatero OABCD es convexo, el area del cuadrilatero OMNPQ es la mitad de la del
cuadrilatero DABCD.

1.33 Calcule el valor de k para que las siguientes ternas de puntos sean colineales.

@ (2,5),7,3), &D. (b) (2,1),3,k), (4,-3).

1.34 Considere un tridngulo de vértices, nombrados en sentido antihorario, A = (x1,y1), B = (x2,42)
y C = (x3,y3). Tomando en cuenta que el drea de un trapezoide es el producto de la semisuma
de sus bases por su altura, y especificando operaciones entre las dreas de algunos trapezoides que
determina dicho tridngulo junto con el eje x, verifique que:

(a) el area del tridngulo AABC es:

1
0] §[x1(y2 —y3) — x2(y1 —y3) + x3(y1 — y2)l.

x1 oy 1
m —|x y2 1/.6D
2
x3 y3 1

(b) silos vértices se nombran en sentido horario, el area del tridngulo es el opuesto de los nimeros
de la parte anterior®?.

1.35 Calcule el 4rea de los tridngulos del ejercicio 1.9, utilizando las férmulas del ejercicio anterior.

1.36 Calcule el area de la regién pentagonal cuyos vértices, en orden consecutivo, son (7,0), (10,5),
(7,11), (3,9 y (0, 2).

1.37 Verifique las partes (a), (b) y (c) de la observacion 1.7.

1.38 Verifique la Desigualdad Triangular de la métrica presentada en la parte (d) de la observacién 1.7,
probando los siguientes dos resultados: dados cuatro nimeros reales cualesquiera xi, X2, Y1 Y y2,
se tiene que:

(@) x1y1 + xys < \/x% + x% \/y% + y%.
(Esta relacion es conocida como la Desigualdad de Schwartz)

(b) \/(Xl +y1)? + (2 + y2)? < \/X% + x5+ \/!/% + 5.
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Comentarios

(1) Es decir, como contexto o universo; mas claramente, el conjunto que contiene todos los objetos que estudiaremos.
(2) Este hecho justifica el calificativo plana que hemos adosado al nombre de la Geometria que estamos estudiando.

(3) Cada vez que hablemos de “representacién grafica” nos referimos a un dibujo, trazado o bosquejo del objeto del que decimos
que vamos a representar.

(4) Intuitivamente decimos que el par formado por dos objetos, x y y, es un par ordenado, si podemos discriminar cudl de esos dos
objetos es la primera componente del par y cudl la segunda; para diferenciarlo del conjunto formado por ese par de objetos (el
conjunto {x, y} que, como sabemos, es exactamente el mismo que el conjunto {y, x}, sin importar el orden en el que se mencio-
nan), suele denotarse por (x, y) al objeto llamado el par ordenado de primera componente x y de segunda componente y.
Algunos autores prefieren usar la notacion (x, y), o (x; y), para representar el par ordenado de primera componente x y segunda
componente y, bajo el pretexto de evitar confundirlo con el intervalo abierto (x, y), de extremos x y y; sin embargo, nosotros
usaremos la notacién mas usual, con los paréntesis y la coma, pues el contexto es, en general, suficiente para evitar tal confusion.
La nocién intuitiva de par ordenado se puede formalizar en términos de conjuntos, definiéndolo de la siguiente manera: el par
ordenado de primera componente x, y segunda componente y, es el conjunto

) = {x}, {x, y}).

Note que, tal como los hemos definido, (x, y) es un elemento de p(p(X U Y)), donde x estaen X y y estden Y.

(5) A lo largo del texto usaremos, en las definiciones de los conjuntos, el simbolo A para representar la conjuncién “y” (ya que la

[Tant}

letra “y” se utiliza en Geometria analitica para representar objetos diversos), y, en consecuencia, el simobolo V para representar

9

la disyuncién inclusiva “o0”.

(6) Intuitivamente decimos que dos pares ordenados son iguales, si coinciden componente a componente, es decir, si sus primeras
componentes son iguales entre si, y sus segundas componentes también lo son. En otras palabras, para cuatro objetos a, b, c y
d, se espera que (a,b) = (c,d) si,ysOlosi,a=cy b =d.
De la definicion de par ordenado expuesta en la nota anterior podemos verificar que la igualdad de pares ordenados se puede
caracterizar de esta manera, procediendo asi:
(&) Claramente, si a = ¢y b = d, entonces (a, b) = (¢, d).

(=) Supongamos que (a, b) = (c, d), es decir, que
{{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}.

Por la definicién de igualdad de conjuntos, {a} € {{c},{c,d}}, y asi {a} = {c} o {a} = {c,d}. Por la definicién de igualdad de
conjuntos @ = ¢ 0 a = ¢ = d, y asi tendremos, en cualquiera de los casos, que a = c. Si acaso a = b, entonces {a, b} = {a} y
{{c}, {c,d}} = {{a}. {a,d}} = {a}, {a, b}} = {a}, {a}} = {{a}}; y asi {a,d} = {a}, y por tanto a = d = ¢ = b. Si acaso a # b, entonces
{a} # {a, b}; H{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}} = {{a}, {a. d}}; {a, b} € {{a}, {a, d}}; {a, b} = {a, d} y, por tanto, b = d.

Puede notar el lector que, como es usual, hemos simbolizado con el mismo simbolo, “=", tres objetos de naturaleza dis-
tinta en principio: la igualdad entre pares ordenados, la igualdad entre conjuntos y la igualdad entre los elementos de los
conjuntos X'y Y.

(7) Técnicamente hablando, una relacién de este tipo es cualquier subconjunto de R? X R.

(8) Algunos autores llaman a este conjunto el grafo de la relacion f.

En muchas ocasiones la relacién f se define con algunas restricciones que, por comodidad, nosotros destacaremos inmediata-
mente después de presentar la ecuacién, o inecuacion, o su grafico. Por ejemplo, si f(x,y) = Ax + By + C, donde A, By C son
ndmeros reales con A # 0 0 B # 0, y queremos considerar el grafico de la inecuacién f(x,y) > 0, escribiremos la inecuacién en
el siguiente formato

Ax+By+C>0
(A, By C nimeros reales con A # 0 0 B # 0),

y su gréfico, en el siguiente

{(x,y) e R*: Ax+By+C>0)
(A, By C nimeros reales con A # 0 0 B # 0).
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(9) Como podra notar el lector acucioso, empleamos el término curva en un sentido laxo.

(10) En algunas ocasiones no bastard con el grifico de una ecuacién, o inecuacién, sino que se requiere el resultado de alguna
operacion conjuntista entre ellos, fundamentalmente la unién, la interseccion y la diferencia.

(11) Una tal identificacién puede pensarse como una especie de diccionario doble por medio del cual, la gramadtica (1éxico y sintaxis)
del lenguaje de la Geometria métrica euclidiana puede interpretarse en el lenguaje del Andlisis, y reciprocamente.
Aprovecharemos esta ocasion para tomar partido en una discusion que puede no tener fin. Cuando decimos “Andlisis” inclui-
mos todas las consideraciones acerca del Algebra (lo relativo a las operaciones de adicién y multiplicacién, y sus asociadas:
sustraccidn, division, potenciacidn, radicacion y logaritmacion; pero, especialmente, lo que se refiere a ecuaciones y sus ma-
nipulaciones) y acerca del orden (su linealidad y compatibilidad con las operaciones pero, especialmente, la propiedad de
completitud). De manera que, donde decimos “algebraicamente” podriamos decir “analiticamente”, s6lo que en ese caso que-
remos indicar que no estamos tomando en cuenta explicitamente lo que se refiere al orden.

(12) Aclaramos que usaremos la Geometria euclidiana, no en su descripcion sintética, es decir la que cuenta sélo con un canto recto
y un compds, sino en su descripcion métrica, es decir, aquella que cuenta con una Regla y un Transportador.
Vamos a aprovechar la ocasion para exponer nuestro punto de vista respecto a los calificativos “sintética” y “analitica” que
suelen usarse para designar, no dos Geometrias distintas, sino dos métodos distintos para abordar el estudio de la Geometria:
interés que se refuerza por el hecho de que estamos usando este tltimo para designar el estudio que desarrollaremos en este
texto.
Una de las maneras de entender estos calificativos se puede encontrar remontdndonos a las reflexiones de los griegos de la
época llamada cldsica, especialmente las que se refieren al archifamoso problema de la duplicacion del cubo.

Planteado un problema cualquiera, es posible enfrentarlo de al menos dos maneras:
e buscar su solucion directamente, a partir de los datos que ofrece el problema; o

e suponerlo resuelto e investigar las propiedades que deberia tener su solucién para, entonces, mostrar que una pretendida
solucién no es correcta, o construir un nuevo problema, equivalente al originalmente planteado, pero que se puede resolver
con los datos que éste ofrece.

Ciertamente, esta dltima alternativa también resuelve el problema planteado, por la via de la equivalencia, aunque indirecta-
mente; su proceso se puede dividir en dos momentos:

(a) el de construir y resolver el nuevo problema, equivalente al originalmente planteado, con los datos que éste ofrece, al cual
se le suele llamar andlisis (palabra proveniente del sustantivo femenino griego &vdAvotg, que deriva del verbo dvadiw,
compuesto por la preposicién ave y el verbo Adw, y cuyo significado es soltar, desatar, deshacer, descomponer, resolver,
libertar, disolver); y

(b

~

el de proponer la solucién del problema originalmente planteado, después de haber resuelto el problema equivalente y
de adecuar la solucién obtenida en este tltimo, al cual se le suele llamar sintesis (palabra proveniente del sustantivo
femenino griego oUvfeois, que deriva del verbo ouvtifnue, compuesto por la preposicién ovv y el verbo 7ifnu, y cuyo
significado es poner una cosa junto a, o al mismo tiempo que, otra: reunir, juntar, combinar, componer, unir, adicionar,
sumar, acumular, arreglar, disponer, comprender, concluir).

Por esta via se puede decir que: la Geometria analitica aborda el estudio de las figuras geométricas y sus propiedades, reducién-
dolo al estudio de problemas equivalentes propios del Andlisis (o del Algebra); mientras que la Geometria sintética aborda el
estudio de las figuras geométricas y sus propiedades, adecuando y generalizando las soluciones de sus problemas, y los métodos
de resolucién, que previamente se han obtenido por otro medio (sea éste el empirico, o el analitico, etc.).

Otra manera de entender estos calificativos se puede encontrar en el uso cldsico de los mismos, para calificar los juicios
(afirmaciones) que predican algo sobre un objeto:

(a) un juicio es analitico, cuando se predica un atributo (o una propiedad) que estd contenido, de modo técito, en la concepcion
del objeto, explicando, destacando o aclarando, alguno de los atributos que estdn contenidos en dicha concepcién (expli-
cacion por identidad, sin afiadir nada a la concepcidn que se tiene del objeto, sino descomponiendo dicha concepcién en
conceptos parciales comprendidos y concebidos, aunque ticitamente, en la misma), v. g, “todos los cuerpos son extensos’’; y

(b

~

un juicio es sintético, cuando se predica un atributo del objeto que no esta previamente contenido en su concepcion,
extendiendo asi lo que se concibe del objeto; un predicado que no estaba, en modo alguno, pensado en su concepcién ni
que se podia extraer por descomposicion de la misma, pero que le corresponde de manera necesaria, v. g, “todos los cuerpos

9,

son pesados”, “todo lo que sucede tiene una causa”.
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Por esta via se puede decir que: la Geometria analitica aborda el estudio de las figuras geométricas y sus propiedades, descri-
biendo, quizds desde un punto de vista diferente, lo que ya se conoce previamente de dichas figuras; mientras que la Geometria
sintética aborda el estudio de las figuras geométricas y sus propiedades, estableciendo: los conceptos de cada una de esas
figuras; y los atributos que no estdn contenidos en su concepcion, pero que les corresponden de manera necesaria.

(13) Este Principio se puede interpretar como una aritmetizacion de la Geometria, al permitir representar los puntos de una recta por
ndmeros reales.

(14) Queremos decir con el término biunivoca, que a cada punto de la recta corresponde un tinico nimero real, y que a cada nimero
real corresponde un tinico punto de la recta.

(15) Precisemos lo que entenderemos con la palabra medir; esta palabra significard comparar con un patron. Este patron se 1lama
la unidad de medida, es decir, lo que mide exactamente 1.

Fijemos provisionalmente el siguiente patrén como unidad de medida de longitud (ver la figura 1.19).

—
1

Ficura 1.19 La unidad o patron

(Como hacemos para medir el largo de una caja como la representada en la figura 1.20?

Ficura 1.20 Unacaja

Bueno, en primer lugar, hacemos coincidir el extremo izquierdo del patrén con uno de los extremos del largo de la caja, por
ejemplo, el izquierdo también (ver la figura 1.21).

Ficura 1.21 Una cajay el patrén

Luego, junto al extremo derecho del patrén que tenemos ubicado, ubicamos colinealmente de nuevo el patrén de medida y
repetimos el proceso tantas veces como sea necesario para cubrir todo el largo de la caja (ver la figura 1.22).

Finalmente, como hemos podido ubicar 15 veces el patrén de medida en el largo de la caja, decimos que la caja mide 15
unidades de medida de largo.

Para ahorrarnos trabajo se han construido los llamados instrumentos de medicion. Uno de los instrumentos adecuados para
medir longitud es la regla. El hecho de que en nuestra regla se encuentren marcados los nimeros del 1 al 20 (aunque este
ultimo no estd sefialado), significa que esa regla nos permite medir, sin tener que repetir varias veces el patrén de medida (tal
como acabamos de hacer), cualquier objeto que contenga 20 unidades o menos en su longitud (ver la figura 1.23).

Vemos en la figura 1.24 que la regla nos permite saber de una sola vez, ubicando su extremo izquierdo precisamente en el
extremo izquierdo del largo de la caja, y sin tener que mover la regla, que la caja mide 15 unidades de medida de largo.
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Ficura 1.22 Una caja y el patrén repetido

I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I
3 4 5 6 7 8 9 10 12 13 14 15 16 17 18 19

1 2 11

Ficura 1.23 Unaregla

Ordinariamente se usan diferentes unidades de medida para medir distancias entre puntos, obteniendo asi diferentes escalas.
La distancia entre puntos dependera entonces de la escala escogida. Pero debe quedar claro que los resultados que nosotros
obtengamos en nuestra teoria no pueden depender de la unidad de medida escogida. Basta, para ello, que seamos consistentes
en la eleccion de una escala, cualquiera que sea, en el sentido de que no estard permitido cambiar la escala durante el desarrollo
de una prueba, o de la solucién de algtin problema, en la que intervenga el uso de la distancia entre puntos.

(16) Algunos autores prefieren llamar derecho e izquierdo, respectivamente, a dichos sentidos; otros, hacia la derecha, y hacia la
izquierda; otros mas, de izquierda a derecha, y de derecha a izquierda.

(17) Algunos autores prefieren decir que Q estd a la derecha, o estd a la izquierda, de P, respectivamente.

(18) La idea se debe a dos franceses:

Pierre Fermat, abogado-matemadtico, quien, en 1636, escribié una carta dirigida a un
amigo en la que usa coordenadas para describir puntos y curvas.

Su interés principal estuvo centrado en problemas geométricos de optimizacién (maximos
y minimos de longitudes y dreas) y de tangentes a curvas (cénicas, cicloides, espirales,
etc.), y en problemas de Aritmética.

Como dato anecddtico, se dice que €l solia escribir correspondencias a los miembros de
la comunidad matematica, desafidndolos a encontrar soluciones a problemas que él ya
habia resuelto, reservandose herméticamente su método para obtenerlas.

Pierre Fermat
(17/08/1601 Beaumont-de-Lomagne -
12/01/1665 Castres)

Rene Descartes, filosofo-matemdtico, quien, en 1637, publicé La Géométrie (uno de los
tres apéndices de su famoso libro Discurso del Método), en el que destaca el uso del dlge-
bra para resolver problemas geométricos, como insinuacién del uso de las coordenadas.
Como dato anecddético, se dice que su experiencia en la escuela le habia hecho recono-
cer lo poco que sabia, y que las Matemadticas eran el unico conocimiento satisfactorio
(entiéndase cierto, no dudoso) a sus 0jos; esta idea se convirtié en el fundamento de su
manera de pensar a lo largo de su vida, y estructurd las bases de todos sus trabajos, los
cuales presentd basados en Matematicas.

René Descartes
(Renatus Cartesius)
(31/03/1596 La Haya -
11/02/1650 Estocolmo)
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I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I|I I|I|I|I|I
34 5 6 7 8 9 10 12 13 14 15 16 17 18 19

1 2 11

Ficura 1.24 Una cajay unaregla

Ocurri6 que la posteridad, en su mayoria, atribuyé a Descartes la creacién de esta manera de trabajar la Geometria, hasta el
punto de que, de su nombre latinizado “Renatus Cartesius”, esta Geometria lleva también el nombre de Geometria cartesiana.

(19) Algunos autores prefieren llamar a los ejes Ox y Oy, el eje horizontal y el eje vertical, respectivamente.

(20) Las coordenadas de un punto pueden pensarse como las indicaciones que se ofrecen para ubicar, o localizar, un sitio en una
ciudad reticulada.

(21) En las representaciones graficas de los semiplanos que siguen a continuacidn, dibujaremos con trazo guionado los ejes para
indicar que no estdn incluidos en los semiplanos que determinan.

(22) Cada vez que hablemos de un sistema de ecuaciones, o inecuaciones, lo representaremos mediante una llave que las agrupe a
todas; ésta es una manera sintética de referirnos a la conjuncién de las condiciones expresadas por cada una de ellas.

(23) Como los ejes coordenados tienen un papel preponderante en el discurso de la Geometria analitica y, por ende, en la represen-
tacion grafica de sus objetos, siempre los representaremos graficamente con trazo continuo, pero con un color distinguido.

Cuando un eje, o una parte de €l, no esté incluido en el conjunto que queremos representar graficamente (por ejemplo, al
representar x > 0 o y < 0), representaremos esa parte del eje con trazo negro guionado superpuesto al trazo continuo de color
distinguido.

Cuando un eje, o una parte de él, esté incluido en el conjunto que queremos representar graficamente (por ejemplo, al representar
x > 0oy < 0), representaremos esa parte del eje con trazo negro continuo.

(24) Diremos, por ejemplo, “consideremos el punto (u,v)”, o “el punto P satisface la inecuacion 2x — 3y + 5 > 0.

(25) Diremos, por ejemplo, “consideremos la recta 2x — 3y + 5 = 0, o “la recta [ coincide con larecta 2x — 3y + 5 = 0”.

(26) Este procedimiento equivale a colocar una regla alineada por dichos puntos. El problema que se puede presentar por este
procedimiento es el del uso de escalas diversas: una regla puede medir en centimetros, otra en pulgadas, otra en picas, etc. La
solucidn que se pretende ofrecer es que no se necesita alinear una regla a dichos puntos, cada vez que se quiera saber la distancia
entre ellos, sino que basta con usar los ejes del sistema como reglas, pues de este modo: se tendria fijada de antemano la unidad
de medida; se simplifica el trabajo para medir las distancias entre pares diversos de puntos del plano; y se evitan los problemas
de percepcion visual que siempre introducen una desviacion respecto a la medida real, obteniendo s6lo una aproximacion.

(27) Todos los casos SON: x| # X2 Y Y1 = Y23 Y1 # Yo ¥ X1 = X25 X1 # X2 Y Y1 # Y.

(28) En el sentido de “alguna igualdad”.

(29) Este resultado garantizaria la existencia de un punto medio en cualquier segmento; la deduccién hecha en el desarrollo del
capitulo es lo que garantizaria su unicidad.

(30) Un punto divide a un segmento en la razon r, si el punto pertenece al segmento y el cociente de la distancia de ese punto a
uno de los extremos del segmento, entre la distancia del punto al otro extremo, es r.

En términos un poco mds llanos: si consideramos un punto en el interior de un segmento (un punto que estd entre los extremos
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del segmento), dicho punto genera, con cada uno de los extremos del segmento, dos segmentos contenidos en el segmento
original; de lo que se trata es de ubicar el punto considerado de tal manera que la longitud de uno de esos segmentos sea r veces
la longitud de la del otro.

(31) Compare este resultado con el del Teorema 4. Note que este resultado simplifica el cdlculo del drea de un tridngulo a partir de
sus vértices, evitando las engorrosas cuentas de la férmula de Her6n.

(32) Note que, si tomamos el valor absoluto del determinante, no importaria el orden en que se nombren los vértices del tridngulo.

Note que, si permitimos que un tridngulo degenere en un segmento, como hacen algunos autores, el drea de esos tridngulos
degenerados es O (puesto que los vértices serfan colineales).

Orientacion para resolver los problemas del Capitulo 1

Creemos que el instructor del curso deberia acompanar al estudiante en la resolucién de los ejerci-

cios 1.1,1.2,19,1.11, 1.17, 1.21, 1.22, 1.32, 1.34 y 1.38.

A continuacién ofrecemos ayudas para algunos de los problemas.

1.3:
1.9:

1.22:
1.38:

Ver el Principio E.8 en el Apéndice E.

Para determinar cudles son rectangulos, utilice el reciproco del Teorema de Pitdgoras; para deter-
minar cudles son obtusdngulos, utilice el hecho de que el cuadrado de la longitud de uno de sus
lados debe ser mayor que la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos.

Para determinar cudles son paralelogramos, utilice el hecho de que los lados opuestos deben ser
congruentes.

Para calcular el area de un tridngulo, utilice la férmula de Her6n de Alejandria, la cual expresa el
drea en términos de las longitudes de sus lados. Si las longitudes de los lados del tridngulo son a,
by ¢, y denotamos el drea del tridngulo por A, se tiene que A = s(s — a)(s — b)(s — ¢), donde s
es el semiperimetro del tridngulo o, lo que es lo mismo, la mitad de su perimetro.

Para calcular el area de un cuadrildtero, utilice una triangulacién del mismo por medio de una
cualquiera de sus diagonales.

Utilice las proyecciones sobre los ejes de los puntos involucrados, y aplique el Teorema de Thales.

Para la parte (a), verifique las siguientes relaciones
(riyn + xay2)” < (aayn + xay2)” + (ayz — xay1)” = (5] + )7 + ),

y use el hecho de que, dados dos niimeros reales a 'y b > 0, se tiene que: a* < b si, y s6lo si,
lal < Vb y a < lal.

Para la parte (b), utilice la parte (a) de la siguiente manera: si los puntos escogidos son A = (uy, vy),
B = (uz,02) y C = (u3,v3), tome x1 = up —uy, X =02 — U1, Y| = U3 — U3 y Yy = v3 — 2.

34 ‘ (GEOMETRIA ANALITICA PLANA



RECTAS Y ECUACIONES LINEALES

2.1 Ecuacion general de una recta

2.2 Otras formas de la ecuacién de una recta

2.3 Posiciones relativas entre rectas

2.4 Inecuaciones lineales y semiplanos determinados por una recta
ProBLEMAS

COMENTARIOS

Una de las tantas consecuencias que tiene la introduccion de un sistema de ejes ortogonales en el
plano, sobre la cual es conveniente llamar la atencidn, es el hecho de que cualquier recta del plano puede
ser representada por una ecuacién algebraica en dos variables‘!” que es satisfecha por las coordenadas
cartesianas de sus puntos (respecto a dicho sistema), y s6lo por ellas; representacion a la cual se debe
contraponer el hecho de que, en la Geometria elemental, una recta es un objeto indefinido, sujeto sélo a
las condiciones expuestas en sus postulados.

Representadas las rectas por ecuaciones algebraicas, procederemos como apuntamos en el capitulo
anterior: trataremos analiticamente (a través de la naturaleza de los coeficientes de sus ecuaciones, y de
ciertas relaciones entre ellos) los asuntos geométricos caracteristicos y distintivos de las rectas (igualdad
o coincidencia, paralelismo, concurrencia, incidencia, perpendicularidad, los semiplanos que determinan,
etc.), e interpretaremos geométricamente (utilizando rectas) algunas situaciones analiticas en las que
intervienen ecuaciones lineales en dos variables.

Como veremos, las rectas pueden ser representadas por ecuaciones que, a pesar de tener la misma
naturaleza algebraica, tienen formas diferentes; cada una de esas formas tendra ciertas ventajas sobre las
otras, dependiendo de las caracteristicas que se quieran resaltar.

Para poder introducir esas diferentes formas de una misma ecuacién, establecemos la siguiente
nocién que nos facilitara el discurso.

Consideremos dos relaciones f y g que asocian, a pares ordenados de niimeros reales, un nimero
real. Diremos que las ecuaciones, o inecuaciones, f(x,y) = 0y g(x,y) = 0 son equivalentes, si sus
grdficos son iguales, es decir, si

[,y eR*: f(x,y) 20} ={(x,y) e R*: g(x,y) £ 0}

(cada par ordenado de nimeros reales (u, v) que satisface una de ellas, también satisface la otra).

Por simple manipulacion algebraica podemos verificar, por ejemplo, que las ecuaciones
3x + 2y 2 2
—+1=0 —-=x+-y+1=0
5 yorTsrrsy
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asi como
x y 1
0 -1 1/=0 'y
1
-5 0 1

son equivalentes.

§2.1 Ecuacién general de una recta

x+y+=-=0

Consideremos las relaciones f que asocian, a pares ordenados de nimeros reales, un nimero real,
cuyas reglas de asociacioén son polinomios de primer grado en dos variables no degenerados, es decir, las

relaciones de la forma

f(x,y) =Ax+By+C
(A, By C nimeros realescon A# 00 B # 0‘2y;

llamaremos ecuacion lineal en dos variables a una ecuacioén de la forma f(x,y) = 0.

El objetivo central de esta parte del capitulo es verificar que, dada una figura geométrica G cual-

quiera, se tiene lo afirmado en el siguiente Teorema.

TeEOREMA 5 (REPRESENTACION ANALITICA DE UNA RECTA)

G es una recta si, y solo si, G se puede representar por una ecuacion lineal en dos variables

2.1) Ax+By+C=0
(A, By C niimeros reales con A # 00 B # 0).

Verificado esto, la ecuacién (2.1) serd llamada la ecuacion general, o simplemente la ecuacion,
de la recta G¥; de esta manera mostramos lo apropiado del calificativo lineal para las ecuaciones de
primer grado en dos variables, y enjaezamos el Algebra de las ecuaciones lineales en dos variables a la

geometria de las rectas.

Para facilitar la verificacién del Teorema 5, probaremos primero lo afirmado en las siguientes dos

proposiciones.

Lema 2.1

El grdfico de una ecuacion lineal en dos variables coincide con una recta.

H PRUEBA
Consideremos una ecuacion lineal en dos variables

Ax+By+C=0
(A, B 'y C nimeros reales con A # 0 o B # 0),

y su gréfico

G:={(x,y) e R*: Ax+By+C =0}
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capitulo 2 | Rectas y ecuaciones lineales

En caso de que B = 0, tendremos que A # 0y que
G={xyeR: Ax+C=0}={(x,y) e R?*: x=-§}.

Asi, por el lema 1.1.(a), G coincide con la recta perpendicular al eje x por el punto (—%, 0).
Supongamos, entonces, que B # 0.
Consideremos tres puntos (x1,y1), (x2,42) y (x3,y3) distintos de G Asi,

Ax;+By; +C=0, Ax+By; +C=0 y Axz+By; +C=0;

de donde, por simple manipulacién algebraica, se tiene que

— _A © _ _A c _ _A
Yy =—-gX1—g, Y2=—"gM2—g Y Y3 =-gx3 -

o]
B
De las dos primeras igualdades tenemos, de paso, que

2.2) X1 #F X2

(pues, en caso contrario, y; = y» y, en consecuencia, (x1,y1) = (x2, y2), contrario a lo supuesto).
Como, después de sacar las cuentas,

A C
X1 —§x1 - B 1
A C —
X2 —E)Cz - B 11=0
A C
X3 —§X3 - B 1

tendremos, por el Teorema 4, que los puntos (xy, y1), (x2,y2) y (x3, y3) son colineales.
Por tanto, cualesquiera tres puntos distintos de G son colineales o, lo que es 1o mismo, todos los puntos
de G estan sobre una misma recta; llamemos [ a la recta que contiene los puntos de G.

Consideremos, ahora, un punto (u, v) cualquiera de /.

Si (u,v) = (x1,y1) 0 (u,v) = (x2,y2), es claro que (u,v) estd en G.

Si (u, v) es distinto de (x1,y1) v (x2, y2) tendremos, por el Teorema 4 y el hecho de que (i, v) es colineal
con los puntos (x1,y1) y (x2,42), que

A C
X1 —E.X] - B 1
X —%xz - % 1| =0,
u v 1

es decir, que (Au + Bv + C)(x; — x1) = 0. Pero, por (2.2), tendremos que Au + Bv+ C = 0 0, lo que es lo
mismo, que (u,v) estden G.
En consecuencia, G coincide con /.

QEP H

Lema 2.2
Los puntos de cualquier recta estdn en el grdfico de una ecuacion lineal.

H PRUEBA
Consideremos una recta / cualquiera.
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Como toda recta queda determinada por dos de sus puntos distintos¢”’, consideremos dos puntos distintos
cualesquiera de /, digamos Q = (x1,y1) y T = (x2,y2); con lo que

2.3) X| # X2 0 Y1 * Y2.

Si P = (x,y) es un punto de [ distinto de Q y T tendremos, por el Teorema 4 y el hecho de que P es
colineal con Qy T, que

x y 1
X1 Y1 1| = 0,
x y 1

es decir, que
(y1 = y2)x + (x2 = x)y + (X142 = x241) = 0.

Asi, al definir A = y; — y», B = xp — x; y C = x1y2 — x2y1, tendremos que las coordenadas cartesianas de
P satisfacen la ecuacion Ax + By + C = 0 para la que, por (2.3), A#00B # 0.
Pero, y esto es lo crucial, las coordenadas cartesianas de Q y T también satisfacen esta ecuacion.
Por tanto, todos los puntos de la recta [ estin en el grafico de la ecuacion lineal Ax + By + C = 0.
QEP H

Ahora bien, como dos rectas coinciden, si una de ellas estd contenida en la otra (pues tendrian dos
puntos distintos en comtn), tenemos que lo afirmado en el Teorema 5 es consecuencia directa de las dos
proposiciones anteriores.

OBseRvACION 2.1 (UN PROCEDIMIENTO PARA CALCULAR LA ECUACION GENERAL DE UNA RECTA)

El Teorema 5 nos dice cudl es el tipo de ecuaciones con las que se pueden representar las rectas, pero no
nos dice como encontrarlas. Sin embargo, el procedimiento para obtenerla estd descrito en la prueba del
lema 2.2, a saber: tomando dos puntos distintos cualesquiera de [, digamos Q = (xo,y0) y T = (x1, Y1),
la ecuacion de la recta | serd

x y 1
(2.4) xo yo 1]=0.®
xroyr 1

>» EJempLo 2.1
Para encontrar la ecuacion general de la recta determinada por los puntos (1,3) y (5,7), planteamos la
ecuacion

x y 1
1 3 11=0
5 71

y desarrollamos el determinante por la primera fila, obteniendo que la ecuacion requerida es
—4x+4y -8 =0,

que es equivalente a la ecuacion
x—y+2=0.

QEE <
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OBSERVACION 2.2
Note que, si Ax + By + C = 0 es la ecuacion general de una recta, tendremos que:

y,

si A =0, entonces B # 0;

si B =0, entonces A # 0.

La siguiente observacion recoge el primer ejemplo de tratamiento analitico de algunos asuntos geo-

métricos de las rectas: sus posiciones respecto al eje x, al eje y, y al origen.

OBSERVACION 2.3

(a)

(b)

Gracias al Teorema 1.(a) tendremos que
una recta [ es perpendicular al eje x si, y solo si, B = 0 en su ecuacion general

(en cuyo caso, por la observacion 2.2, A # 0y, ademds: la recta puede ser representada también
por la ecuacion x + % = 0; y el punto de concurrencia entre l y el eje x es (—$,0)).
En consecuencia,

una recta [ no es perpendicular al eje x si, y solo si, B # 0 en su ecuacion general.

En este caso, la recta l corta al eje y; para saber en qué punto lo corta, damos el valor 0 a x en su

ecuacion y despejamos y, obteniendo y = —%. Ast, el punto donde la recta | concurre con el eje 'y es
CH.
0,-8);
razon por la cual el niimero
C
B

recibe el nombre de ordenada en el origen de la recta |.

Gracias al Teorema 1.(b) tendremos que
una recta | es perpendicular al eje y si, y solo si, A = 0 en su ecuacion general

(en cuyo caso, por la observacion 2.2, B # 0y, ademds: la recta puede ser representada también
por la ecuacion y + % = 0; y el punto de concurrencia entre l y el eje y es (0, —%)).
En consecuencia,

una recta | no es perpendicular al eje y si, y solo si, A # 0 en su ecuacion general.

En este caso, la recta | corta al eje X; para saber en qué punto lo corta, damos el valor 0 a y en su
ecuacion y despejamos x, obteniendo x = —%. Asi, el punto donde la recta | concurre con el eje X
es

razon por la cual el niimero

recibe el nombre de abscisa en el origen de la recta L.
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(c) Note que, de acuerdo con las dos partes anteriores, si la recta | no es perpendicular a ninguno
de los ejes, su ordenada en el origen (o el punto de concurrencia con el eje y) no depende del
coeficiente de x; y su abscisa en el origen (o el punto de concurrencia con el eje X) no depende del
coeficiente de y.

(d) Como el punto (0,0) satisface la ecuacion Ax + By = 0, tendremos que
una recta [ pasa por el origen si, y solo si, C = 0 en su ecuacion general.
En consecuencia,

una recta [ no pasa por el origen si, y solo si, C # 0 en su ecuacion general.

En la siguiente observacion ofrecemos un procedimiento que, a pesar de que pueda parecer de
conocimiento comun y corriente, nos permitird hacer referencia a él cada vez que lo necesitemos.

OBSERVACION 2.4 (CALCULO DE PUNTOS DE UNA RECTA A PARTIR DE SU ECUACION)
Si Ax + By + C = 0 es la ecuacion de una recta, y tenemos que encontrar un punto de ella, podemos
proceder de la siguiente manera.

Si la recta es perpendicular al eje X (en cuyo caso, por la observacion 2.3.(a), su ecuacion se puede
expresar en la forma x + % = 0), entonces cualquier punto de la forma (—%, v), donde v es cualquier
nimero real, es un punto de la recta en cuestion.

Si la recta no es perpendicular al eje X (en cuyo caso, por la observacion 2.3.(a), B # 0), entonces
fijamos cualquier niimero real u; lo sustituimos por x en su ecuacion, obteniendo Au + By + C = 0;

despejamos y en esta ultima ecuacion, obteniendo y = —%; ast, el punto (u, —CJ'BA”) es un punto de la
recta en cuestion.

§2.2 Otras formas de la ecuacion de una recta

Veamos ahora otras formas clésicas, y tutiles en algunos contextos, en que se puede presentar la
ecuacién de una recta.

Consideremos una recta / cualquiera.

En las partes (a) y (b) de la observaciéon 2.3 hemos precisado la forma que tiene la ecuacién de
cualquier recta perpendicular a alguno de los ejes.

Supongamos, entonces, que [ no es perpendicular al eje x ni al eje y.
Para facilitar las referencias en lo que resta de esta seccidn, listamos a continuacién algunas propie-
dades que tiene esta recta /.
(I) Por supuesto, [ no es perpendicular a ninguno de los ejes.

() Por (I) y las partes (d) y (e) de la observacién 1.4, cualesquiera dos puntos distintos de [ tienen
abscisas distintas y ordenadas distintas.

() Por (I), la recta [ no coincide con ninguno de los ejes.

(IV) Por (I) y la observacién 1.4.(f), la recta [ corta a ambos ejes (y, de acuerdo con las partes (a) y (b)
de la observacién 2.3, corta: al eje x, en el punto (—%, 0); y al eje y, en el punto (0, —%)).

(V) Por (III), (IV) y el lema 1.2.(a), la recta [ tiene puntos con ordenada positiva (ver el Principio E.23
en el Apéndice E)©.
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2.2.1 Forma cartesiana

Consideremos dos puntos distintos cualesquiera de I, digamos Q = (xg,y0) y T = (x1,y1). Por (I)
y la observacién 1.9 tendremos, para cualquier punto P = (x,y) de [, distintode Q y T, que
X=X Y—Yo

2.5 = .
X1 —X0 Y1 —Yo

Como Q y T también satisfacen esta igualdad, tenemos que toda recta que no es perpendicular a ninguno
de los ejes, considerada como la recta que pasa por los puntos (xg, yo) y (X1, y1) se puede representar por
una ecuacién de la forma

(2.6) y—yo= LN

(x = x0),
llamada forma cartesiana de la ecuacion de la recta .

OBSERVACION 2.5

(a) Alguien podria argumentar que, al construir la ecuacion (2.6), se escogieron arbitrariamente los
puntos Qy T; y que si tomdramos otro par de puntos R = (x2,y2) ¥y S = (x3,y3) sobre la recta, la
ecuacion se veria como

Y3 — Y2
Yy—y2 =
X3 — X2

(x = x2).

Pero, esta ecuacion y la ecuacion (2.6) son equivalentes ya que, aplicando el Teorema 3 a los puntos
P, Q y R, tendremos que

X = X0 _ Yy—Yo
X—X2 Y-y

Y, en consecuencia, que
y—Yy yYys—Yy2o Yyir—Yyo Y—Yo
X— X2 X3 — X2 X1 — X0 X — X0

(b) Alguien podria argumentar que, al construir la ecuacion (2.4), se escogieron arbitrariamente los
puntos Q y T; y que si tomdramos otro par de puntos R = (x2,y2) y S = (x3,y3) sobre la recta, la
ecuacion se veria como

x y 1
X2 Yz 11 =0.
x3oyz |1

Pero, por razones andlogas a las expuestas en la parte anterior, esta ecuacion y la ecuacion (2.4)
de la observacion 2.1 son equivalentes.

En la siguiente observacién presentamos un procedimiento para encontrar la forma cartesiana de la
ecuacién de una recta, a partir de su ecuacién general, y viceversa.

OBSERVACION 2.6
(@) Sila ecuacion general de la recta l es

Ax+By+C=0
(A, B y C niimeros reales con A # 0y B # 0),
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y queremos encontrar la forma cartesiana de su ecuacion, buscamos dos puntos distintos cua-
lesquiera de ella. Para tal fin podemos usar el procedimiento expuesto en la observacion 2.4, o
aprovechar, por (IV), sus puntos de corte con los ejes y construir la ecuacion

0
y-0=-———(x—(-%);
A

que, después de sacar las cuentas, resulta

(b) Sila forma cartesiana de la ecuacion de la recta [ es

_Yi1—Yo

Yy—Yyo= (x = xo),
X1 — X0

Y queremos encontrar su ecuacion general, distribuimos y agrupamos para obtener la ecuacion

Y1 — Yo Y1 — Yo
—x_ —_— ——

X0 +Yyo = 0.
X1 — X0 X1 — X0
Asi, al definir A = zi:zg, B=-1yC= —%xo + yo, tendremos que las coordenadas cartesianas
(x, y) de todos los puntos de la recta | satisfacen la ecuacion Ax + By + C = 0, para la que A # 0 o

B #0.

>» EuempLo 2.2
Para encontrar la forma cartesiana de la ecuacion de la recta determinada por los puntos (1,3) y (5,7),
planteamos la ecuacion

7-3
-3= - 1)
Y 51D
o, lo que es lo mismo,
y—-3=(x-1.

Si se requiere la ecuacion general de esa recta, podemos ofrecer
x—y+2=0,

que es equivalente a la ofrecida en el ejemplo 2.1.

QEE <

Ofreceremos, a continuacion, una interpretacion geométrica de la forma cartesiana de la ecuacién
de una recta, usando un 1éxico propio de la dindmica.

OBSERVACION 2.7
(@) La ecuacion (2.5) de la recta l se puede reescribir en la forma

Y—Yo _ Y14
X—X) X1—X0
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En la recta l, llamemos elevacion desde el punto Q hasta el punto T, a la diferencia de la ordenada
de T menos la ordenada de Q, es decir, y| — yo, y llamemos avance desde el punto Q hasta el punto
T, a la diferencia de la abscisa de T menos la abscisa de Q, es decir, x| — Xg.

Sabemos, por (Il), que la elevacion y el avance desde el punto Q hasta el punto T son no nulos.
Ademds, es claro que la elevacion (el avance) desde el punto Q hasta el punto T es el opuesto de
la elevacion (el avance) desde el punto T hasta el punto Q, pues y; — yo = —(yo — y1) (X1 — xo =
—(x0 — x1)).

Como los puntos Qy T escogidos en la recta | no tienen nada de particular, podemos asegurar que,
si tomamos dos puntos distintos cualesquiera de I, el cociente

elevacion desde un primer punto hasta un segundo punto

2.7
@7) avance desde un primer punto hasta un segundo punto

siempre estd definido, es no nulo y es independiente del orden en que se tomen los dos puntos,
siempre y cuando se conserve, entre el numerador y el denominador, dicho orden: si tomamos el
punto Z como primero en el numerador, debemos tomar Z como primero en el denominador.

Pero también, y esto es lo crucial, el cociente (2.7) es independiente del par de puntos distintos que
se tomen en l (y ya no solo del orden en que se tomen).

Ficura 2.1 Elevacion y avance

Para verificarlo, consideremos otro par de puntos distintos cualesquiera de I, digamos R = (x3,y7)
v S = (x3,y3), ¥ los puntos U = (x1,y0) ¥y V = (x3,y2) (ver la figura 2.1). Como los dngulos /T QU
y SRV son congruentes (ver el Principio E.24 en el Apéndice E)\'V, tenemos que los tridngulos
AT QU y ASRV (sombreados en la figura) son semejantes (ver el Principio E.21 en el Apéndice E);
de donde g—g = }Se—‘\f. Por tanto,

Yyi-Yo _Ys—y2
X1 — X0 X3—)C2'
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(b) Por el Teorema 3, la propiedad de que el cociente (2.7) permanece constante, independientemente
del par de puntos distintos que se consideren, es exclusiva de las rectas y de sus subconjuntos; es
decir, si una figura geométrica es tal que, para cualesquiera dos de sus puntos distintos, el cociente
(2.7) permanece constante, entonces dicha figura geométrica estd contenida en una recta.

2.2.2 Forma punto-pendiente o canénica

El cociente (2.7) representa una constante caracteristica de la recta [, pues es independiente del par
de puntos distintos que tomemos en ella; dicho cociente es llamado la pendiente de la recta [/, y suele
denotarse con la letra m, es decir,

(2.8) m= "%
X1 — X0

Asi, sustituyendo Z ‘I;ycg por m en la ecuacién (2.6), tenemos que toda recta que no es perpendicular
a ninguno de los ejes, considerada como la recta que tiene pendiente m y pasa por el punto (xg, yo), se
puede representar por una ecuacién de la forma

(2.9) Y = yo = m(x — xo)
(m ntimero real con m # 0),

llamada forma punto-pendiente (o canénica) de la ecuacion de la recta /.

En la siguiente observacidn presentamos un procedimiento para encontrar la forma canénica de la
ecuacién de una recta, a partir de su ecuacion general, y viceversa.

OBSERVACION 2.8
(@) Sila ecuacion general de la recta l es

Ax+By+C=0
(A, By C niimeros reales con A # 0y B # 0),

y queremos encontrar la forma punto-pendiente de su ecuacion, buscamos dos puntos distintos
cualesquiera de ella. Para tal fin podemos usar el procedimiento expuesto en la observacion 2.4, o
aprovechar, por (IV), sus puntos de corte con los ejes para calcular la pendiente

¢}
_E_O A

0-(-%) B

y construir, luego, la ecuacion
__A Cc
y=-gx+3).
Note que la pendiente de la recta | no depende del término independiente de su ecuacion general.

(b) Si la forma canonica de la ecuacion de la recta l es
Y — Yo = m(x — xo),
Y queremos encontrar su ecuacion general, distribuimos y agrupamos para obtener la ecuacion
mx —y — (mxo — yo) = 0.

Asi, al definir A =m, B = -1y C = —(mxy — yo), tendremos que las coordenadas cartesianas (x, y)
de todos los puntos de la recta | satisfacen la ecuacion Ax+By+ C = 0, para la que A # 00 B # 0.
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>» EuempLo 2.3
Para encontrar la forma canonica de la ecuacion de la recta determinada por los puntos (—3,2) y (5, —1),
calculamos la pendiente
o -1-2 -3
"T523) T 8
y planteamos la ecuacion

y—2=%3(x+3).

Si se requiere la ecuacion general de esa recta, podemos ofrecer

-3
—x—-y+- =0,
s /7%
que es equivalente a la ecuacion
3x+8y—-7=0.

QEE <

Ofreceremos, a continuacién, algunas interpretaciones de la pendiente de una recta.

OBSERVACION 2.9
(@) La pendiente de una recta se puede interpretar como la variacion que experimenta la ordenada de
un punto sobre la recta, digamos (x,y), cuando se da un incremento de una unidad en su abscisa,

pues, llamando y, a la ordenada del punto sobre la recta que tiene abscisa x + 1, tenemos que
__n-y _ Y-y
x+)-x 7

(b) De manera general, la pendiente de una recta se puede interpretar como la razon de cambio (o
tasa de crecimiento) de las ordenadas respecto al cambio de las abscisas, cuando pasamos de la
consideracion de un punto de la recta a otro distinto.

2.2.3 Forma punto-inclinacion

Por (IV), podemos considerar el punto S de corte entre la recta l y el eje X y, por (V), un punto P de
[ con ordenada positiva (ver las figuras 2.2 y 2.3).

Consideremos ademds un punto R sobre el eje x que esté delante de S ¢!,

El angulo /PSR es llamado el dngulo de inclinacion (o de direccion) de la recta [, y su medida,
que denotaremos por «, es llamada la inclinaciéon de la recta .

Por Geometria elemental sabemos que 0 < @ < 180 (ver el Principio E.25 en el Apéndice E) y, por
@D, que a # 90.

En el caso en que a sea agudo (0 < a < 90), como es el caso en la figura 2.2, sabemos, por Geome-

“—
tria elemental, que tana = %, pues QU coincide con, o es paralela a, el eje x (ver el Principio E.24
en el Apéndice E).
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731

O X0 X1 R X

Ficura 2.2 Angulo de inclinacién agudo

En el caso en que a sea obtuso (90 < a < 180), como es el caso en la figura 2.3, sabemos, por

—
Trigonometria, que tan @ = — tan(180 — @) = —4=2 = L= "vye5 QU coincide con, o es paralela a, el

X0—X1 X1—Xo
eje X.

Como, por lo dicho en el pardgrafo anterior,

Y1 — Yo
m=——
X1 — X0
tendremos, en cualquiera de los casos, que
(2.10) m = tan a;

es decir, la pendiente de una recta es un indicador de su inclinacién: es la tangente del dngulo de incli-
nacion. Por esta razén la pendiente recibe también el nombre de coeficiente angular.

Asf, sustituyendo tan @ por m en la ecuacién (2.9), tenemos que toda recta que no es perpendicular
a ninguno de los ejes, considerada como la recta que tiene inclinacién « y pasa por el punto (xg, yo), se
puede representar por una ecuacion de la forma

(2.11) Yy — Yo = tan a(x — xp)
(@ ndmero real con 0 < @ < 180 y a # 90),

llamada forma punto-inclinacion de la ecuacion de la recta /.

La siguiente observacién presenta un procedimiento para encontrar la forma punto-inclinacién de
la ecuacidn de una recta, a partir de su ecuacidn general, y viceversa.

OBseRvAciON 2.10
(@) Sila ecuacion general de la recta l es

Ax+By+C=0
(A, B y C niimeros reales con A #0yB % 0),
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Ficura 2.3 Angulo de inclinacién obtuso

y queremos encontrar la forma punto-inclinacion de su ecuacion, buscamos dos puntos distintos
cualesquiera de ella. Para tal fin podemos usar el procedimiento expuesto en la observacion 2.4, o
aprovechar, por (IV), sus puntos de corte con los ejes para calcular la inclinacion

o= arctan(—%)
(0 < a < 180).

y construir, luego, la ecuacion
A c
y=-gx+3).
Note que la inclinacion de una recta no depende del término independiente de su ecuacion general.

(b) Sila forma punto-inclinacion de la ecuacion de la recta [l es
Yy — yo = tana(x — xop),
Y queremos encontrar su ecuacion general, distribuimos y agrupamos para obtener la ecuacion

tanax — y — (tanaxy — yo) = 0.

Asi, al definir A = tana, B = —1 y C = —(tan axg — yo), tendremos que las coordenadas cartesianas
(x,y) de todos los puntos de la recta [ satisfacen la ecuacion Ax + By + C = 0, para la que A # 0 o
B 0.

>» EJempLO 2.4

Para encontrar la forma punto-inclinacion de la ecuacion de la recta cuya inclinacion es 60 y pasa por
el punto (-2, 2), planteamos la ecuacion

y —2 =tan 60(x + 2);
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o, lo que es lo mismo,

y—2=V3(x+2).

Si se requiere la ecuacion general de esa recta, podemos ofrecer

V3x—y+2(V3+1)=0.

QEE <

Ofreceremos, a continuacion, algunas interpretaciones de la pendiente y la inclinacién de una recta.

OBSsERVACION 2.11

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Como es usual en los estudios del Cdlculo diferencial, convendremos en que: una recta es perpen-
dicular al eje y si, y sélo si, su pendiente es cero (0) y, en consecuencia, diremos que su inclinacion
es cero (0); y que una recta es perpendicular al eje X si, y solo si, su inclinacion es 90 y su pendiente
es indeterminada o no existe (pues la tangente de 90 no estd definida).

Es claro que las pendientes de las rectas pueden tomar cualquier valor real: las pendientes son
positivas, si su dngulo de inclinacion es agudo; y las pendientes son negativas, si su dngulo de
inclinacion es obtuso.

Los valores de las pendientes de las rectas crecen desde 0 (positivamente y sin limite) si, y solo si,
sus inclinaciones crecen desde 0 hacia 90; y los valores de las pendientes de las rectas decrecen
desde 0 (negativamente y sin limite) si, y solo si, sus inclinaciones decrecen desde 180 hacia 90.

Cuanto mayor es el valor absoluto de la pendiente de una recta, mds empinada es respecto al eje
X, y cuanto menor es, mds acostada.

Los constructores de techos de edificaciones hablan de la inclinacion del techo en términos de
porcentajes: tal techo tiene, o debe tener, una inclinacion del 25 %, o del 10 %. Esta manera de
hablar se refiere, o responde a la pregunta, ;qué porcentaje del avance representa la elevacion?
(avance medido horizontalmente desde el extremo del alero del techo hasta la plomada que se
apoya en la cumbrera, o cispide, del techo): en el caso anterior, de 100 unidades de avance, se
eleva 25 o 10, respectivamente. Como se verd, el 100 % corresponde a una inclinacion de 45.

Convendremos en que una direccion esta determinada, si tenemos un nimero real cualquiera
m como representante de la pendiente de una recta, o un nimero real a tal que 0 < a < 180,
como representante de la inclinacién de una recta.

2.2.4 Forma corte-pendiente o explicita

Realizando manipulaciones algebraicas, siempre podemos intercambiar cualquiera de las ecuacio-

nes (2.6), (2.9), o (2.11), por una de la forma

(2.12) y=mx+>b

48

(m y b nimeros reales con m # 0).
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En esta forma, el ndmero real b representa la ordenada en el origen de la recta / pues, para x = O en la
ecuacioén (2.12), tenemos y = b.

Asi, toda recta que no es perpendicular a ninguno de los ejes, considerada como la recta que corta
al eje y en el punto (0, b) y tiene pendiente m, se puede representar por una ecuacion de la forma (2.12),
llamada forma corte-pendiente (reducida o explicita) de la ecuacién de la recta /.

La forma corte-pendiente que tiene la ecuacién de una recta nos permite ofrecer una simplificacién
del procedimiento expuesto en la observacion 2.4, y que recogemos en la siguiente observacion.

OBsERVACION 2.12 (CALCULO DE PUNTOS DE UNA RECTA A PARTIR DE LA FORMA CORTE-PENDIENTE)
Siy = mx+ b es la forma corte-pendiente de la ecuacion de una recta, y tenemos que encontrar un punto
de ella, podemos proceder de la siguiente manera.

Si nos dan el valor de la abscisa, lo sustituimos por x en la ecuacion y calculamos el valor de la ordenada
directamente.

Si nos dan el valor de la ordenada, lo sustituimos por y en la ecuacion y calculamos el valor de la
abscisa despejando x en la ecuacion.

En la siguiente observacién presentamos un procedimiento para encontrar la forma explicita de la
ecuacién de una recta, a partir de su ecuacion general, y viceversa.

OBSERVACION 2.13
(@) Sila ecuacion general de la recta l es

Ax+By+C=0
(A, By C niimeros reales con A # 0y B #0),

y queremos encontrar la forma explicita de su ecuacion, despejamos y para obtener la ecuacion

__A C
Yy=-8*¥"8
donde
- _A
m=-g
es su pendiente y
p=-C
=7B
es su ordenada en el origen.
(b) Sila forma explicita de la ecuacion de la recta | es
y=mx+b,

Y queremos encontrar su ecuacion general, agrupamos para obtener la ecuacion
mx—y+b=0.

Asi, al definir A = m, B = -1y C = b, tendremos que las coordenadas cartesianas (x, y) de todos
los puntos de la recta [ satisfacen la ecuacion Ax + By + C = 0, para la que A + 00 B # 0.
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> EJempLo 2.5
Para encontrar la forma explicita de la ecuacion de la recta cuya inclinacion es 60 y pasa por el punto
(—2,2), despejamos y en la ecuacion del ejemplo 2.4, obteniendo

y= V3x+2(V3+1).

QEE <

La forma corte-pendiente que tiene la ecuacion de una recta permite también definir un tipo distin-
guido de funciones, tal como mostramos en la siguiente observacion.

OBsERVACION 2.14

Estableciendo f(x) = mx + b (con m y b niimeros reales cualesquiera), se tiene que la relacion que
asocia, a cada niimero real x, el niimero real y = f(x) es una funcion real de una variable real, cuyo
dominio es el conjunto de los nimeros reales, llamada funcion afin; en el caso en que b = 0, es decir,
cuando pase por el origen, la funcion es llamada funcion lineal.

De este modo, toda recta no perpendicular al eje X se puede concebir como el grdfico de una funciont'?
afin.

2.2.5 Forma corte-corte, simétrica o segmentaria

Ademds de la condicién ya establecida sobre la recta [ (que no sea perpendicular a ninguno de los
ejes), estableceremos en este paragrafo la condicién adicional de que la recta / no pase por el origen (es
decir, b # 0 en la ecuacién (2.12)).

En este caso, realizando manipulaciones algebraicas, siempre podemos intercambiar cualquiera de
las ecuaciones (2.6), (2.9), (2.11), o0 (2.12), por una de la forma

x Y
2.13 Z+Z2=1
(2.13) P

(a 'y b nimeros reales cona # 0y b # 0).

En esta forma, el niimero real b representa la ordenada en el origen de /, y el nimero real a representa
la abscisa en el origen de / pues: para x = 0 en la ecuacion (2.13), tenemos y = b; y paray = Oen la
ecuacion (2.13), tenemos x = a.

Asi, toda recta que no es perpendicular a ninguno de los ejes y no pasa por el origen, considerada
como la recta que corta los ejes x y y en los puntos (a,0) y (0, b), respectivamente, se puede representar
por una ecuacion de la forma (2.13), llamada forma corte-corte (simétrica o segmentaria) de la ecuacién
de la recta [.

En la siguiente observacién presentamos un procedimiento para encontrar la forma simétrica de la

ecuacién de una recta, a partir de su ecuacién general, y viceversa.

OBSERVACION 2.15
(@) Sila ecuacion general de la recta | que no pasa por el origen es

Ax+By+C=0
(A, By C niimeros reales con A # 0,B#0yC #0),
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y queremos encontrar la forma simétrica de su ecuacion, despejamos Ax + By, dividimos por —C y
manipulamos algebraicamente, para obtener la ecuacion

x U
_¢ _¢c 7
A B

de donde, su abscisa en el origen es —$, y su ordenada en el origen es —% (como ya sabiamos desde
la observacion 2.3).

(b) Sila forma simétrica de la ecuacion de la recta l es
X Y
-+ > =1,
a b
Y queremos encontrar su ecuacion general, agrupamos para obtener la ecuacion
1 1
-x+-y—-1=0.
a by
Asi, al definir A = é, B = % y C = —1, tendremos que las coordenadas cartesianas (x,y) de todos
los puntos de la recta | satisfacen la ecuacion Ax + By + C = 0, para la que A + 00 B # 0.

>» EJempLo 2.6
Para encontrar la forma simétrica de la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (1,3) y (5,7),
manipulamos algebraicamente la ecuacion del ejemplo 2.2

x—y+2=0,

obteniendo

i+ =1.
-2

NN

QEE <

OBSERVACION 2.16

La forma simétrica de la ecuacion de una recta tiene la ventaja de que facilita la representacion grdfica
de las rectas que no pasan por el origen pues, a partir de los términos de la ecuacion, ya tenemos
determinados dos de sus puntos: trazamos la recta que pasa por los puntos (a,0) y (0,b) (es decir, la
recta que contiene la hipotenusa del tridngulo rectdngulo con vértices en (a,0), (0,0) y (0, b)).

§2.3 Posiciones relativas entre rectas

En los paragrafos sucesivos haremos un estudio sobre las relaciones que existen entre las posiciones
relativas que pueden presentar las rectas, y los coeficientes de sus ecuaciones generales; antes de aden-
trarnos en ese estudio, verificaremos lo afirmado en la siguiente proposiciéon que nos resultard de gran
utilidad.

Lema 2.3
Dados seis niimeros reales a, b, ¢, d, e y f, se tiene que:

0.

(a) si existe un niimero real r tal que a = rb'y ¢ = rd, entonces

a c
b d
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.la ¢ , 3 ) ) .
(b) =i b d = 0, yademds a y c, asi como by d, no son simultdneamente nulos, entonces existe un
niimero real r # O tal que a = rby ¢ = rd.
la ¢ a e c e . p . .
(c) si b od = ¥ =g ¥ = 0, y ademds a y c, asi como by d, no son simultdneamente nulos,

entonces existe un niimero real r + 0 tal que a = rb,c =rdye = rf.

Il PRUEBA
rb rd

b d
(b) Si b = 0 (en cuyo caso d # 0), tendremos, de ad = 0, que a = 0 (en cuyo caso ¢ # 0) y, asi, al tomar
r=¢,tenemosquer#0,a=rbyc=rd.

(a) Es claro, pues =rbd - rbd = 0.

Sid = 0 (en cuyo caso b # 0), tendremos, de bc = 0, que ¢ = 0 (en cuyo caso a # 0) y, asi, al tomar
r=g,tenemosquer #0,a=rbyc=rd.

Sib#0yd#0,(encuyocasoa # 0y c # 0 pues, de lo contrario, a = ¢ = 0), tendremos que § = 5y
asi,conr = ‘;’, setienequer #0,a=rbyc =rd.

(c) Por la parte anterior, existe un nimero real r # O tal que a = rb 'y ¢ = rd; asi:

si f =0 tendremos, de be = 0o dede =0, que e =0, encuyocasoe =rf;y

si f # 0 tendremos, de af —be =0ode cf —de = 0,que§ =70 ? = g,encuyocaso e = rf.

QEP H

2.3.1 Igualdad o coincidencia: forma normal
Consideremos dos rectas

i : A1x+Bly+C1 =0
(A1, B; y Cy ndmeros reales con Ay # 00 By # 0);y

L A2)C+Bzy+02=0
(A2, By y C, niimeros reales con Ay # 0 0 By # 0).

El objetivo central de esta parte del capitulo es verificar lo afirmado en el siguiente Teorema.

TeoremA 6 (CRITERIOS DE IGUALDAD ENTRE DOS RECTAS)
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(AG1) las rectas 1y y I coinciden (o las rectas [ y [, son iguales o, simplemente, [} = ).

A1 Bl A1 C[ Bl Cl
Az 82 A2 CZ BZ CZ

IG2) = 1@

A Bl_Cl)

(G3) A; =rAy, B, =By y C; = rC; para algiin niimero real r # 0 (es decir, vl o)

(IG4) Aix+Biy + Cq = r(Axx + Boy + Cy) para algiin niimero real r # 0.

(IGS) las ecuaciones A1 x + By + C; = 0y Arx + Boy + Cy = 0 son equivalentes.
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B PRUEBA

(IG1) = (IG2) Supongamos que /1 = I,. Bajo este supuesto tenemos que, una de ellas es perpendicular
a uno de los ejes si, y sélo si, la otra también lo es al mismo eje; y que una de ellas pasa por el origen
si, y s6lo si, la otra también. Asi, por las partes (a), (b) y (d) de la observaciéon 2.3: A; = 0 si, y s6lo si,
Ay =0;B; =0si,ysdlosi, B, =0;y Gy =0si, ysélosi, C, =0.

Si A; = 0, tendremos que A, = 0y, en consecuencia, A|B, — A;B; = 0y AjCy — A,C; = 0. Por la
observacién 2.2, B; # 0y By # 0. Por la observacién 2.3.(a), [ y I, cortan al eje y en los puntos (0, —%)

y (0, —g—;), respectivamente. Como —g—]' = —g—; (pues [} = ), tendremos que B;C, — B,C; = 0.

Si B; = 0, tendremos que B, = 0y, en consecuencia, A|B, — A;B; = 0y BjC, — B,C; = 0. Por la
observacion 2.2, A} # 0y Ay # 0. Por la observacién 2.3.(b), [; y [, cortan al eje x en los puntos (—%, 0)
y (—%, 0), respectivamente. Como —g—]‘ = —% (pues /1 = ), tendremos que A;C, — A,C; = 0.

Si Ay # 0y B; # 0 (en cuyo caso A, # 0y By # 0), tendremos que /; y I, deben tener la misma
pendiente, la misma abscisa y la misma ordenada en el origen. Por la observacién 2.8.(a) y las partes (a)
y (b) de la observacién 2.3, —% = —S—Z, —g—ll = —g—; y —% = —%. Asi, AiB, — A;B; = A1Cy, — ACy =
B,C, -B,C; =0.

Por tanto, en cualquiera de los casos se tiene lo afirmado en (IG2).

(IG2) = (IG3) Es consecuencia del lema 2.3.(c).

(IG3) = (IG4) Se obtiene al tomar factor comun r.

(IG4) = (IGS) Es consecuencia del hecho de que r # 0.

(IGS) = (IG1) Es consecuencia de la definiciéon de ecuaciones equivalentes.

QEP H
>» EuempLo 2.7
Las rectas 2x+3y—5=0y _76)6 + _79y + % = 0 son iguales porque
2 3 2 =5 -
% 9=l 15/=|n 15/=0
7 7 7 7 7 7
QEE <

OBSERVACION 2.17
Note que una recta | coincide con una recta de ecuacion Ax + By + C = 0 si, y sdlo si, | puede ser
representada por esa misma ecuacion.

Tal como presentamos en la siguiente observacion, el Teorema 6 permite extender los criterios de
coincidencia a otras formas de la ecuacién de una recta, muy ttiles en algunos contextos.

OBsERVACION 2.18 (COINCIDENCIA USANDO OTRAS FORMAS DE LA ECUACION DE UNA RECTA)
(a) Haciendo uso de la forma canonica, o la punto-inclinacion, de la ecuacion de una recta (ecuacio-
nes (2.9) y (2.11)), tenemos que:

dos rectas son iguales si, y solo si, tienen la misma direccion y un punto en comiin.
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(b) En particular, haciendo uso de la forma explicita de la ecuacion de una recta (ecuacion (2.12)),
tenemos que:

dos rectas son iguales si, y solo si, tienen las mismas pendiente y ordenada en el origen.

(c) En particular, haciendo uso de la forma simétrica de la ecuacion de una recta (ecuacion (2.13))
tenemos, para rectas no perpendiculares al eje X y que no pasan por el origen, que:

dos rectas son iguales si, y solo si, tienen las mismas abscisa y ordenada en el origen.

Tal como presentamos en la siguiente observacion, el Teorema 6 permite introducir, de manera
simple y poco comun, otra forma de la ecuacion de una recta, muy Util en algunos contextos.

OBSERVACION 2.19 (FORMA NORMAL DE LA ECUACION DE UNA RECTA)
Note que toda recta se puede representar por una ecuacion lineal en dos variables de la forma

(2.14) Ax+By+C=0 (conA>+B*=1)

llamada forma normal de la ecuacion de una recta.

Esto es claro, pues, si la ecuacion general de la recta en cuestion es Dx+ Ey+F = 0 tendremos, al tomar

\/ﬁ, A =rD, B=rEyC =rF, que ella coincide con la recta de ecuacion Ax + By + C = 0, para

la cual A* + B? = 1.

r =

>» EuewrLo 2.8
Para encontrar la forma normal de la ecuacion de la recta 3x + 4y — 5 = 0, procedemos de la siguiente
manera.

Calculamos, primero, el niimeror = V32 +42 =5,

Dividimos, luego, ambos términos de su ecuacion por dicho niimero, obteniendo finalmente la ecuacion
normal de dicha recta

3 4
S+ 2y—1=0.
5775

QEE <

2.3.2 Paralelismo

Consideremos dos rectas

L A1x+Bly+C1 =0
(A1, B; y C; nimeros reales con Ay # 00 B; # 0); y

b A2x+Bzy+C2:O
(A2, By y G, niimeros reales con Ay # 0 0 By # 0).

El objetivo central de esta parte del capitulo es verificar lo afirmado en el siguiente Teorema.
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TeoremA 7 (CRITERIOS DE PARALELISMO ENTRE DOS RECTAS)
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(PA1) las rectas [, y I, son paralelas.

A] B] A] Cl
Ay B A G

Bi Ci

(PA2) B, G,

=0, pero #0o0 # 0.

(PA3) A; =rAy, By =By y Cy # rC; para algiin niimero real r # 0 (es decir, 2—; = g—; 7 %).

B PRUEBA

(PA1) = (PA2) Supongamos que /; es paralela a /. Bajo este supuesto tenemos que, una de ellas es
perpendicular a uno de los ejes si, y s6lo si, la otra también lo es al mismo eje; y que una de ellas pasa
por el origen si, y solo si, la otra no pasa. Asi, por las partes (a), (b) y (d) de la observacién 2.3: A; = 0
si, y s6lo si, Ay = 0; By = 0si, y sélosi, B, =0;y C; =0si, y sélo si, Gy # 0.

Si A; = 0, tendremos que A, = 0y, en consecuencia, A|B, — A;B; = 0y AjCy — A,C; = 0. Por la
observacién 2.2, By # 0y B, # 0. Por la observacion 2.3.(a), [; y [, cortan al eje y en los puntos (0, —(B:—]‘)

y (0, —g—;), respectivamente. Como _% * —g—; (pues [ es paralela a /), tendremos que B;C, —B,C; # 0.
Si B; = 0, tendremos que B, = 0y, en consecuencia, A|B, — A;B; = 0y BjC, — B,C; = 0. Por la
observacién 2.2, A; # 0y Ay # 0. Por la observacion 2.3.(b), /1 y I> cortan al eje x en los puntos (—2—11, 0)
y (—%, 0), respectivamente. Como —2—1‘ * —% (pues [; es paralela a [;), tendremos que A;C, —A;Cy # 0.
Si Ay #0yB; # 0 (en cuyo caso Ay # 0y By # 0), tendremos que /; y [, deben tener distinta ordenada
y distinta abscisa en el origen (pues, de lo contrario, se cortarian en un punto sobre uno de los ejes). Por
las partes (a) y (b) de la observacién 2.3, —g—: * —% y —2—: * —%. Siendo esto asi, necesariamente

—g—: = —g% (pues, de lo contrario, la ecuacién —%x - g—ll = —g‘—;x — g—; tendria como solucién a
X0 = R
B, B
y asi, las rectas tendrian en comun el punto (xg,yo), para el que yg = —g‘—ixo - %). De este modo,

AiB, -AB; =0,A;1C, - AC; #0y B1Cy —B,Cy #0.

Por tanto, en cualquiera de los casos se tiene lo afirmado en (PA2).

(PA2) = (PA3) Es consecuencia de las partes (a) y (b) del lema 2.3.

(PA3) = (PA1) Supongamos que A; = rAy, B; = rBy y C; # rC, para algiin nimero real r # 0. Es
claro que: la ecuacion A;x + By + C; = 0 es equivalente a la ecuacién Ayx + Boy + % = 0; y que no hay
ningun par de nimeros reales (x, y) que satisfaga Arx + Boy + % =0y Ayx + Byy + C, = 0 al mismo
tiempo. Por tanto, no hay ningiin punto en comun a /; y I, es decir, /; es paralela a /,.

QEP H
>» EJempLo 2.9
Las rectas 2x+3y—5=0y _76x + %gy + 1 = 0 son paralelas porque
2 3 2 —5’ -16
6 -9/=0 _ =—#0.
6 =9 y 6
7 7 7 7
QEE <
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La siguiente proposicion es consecuencia inmediata del Teorema anterior.

CoroLARIo 2.1
Una recta l es paralela a la recta de ecuacion Ax + By + C = 0 si, y solo si, | puede ser representada por
una ecuacion de la forma

Ax+By+D =0 (conC # Dy los mismos coeficientes Ay B).

H PRUEBA

Supongamos que una recta /, de ecuacion Ex+Fy+G = 0, es paralelaalarecta /” de ecuacion Ax+By+C =
0.

Por el Teorema 7, existe un nimero real r # O talque E=rA, F = rBy G # rC.

Asi, multiplicando ambos términos de la ecuacién de [ por } tenemos, por el Teorema 6, que la ecuacién
Ax+ By + D =0,donde D = %, representa también a larecta [y C # D.

Por otro lado, es claro que si la recta / es representada por la ecuaciéon Ax + By+ D =0(conC #Dy
los mismos coeficientes A y B) tendremos, por el Teorema 7 con r = 1, que [ es paralela a la recta de
ecuaciéon Ax + By + C = 0.

QEP H

OBSERVACION 2.20
(@) Note que la recta Ax + By + C = 0 es paralela a la recta Ax + By + D = 0 si, y sdlo si, C # D.

(b) En particular, la recta Ax + By + C = 0 es paralela a la recta Ax + By = 0 (que pasa por el origen)
si, y sélo si, C # 0.

(c) Por la parte anterior, es claro que la recta Ax + By + C = 0 coincide con, o es paralela a, la recta
Ax+By=0.

La siguiente observacion recoge la solucién analitica a un problema bastante comun.

OBSERVACION 2.21 (RECTA PARALELA A UNA RECTA DADA POR UN PUNTO FUERA DE ELLA)
La ecuacion de la recta que es paralela a la recta Ax + By + C = 0, y que pasa por el punto P = (xg, yo)
fuera de ella, es

Alx = x0) + By —y0) =0

(de la observacion 2.20.(a) y el hecho de que C # —Axy — By, tenemos que esta recta es paralela a la
recta dada; por el hecho de que las coordenadas de P satisfacen esta ecuacion, tenemos que P estd en
esta recta).

>» EJempLo 2.10
La ecuacion de la recta paralela a la recta 2x — 3y + 5 = 0 y que pasa por el punto (2,-3) es

2x—2)-3(y+3) =0,

que es equivalente a
2x-3y—13=0.

QEE <
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Tal como presentamos en la siguiente observacidn, el Teorema 7 permite extender los criterios de
paralelismo a otras formas de la ecuacién de una recta, muy ttiles en algunos contextos.

OBSERVACION 2.22 (PARALELISMO USANDO LA FORMA EXPLICITA DE LA ECUACION DE UNA RECTA)

Haciendo uso de la forma explicita de la ecuacion de una recta (ecuacion (2.12)) tenemos, para rectas
no perpendiculares al eje X, que:

dos rectas son paralelas si, y solo si, tienen la misma pendiente y distinta ordenada en el origen.

2.3.3 Concurrencia
Consideremos dos rectas

I : A1X+Bly+C1 =0
(A1, B; y Cy ndmeros reales con Ay # 00 By # 0);y

b A2x+Bzy+C2 =0
(A2, By y C, ntimeros reales con Ay # 0 0 By # 0).

Diremos que dos rectas son concurrentes, si se cortan en un tinico punto.

Por el Principio E.5 y lo hecho en las dos secciones anteriores, tenemos ya verificado lo afirmado
en el siguiente Teorema.

TeoremA 8 (CRITERIOS DE CONCURRENCIA ENTRE DOS RECTAS)
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(CO1) las rectas l| y I, son concurrentes.

A; B

(CO2) A, B,

# 0.

(CO3) no existe ningiin niimero real r # 0 tal que Ay = rAy y By = rB; (es decir, 2—; * E—;).

>» EuempLo 2.11
Las rectas 2x + 3y — 5 = 0y 3x + 2y + 1 = 0 son concurrentes porque

=-5£0.

2 3
3 2

QEE «

Incidencia y sistemas de ecuaciones lineales

Describiendo las rectas por sus ecuaciones generales, el estudio de la incidencia entre las rectas [,
y I, (entendiendo por incidencia la consideracion de los siguientes dos asuntos: si se intersectan o no dos
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figuras geométricas; y, en caso de que lo hagan, cudl es su interseccién) equivale a la consideracion de
la existencia de pares ordenados (x, y) de niimeros reales que satisfagan, simultdneamente, las siguientes
dos condiciones

A1X+Bly+Cl =0 y A2X+Bzy+02 =0
0, lo que es lo mismo, a la consideracién de la existencia de soluciones del sistema de dos ecuaciones

lineales con dos incégnitas

Ax+Biy=-C; (Ai#00B; #0)

(215) { A2X + BZ!/ = —C2 (A2 * 0o Bz * O)

(entendiendo por solucién de (2.15), un par (x, y) para el que las igualdades que lo conforman son satis-
fechas).

Desde el punto de vista geométrico (ver la figura 2.4), el sistema (2.15)

(CD) tendrd una solucion vnica (es compatible determinado) si, y solo si, las rectas son concurrentes.
(IC) no tendrd solucion (es incompatible) si, y solo si, las rectas son paralelas.

(CY) tendrd infinitas soluciones (es compatible indeterminado) si, y solo si, las rectas coinciden (por
los Principios E4y E.5).

/ o
X 0 X
yd

ANE
O

Ficura 2.4 Incidencia entre dos rectas

Desde el punto de vista algebraico, el sistema (2.15)

. . . .. . |Ar B . .,

(CD) serd compatible determinado si, y solo si, ‘ A] B] ‘ # 0 (es decir, AiBy — A;B # 0), y su solucion,
2 b2

que se puede encontrar por cualquiera de los métodos conocidos por el lector (eliminacion por
igualacio’n<13>, sustitucion'® o reduccion™ ; usando la Regla de Cramer{19 : egc. ) es el par (x,y)

tal que
-C; B; A -C;
v = _C2 BZ _ 8102 - BzCl _ A2 _CZ _ C1A2 - C2A1
A B A1B; - A2By Y Y A B AiB, - AB;°
Ay By A B
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1B e M Ci B Ci
A By~ P, G, B, G
A;B; =0, pero A|Cy; — A,Cy # 00 B1Cy — BoCy # 0), lo cual equivale a tener, multiplicando la
primera ecuacion por un niimero real k conveniente, un sistema de la forma

A2x + Bzy = —kCl
Azx + Bzy = —Cz

(IC) serd incompatible si, y solo si, #0o # 0 (es decir, A|B, —

2

en el que los primeros miembros de ambas ecuaciones son iguales, pero Gy # kCj, es decir, los
segundos miembros son diferentes (de donde, evidentemente, no hay valores de x y y que cumplan
esas dos condiciones a la vez).

A Bl A1 C B, C;
A2 Bz h A2 02 52 C2
AB; = AICy — AbCy = B1Cy — B,Cy = 0), lo cual equivale a tener, multiplicando la primera
ecuacion por un niimero real k # 0 conveniente, una sola ecuacion (ya que la segunda se obtuvo de
la primera multiplicdndola por k) y, en consecuencia, su solucion estaria conformada por todos los
puntos de la recta representada por ella.

(CY) serd compatible indeterminado si, y solo si, =0 (es decir, A|B, —

>» EJempLo 2.12
Para estudiar la incidencia entre las rectas

2x+3y—-5=0 y 3x+2y+1=0

resolvemos el sistema de ecuaciones

2x+3y =5
3x+2y = -1
Como 3 o = =5 # 0, tendremos que el sistema es compatible determinado y, en consecuencia, las
rectas concurren en un punto. Para encontrar el punto de corte, calculamos
5 3 2 5
-1 2 13 3= 17
X = = —— = = —
=5 5 Y YT
de donde el punto de concurrencia entre ambas rectas es (—15—3, 15—7). QEE <

>» EJempLo 2.13
Para estudiar la incidencia entre las rectas

2x+3y-5=0 y -2x-3y+1=0

resolvemos el sistema de ecuaciones

2x+3y =35
-2x -3y =-1
2 3 2 5 . . . .
Como I Oy D 8 # 0, tendremos que el sistema es incompatible y, en consecuencia,
las rectas no se cortan (son paralelas). QEE <
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>» EJempLo 2.14
Para estudiar la incidencia entre las rectas

2x+3y—-5=0 y -2x-3y+5=0

resolvemos el sistema de ecuaciones

2x+3y =5
-2x-3y=-5
Como _22 _33 = _55 _33 = _22 _55 = 0, tendremos que el sistema es compatible indeterminado Yy,

en consecuencia, las rectas se cortan en infinitos puntos (son iguales). Los puntos de corte entre ambas
rectas son todos los puntos (u,v) tales que 2u + 3v -5 = 0. QEE <

OBsEeRvACION 2.23 (METODO DE ELIMINACION POR REDUCCION)

(@) Note que, si Ajx + Biy + C; = 0y Ayx + Boy + Cy = 0 representan sendas rectas concurrentes
en el punto (xo, yo) entonces, para cada par de niimeros reales m 'y n no simultdneamente nulos, la
ecuacion lineal en dos variables

m(Aix+Biy+Cp)+n(Ax+ By +Cy) =0

representa una recta que pasa por el punto (xg, yo).
(b) Por la parte anterior es claro que, para cada par de niimeros reales my n # 0, el sistema

Alx + Bly = —Cl
Azx + Bzy = —C2

es equivalente al sistema

Alx + Bly = —C1
(mAl + I’lAz)x + (mBl + nt)y = —(m01 + I’lC2)

(entendiendo por equivalentes que (xo,yo) es solucion de uno de ellos si, y solo si, también es
solucion del otro), pues

1
Asx + Boy + Gy = —((mA| + nAy)x + (mB + nBy)y + inCy + nCy)) — ﬂ(Al)c + By + C)).
n n

(¢) La parte anterior justifica y aclara el método de eliminacion por reduccion usado para resolver
sistemas de ecuaciones lineales, pues el propdsito de éste es tomar m y n de tal manera que mA| +
nA; =0, o mBy +nB, = 0, en el segundo sistema, con la seguridad de que tiene la misma solucion
que el primero.

(d) Desde el punto de vista geométrico, lo que se hace al usar el método de eliminacion por reduccion
es sustituir, una de las rectas dadas, digamos I, por una que sea perpendicular a uno de los ejes y
que pase por el punto de interseccion de ellas, digamos I, en caso de que anulemos el coeficiente
de y, o por I’} en caso de que eliminemos el coeficiente de x (ver la figura 2.5).
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h

AN

- —— e - —

Ficura 2.5 Método de reduccién

Finalizaremos esta seccién con algunas palabras sobre los sistemas de més de dos ecuaciones linea-
les con dos incégnitas; hablaremos s6lo del de tres ecuaciones, pues el discurso que desarrollaremos es
andlogo para el caso general.

Desde el punto de vista geométrico, una solucién del sistema de tres ecuaciones lineales con dos
incognitas

Ax+Biy=-C; (Ai#00B; #0)
(2.16) Ax+Buy=-C, (A #00By #0)
Asx+Bsy=-C3 (A3#00B3#0)

es un punto que se encuentra, simultdneamente, en las tres rectas representadas por esas ecuaciones. Es
claro que: si dos cualesquiera de las tres rectas son paralelas entre si, el sistema serd incompatible; si
s6lo dos de las tres rectas coinciden, el sistema se reduce a un sistema como el (2.15); y, si las tres rectas
coinciden, el sistema serd indeterminado. Pero, ;qué pasara si las rectas no son paralelas ni coincidentes
dos a dos?

Hay sélo dos posibilidades: o las rectas concurren dos a dos en puntos distintos; o concurren las tres
en un mismo punto (ver la figura 2.6).

4 X }/ \x

O

Ficura 2.6 Incidencia entre tres rectas

Supongamos que las dos primeras rectas del sistema (2.16) son concurrentes. Consideremos el si-
guiente sistema de ecuaciones lineales auxiliar

{ A1X+A2y=A3

(2.17) le + Bzy = 83
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que nos ayudard a alcanzar la conclusién del estudio de los sistemas de ecuaciones lineales de tres
ecuaciones y dos incégnitas.

Como, por lo supuesto # 0y, en consecuencia, el siste-

A] B] 1 A2
R ‘ As Bz‘ # 0, tendremos que B, B,
ma (2.17) tiene una solucién tnica, digamos (m, n). Asi hemos verificado que

Si las dos primeras rectas del sistema (2.16) son concurrentes, siempre existen nii-
meros reales m y n tinicos tales que Az = mA| + nA; y Bs = mB; + nB;.

Verificaremos ahora que

El sistema (2.16) tiene una solucion tinica si, y sélo si, C3 = mCy + nCy (m y n los
mismos de la afirmacion anterior).

Supongamos que el sistema (2.16) tiene una solucién tnica (xg, yg). Asi,

C3 = —Aszxp — B3yo = —(mA; + nAz)xo — (mB; + nBy)yo

m(=Aixo — Biyo) + n(—=Axxo — Bayo) = mCy +nGC,

Reciprocamente, supongamos que C3 = mC; + nC,. Considerando la solucién de las dos primeras,
digamos (xp, yo), se tiene que ésta es también solucién de la tercera, pues

A3)C0 + B3X0 (mA1 + nAz)xo + (mBl + I’le)yO

m(A1xo + B1yo) + n(Axxg + Boyo) = -mCy — nCy = -Cs

Todo lo hecho hasta ahora prueba el siguiente Teorema.

TeoremA 9 (CRITERIO DE CONCURRENCIA ENTRE TRES RECTAS)
El sistema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas

Ax+Biy=-C; (A #00B; #0)
Ax+By=-C, (A #00B; #0)
Asx+Bsy=-C3 (A3 #00B3#0)

que representan sendas rectas, tiene una solucion tinica si, y sélo si, las dos primeras son concurren-
tes y la tercera ecuacion es combinacion lineal de las ecuaciones de esas dos (es decir, que la tercera
se puede representar por una ecuacion de la forma (mA| + nAy)x + (mB + nBy)y = —(mC; + nCy),
para algiin par de niimeros reales m y n conveniente); y, si éste es el caso, la solucion del sistema es
el punto de corte de las dos primeras rectas.

OBSERVACION 2.24

(@) Como cambiar el orden de las ecuaciones del sistema de tres ecuaciones con dos incognitas produce
un sistema equivalente, se tiene que, al aplicar el Teorema 9, cualesquiera dos de ellas pueden ser
tomadas como las dos primeras ecuaciones.
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(b) EnelTeorema 9, para encontrar los niimeros reales m'y n que permiten expresar la tercera ecuacion
como combinacion lineal de las dos primeras, se puede usar la solucion del sistema auxiliar

Alm + A2n = A3
B1m + Bgl’l = B3

>» EJempLo 2.15
Para estudiar la incidencia entre las rectas

x—-y—-1=0, 2x+2y—-6=0 y 3x—-y—-5=0

resolvemos el sistema de ecuaciones

x—y=1
2x+2y =6
3x—-y=5
Como ) _2 =4 # 0, tendremos que las dos primeras rectas son concurrentes. Resolvemos, entonces,
el sistema de ecuaciones
m+2n=3 )
-m+2n=-1"
de donde
3 2 1 3
-1 2 5 -1 -1 1
m=—g— =2y o= =n

Como?2-1+ % -6 = 5, tendremos que las tres rectas son concurrentes. Para encontrar el punto en que
concurren las tres rectas, resolvemos el sistema de ecuaciones

x—y=1
2x+2y=6 "~

calculando
1 -1 11
6 2 5 2 6 :
de donde el punto de concurrencia de las tres rectas es (2, 1). QEE <

>» EJeEmPLO 2.16
Para estudiar la incidencia entre las rectas

3x-4y+6=0, 3x-y-3=0 y 2x+y-4=0

resolvemos el sistema de ecuaciones

3x—4y =-6
3x-y=3
2x+y=4
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Como 3 :1 =9 # 0, tendremos que las dos primeras rectas son concurrentes. Resolvemos, entonces,
el sistema de ecuaciones
3m+3n=2
—4dm-n=1 "
de donde
2 3 3 2
1 -1 5 -4 1 11
m = = —— n = = —.
9 9 7 9 9
Como —% -(—6) + 19—1 -3 = % # 4, tendremos que las tres rectas no son concurrentes. QEE <

Familias de rectas

Como vimos en la observacion 2.23.(a), si Ajx + Bjy + C; = 0y Ayx + Boy + C, = 0 representan
sendas rectas concurrentes en el punto (xg,yg) entonces, para cada par de nimeros reales m y n no
simultaneamente nulos, la ecuacion lineal en dos variables

(2.18) m(A1x+ Bly+Cl)+n(A2x+ Bzy-f—Cg) =0

representa una recta que pasa por el punto (xo, yo). La pregunta que surge naturalmente es: ;toda recta
que pase por el punto (xg, yo) se podrd representar por una ecuaciéon como la (2.18)?
La respuesta es positiva y su justificacion hace uso de lo dltimo que hemos expuesto.

Supongamos que Dx + Ey + F = 0 es la ecuacién de una recta [ que pasa por el punto (xo, yo)-
Buscamos una ecuacion de la forma (2.18) o, lo que es lo mismo, de la forma

(mA;1 + nAy)x + (mB; + nBy)y + (mC; + nCy) =0

que represente a la recta /. El problema se reduce, entonces, a encontrar m y n tales que

Am+An=D
(2.19) Bim+Byn=E
Cim+Cyn=F
A B
Como A B # 0 (pues las rectas Ajx + Bjy + C; = 0y Apx + Byy + C, = 0 concurren en el punto
2 b2

(x0,y0)), tendremos que existen mg y ng tales que
D= I’H()A] + I’l()Az y E= m081 + n()Bz.

Ahora, y esto es lo crucial, como F = —Dxy — Eyg, C1 = —A1xo — Biyo y C2 = —Azxxp — Boyp tenemos,
después de sacar las cuentas, que
F= m0C1 + I’l()CQ.

Asi podemos asegurar que el sistema (2.19) siempre tiene solucion Unica, y que ésta es igual a (mg, ng)
(la solucién del sistema formado por las dos primeras ecuaciones).
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Por tanto, la recta [ se puede representar por la ecuacion
mo(Alx + Bly + Cl) + no(Azx + Bzy + Cz) =0,

que es de la forma (2.18).
La ecuacién (2.18) es llamada la ecuacion del haz de rectas que pasan por el punto (xo, yo)'".

Note que el problema de encontrar la ecuacion general de una recta se reduce, en principio, a calcular
tres nimeros reales: los coeficientes de una ecuacion lineal en dos variables

Ax+By+C=0

paralaque A=z00B #0.

Pero, los tres coeficientes no son independientes entre si, ya que: si A # 0, la ecuacion anterior
resulta equivalente a la ecuacion
B c_o
X+ K‘I/ + A= 0,

y si B # 0, la ecuacidn anterior resulta equivalente a la ecuacién

A Cc _

gx+ty+g=0.

De aqui obtenemos que sélo dos de los coeficientes son independientes, es decir, sélo tenemos que
calcular, en verdad, dos nimeros reales (note que en la forma corte-pendiente de la ecuacién de una
recta, s6lo debemos calcular m y b; y en la forma simétrica, sélo a y b).

De este modo, el Algebra de las ecuaciones lineales nos lleva a asegurar que, para encontrar la
ecuacién general de una recta, son suficientes dos ecuaciones lineales independientes (entendiendo por
esto que ninguna de ellas es un multiplo real de la otra) cuyas variables sean los coeficientes buscados; en
este contexto presupondremos que cada una de esas ecuaciones corresponde a una condicién geométrica.

Por esta razén diremos que foda recta queda determinada por dos condiciones (algebraicas o geo-
métricas) independientes; hasta ahora hemos procedido a encontrar la ecuacién general de una recta, de
las maneras regulares: a partir de dos de sus puntos distintos, o de uno de sus puntos y su direccion
(sea ésta la pendiente o la inclinacién). En verdad, en la mayoria de los problemas que enfrentaremos en
este estudio, los datos sobre las rectas de las que tengamos que encontrar su ecuacién, siempre podran
reducirse a una de estas dos maneras regulares.

Asi, al establecer una tnica condicién de ese tipo, no determinamos una tnica recta, sino una in-
finidad de rectas que comparten la propiedad comun establecida por esa Unica condicidn; llamaremos a
todas esas rectas la familia de rectas que satisfacen la condicién dada.

En este estudio, la condicion unica (geométrica o algebraica) que determina una familia de rectas
siempre se podra expresar en términos algebraicos; en otras palabras, dicha condicién se hara patente en
la forma de un nuevo tipo de variables (distintas de aquellas que representan las coordenadas de un punto
genérico del plano) a las que, asigndndoles un valor especifico, determinan cada uno de los miembros de
la familia: esas nuevas variables son llamadas los pardmetros‘'® de la familia.

El caso del haz de rectas que pasan por un punto prefijado, y que hemos estudiado més arriba, es un
ejemplo de familia de rectas para la que m y n serian los parametros que la definen.

Como ejemplos importantes de familias de rectas podemos ofrecer los siguientes.
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» EJeEmMpLO 2.17 (FAMILIA DE LAS RECTAS PERPENDICULARES AL EJE X)

Una familia de rectas destacada por el hecho de que representan casos excepcionales en el estudio de
las rectas en general, y que hemos introducido en el capitulo anterior (Teorema 1.(a)), es el de la familia
de las rectas perpendiculares al eje X, cuya ecuacion podemos ofrecer en la forma

x—h=0.

Note que hemos expresado la ecuacion de esta familia, parametrizada con h, que representa la abscisa
en el origen de cada una de las rectas que conforman la familia. QEE <

» EJeEmpLO 2.18 (FAMILIA DE LAS RECTAS NO PERPENDICULARES AL EJE X)
Haciendo uso de la forma explicita de la ecuacion de una recta, la siguiente ecuacion representard la
familia de las rectas que no son perpendiculares al eje x

Yy =mx+t.

Note que hemos expresado la ecuacion de esta familia, parametrizada con my t, que representan la pen-
diente y la ordenada en el origen de cada una de las rectas que conforman la familia, respectivamente.
QEE <

» EJempLo 2.19 (FAMILIA DE LAS RECTAS POR UN PUNTO PREFIJADO, NO PERPENDICULARES AL EJE X)
Haciendo uso de la forma candnica de la ecuacion de una recta, podemos ofrecer la ecuacion de la
familia de las rectas que pasan por un punto prefijado y que no son perpendiculares al eje X.

Pongamos por caso que el punto prefijado tiene coordenadas (1,2); la familia de rectas que pasan por
el punto (1,2) y que no son perpendiculares al eje X se puede representar por la ecuacion

y—2=m(x—1).

En general, si el punto prefijado tiene coordenadas (u,v), la familia de rectas que pasan por el punto
(u,v) y que no son perpendiculares al eje X se puede representar por la ecuacion

y—v=m(x—u.

Note que hemos expresado la ecuacion de esta familia, parametrizada con m, que representa la pendiente
de cada una de las rectas que conforman la familia.

Note ademds que esta familia se diferencia del haz de rectas que pasan por el punto (u,v), en que esta
tltima incluye la que es perpendicular al eje X (es decir, la recta x = u). QEE <

» EuempLo 2.20 (FAMILIA DE LAS RECTAS DE PENDIENTE PREFIJADA)
Haciendo uso de la forma explicita de la ecuacion de una recta, podemos ofrecer la ecuacion de la
familia de las rectas que tienen una pendiente comun.
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Pongamos por caso que la pendiente prefijada es —3; la familia de rectas que tienen pendiente —3 se
puede representar por la ecuacion
y=-3x+b.

En general, si la pendiente prefijada es p, la familia de rectas que tienen pendiente u se puede representar
por la ecuacion
y=ux+b.

Note que hemos expresado la ecuacion de esta familia, parametrizada con b, que representa la ordenada
en el origen de cada una de las rectas que conforman la familia.

Note ademds que esta familia se podria confundir con la familia de rectas paralelas a una recta prefijada;
y esto es verdad, exceptuando el caso en que la recta prefijada sea perpendicular al eje X (es decir, una
recta de la forma x = h). QEE <

OBSERVACION 2.25

(@) Si, en la ecuacion (2.18), fijamos un valor no nulo para uno de los pardmetros, digamos m, la
ecuacion resultante representard la familia de rectas que pasan por el punto (xy,Yyo), excepto la
recta Apx + Boy + G, = 0.

(b) El método de determinar rectas a través de pardmetros es relativamente simple, y tiene como ven-
taja adicional que, en general, reduce el trabajo en el momento de sacar las cuentas.
Por ejemplo, para encontrar la ecuacion de una recta que pasa por el punto de interseccion de otras
dos rectas dadas y que satisfaga, ademds, otra condicion especifica, no es necesario encontrar el
punto de interseccion entre dichas rectas.

2.3.4 Perpendicularidad
Consideremos dos rectas

ll : A1x+Bly+C1 =0
(A1, By y C; ntimeros reales con A} # 00 By #0); y

lz: A2x+Bzy+C2 =0
(A2, B, y G, ntimeros reales con Ay # 0 0 By # 0).

El objetivo central de esta parte del capitulo es verificar lo afirmado en el siguiente Teorema.

Teorema 10 (CRITERIO DE PERPENDICULARIDAD ENTRE DOS RECTAS)
A B;

B, A =0.

Las rectas 1y y I, son perpendiculares si, y solo si,

Il PRUEBA
Haciendo uso de la observacion 2.20.(c), tendremos que: /1 es perpendicular a /5 si, y sélo si, las rectas
de ecuaciones A1 x + By = 0y Abx + Boy = 0 son perpendiculares.
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Por esta razon, basta estudiar el caso en que C; = C, = 0, es decir, aquel en que las rectas /; y /» pasan
por el origen.

Supongamos, entonces, que las ecuaciones de /1 y I, son Ajx+B1y = 0y Ay x+Byy = 0, respectivamente.
Si By = 0 (en cuyo caso A; # 0y [; es perpendicular al eje x), tendremos que [, es perpendicular a
[1 si, y s6lo si, I es perpendicular al eje y, es decir, si, y sélo si, A, = 0; y esto sucede, si y sélo si,
A]Az + B]Bz =0.

De manera andloga tendremos que, si B, = 0, se tiene que /; es perpendicular a /5 si, y sélo si, AjA; +
BB, = 0.

Analicemos, entonces, el caso en que By # 0y B, # 0.

Consideremos sendos puntos P = (x1,y1) y O = (x2,y2) en las rectas /] y [, respectivamente, distintos
del origen O; en cuyo caso

(2.20) A1x1 + Blyl =0 y Azxz + Bzyz =0
y
(2.21) x1#0 y x; # 0.

Es claro que las rectas /1 y [, son perpendiculares si, y sélo si, el tridngulo APOQ es rectdngulo con
angulo recto en el vértice O (ver la figura 2.7).

b

Iy

Ficura 2.7 Rectas perpendiculares en el origen

Por el Teorema de Pitdgoras tenemos que el tridngulo APOQ es rectdngulo con dngulo recto en el vértice
O si, y sélo si, PQ2 = OP2+OQ2; y, después de sacar las cuentas, esto sucede si, y sélo si, x;x2+y1y2 = 0.
Por otro lado, despejando en (2.20), tenemos que y; = —g—:xl yyy = —'S—ixz.
Asi, por sustitucion se tiene que x;x» + y1y2 = 0 si, y sélo si, x;xp + Q—ig—imm = 0, es decir si, y sélo si,
A A _

(1 + B—:B—Z)X1X2 =0.
Finalmente, por (2.21), se tiene que /; y [, son perpendiculares si, y sélo si, AjA; + BB, = 0.

QEP H
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>» EuempLo 2.21
Las rectas 3x + 5y — 7 =0y 5x — 3y — 2 = 0 son perpendiculares porque
F 5

} 3o

QEE <

La siguiente proposicion es consecuencia inmediata del Teorema anterior.

CoRoLARIO 2.2
Una recta l es perpendicular a la recta de ecuacion Ax+By+C = 0 si, y sélo si, | puede ser representada
por una ecuacion de la forma

—Bx+ Ay +D =0 (conlos mismos coeficientes Ay B).

H PRUEBA
Supongamos que una recta /, de ecuacion Ex + Fy + G = 0, es perpendicular a la recta I’ de ecuacién
Ax + By + C = 0. Por el Teorema 10,

(2.22) AE + BF = 0.

Por la observacién 2.2 tendremos que B = 0 si, y sélo si, E = 0.
Supongamos que B = 0 (en cuyo caso E = 0). Asi, multiplicando ambos términos de la ecuacién de /
por é tenemos, por el Teorema 6, que la ecuacién —Bx + Ay + D = 0, donde D = % y B = 0, representa
también a la recta /.
Supongamos que B # 0 (en cuyo caso E # 0). Asi, multiplicando ambos términos de la ecuacién de [ por
—% tenemos, por el Teorema 6, que la ecuaciéon —Bx + Ay + D = 0, donde D = —%, representa también
a la recta [ pues, por (2.22), A = —%.
Por otro lado, es claro que si la recta [ es representada por la ecuaciéon —Bx + Ay + D = 0 (con los
mismos coeficientes A y B) tendremos, por el Teorema 10, que [ es perpendicular a la recta de ecuacién
Ax+By+C=0.

QEP H

La siguiente observacion recoge la solucién analitica a un problema bastante comun.

OBSERVACION 2.26 (RECTA PERPENDICULAR A UNA RECTA DADA POR UN PUNTO CUALQUIERA)
La ecuacion de la recta que es perpendicular a la recta Ax + By + C = 0, y que pasa por el punto

P = (x0,Y0), es
—B(x = x0) + Ay — o) = 0.

(por el hecho de que —AB + AB = 0, tenemos que esta recta es perpendicular a la recta dada; por el
hecho de que las coordenadas de P satisfacen esta ecuacion, tenemos que P estd en esta recta).
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>» EJEmpLO 2.22
La ecuacion de la recta perpendicular a la recta 2x — 3y + 5 = 0 y que pasa por el punto (2,-3) es

3(x—2)+2(y+3) =0,

que es equivalente a
3x+2y=0.

QEE <

Tal como presentamos en la siguiente observacion, el Teorema 10 permite extender los criterios de
perpendicularidad a otras formas de la ecuacién de una recta, muy ttiles en algunos contextos.

OBSERVACION 2.27 (PERPENDICULARIDAD USANDO LA FORMA EXPLICITA DE LA ECUACION DE UNA RECTA)
Haciendo uso de la forma explicita de la ecuacion de una recta (ecuacion (2.12)) tenemos que:

dos rectas son perpendiculares si, y solo si, el producto de sus pendientes es —1;
o, en otras palabras,
dos rectas son perpendiculares si, y solo si, la pendiente de una de ellas es el opuesto del reciproco de
la pendiente de la otra.

Distancia de un punto a una recta, y entre dos rectas

La distancia de un punto P a una recta /, que denotaremos por d(P, /), es definida como la més
pequeiia de las distancias d(P, R), donde R es un punto de /; de la Geometria elemental sabemos que ese
valor se alcanza cuando R es el punto Q, la proyeccion sobre / del punto P (ver la figura 2.8).

P

0 R
Ficura 2.8 Distancia de un punto a una recta

Nos proponemos encontrar una expresion algebraica que nos permita calcular dicha distancia, en
términos de las coordenadas del punto P y los coeficientes de la ecuacién general de la recta /.

Pongamos por caso, entonces, que las coordenadas de P son (xg, yg), y que la ecuacién general de
larectal/es Ax+ By + C =0.

Por la observacion 2.26 sabemos que la ecuacién general de la recta perpendicular a / por P es
—B(x — xp) + A(y — yo) = 0. Ademds, el punto de interseccién de las dos rectast1? es

_ [ B%xg—AByo—AC —ABxo+A%y;—BC \.
Q - A2+BZ s A2+BZ s
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de donde, después de sacar las cuentas, se tiene que

IAxo + Byo + C|

2.23 d(P,]) =
2 )=

En conclusion:

Para calcular la distancia entre el punto P = (xg, yg) y la recta [ de ecuacién Ax + By + C = 0,
en términos de las coordenadas del punto P y los coeficientes de la ecuacién de la recta /,

tenemos la férmula
|AX() + By() + C|

W= e

>» EuempLo 2.23
La distancia del punto P = (2,-3) alarectal : 3x+5y—7=0es

3B245-(=3)-7_ 16
d(P,0) = —

QEE <

La distancia entre dos rectas, [ y I, que denotaremos por d(/, /"), es definida como la mas pequefia
de las distancias d(P, R), donde P es un punto de / y R es un punto de /.

De este modo, es claro que, [ y I’ se cortan si, y sélo si, d(/, /") = 0.

Ahora, por el Principio E.10, dos rectas son paralelas si, y s6lo si, son distintas y todos los puntos
de una de ellas equidistan de la otra. Por tanto, el problema de hallar la distancia entre rectas paralelas
se reduce a encontrar la distancia, entre un punto cualquiera de una de ellas, y la otra recta; nos propo-
nemos encontrar una expresion algebraica que nos permita calcular dicha distancia, en términos de los
coeficientes de las ecuaciones generales de las rectas [y /'

Pongamos por caso, entonces, que la ecuacion de [ es Ax + By + C; = 0y, por el corolario 2.1, que
lade ! es Ax+ By + Cy =0, con Cy # Cs.

Considerando la recta I’ : —Bx + Ay = 0, perpendicular a [ por el origen, el punto

_ (=G -G )
p= (A2+BZA’ A2+BZB

es el punto donde [ corta a I”’; asi, haciendo uso de la ecuacion (2.23), tenemos que

AZ+B? AZ+B?
VA? + B?
de donde, después de sacar las cuentas, se tiene que
|C2 — Gyl
VA? + B?

wr ) |A Ci_pA 4 BSC B+Cz|
P” = .

(2.24) Al =
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En conclusion:

Para calcular la distancia entre las rectas [ y I’ de ecuaciones Ax+By+C; = 0y Ax+By+C, = 0,
en términos de los coeficientes de las ecuaciones de las rectas [y I, tenemos la férmula

, 0, si /'y I’ no son paralelas;
d(,r) = |C,—Cy|

VALB:’ sily !’ son paralelas.

> EuempLo 2.24
La distancia entre las rectas paralelas | : 3x+5y—T7=0y!l': 3x+5y—1=0es

—1+7 6
V3215 34

di, ) =

QEE <

OBSERVACION 2.28
(@) Si consideramos la forma normal de la ecuacion de la recta |, Ax + By + C = 0 (ver la observa-
cion 2.19), entonces se simplifica el cdlculo de la distancia hasta ella desde un punto P = (xg, Yo)
pues, en ese caso,
d(P,l) = |Axp + Byp + C|.

(b) Note que, por la parte anterior, si Ax + By + C = 0 es la forma normal de la ecuacion de una recta
I, entonces d(O, ) = |C|; es decir,

el valor absoluto del término independiente es la distancia del origen a la recta.

(c) Siconsideramos las formas normales de las ecuaciones de dos rectas paralelaslyl’, Ax+By+GC =
0y Ax+By+Cy = 0con Cy # Cy, entonces se simplifica el cdlculo de la distancia entre ellas pues,
en ese caso,

d(,I') =|C, - Cyl.

2.3.5 Angulos entre rectas

Consideremos dos rectas

l] : A1x+Bly+Cl =0
(A1, By y C; nimeros reales con A} # 00 B; #0);y

lz: A2x+Bzy+sz()
(A2, By y G, niimeros reales con Ay # 0 0 By # 0).

Tendra sentido hablar de un dngulo determinado por las rectas /1 y I, sélo en el caso en que dichas
rectas sean concurrentes, pues dos rectas paralelas o coincidentes no determinan entre ellas, desde el
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punto de vista de la Geometria elemental, ningin dngulo. Por esta razén, y por otras que daremos en su
debido momento, el estudio que desarrollaremos en este pardgrafo estard sujeto a algunos presupuestos,
el primero de los cuales es que

(1) las rectas Iy y I, son concurrentes, para lo cual basta verificar que

A; By

A, B, #0 (es decir, A|B, — A;B; # 0).

Como ya hemos estudiado anteriormente el caso en que las rectas [; y [ son perpendiculares, asu-
miremos que

(2) las rectas ly y I, no son perpendiculares, para lo cual basta verificar que

| A B #0 es decir, AjA; + BB, # 0).

-B, A

Si las rectas [ y [ son concurrentes, digamos en el punto P, entonces ellas determinan exactamente
cuatro dngulos con vértice en P; estos dngulos constituyen dos pares de dngulos opuestos por el vértice,
y cada uno de ellos es suplemento de otros dos.

Visto asi, la expresion “el dngulo determinado por dos rectas concurrentes”, asi como “el dngulo
comprendido entre dos rectas concurrentes”, son ambiguas. Pero, como los dngulos opuestos por el
vértice tienen la misma medida, y la suma de las medidas de dos dngulos suplementarios es 180, para
hallar las medidas de todos esos dngulos, bastard con hallar la medida de uno de ellos.

Nuestro propésito inicial serd expresar la tangente de alguno de esos dngulos en términos de las
pendientes de las rectas /1 y l»; como necesitamos que las pendientes de las rectas estén definidas, asu-
miremos que

(3) las rectas 1y y I, no son perpendiculares al eje x (para lo cual basta verificar que BB, # 0); y que
sus inclinaciones son, respectivamente, a1 y @ (con lo que a1 # 90, ap # 90y a; # ay).

Para poder precisar exactamente cudl de los cuatro dngulos que determinan dos rectas concurrentes,
asumiremos finalmente que

(4) los dngulos de los que hablaremos son pares ordenados de rayos con el mismo origen, tal como
se conciben en Trigonometria, en los cuales:

() el rayo de la primera componente del par es llamado el lado inicial, y el de la segunda es
llamado el lado final, del dngulo (asi, el dngulo /BAC, de lado inicial AB y lado final AC, y
el dngulo /CAB, de lado inicial AC y lado final AB, son distintos);

(n) la medida de los dngulos estd orientada, siendo positiva cuando el arco con centro en el
vértice y radio positivo, descrito desde el lado inicial hasta el lado final, coincide con el
sentido antihorario (contrario al de las agujas del reloj), y negativa cuando dicho sentido es
el horario (asi, las medidas de los dngulos /BAC y LCAB son opuestas);

(m) el rango de la medida de los dngulos se puede extender desde —360 hasta 360.
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Asumiendo (1), (2), (3) y (4), se puede verificar (ver la seccién A.2 del Apéndice A) que:

Teorema 11 (ANGULOS ENTRE DOS RECTAS)
Cualquiera de los dos dngulos B determinados por las rectas 1} y I, que tienen lado inicial en la recta
11, lado final en la recta l,, y medida no negativa entre 0'y 180 (que en las condiciones establecidas

B#0ypB+90) es tal que

A; B

A, B
2.25 tanf = —.
(2.25) B A B

-By Ay

Si las respectivas inclinaciones de /; y I son a; y @3, tendremos que
tan ap — tan

2.26 t =t - =
( ) anf = tan(a; — a1) 1 + tan @, tan o
y, si las respectivas pendientes de [} y /[, son m; y mp, tendremos que
(2.27) tang = 2 "M

1+ momy

En conclusion:

Dadas dos rectas concurrentes, no perpendiculares entre si y no perpendiculares al eje x, [; y
I, de ecuaciones Ajx + Bjy + C; = 0y Ayx + Boy + G, = 0, respectivamente, para calcular la
tangente del dngulo S de lado inicial en [, lado final en /;, y medida no negativa entre 0 y 180,
tenemos la formula

A B;

5 A, B;
tanB = ——;

A B

-B, A,

si las respectivas inclinaciones son @ y a», tenemos la férmula

tan ap — tan
tanf = ——;
1 + tan a5 tan o

y, si las respectivas pendientes son m; y mjy, tenemos la férmula

np —mg
tanf = ——.
1+ momy

>» EJempLo 2.25
Para calcular los dngulos que determinan las dos rectas concurrentes (ver el ejemplo 2.12)

Lh: 2x+3y-5=0 vy bL:3x+2y+1=0

procedemos de la siguiente manera.
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: . . 3
En primer lugar nos aseguramos de que no son perpendiculares entre si: como =12 # 0,

2
-2 3

tendremos que no son perpendiculares.

En segundo lugar nos aseguramos de que no son perpendiculares al eje X; lo cual es claro.
Finalmente calculamos la tangente del dngulo 8 segiin el Teorema 11

2 3

3 2 0 2-2-3-3 5

tanf = = =——;
N N R TR
-2 3
de donde B = 157.38 aproximadamente. Ast, dos de los dngulos determinados por 1y y I, miden 157.38,
v los otros dos miden 22.62. QEE <
y

@]

@
o| /R o\, x

Ficura 2.9 Angulo entre dos rectas

Bisectores de los angulos entre dos rectas
Consideremos dos rectas concurrentes

ll : A1x+Bly+Cl =0
(A1, By y C; nimeros reales con A} # 00 By #0);y

lz : A2x+Bzy+Cz =0
(A2, By y G, ntimeros reales con Ay # 0 0 By # 0).

De la Geometria elemental sabemos que la unién de los bisectores, de los cuatro dngulos que deter-
minan dos rectas concurrentes, coincide con el conjunto de los puntos que equidistan de dichas rectas®?.
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Asi, los bisectores estarian representados por la ecuacién
|A1x + By + Cy| _ |Azx + Bay + Cs|

/2 2 /2 )
A1+B1 A2+B2

Ahora, un punto (x, y) satisface esa ecuacion si, y sélo si, satisface una de las dos ecuaciones si-
guientes:

A1x+B1y+01 _ A2x+ Bzy-i-Cz

/2 2 2 2
A1+B1 A2+B2

A1x+B1y+Cl _ A2x+Bzy+Cz.

que son precisamente las ecuaciones de sendas rectas que determinan dichos bisectores.

Si hubiéramos considerado las ecuaciones normales de las rectas, tendriamos las ecuaciones mas
simples:
(A1 —A2)x+ By =By +(C; —Cy) =0,

que equivale a restar, miembro a miembro, las ecuaciones de las rectas; y
(A1 +A)x+(B1 +Byy +(Ci +C2) =0,

que equivale a sumar, miembro a miembro, las ecuaciones de las rectas; como ademds tendriamos, en
este caso, que

(A1 — A2)(A; + Ag) + (B — Bo)(B1 +B2) = (A))* — (A2)* + (B)? = (Ba)* = 1 - 1 =0,

tenemos verificado, algebraicamente, el resultado de la Geometria elemental que asegura que los bisec-
tores de dos dngulos que forman un par lineal son perpendiculares.

> EJempLo 2.26
Para calcular las ecuaciones de las rectas que contienen los bisectores de los cuatro dngulos que deter-
minan las dos rectas concurrentes (ver el ejemplo 2.12)

li: 2x+3y—-5=0 y bL:3x+2y+1=0

planteamos las ecuaciones
2x+3y—-5 3x+2y+1

V223l V32122
2x+3y—-5  3x+2y+1
V22 ¥ 32 V3222’

de donde las ecuaciones de dichas rectas son

x—y+6=0 y Sx+y-6=0.

QEE <
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§2.4 Inecuaciones lineales y semiplanos determinados por una recta

El objetivo central de esta parte del capitulo es ofrecer la representacion analitica de los dos semi-
planos determinados por una recta, presentada en el siguiente Teorema y cuya prueba, para no recargar
la exposicion, exponemos en la seccién A.2 del Apéndice A.

TeoREMA 12 (REPRESENTACION ANALITICA DE LOS SEMIPLANOS DETERMINADOS POR UNA RECTA)
Si la ecuacion general de la recta | es Ax + By + C = 0 (A + B> £ 0), entonces los conjuntos

H:={(x,y) e R*: Ax+By+C > 0}
H ={(x,y) e R*>: Ax+By+C <0}

coinciden con los semiplanos determinados por la recta L.

N
Ademads, la orientacion ON, donde N = (A, B), indica geométricamente cudl es el semiplano H.

y
) N = (A, B)
X
\\
XY 0 X
N
A
\\ i
\\
~\
N
N
N
N
N

Ficura 2.10 Semiplano H = {(x,y) € R> : Ax+ By + C > 0}

Sabemos, por la Geometria elemental, que los dos semiplanos determinados por una recta quedan
establecidos, si se sabe en cudl de ellos estd un punto previamente fijado fuera de la recta. Este criterio nos
provee de una estrategia alternativa para determinar, geométricamente, cudl es la inecuacion que define
cada uno de los semiplanos determinados por la recta Ax + By + C = 0: tomamos un punto cualquiera
que no esté sobre la recta (en lo posible, y por comodidad, el origen O o el punto N); chequeamos cudl
de las desigualdades Ax + By + C > 0 0 Ax + By + C < 0 satisface ese punto; el semiplano en el que se
encuentra el punto escogido es el determinado por la desigualdad que éste satisface.

>» EJempLo 2.27
Representemos grdficamente el semiplano H' de la recta x+y—3 =0 (ver la figura 2.11).

Al sustituir las coordenadas del origen en la ecuacion de [, tenemos que 0 + 0 — 3 = =3 < 0; de donde
H’ es el semiplano que contiene al origen. QEE <
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Ficura 2.11 Representacion grafica correspondiente al ejemplo 2.27

En general, el conjunto solucién de una de las desigualdades lineales Ax + By + C = 0 serd
uno de los semiplanos determinados por la recta Ax + By + C = 0; incluird el borde, sélo en
el caso en que tuviéramos “>" o “<”.

En lo que se refiere a la representacion grdfica de esos conjuntos, haremos la misma conven-
cion que hemos hecho con las rectas perpendiculares a alguno de los ejes (ver la pdgina 16).

Aplicaciones de las inecuaciones lineales

El tener descritos analiticamente los dos semiplanos determinados por una recta permite resolver
un problema que, usualmente, presenta ciertas sutilezas: de las dos rectas que contienen los bisectores de
los cuatro dngulos determinados por dos rectas concurrentes, ;cudl de ellas contiene al bisector de uno
de esos dngulos previamente establecido?

Esta situacién se presenta, por ejemplo, cuando queremos determinar la recta que contiene la bisec-
triz de uno de los dngulos de un tridngulo (para luego hallar, el incentro o el incirculo, el extremo de la
bisectriz que no es un vértice del tridngulo, las longitudes de las bisectrices, etc.).

Pongamos por caso, que tenemos un tridngulo APQR y queremos determinar cudl es la recta que
contiene la bisectriz del dngulo ZQPR.

Pongamos por caso que

PQ: A1x+Bly+C1 =0
(A1, By y C| niimeros reales con A} # 00 By # 0); y

PR : A2x+Bzy+Cz =0
(A2, B y C, niimeros reales con Ay # 0 0 By # 0).
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Por lo que ya hemos hecho en la seccion anterior, contamos con las ecuaciones de dos rectas by y
b, como candidatas a ser la recta requerida, a saber

A1X+Bly+Cl A2x+ Bzy+C2

blt =

JAZ +B? A+ B3
b, - A1X+B]y+Cl A2x+82y+02
D - = - .

/2 2 /2 2
A1+B1 A2+B2

Por Geometria elemental sabemos que s6lo una de esas dos rectas ubica a cada uno de los puntos Q
y R en semiplanos opuestos, de los dos semiplanos determinados por ella.
Asf el algoritmo para resolver el problema planteado consiste en sustituir las coordenadas de los

puntos O y R en la ecuacién de una de ellas, digamos by, y ver si los resultados tienen o no el mismo
signo: si tienen signos distintos, b; es la recta buscada; en caso contrario, b, es la recta buscada.

>» EJempLo 2.28
Calculemos las medidas de los dngulos interiores y el incentro del tridngulo cuyos vértices son

0=(0,0, P=(3,0) y Q=(1+3V—,1+\/—)

3V3
La medida del dngulo /QOP es arctan( “3‘5] = arctan( V3) = 60.
1+V3
3V3
La medida del dngulo /QPO es 180 — arctan( “‘%) = 180 — arctan(—1) = 180 — 135 = 45.
1+V3

En consecuencia, la medida del dngulo /{OQP es 75.

Las ecuaciones de las rectas que contienen los lados del tridngulo AOPQ son
O(—};: y=0, @: \/gx—y:O y 1(3—Q>: x+y-3=0.
Las ecuaciones de las dos rectas que contienen los bisectores de los cuatro dngulos con vértice en O son
\/gx—3y:0 y by: \/§x+y=0.

Sustituimos las coordenadas de P, y luego las de Q, en la ecuacion de by

3 33 6V3
\/_3303\/_>0y\/_1+\/_31+\/§ 1+\fo

como resultan signos contrarios tenemos que esa recta, la b1, es la que contiene el bisector del dngulo

/QOP.

Las ecuaciones de las dos rectas que contienen los bisectores de los cuatro dngulos con vértice en P son
cr: x+(1- \/E)y—3:0 y ¢ x+(1+ \/E)y—3:0.

Sustituimos las coordenadas de O, y luego las de Q, en la ecuacion de c,

+(1—«/‘)3\f —3=- 3V2V3 < 0;

3
1+ 3 +V3 1+ V3

0+(1-V2)0-3=-3<0 y
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como resultan los mismos signos tenemos que la otra recta, la cy, es la que contiene el bisector del
dngulo LQPO (ver la figura 2.12).

Para encontrar el incentro, resolvemos el sistema de ecuaciones formado por by y ¢,

V3x -3y =0 ]
x+(1+V2y-3=0"

de donde el incentro es el punto

I=( 9 3V3 )
A+V2)V3+3”> 1+V2)V3+3)°

QEE <

y
by
(&) Q //’
~J -
\\\ //
\\I 7
/‘{\\
// SN
oy- ~\ P
“/ £
- X
V'S \

Ficura 2.12 Representacion grafica correspondiente al ejemplo 2.28

Finalizaremos esta seccion, y el capitulo, con algunas palabras sobre los sistemas de inecuaciones li-
neales con dos incognitas; hablaremos sélo del de dos inecuaciones, pues el discurso que desarrollaremos
es andlogo para el caso general.

Si tuviéramos un sistema de inecuaciones lineales

A1x+ Bly+Cl 0

>

VIIA - VIIA

A2x + Bzy + Cz 0

el conjunto de los puntos que son solucién de ese sistema coincide con la interseccién de los dos semi-
planos (con o sin el borde, dependiendo del caso) correspondientes a las dos inecuaciones: el resultado
es una regién convexa del plano que puede ser o no acotada, dependiendo de la configuracion de cada
caso.

Hay un tipo de situaciones, muy comun y de gran interés, que consiste en seleccionar, entre las so-
lIuciones de un sistema de inecuaciones lineales, aquellos puntos que hacen que una cierta funcién lineal
adquiera el mayor de sus valores (lo que usualmente se denomina, maximizar dicha funcién lineal). El
estudio de los métodos o técnicas eficientes para resolver estos problemas de optimizacion son el objeto
de la disciplina llamada Programacion lineal. Presentaremos a continuacién un ejemplo ilustrativo.
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Una imprenta debe procesar esta semana dos libros, digamos A y B, cuya confeccién requiere,
entre otros, tres tipos de materiales: papel para la tripa, cartulina para la caritula y tinta negra para la
impresion.

La confeccién de cada libro (A requiere: 3 pliegos de papel, 1 pliego de cartulina y 1 taza de tinta
negra; y la de cada libro B requiere: 2 pliegos de papel, 2 pliegos de cartulina y nada de tinta negra, pues
el editor dispuso que se usard tinta azul, en lugar de negra, para su impresion.

En la semana la imprenta dispone s6lo de 1200 pliegos de papel, 800 pliegos de cartulina y 300
tazas de tinta negra (el resto de los materiales necesarios no tiene ninguna limitacién).

El importe por la produccion de cada libro, sea A o B, es de 400 Bs.

El jefe del taller estd interesado en saber cuantos ejemplares de cada libro debe producir para maxi-
mizar el ingreso por la produccion de dichos libros.

El administrador de la imprenta le dijo que, para ese fin: debe producir 200 ejemplares del libro A
y 300 del libro B; que lo mdximo que podia aspirar era un ingreso de 200.000 Bs; que iba a utilizar todo
el papel y la cartulina, y que le iba a sobrar tinta negra. Por supuesto, la pregunta natural es ;de dénde
sac6 el administrador todos esos datos?

El problema se puede modelar (es decir, formular matematicamente) de la siguiente manera.

Denotemos por x la cantidad de ejemplares del libro A que se pretenden producir, y por y la de los
del libro 8.

La cantidad de pliegos de papel que consumiria la produccién de los ejemplares del libro A es 3x;
y la de los del libro 8B es 2y. De modo que, para la produccién de ambos, se consumirian 3x + 2y pliegos
de papel; procediendo andlogamente, se consumirian x + 2y pliegos de cartulina y sélo x tazas de tinta
negra.

Las restricciones en la cantidad de papel disponible obligan a que 3x+ 2y < 1200; del mismo modo,
x + 2y < 800 para la cartulina y x < 300 para la tinta negra. Ademds, la produccién de ninguno de los
libros es negativa; de maneraque x > Oy y > 0.

De esta manera, todas las condiciones a que estd expuesto el jefe del taller se pueden expresar de
una sola vez por medio del siguiente sistema de inecuaciones lineales

3x+ 2y <1200
x+2y < 800
x <300

Y/

0
0

A
AR\

La solucién de ese sistema se puede representar graficamente por la regién convexa sombreada en
la figura 2.13: los puntos de dicha region constituyen todas las posibles cuotas de produccién que puede
producir el jefe del taller bajo las restricciones de material que tiene para la semana. Por ejemplo, el
punto D = (100, 100), que indica una cuota de produccién de 100 ejemplares del libro Ay 100 del libro
8, estd en la region; de manera que el jefe del taller podria optar por producir dichas cantidades sin violar
las condiciones a las que estd sometido.

Ahora, el ingreso obtenido por la produccién del libro (A es 400x, y por la del libro B es 400y; de
manera que el ingreso total por la produccion de ambos libros es I(x, y) = 400x + 400y.

El ingreso en la cuota de produccién del punto D es 80.000 Bs; en verdad, todos los puntos de la
recta 400x + 400y = 80000 (punteada en la figura 2.13) que pasa por D corresponden a /(x, y) = 80000.
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3x + 2y = 1200

y
N
AN
\4

Ficura 2.13 Programacién lineal

Por supuesto, dicha cuota no es la 6ptima en términos del ingreso, ya que podemos encontrar puntos de
la regién con los que obtenemos un ingreso mayor.

El propésito es encontrar el valor £ maximo posible, de tal manera que la recta 400x + 400y = k
(todas ellas paralelas entre si, y de pendiente —1) contenga al menos un punto de la regién.

Por una simple inspeccion tenemos que ese k debe corresponder a la recta de pendiente —1 que

pasa por uno de los puntos de AB o de BC. Ahora, como la pendiente de AB es —%, la de BC es —%, y
—% <-1< —%, tendremos que la solucion del problema del jefe del taller corresponde a la recta que
pasa por el punto B (punteada en la figura). Las coordenadas de B, que se obtienen resolviendo el sistema

3x+ 2y = 1200
x+ 2y =800 ’

son x = 200 y y = 300; y la recta buscada es 400(x — 200) + 400(y — 300) = 0, es decir, 400x + 400y =
200000.

De aqui obtuvo el administrador los datos que ofreci6 al jefe del taller pues, al producir 200 ejempla-
res del libro Ay 300 del libro B, se tiene que: /(200, 300) = 200000 es el ingreso; 3-200+2-300 = 1200
es el papel utilizado; 200 + 2 - 300 = 800 es la cartulina utilizada; y 200 < 300 es la tinta utilizada.

82 ‘ (GEOMETRIA ANALITICA PLANA



capitulo 2 | Rectas y ecuaciones lineales

Problemas
En cada uno de los problemas en los que sea pertinente, realice una representacion grafica.

2.1 Encuentre la ecuacién general de la recta que verifica las respectivas condiciones.

(a) Pasa por el punto Py tiene pendiente m:

0 P=(,2),m=>5. (wv) P=(50),m=—-4.
m P=(-1,0),m=-2. V) P=(0,2),m=-1.
m P=(1,0,m=1. ) P =(0,0), m=—V2.

(b) Pasa por los puntos Py Q:

0 P=02,-2),0=(01-2). w) P=(-1,-1),0=(-1,1).
m) P=(7,0),0=(@0,-1). (v) P=(0,2), 0 =(8,0).
(m) P=(-1,6), 0 =(-2,3). vy P=(13,1),0=(1,-2).

(c) Pasa por el punto (1, -2) y su ordenada en el origen es el doble de su abscisa en el origen.

(d) Pasa por el punto (-1, 8) y el producto de sus coordenadas en el origen (ordenada y abscisa
en el origen) es 1.

(e) Tiene abscisa en el origen —3 y es perpendicular a la recta x —y + 6 = 0.
(f) Es perpendicular a la recta x + 2y — 1 = 0 en el punto donde cortaalarectaSx—y+7 = 0.

(g) Pasa por el punto de interseccién de las rectas 4x+y +2 =0y x — 2y — 3 = 0, y su distancia
al origen es:

o 1. (n) V2.

2.2 ;Cuél es abscisa en el origen de la recta que pasa por el punto (k, k) y es paralela a la recta y = mux,
conm#*0ym#1?

2.3 ;Cudl es el punto de la recta y = x més préximo al punto (a, b)?

2.4 Una recta corta a los ejes en los puntos (a,0) y (0, b); y otra recta los corta en los puntos (b,0) y
(0, —a). ;Cudl es el dngulo entre esas rectas?

2.5 Verifique que la ecuacién de la mediatriz del segmento determinado por los puntos (u1,v1) y
(u2,02), €8 (uz — up)x + (v2 — v1)y = ¢, donde 2¢ = (up + uy)(uz — uy) + (v2 + v1)(v2 — v1).

2.6 Encuentre un punto de la recta 9x — y + 12 = 0 que equidiste de los puntos (1, -3) y (4, 1)?1.

2.7 (Simetria respecto a una recta)
El punto simétrico de un punto P respecto a una recta [ es el punto P’ tal que / es la mediatriz del
segmento PP’.
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2.8

29

2.10

2.11

212

2.13

214

2.15

2.16

217

SilesAx+By+C =0y P = (u,v), verifique que el punto simétrico de P respecto a / es el punto

(BZ—ZBUKAM—ZC’ AZ—ZAuB—Bv—2C), cuando A £ 0 y B+ 0;
(u,v— %), cuando A = 0;
(u—- %, v), cuando B = 0.

PI

Calcule, en cada caso, el punto simétrico del punto P respecto a la recta /.
(@ P=(-3,1),l:4x-5y-3=0. (¢ P=Q2,-4),01:7x-1=0.
(b) P=2,1),1:3x-2y=0. d P=(C-1,-1),/l:2y—-11=0.

Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por el punto (2, —-2) y forma con los ejes coordenados
un tridngulo de 4rea igual a 5.

Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por el punto (-1, —1) y forma con los ejes coordenados
un tridngulo de perimetro igual a 12.

Para una recta que corta las direcciones positivas, respecto al origen, de los ejes, verifique que la

suma de los reciprocos de las longitudes de los segmentos determinados por los puntos de corte

con los ejes, y el origen, es igual a un nimero real /% si, y sélo si, la recta pasa por el punto (%, %)

(a) Silastresrectas Ajx+Biy+C; =0, Ayx+Boy+C, = 0y A3x+B3y+Cs = 0 son concurrentes,
verifique que

A B G
A, By G, =0.
A; B3 GC3

(b) Determine si el reciproco es cierto y, en caso contrario, ofrezca un contragjemplo.
Verifique que las tres rectas 3x +4y +4 =0,2x—y -9 =0y 7x + 3y + 1 = 0 no son concurrentes.
Verifique que las tres rectas 3x+4y+4 =0,6x+8y—-9 =0y —x— %y + 1 = 0 no son concurrentes.

Si my, my y ms son nimeros reales distintos, verifique que las rectas y = mix+ by, y = myx+ by y
y = max + b3 son concurrentes si, y s6lo si,

mp by 1
my b2 1| = miby — maby — m3b2 + I?’I3b1 - m1b3 + MQb3 =0.
ns bg 1

Silas rectas y = mx + by y = m’x + b’ tienen pendientes diferentes de 1, ;qué condiciones deben
cumplir sus coeficientes para que ellas se corten sobre la diagonal y = x?

Decida si cada una de las siguientes ternas de rectas son o no concurrentes.

@ x-y-1=0,x+y—-3=0y3x-y—-5=0.
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2.19

2.20

2.21

2.22

2.23

2.24

2.25

2.26

capitulo 2 | Rectas y ecuaciones lineales

b) x—-y+5=0,x+2y—-10=0y7x-y—-25=0.
(c) x—y+1=0,3x-2y—-1=0y-3x+3y—1=0.
d) 2x-3y+5=0,x+y+6=0y—-4x+6y+5=0.

Verifique que el drea del tridngulo determinado por el eje y, y lasrectas y = mx+b1yy = mox+b;

1 (ba=b1)?

conmy # myy by # b, estd dada por 57"

El ortocentro de un tridngulo es el punto de concurrencia de las rectas que contienen sus tres
alturas.

En el tridngulo cuyos vértices son (—11,6), (-5, 2), (-1, 3), encuentre:

(a) las ecuaciones generales de las rectas que contienen sus alturas y el ortocentro.

(b) las ecuaciones generales de las rectas que contienen sus medianas y el baricentro.

(c) las ecuaciones generales de sus mediatrices y el circuncentro.

Verifique que el baricentro, el ortocentro y el circuncentro del tridngulo del ejercicio anterior son
colineales.

Verifique que, en cualquier tridngulo, el baricentro, el ortocentro y el circuncentro son colineales.
(La recta determinada por esos tres puntos es llamada la recta de Euler.)

El incentro de un tridngulo es el punto de concurrencia de sus tres bisectrices.

Este punto es el punto que equidista de sus lados o, lo que es lo mismo, el centro del circulo inscrito
en el tridngulo.

Encuentre las ecuaciones generales de las rectas que contienen las bisectrices de los dngulos inte-
riores del tridngulo determinado por cada una de las siguientes ternas de rectas, y su incentro.

@ x-y+5=0,x+2y—-10=0y7x-y—-25=0.
(b) 3x+2y—-14=0,2x-3y+8=0y5x-3y+8=0.

Encuentre el incentro y la medida de los dngulos interiores del tridngulo de vértices (—3,4),
(=1,=5) y (11, -4).

Encuentre las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (3, 4) y forman, cada una, un dngulo
de45conlarecta2x -3y +5=0.

(a) Encuentre la ecuacion de la familia de rectas perpendiculares alarectaSx+y+ 1 = 0.
(b) Cual de ellas pasa por el punto (7, 1)?
(c) Encuentre la ecuacion de la familia de rectas paralelas a la recta 6x — 3y + 15 = 0.

(d) (Cuadl de ellas pasa por el punto (7, 1)?

Para cada una de las siguientes familias de rectas, cuya ecuacion estd parametrizada con k, encuen-
tre los miembros que satisfacen la condicién dada.
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2.27

2.28

2.29

2.30

2.31

2.32

2.33

2.34

(@) 2x+ 3y + k = 0; determina, con los ejes coordenados, un tridngulo de drea 6.
(b) y+ 1 =k(x-2);ladistancia al origen es V5.

(c) 1+kx—M@A—-ky+k+1=0;pasaporel punto (-1, 11).

(d) kx+(5+ky—44 =0;la pendiente es 1.

(e) x-—2y-9+k=0;ladistancia al punto (2, —8) es 2.

(f) kx -9y + 7 = 0; la abscisa en el origen es 5.

Encuentre una condicién geométrica que determine cada una de las familias cuya ecuacion es:

(@) 12x—-y—-h=0. b) y+1=hx-17). (c) y=kx+13.

Una recta pasa por el punto de interseccion de las dos rectas x + 3y +2 =0y Sx+y+4 =0,y
también por la interseccion de las rectas x — 2y + 7 = 0y x + 6y + 7 = 0. Halle la ecuacion de
la recta sin determinar los puntos de interseccién y compruebe el resultado hallando los puntos de
interseccion.

Dadas dosrectas /] : Ajx+Biy+C; =0y b : Ayx+ Byy+ Cy =0, y la familia de rectas
mly +nly : m(Ajx+Biy+Cy)+n(Axx + By + Cy) = 0 (im y n ndmeros reales no nulos), verifique
que:

(a) silyy /> son paralelas, entonces las rectas ml; + nlp son paralelasa l; y .

(b) siljyl son coincidentes, entonces las rectas ml; + nl, coinciden con /1 y 5.
Encuentre los puntos de la recta x + 2y + 6 = 0 cuya distancia a larecta 7x — Sy — 11 = O sea 4.

Verifique que, si las rectas r y s son concurrentes entonces, por grande que sea el nimero real
positivo ¢, existen puntos (x,y) en r y (x,y’) en s, con la misma abscisa x, tales que |y — y’| > c.

Encuentre una ecuacién que represente al conjunto de los puntos cuya distancia a la recta
8x—-5y+2=_0es:

(a) el doble de su distancia al eje x.

(b) igual a su distancia al eje x.

(c) lamitad de su distancia al eje y.

(d) igual a su distancia al eje y.

El 4ngulo de inclinacién de cada una de dos rectas paralelas es a. Si una de ellas pasa por el punto
(a,b) y la otra por el (h, k), verifique que la distancia entre ellas es |[(h — a) sen @ — (k — b) cos /.

Calcule el area del trapecio cuyos lados se encuentran sobre las rectas x—2y+8 = 0, 3x—5y+5 = 0,
x+y—-9=0y3x-5y+1=0.
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2.35

2.36

2.37

2.38

2.39

2.40

2.41

2.42
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Verifique, por dos métodos diferentes, que los puntos (1, 3) y (0, —1) estdn en lados opuestos de la
recta2x+3y—1=0.

Considere la banda F' formada por los puntos situados entre las rectas paralelas y = mx + by
y =mx+ b’, con b < b’. Verifique que:

(a) el punto (x, y) pertenece a la banda F si, y s6losi, b <y—mx < b’.

(b) larectay = cx + d estd contenida en la banda F si, y s6losi,c =myb <d <b'.

Dada una recta Ax + By + C = 0 tal que ABC # 0, verifique que la recta no contiene puntos del
primer cuadrante si, y sélo si, A, By C tienen el mismo signo.

Verifique que la bisectriz de un dngulo de un tridngulo divide al lado opuesto en segmentos propor-
cionales a sus lados adyacentes.

Un agricultor tiene 100 hectéreas de tierra para realizar dos cultivos. El costo de plantar el primer
cultivo es de 20.000 Bs. por hectarea, y el del segundo cultivo es de 40.000 Bs. por hectéarea; y
dispone de 3.000.000 Bs. para cubrir el costo de la siembra. La recoleccién de cada hectirea del
primer cultivo demanda 5 horas-hombre, y de cada hectarea del segundo, 20 horas-hombre. El
agricultor dispone de 1350 horas-hombre para la recoleccion de los dos cultivos.

(a) Sila utilidad es de 100.000 Bs. por hectdrea en el caso del primer cultivo, y de 300.000 Bs.
por hectérea en el caso del segundo, determine la porcién del terreno que debera plantar con
cada cultivo a fin de maximizar la utilidad total.

(b) Si la utilidad del segundo cultivo se incrementa a 450.000 Bs. por hectarea, determine la
porcién del terreno que deberd plantar con cada cultivo.

La nutricionista de un hospital debe encontrar la combinacién mas econdémica de dos productos A
y B, que contienen al menos 0,5 mg de tiamina y al menos 600 calorfas. Cada onza de A contiene
0,12 mg de tiamina y 100 calorias, mientras que cada onza de B contiene 0,08 mg de tiamina 'y 150
calorias. Si el costo de cada alimento es de 1.000 Bs. la onza, ;cudntas onzas de cada uno deberdn
combinarse?

Una pequeiia fabrica de zapatos masculinos produce zapatos para adultos y para nifios. La fabrica
posee una mdquina, con la cual automatiza parte del proceso de produccién. La produccién de
una docena de pares de zapatos para nifios requiere 1 hora de la maquina y una hora adicional
de trabajo manual de un zapatero. La produccién de una docena de pares de zapatos para adultos
requiere solamente 0,5 horas de uso de la maquina, pero son necesarias 2 horas adicionales de
trabajo manual. Durante el periodo de una semana, la fébrica tiene disponible 80 horas de trabajo
manual y 50 horas de uso de la maquina. La utilidad en la venta de una docena de pares de zapatos
para adultos es 300.000 Bs. y de una de nifios es 200.000 Bs. Determine la produccién semanal de
cada tipo de calzado que maximiza la ganancia.

(Parametrizacion de una recta, un segmento y un rayo)
Si [ es la recta determinada por los puntos Py = (x1,y1) y P2 = (x2, y») distintos, verifique que:
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2.44

(a)

(b)

()

Rectas y ecuaciones lineales

el punto P = (u,v) estd en [ si, y s6lo si, existe un nimero real ¢ tal que
u=tx+(1—-1tHx y v="rty; + (1 —y;.

el punto P = (u,v) estd en el segmento P P; si, y s6lo si, el nimero real ¢ de la parte anterior
estalque 0 <r < 1.

el punto P = (u,v) estd en el rayo P P, si, y solo si, el nimero real ¢ de la parte (a) es tal que
t>0.

Considere larectal: Ax+By+C = 0y el punto N = (A, B) (cuyas coordenadas son los coeficientes
de los términos lineales de la ecuacién de la recta /), y verifique que:

(a)
(b)
()
(d)

(e)

()

>

La recta ON puede ser representada por la ecuaciéon —Bx + Ay = 0.

«—>
La recta ON es perpendicular a la recta /.
R g X _C _C
El punto de corte entre las rectas [ y ON tiene coordenadas (mA, mB).
«—>

Un punto P estd en la recta ON si, y sdlo si, las coordenadas de P son de la forma (kA, kB)
para algtin nimero real k.

—

Un punto P estd en el rayo ON si, y solo si, las coordenadas de P son de la forma (kA, kB)
conk > 0.

Un punto P = (kA, kB) esta delante del punto Q = (k’A, k’B) en el eje ON si, y s6lo si, k > k.

De esta manera, siempre podemos considerar que los coeficientes A y B de los términos lineales de

“—>
la ecuacién de una recta son indicadores de la direccién ON perpendicular a la recta (y a cualquiera
de sus paralelas) por el origen; o, visto de otro modo, indicadores de la direccién misma de la recta

“—

(que es la perpendicular a la direccién ON).

(Parametrizacion racional de una recta)
Si [ es la recta determinada por los puntos Py = (x1,y1) y P2 = (x2,y>) distintos, verifique que el
punto P = (u,v) distinto de P, estd en [ si, y sélo si, existe un ndmero real ¢ tal que

:tX2—X1 Uztyz—yl
t—1 y t—1 -
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Comentarios

(1) Entenderemos por ecuacion algebraica en dos variables, una ecuacion de la forma f(x, y) = 0, en la que f(x, y) es un polinomio
en dos variables con coeficientes reales.
Aprovechamos la ocasion para recordar lo siguiente. Consideremos una figura geométrica G, y una relacién f que asocia, a
pares ordenados de niimeros reales, un nimero real. Decir que

0

VIIA

la figura geométrica G puede ser representada por la ecuacion, o inecuacion, f(x,y)
equivale a decir que

=)

la figura geométrica G coincide con el grdfico de la ecuacion, o inecuacion, f(x,y) =
0, en otras palabras, a decir que

las coordenadas cartesianas de los puntos de la figura geométrica G satisfacen la ecuacion, o inecuacion, f(x,y) £ 0; y los
puntos cuyas coordenadas cartesianas satisfacen la ecuacion, o inecuacion, f(x,y) 0 estdn en la figura geométrica G.

(2) Una manera comoda de decir que dos nimeros reales A y B no son simultdneamente nulos o, lo que es lo mismo, que A # 0 o
B+#0,es A2+ B> #0.

Del mismo modo, una manera cémoda de decir que dos nimeros reales A y B no son nulos (ninguno de los dos) o, lo que es lo
mismo, que A #0y B #0,es AB # 0.

Habr4 circunstancias en que emplearemos algunas de estas maneras para decir lo que comodamente dicen.

(3) También recibe el nombre de ecuacion de primer grado, o de grado uno, en dos variables. Una ecuacion de este tipo estd
constituida por una igualdad en la que uno de los términos es cero y el otro término es un polinomio de primer grado en dos
variables no degenerado.

(4) Como puede observar facilmente el lector, hemos abusado del articulo determinado “la” en la expresion “la ecuacién general
de larecta G” o “la ecuacion de la recta G”.

Pongamos por caso que se dice que “la ecuacién de larectales 2x +4y + 6 =07,

Es claro que la ecuacién 10x + 20y + 30 = O representa la misma recta /, pues es equivalente a la ecuacién anterior, y también
tiene la forma de una ecuacién lineal.

En general, por esas mismas razones, cada una de las ecuaciones de la forma kx + 2ky + 3k = 0 (donde k es un niimero real no
nulo) podria ser llamada la ecuacién de la recta /.

De modo que, es inapropiado usar el articulo determinado “la” al decir que 2x + 4y + 6 = 0 es la ecuacidn de la recta [.

Este problema surge porque no hay una correspondencia biunivoca entre las ecuaciones lineales y las rectas del plano: cierta-
mente, a cada ecuacioén lineal le corresponderd una Unica recta del plano, pero a cada recta del plano le corresponderdn infinitas
ecuaciones lineales.

Este problema se puede resolver si, en vez de llamar a

Ax+By+C=0
(A, By C nimeros reales con A # 0 0 B # 0),

la ecuacidn general de una recta, se le llama a

x+By+C=0
(B y C nimeros reales)

para las rectas no perpendiculares al eje y, y

y+C=0
(C un nimero real)
para las rectas perpendiculares al eje y.
Si se procede de esta manera, si hay una correspondencia biunivoca entre ecuaciones de ese tipo y las rectas del plano.
Asi, en el ejemplo con el que comenzamos este comentario, la ecuacién de la recta [ seria x + 2y + 3 = 0.

Hemos preferido el abuso del articulo determinado “la” por encima de la solucién planteada, o de cualquier otra, por el uso
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extendido de esta manera de hablar entre los diversos autores que hemos tenido ocasion de revisar (ninguno de los cuales, dicho
sea de paso, alerta al lector sobre este problema).

(5) Soélo para auxiliar a algun lector acucioso, es claro que, siempre que esté definido el cociente §, tendremos que —§ = _7".
(6) Podemos considerar tres puntos distintos de G, porque G contiene al menos tres puntos distintos, a saber: (—%, 0), (0, —g) y

c _c
(=2%—28)-

(7) Una manera de interpretar esta afirmacién es que la recta / estd compuesta por dos de sus puntos distintos y todos los demds
puntos que son colineales con esos dos.

(8) Otra manera elegante de corroborar que este determinante nos brinda la ecuacion de la recta / es la siguiente y que, de paso, nos
ofrece un procedimiento para encontrar una ecuacién que represente otras figuras geométricas que estudiaremos mds adelante.
Consideremos dos puntos distintos cualesquiera de [, digamos Q = (xo,y0) Yy T = (x1,y1). Si P = (x, y) es un punto de /, distinto
de Q y T, buscamos tres nimeros reales A, By C, con A # 0 0 B # 0, que satisfagan el siguiente sistema de ecuaciones lineales
homogéneo de tres ecuaciones con tres incognitas (los coeficientes A, B'y C)

xA+ yB+C=0
XOA+y()B+C:0
X1A+le+C=O

Se sabe que este sistema tiene una solucién no trivial (es decir, distinta de la solucién A = 0, B = 0y C = 0, que no nos sirve,
pues debe cumplirse que A # 0 o B # 0), exactamente cuando el determinante de la matriz de los coeficientes es nulo: es decir,
precisamente cuando

x y 1
X0 Yo 11=0
x|

(9) Por el Principio E.23 en el Apéndice E, la recta / tendrd puntos a ambos lados del eje x; en particular, tendrd puntos en comin
con Ly.

(10) Dichos dngulos son correspondientes en el corte, de las rectas paralelas QTJ y RV, por la secante /.

(11) La existencia de un tal punto estd garantizada por el hecho de que siempre podemos tomar un niimero real mayor que cualquier
otro; asi, basta tomar el punto R = (z,0), donde z es mayor que la abscisade S.

(12) Entendiendo por esto el conjunto {(x,y) € R?: x € R Ay = f(x)}, donde f es una funcién real de una variable real.

(13) Este método consiste en despejar una, y la misma, variable en cada una de las ecuaciones, e igualar los términos correspondien-
tes para hallar el valor de la otra variable.

(14) Este método consiste en despejar una variable en una de las ecuaciones, y sustituir el término correspondiente en el lugar de
esa misma variable en la otra ecuacién para hallar el valor de la otra variable.

(15) Este método es, a nuestro parecer, el mds eficiente y consiste en sumar, término a término, muiltiplos apropiados de cada
ecuacidn, a fin de obtener otra ecuacién en la que el coeficiente de una de las variables sea nulo y, asi, hallar el valor de la otra
variable.

(16) Este método consiste en hallar cada variable como un cociente de dos determinantes: en el denominador, el determinante de

. . A, B . . . .
la matriz del sistema ‘ Al Bl ‘, formado por los coeficientes de las variables; y en el numerador, el determinante de la matriz
2 B

. . . -C .
del sistema, pero reemplazando los coeficientes de la variable a calcular, por la columna ( CI . Asi, en el caso que estamos
-G,

considerando,
—Cl B] Al _Cl
-C, B, A, -G,
X=—- -
Y I A TV}
A B A, B
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(17) Desde cierto punto de vista, se puede considerar que se comete un abuso al hablar de “la ecuacion del haz de rectas” (asi
como de “la ecuacién de la familia de rectas” como veremos un poco mas abajo). Lo que debemos entender por esto es que,
asigndndole sendos valores a los términos m y n presentes en la mencionada expresion, se obtiene un elemento de la familia.

(18) La palabra pardmetro es de origen griego y significa, literalmente, medida al margen, o al lado: es un niimero que, en la medida
que se cambia su valor dentro del conjunto al que pertenece, se obtienen los objetos cuya definicion lo involucra; en el caso que
nos ocupa, cada uno de los miembros de la familia.

Ax+By+C=0

19) Que se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones lineales .
{19 Q {—B(X—Xo)"'A(!/—yo):O

(20) Recordamos que el término equidista, y sus derivados, significa estd a la misma distancia de. Asi, por ejemplo: el punto
medio de un segmento equidista de sus extremos; el conjunto de los puntos que equidistan de los extremos de un segmento
constituye la mediatriz del segmento; el conjunto de los puntos que equidistan de una recta constituye un par de rectas paralelas;
el conjunto de los puntos que equidistan de dos rectas paralelas constituye una recta paralela a las rectas dadas; el conjunto de
los puntos que equidistan de los lados de un dngulo constituye el bisector de ese angulo; y, como es éste el caso, el conjunto de
los puntos que equidistan de dos rectas concurrentes constituye un par de rectas que concurren en el punto de concurrencia de
las dos rectas dadas y que, a la sazén, es la unién de los cuatro bisectores de los cuatro dngulos que dichas rectas determinan.

(21) Note que este punto corresponde al de corte de esa recta con la mediatriz del segmento determinado por esos puntos.

Orientacion para resolver los problemas del Capitulo 2
Creemos que el instructor del curso deberia acompafiar al estudiante en la resolucién de los ejerci-
cios 2.7,2.12,2.15,2.42,2.43 y 2.44.

A continuacion ofrecemos ayudas para algunos de los problemas.

2.11: Use la ecuacién simétrica con abscisa en el origen (a, 0) y ordenada en el origen (0, 7 — a).

2.12: Use el Teorema 9.

2.15: Para el reciproco, use la observacion 2.24.(b).

2.22: Use lo expresado en la primera parte del pardgrafo sobre Aplicaciones de las inecuaciones lineales.

2.28: De los cuatro pardmetros con que se definen las dos familias de rectas, fije cualquier valor para
uno de ellos y encuentre el valor del que le acompaiia.

2.31: Use el método con que resolvid el problema 2.30, y considere la recta perpendicular al eje x por
ese punto.

VY1
Y2—Y1

2.42: (a) Para la implicacion directa: si [ es perpendicular al eje x, tome ¢ = ; si [ es perpendicular

al eje y, tome t = =—L; si [ no es perpendicular a ninguno de los ejes, considere la igualdad
X2—X]

ﬁ = % que resulta de la colinealidad de los tres puntos segin la observaciéon 1.9, y tome

t= % = % . Para la implicacion reciproca, use el tercer criterio de colinealidad.

(b) y (c) Use el Principio E.18. en el Apéndice E y el hecho de que el rayo PP, es el conjunto
de los puntos formado por: el punto P;; el punto P;; todos los puntos que estdn entre Py y Po;y
todos los puntos P tales que P, estd entre Py y P.

2.43: (d)y (e) Use el ejercicio 2.42 con Py = Oy P, = N.
2.44: Llamando s al pardmetro encontrado en el ejercicio 2.42, tome (s#1).
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CircuLos

3.1 Ecuacién general y ecuacién canonica de un circulo

3.2 Inecuaciones cuadraticas, e interior y exterior de un circulo
3.3 Posiciones relativas entre circulos y rectas

3.4 Posiciones relativas entre circulos: eje radical

PROBLEMAS

COMENTARIOS

Otra de las tantas consecuencias que tiene la introduccién de un sistema de ejes ortogonales en el
plano es el hecho de que cualquier circulo del plano puede ser representado por una ecuacion algebraica
que es satisfecha por las coordenadas cartesianas de sus puntos (respecto a dicho sistema), y s6lo por
ellas.

Representados los circulos por ecuaciones algebraicas, procederemos como apuntamos en el pri-
mer capitulo: trataremos analiticamente (a través de la naturaleza de los coeficientes de sus ecuaciones,
y de ciertas relaciones entre ellos) los asuntos geométricos caracteristicos y distintivos de los circulos
(igualdad o coincidencia, ser concéntricos, congruencia, rectas tangente, normal y secante, etc.), e inter-
pretaremos geométricamente (utilizando circulos) algunas situaciones analiticas en las que intervienen
ecuaciones cuadréticas en dos variables.

§3.1 Ecuacién general y ecuacion candnica de un circulo

Consideremos las relaciones f que asocian, a pares ordenados de nimeros reales, un nimero real,
cuyas reglas de asociacién son polinomios de segundo grado en dos variables no degenerados, es decir,
las relaciones de la forma

f(x,y) := Ax> + Bxy + Cx> + Dx + Ey + F
(A, B, C, D, EyF nimeros realescon A # 0,0B # 0,0 C # 0);
llamaremos ecuacion cuadridtica en dos variables a una ecuacién de la forma f(x,y) = 0V,

Tenemos que esperar hasta el Capitulo 8 para realizar el estudio general de la ecuaciones cuadraticas
en dos variables; y arribaremos a ese estudio, después de estudiar algunos casos particulares (circulos,
paréabolas, elipses e hipérbolas).
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En este capitulo estamos interesados en estudiar s6lo aquellas ecuaciones cuadriticas en dos varia-
bles paralas que A =1,B =0y C = 1, es decir, las ecuaciones de la forma

X +y*+Dx+Ey+F=0.

Antes de iniciar el estudio analitico de los circulos, verificaremos primero lo afirmado en la siguien-
te proposicion que reduce atin més el espectro de las ecuaciones cuadréticas en dos variables que nos
interesan; el procedimiento que usaremos en esta verificacion se denomina, comtinmente, “completar
cuadrados”, y consiste en sumar a ambos miembros de la ecuacién los valores necesarios para, conser-
vando la igualdad, completar en uno de los miembros trinomios cuadrados perfectos (que son cuadrados
de un binomio) convenientes.

Lema 3.1
(@) Existird algiin par ordenado de niimeros reales (x, y) que satisfaga la ecuacion

(3.1 Ax> +Cy> +Dx+Ey+F=0
(A, C, D, E y F niimeros reales con A >0y C > 0)
si, y sélo si, CD? + AE? — 4ACF > 0.

(b) Existird solamente un par ordenado de niimeros reales (x,y) que satisfaga la ecuacion (3.1) si, y
sélo si, CD? + AE? — 4ACF = 0.

M PRUEBA
Al tomar factor comin A entre los términos en la variable x, y C entre los términos en la variable y,
tendremos que la ecuacién (3.1) es equivalente a la ecuacién

D E
A(x2 + Kx) + C(y2 + 6_1/) = -F,

que es la misma que

D E
2 —_— 2 —_— —_
A(x +22Ax)+C(y +220y) F.

2 . . ; . 2 . . . .
Sumando (%) al término que contiene sélo la variable x, y (%) al término que contiene solo la variable

2 2
y, para completar los cuadrados; y sumando A (%) yC (%) al término del lado derecho, para conservar
la igualdad, tendremos que la ecuacion (3.1) es equivalente a la ecuacién

D D\’ E E\ D\’ E\
2, 5,2 e 2,55 Ell-_ e =
A(x +22Ax+(2A))+C(y +22Cy+(2c)] F+A(2A) +C(20) ,

que es la misma que

(r+8) (&) _ CD?+ AE? - 4ACF

(3-2) c A 4A2C2

(a) Como el cuadrado de cualquier nimero real es no negativo, y la suma de dos nimeros reales no
negativos es no negativa, tendremos que existira algtin par ordenado de nimeros reales (x, y) que satisfaga
la ecuacion (3.1) si, y sélo si, CD? + AE? — 4ACF > 0.
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(b) Ademds, CD? + AE? — 4ACF = 0 si, y sélo si,

+ D’ + E |’ 0

x+—| = =] =

2A) “\Y"2c

0, lo que es lo mismo, si, y sélo si, x = —% yy = —%; en cuyo caso, sélo el punto (—%, —%) satisfard

la ecuacion (3.1).
QEP H

En consecuencia, consideremos las relaciones f que asocian, a pares ordenados de nimeros reales,
un nimero real, cuyas reglas de asociacién son polinomios de segundo grado en dos variables de la forma

fCy):=x*+y* +Dx+Ey+F
(D, E y F nimeros reales con D? + E2 - 4F > 0).

El objetivo central de esta parte del capitulo es verificar que, dada una figura geométrica G cual-
quiera, se tiene lo afirmado en el siguiente Teorema.

Teorema 13 (REPRESENTACION ANALITICA DE UN CIRCULO)
G es un circulo si, y solo si, G se puede representar por una ecuacion cuadrdtica en dos variables de
la forma

(3.3) P+’ +Dx+Ey+F=0
(D, E y F niimeros reales con D> + E*> — 4F > 0).

Verificado esto, la ecuacion (3.3) sera llamada la ecuacion general, o simplemente la ecuacion, del
circulo G?.

Recordemos que un circulo®® es el conjunto de puntos que estdn a una distancia positiva dada,
de un punto prefijado; al punto prefijado se le llama el centro del circulo; al nimero real positivo que
representa la distancia positiva dada se le llama el radio del circulo; y, al doble del radio, el diadmetro del
circulo. Cuando hablemos de un radio de un circulo, nos referiremos a cualquier segmento que tenga
un extremo en el centro de dicho circulo, y el otro extremo sobre ese circulo (punto al que llamaremos
extremo exterior de dicho radio); del mismo modo, cuando hablemos de un didmetro, nos referiremos a
cualquier segmento que contenga al centro y que tenga sus extremos sobre dicho circulo. Una cuerda de
un circulo es un segmento que tiene sus extremos sobre el circulo.

Si denotamos al centro de un circulo por K, y a su radio por r, denotaremos al circulo de centro K
y radio r mediante C K,r<4>.

Ya tenemos toda la informacién necesaria para comenzar ahora la verificacién del Teorema 13.
Supongamos que G es un circulo, y consideremos su centro K = (xg, yg) y su radio r.

Un punto P = (x, y) genérico estd en G si, y sélo si, PK = r, es decir, si, y sélo si,

V=302 + (- g0l = 7.
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Ahora, como \/(x — x0)% + (y — yo)? y r son ambos no negativos, y dos nimeros reales no negativos son
iguales si, y s6lo si, sus cuadrados son iguales, tendremos que P estd en G si, y sélo si, satisface la
ecuacién

(3.4 (x=x0)* +(y —yo)* = 1%,

llamada ecuacion canonica del circulo Cg,,.

Desarrollando los cuadrados de los binomios del término del lado izquierdo de la ecuacién (3.4), y
reagrupando los términos resultantes, tendremos que la ecuacidn (3.4) es equivalente a la ecuacién

2+ y2 + (—2x0)x + (—2yp)y + (x% + y% — r2) =0.

Asf, al definir D = —2x0, E = —2yo y F = x2 + y2 — r?, tendremos que el punto P estd en G si,
y sélo si, sus coordenadas cartesianas satisfacen la ecuaciéon x> + y> + Dx + Ey + F = 0, para la que
D? + E2 — 4F > 09,

Vamos a verificar ahora que los puntos que satisfacen la ecuacién (3.3) constituyen un circulo. Ya
sabemos que la ecuacién x> + y? + Dx + Ey + F = 0 es equivalente a la ecuacién

) -2

Como D? + E? — 4F > 0, tendremos que ambos miembros de esta ecuacién son no negativos,
y como dos nimeros reales no negativos son iguales si, y solo si, sus raices cuadradas positivas son
iguales, tendremos que dicha ecuacidn es equivalente a la ecuacién

EEENE e

. . e VD2 2_
Asi, con el punto K = (—%, —%) y el ndmero real positivo r = w, tenemos que el punto P
satisface la ecuacion (3.3) si, y s6lo si, PK = r; es decir, si, y s6lo si, P estd en el circulo Ck .

De este modo hemos concluido la verificacion del Teorema 13.
OBsERVACION 3.1 (UN PROCEDIMIENTO PARA CALCULAR LA ECUACION GENERAL DE UN C{RCULO)
El Teorema 13 nos dice cudl es el tipo de ecuaciones con las que se pueden representar los circulos,

pero no nos dice como encontrarlas. Sin embargo, el procedimiento para obtenerla estd descrito en su
prueba, a saber: tomando el centro K = (xo,yo) y el radio r, la ecuacion del circulo Ck,, serd

3.5 2+ yz — 2x0x — 2yoy + (xé + y% - rz) =0,

que se obtiene al manipular algebraicamente su ecuacion candnica (x — xo)> + (y — yo)*> = r°.

En muchas ocasiones usaremos esta forma de presentar la ecuacion de un circulo, porque estd expresada
en términos de sus elementos fundamentales: las coordenadas cartesianas del centro, y el radio.

>» EJempLo 3.1
Para encontrar la ecuacion general del circulo de centro (1,-3) y radio 5, planteamos la ecuacion

(x= 1%+ (y - (=3))* = 5%,
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desarrollamos los cuadrados y agrupamos, obteniendo que la ecuacion requerida es
¥+t —2x+6y—-15=0.

QEE <

La siguiente observacién recoge el primer ejemplo de tratamiento analitico de algunos asuntos geo-
métricos de los circulos: su centro y su radio; cudndo coinciden (son iguales); cudndo son concéntricos
y cudndo son congruentes.

OBSERVACION 3.2
(@) Note que, el centro y el radio del circulo x*> + y*> + Dx + Ey + F = 0 (D?> + EZ — 4F > 0) son,

respectivamente,
D E VD2 + E%2 - 4F
K =|-=,—= y yr= —
27 2 2
(que obtuvimos al completar cuadrados en la prueba anterior).

(b) Por el Principio E.31 y la parte anterior tendremos que los circulos

Ci: X+ +Dix+Ey+F =0 Cr: X +y*+Dx+Ey+F,=0
(D? + E? —4F; > 0) (D3 +E3 - 4F, > 0)

coinciden (o son iguales) si, y solo si,
Di=D2, Ey=E; y Fi=Fy

o, lo que es lo mismo, si, y solo si, tienen la misma ecuacion general.
En consecuencia, dos circulos son distintos si, y solo si,

Di#D, o Ei#Ey o F;#F,.

(c) Diremos que dos circulos son concéntricos si, y solo si, tienen el mismo centro. Asi, con las mismas
notaciones de la parte anterior, los circulos C y C son concéntricos si, y solo si,

Di=Dy y E;=Ey

o, lo que es lo mismo, si, y solo si, coinciden los coeficientes de los términos lineales correspon-
dientes en sus ecuaciones generales.
En consecuencia, dos circulos son no concéntricos si, y solo si,

D;#Dy o Ep;#E,.

(d) Diremos que dos circulos son congruentes si, y solo si, tienen el mismo radio. Asi, con las mismas
notaciones de la parte (b), los circulos C1 y Cy son congruentes si, y sélo si,

DT + E7 — 4F; = D3 + E5 — 4F».
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En caso de que los circulos

Ci: >+ +Dix+Ejy+F; =0 Cr: X+ +Dox+Ewy+F,=0
(D3 + E] —4F; > 0) (D3 + E5 —4F, > 0)

sean no concéntricos (es decir, D; # Dy 0 E; # Ej), la recta determinada por sus centros, cuya ecuacion
es

3.6) 2(E; —Ep)x+2(Dy - Dl)y +DyE| —DE; =0,
que es equivalente a la ecuacién
3.7 (D2 +2x)(E; +2y) = (Dy + 2x)(E; + 2y),

recibe el nombre de la recta de los centros de C1 y C».

En la siguiente observacién presentamos otra manera de concebir la recta de los centros de los
circulos C; y C».

OBsERVACION 3.3 (CARACTERIZACION DE LA RECTA DE LOS CENTROS)
D;

Haciendo uso de lo afirmado en el problema 2.44, con t = —k, h; = - ki = —%, hy, = —% y

ky = —%, es fdcil verificar que, si los circulos Cy y Cp son no concéntricos, y P = (u,v) no es el centro
de Cy, tendremos que:

El punto P estd en la recta de los centros de Cy y C; si, y solo si,

le + D2 kEl + E2

T2+ Y T T2+

para algiin k # —1.

§3.2 Inecuaciones cuadraticas, e interior y exterior de un circulo

Diremos que un punto estd en el interior de un circulo, si su distancia al centro es menor que el
radio.

Diremos que un punto estd en el exterior de un circulo, si su distancia al centro es mayor que el
radio.

Llamaremos interior de un circulo al conjunto de sus puntos interiores.
Llamaremos exterior de un circulo al conjunto de sus puntos exteriores.

El objetivo central de esta parte del capitulo es ofrecer la representacion analitica de los puntos del
plano que no estan sobre un circulo, tomando como referencia su radio.

Consideremos un circulo C de centro K y radio r. Por la tricotomia del orden de los nimeros reales,
todos los puntos del plano estan en uno, y s6lo uno, de los siguientes conjuntos: el circulo C; el interior
del circulo C; el exterior del circulo C. Ahora, atendiendo a la definicién de estos dos tdltimos conjuntos,
verificaremos lo afirmado en el siguiente Teorema.

98 ‘ (GEOMETRIA ANALITICA PLANA



capituo 3 | Circulos

y y
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Ficura 3.1 Interior y exterior de un circulo

TeoreMA 14 (REPRESENTACION ANALITICA DEL INTERIOR Y DEL EXTERIOR DE UN C{RCULO)
Si la ecuacién general del circulo C es x* + y> + Dx + Ey + F = 0 (D? + E? — 4F > 0), entonces su
interior y su exterior son, respectivamente, los conjuntos

I:={(xy)eR?: x> +y>+Dx+Ey+F <0}
E:={(x,y) e R*>: > +y>+Dx+Ey+F>0}.

Verificaremos sélo que el interior de C coincide con el conjunto / descrito, pues de manera andloga
se verifica que el exterior de C coincide con el conjunto E.

Por definicién, el punto P = (x,y) estd en el interior de C si, y s6lo si, PK < r; ahora, por la
observacién 3.2.(a), esto sucede si, y solo si,

OV L[, EY L YD +EP-4F
2 y*3 2 :

0, lo que es lo mismo, si, y s6lo si X2+ y2 + Dx + Ey + F < 0. Asi, el interior del circulo C coincide con
el conjunto /, tal como queriamos verificar.

OBsERVACION 3.4

Una ventaja que ofrece el Teorema 14 es que, para saber si un punto (u,v) estd en el interior (exterior)
de un circulo x> + y* + Dx + Ey + F = 0, no tenemos que calcular su distancia al centro, sino averiguar
si el niimero u* + v* + Du + Ev + F es positivo o negativo.

En general, el conjunto solucién de una inecuacién de la forma x> + y? + Dx + Ey + F £ 0 serd uno
de esos dos conjuntos determinados por el circulo x% + > + Dx + Ey + F = 0; e incluir4 el borde (es decir,
el circulo mismo), sélo en el caso en que tuviéramos “>” o “<”.

En lo que se refiere a la representacion grafica de esos conjuntos, haremos la misma convencién que
hemos hecho con las rectas (ver la pagina 16).
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§ 3.3 Posiciones relativas entre circulos y rectas

En los pardgrafos sucesivos haremos un estudio sobre las relaciones que existen entre las posiciones
relativas que pueden presentar una recta y un circulo, y los coeficientes de sus ecuaciones generales.

Consideremos un circulo C y una recta /

C: x2+y2—2x0x—2y0y+(x%+y(2)—r2)20 l[: Ax+By+C=0
(r > 0) (A% +B? #0).

El estudio de la incidencia entre el circulo C y la recta [ equivale a la consideracion de la exis-
tencia de pares ordenados (x, y) de nimeros reales que satisfagan, simultdneamente, las siguientes dos
condiciones

x2+y2—2xox—2yoy+(xé+y(2)—r2):0 y Ax+By+C=0;

0, lo que es lo mismo, a la consideracion de la existencia de soluciones del sistema de dos ecuaciones
con dos incdgnitas

2, .2 2,2 2
X4y —=2x0x —2yoy + (x; +y;—r°) =0
(3.8) { y 0X = 2yoy + (xg + Yo — 1)

Ax+By+C=0"
Desde el punto de vista geométrico (ver la figura 3.2 y el Principio E.28), el sistema (3.8)(®

(N) no tendra solucion si, y sélo si, /'y C no se cortan.

(S) tendra dos soluciones distintas si, y s6lo si, [ y C son secantes (es decir, [ corta a C en dos puntos
distintos).

(T) tendra dos soluciones iguales si, y sélo si, [ y C son tangentes (es decir, [ corta a C en un unico
punto).

Ficura 3.2 Incidencia entre una recta y un circulo

Desde el punto de vista algebraico, se puede proceder a resolver el sistema (3.8) despejando una de
las variables en la segunda ecuacién (una de las que tenga su coeficiente distinto de cero), y “sustituir”
esa variable en la primera, tal como detallamos a continuacion.
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Si B # 0, consideramos la forma corte-pendiente de la ecuacion de [ y el sistema de ecuaciones

2 2 2 2 2
X +y —2xpx—2 +(xs+y;—r)=0

(3.9) { 7 0 Yoy + (xg +yo5 —1°)
y=mx+t

equivalente al sistema (3.8) (donde m = —% yt= —%).

9

Al sustituir el término del lado derecho de la segunda igualdad por “y” en la primera ecuacion,
resulta la ecuaciéon de segundo grado en la variable x

(3.10) (1 +m)x* +2(m(t — yo) — x0)x + X5 + yg — r* + # = 2yt = 0
que, dependiendo de su discriminante (ver el Apéndice C)

(3.11) A = 4% = xym* = 2x0(t — yo)m + (r* — y§ — 1 + 2yo1))

(N) no tendrd solucion si, y sélo si, A < 0.
(S) tendrd dos soluciones distintas si, y sélo si, A > 0.

(T) tendré dos soluciones iguales si, y s6lo si, A = 0.

Si B = 0 (de donde A # 0), [ es perpendicular al eje X y, en consecuencia, consideramos el sistema
de ecuaciones

2 2 2 2 2
+y° — 2x0x — 2yoy + +ys—r)=0
(3.12) {x Yy~ —2x0x = 2yoy + (x5 +yg — 1) /
X =

equivalente al sistema (3.8) (donde /& = —%).

[T ]

Al sustituir el término del lado derecho de la segunda igualdad por “x” en la primera ecuacion,
resulta la ecuacién de segundo grado en la variable y

(3.13) Y = 2yoy + (xo —h)Y? +y5 —1r* =0
que, dependiendo de su discriminante

(3.14) A =402 = (xo - h)?)

(N) no tendrd solucién si, y sélo si, A < 0.
(S) tendra dos soluciones distintas si, y sélo si, A > 0.

(T) tendré dos soluciones iguales si, y s6lo si, A = 0.

Una vez que se tengan las soluciones de la ecuacién de segundo grado correspondiente, en caso de
que existan, apenas se ha encontrado una de las coordenadas de cada uno de los puntos de corte entre
C y [: las abscisas, si se procedié como en el caso B # 0; las ordenadas, si se procedié como en el caso
B = 0. Para encontrar la otra coordenada que acompaiia a la ya obtenida, y tener realmente las soluciones
del sistema (3.8), sustituimos cada una de las soluciones obtenidas en la segunda ecuacién del mismo
sistema.
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OBSERVACION 3.5

Note que el discriminante (3.11) permitiria calcular con precision, de la familia de rectas y = mx + t
no perpendiculares al eje X (parametrizada con los pardmetros m y t), cudles de ellas son tangentes,
secantes o disjuntas respecto al circulo x> + y* — 2xox — 2yoy + (x(z) + y% — 1) = 0, si tenemos como dato
mot.

Del mismo modo, el discriminante (3.14) permitiria calcular con precision, de la familia de rectas x = h
perpendiculares al eje X (parametrizada con el pardmetro h), cudles de ellas son tangentes, secantes o
disjuntas respecto al circulo x> + y> — 2xox — 2yoy + (x% + y% - =0.

» EuempLo 3.2
Para estudiar la incidencia entre el circulo y la recta de ecuaciones

Py’ -8y+7=0 y x+y-9=0,

respectivamente, procedemos de la siguiente manera.
Como la ecuacion explicita de la recta es y = —x + 9, resolvemos el sistema de ecuaciones
P +yr-8x—6y=0
y=-x+9
Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacion por “y” en la primera, se obtiene la ecuacion de

segundo grado en la variable x
P -5x+8=0

Como el discriminante de esta ecuacion es negativo, tenemos que la recta no corta al circulo.  QEg <

>» EJempLo 3.3
Para estudiar la incidencia entre el circulo y la recta de ecuaciones

eyt —8x-2y+13=0 y x-y—-1=0,

respectivamente, procedemos de la siguiente manera.

Como la ecuacion explicita de la recta es y = x — 1, resolvemos el sistema de ecuaciones

¥ 4+y?-8x-2y+13=0
y=x-1

Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacion por “y” en la primera, se obtiene la ecuacion de
segundo grado en la variable x
X~ 6x+8=0

Como el discriminante de esta ecuacion es positivo, tenemos que la recta es secante al circulo; después
de sacar las cuentas, los puntos (4,3) y (2, 1) son los puntos de corte entre ambos. QEE <
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>» EuewrLo 3.4
Para estudiar la incidencia entre el circulo y la recta de ecuaciones

P+ -8x—-6y=0 y 4x+3y-50=0,

respectivamente, procedemos de la siguiente manera.
Como la ecuacion explicita de la recta es y = —%x + %, resolvemos el sistema de ecuaciones
{ P+yr-8x—6y=0
__4 50
y=-—3x+7

“

Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacion por “y” en la primera, se obtiene la ecuacion de
segundo grado en la variable x
x* = 16x+64 =0

Como el discriminante de esta ecuacion es 0, tenemos que la recta es tangente al circulo; después de
sacar las cuentas, el punto (8, 6) es el punto de corte entre ambos. QEE <

Recta tangente y recta normal a un circulo

Un problema parecido al que acabamos de resolver es el de encontrar, bajo ciertas condiciones, una
recta tangente a un circulo.

Consideremos un circulo C (con centro (xp, yo) y radio r) de ecuacién

(3.15) x2+y2—2xox—2y0y+x3+y%—r2:0
(r>0).

Recordemos que una recta es tangente al circulo C, si corta a C en un dnico punto.

Por la naturaleza intrinseca del tratamiento analitico de las rectas, en el andlisis que desarrollaremos
siempre se considerard aparte el caso de las rectas perpendiculares al eje X, pues éstas no se pueden tratar
en términos de sus pendientes.

Ahora bien, la condicién de que una recta [ sea tangente al circulo C, sin mds, no determina ninguna
recta pues, como veremos mds abajo, hay una por cada punto de C; de manera que debemos contar con
algtn otro dato que determine a /. A continuacién enumeramos algunas de las posibilidades sobre los
datos que se pueden ofrecer.

() Un punto P = (u,v) en [.

(1) [ perpendicular al eje x.
Nos preguntamos si existe alguna recta [, tangente a C, que sea perpendicular al eje X y que
pase por P. Por el Principio E.7 tendremos que, si existe alguna recta que satisfaga esas
condiciones, es Unica.
Ahora, al pasar [ por Py ser perpendicular al eje x, tendremos que [/ se puede representar
por la ecuacién x = u. Procediendo de la misma forma en que resolvimos el sistema (3.12),
[ puede ser tangente a C si, y sélo si, el discriminante (3.14) se anula, es decir, si, y s6lo si,
r* — (xo — u)> = 0. Asf:
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Existird una recta [ tangente a C, perpendicular al eje x, y que pase por P = (u,v) si, y sélo si,
U= Xy+rou=xg— r;encuyo caso, [ se puede representar por la ecuacién x = u.

(2) [ no perpendicular al eje x.
Nos preguntamos si existe alguna recta /, tangente a C, que no sea perpendicular al eje X y
que pase por P.
Ahora, al pasar / por Py no ser perpendicular al eje x, tendremos que / se puede representar
por una ecuacion de la forma
y—v=m(x—u.

El problema se transforma entonces en saber si existe m tal que / sea tangente a C.
Para resolver este problema, despejamos y en la ecuacion anterior,
Yy =mx—mu+0,

9

y sustituimos el lado derecho por “y” en la ecuacién (3.15), obteniendo la siguiente ecuacién
de segundo grado en la variable x

1+ mz)x2 — 2(m(mu — v + yo) + x0)x + mu(mu — 2v + 2yp) + (v — yo)2 + xg - =0.

Ahora, para que / sea tangente a C, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales; y sabe-
mos que esto sucede si, y solo si, su discriminante se anula, es decir,

—4(((u = x0)* = rHym* = 2(u — x0)(v — yo)m + (v — yo)* = %)) = 0;
y esto sucede si, y s6lo si,
(3.16) (= x0)* = rP)m* = 2(u = x0)(v = yo)m + (v = yo)* — r*) = 0.

Asi las cosas, el problema planteado tendrad solucién si, y sélo si, la ecuacién (3.16) tiene
solucién en la variable m.
En caso de que (u — x9)*> — > = 0 o, lo que es lo mismo, 2 — (xo — u)> = 0 (en el que
ya sabemos que existe una recta perpendicular al eje X que pasa por Py es tangente a C),
tendremos, al despejar m en la ecuacién (3.16), que

1u-xg

m=—— .
2v—-yo

Como u — xg # 0 (pues en caso contrario tendriamos, de (u — x0)P? —-r2 =0, que r = 0)
tendremos que la Unica manera en que esta ecuacidén no tenga solucién es que v = yop; en
cuyo caso, las coordenadas del punto P del que hemos estado hablando serian (xg + 7, yg) 0
(x0 — 1, y0), por los cuales sélo existen tangentes a C las correspondientes perpendiculares al
eje X que encontramos en al aparte anterior.

Si P no es ninguno de esos dos puntos, entonces tendremos una segunda recta tangente a C
que pasa por P cuya ecuacion seria

(u = x0)x + 2@ —yo)y + u(xg — u) + 2v(yg —v) = 0.
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En caso de que (1 — x)* — > # 0, la ecuacién (3.16) es una ecuacién de segundo grado en la
variable m. Como ya sabemos, la naturaleza de las soluciones de esta ecuacién depende de
su discriminante

(3.17) A = 4r%((u - x0)* + (v — yo)* = 1),

la cual dependerd, a su vez, de la posicidn relativa del punto P respecto a C.

(a)

(b)

(c)

En conclusion:

El punto P estd en el circulo: en este caso, dicho discriminante es nulo (puesto que
(u—x0)* + (v — yo)2 -2 =0) y tenemos garantia de que siempre existird una solucion
tinica para la pendiente requerida; la pendiente resulta

_ —x0)w—yo) _ (u—x0)—yo) _ =X
(u = x)* — r? —(0 - yo)? v = Yo

y, en consecuencia, la ecuacion de la tangente al circulo C en el punto P es
(u— x0)x + (v —yo)y — Xou — yov + X2 +y2 —r* =0
0 Yo)y — Xo Yo 0T Y =Y.

El punto P estd en el exterior del circulo: en este caso, dicho discriminante es positivo
(puesto que, por el Teorema 14, (1 — xo)% + (v — yo)* — r* > 0) y tenemos garantia de que
siempre existirdn dos soluciones distintas para la pendiente requerida:

o = x)©—yo) £ ry(u =0 + @ —yo)’ — 1
(= x0)* = 12 '
El punto P estd en el interior del circulo: en este caso, dicho discriminante es negativo

(puesto que, por el Teorema 14, (u — x0)* + (v — y0)2 -rr <0) y, en consecuencia, no
habra ninguna recta tangente al circulo C que pase por el punto P.

Existird una recta [ tangente a C, no perpendicular al eje x, y que pase por P = (u,v) si, y s6lo
si, P no es ninguno de los puntos (xo + 7, yo) ¥ (xo — 1, Yp), ni estd en el interior de C.
Siu=xp+rou=xy—r (v # yp), entonces hay una tnica recta tangente a C, no perpendicular
al eje x, que pasa por Py su ecuacion es

Siu+#xg+ryu#xp—r,y P estd sobre C, entonces hay una unica recta tangente a C, no
perpendicular al eje x, que pasa por Py su ecuacion es

Siu+xg+ryu#xy—r,y Pestd en el exterior de C, entonces hay dos rectas tangentes a C,
no perpendiculares al eje X, que pasan por Py sus pendientes son

(u—x0)x+ 2@ —yo)y + ulxg —u) + 2v(yo — v) = 0.

(1 — x0)x + (v — Yo)y — Xou — yov + x5 + yg — r* = 0.

=)= yo) £y — )+ 0= yo) 12
m = .
(=0 12
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() La direccién de /.

(1) [ perpendicular al eje X.
Nos preguntamos si existe alguna recta [, tangente a C, que sea perpendicular al eje x.
Procediendo de la misma forma en que resolvimos el sistema (3.12), concluimos que:

Existen exactamente dos rectas tangentes a C, perpendiculares al eje x; y éstas son las que se
pueden representar por las ecuaciones x = xo +ry x = xo — 1.

(2) [no perpendicular al eje X.
Nos preguntamos si existe alguna recta /, tangente a C, que no sea perpendicular al eje x.
Este problema es equivalente al de saber si existe alguna recta /, tangente a C, que tenga
como pendiente alglin nimero real m previamente fijado.
La familia de todas las rectas de pendiente m se puede representar, parametrizada por ¢ (la
ordenada en el origen), mediante la ecuacién y = mx + ¢; la recta que estamos buscando es
un miembro de esta familia.
Asf las cosas, el problema original se transforma en saber si existe algin nimero real ¢ tal
que la recta representada por la ecuacién y = mx + t sea tangente a C.
Procediendo de la misma forma en que resolvimos el sistema (3.9), larecta y = mx + ¢ es
tangente a C si, y s6lo si, el discriminante (3.11) se anula, es decir, si, y sélo si,

(r2 - x%)m2 — 2x0(t — yo)m + (r2 - y(z) —2+ 2yot) = 0.

El problema se transforma entonces en saber si existe ¢ que satisfaga la ecuacién anterior; y,
después de sacar las cuentas, tenemos que siempre hay dos valores:

t=(yo — xom) £ r V1 + m2.

Asi, existen exactamente dos rectas tangentes a C de pendiente m y éstas se pueden repre-
sentar por las ecuaciones

y =mx + (yo — mxg) £ r V1 + m?.

Siempre existen dos rectas tangentes a C, que tengan como pendiente algiin nimero real m
previamente fijado, y éstas se pueden representar por las ecuaciones

y =mx + (yo — mxg) = r V1 + m2.

Fijado un punto P en un circulo C, intimamente ligado al concepto de recta tangente a un circulo
por el punto P tenemos lo que se llama la recta normal a un circulo en el punto P: esta recta se define
como la perpendicular por P a la recta tangente al circulo C en el punto P.

OBsERVACION 3.6
(@) Como podrd observar el lector, el problema de encontrar la recta normal a un circulo en uno de
sus puntos se reduce al de encontrar la ecuacion de la recta que pasa por ese punto 'y el centro.
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(b) Note que la recta normal a un circulo en uno de sus puntos siempre contiene un didmetro del circulo
y es secante al circulo.

(c) Ademds, las rectas normales a un circulo son las tinicas que son secantes al circulo y que satisfacen
ademds que las tangentes al circulo en sus puntos de corte son paralelas.

(d) Por otro lado, dado un circulo y un punto distinto de su centro, se puede hablar de la recta normal
al circulo que pasa por dicho punto: simplemente es la recta determinada por ese punto y el centro.

>» EJempLo 3.5
Consideremos el circulo C : x* + y* + 2x — 2y — 23 = 0, con centro (-1,1) y radio 5.

Estudiemos la existencia de rectas tangentes al circulo C por los puntos que listamos a continuacion (ver
la figura 3.3) y, en caso de que existan, calculemos sus ecuaciones generales:

P=(-6,1),0=4,-2,R=(,1),S =(-4,5yT = (5,6).
Para ajustarnos a la notacion que hemos utilizado en el estudio de las tangentes, precisamos que
xo=—-lLyo=1L,r=5xg+r=4yxg—r=-6.
(@) Para el punto P tenemos que: u = —6yv = 1.

Como u = xo —ry v =y, tendremos que solo habrd una recta l tangente al circulo C por el punto
P: l es perpendicular al eje X y su ecuacion es x + 6 = 0.

(a) y (b) y (c)
l l

L) ) (e
ZAREEANEY ANV

(d) y (e) y
7l ’
S l

| (e
— NIV

ll

Ficura 3.3 Representaciones gréficas correspondientes al ejemplo 3.5

(b) Para el punto Q tenemos que: u =4yv = -2.
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(c)

(d)

(e)

Como u = xo+ryuv # yo, tendremos que existen dos rectas 1 y I’ tangentes al circulo C por el punto
Q: una de ellas perpendicular al eje x de ecuacion x — 4 = 0; la otra no perpendicular al eje X de
ecuacion 8x — 15y +76 = 0.

Para el punto R tenemos que: u=1yv = 1.

Comou # xo + 1, u# xo—ryuv # yo, averiguamos la posicion del punto R respecto al circulo C;
como 12 + 12 +2(1) - 2(1) = 23 = =21 < 0, tendremos que el punto R estd en el interior del circulo
C y, en consecuencia, no existe ninguna recta tangente a C por el punto R.

Para el punto S tenemos que: u = -4 yv = 5.

Comou # xo+1r, u+ X9 —ryuv # yo, averiguamos la posicion del punto S respecto al circulo C;
como (—4)* + 52 + 2(—=4) — 2(5) — 23 = 0, tendremos que el punto S estd sobre el circulo Cy, en
consecuencia, existe una unica recta l tangente a C por el punto S y su ecuacion es 3x—4y+32 = 0.

Para el punto T tenemos que: u =5yv = 6.

Comou # xo+7r, u#xy—ryv # yo, averiguamos la posicion del punto T respecto al circulo C;

como 5% + 62 + 2(5) — 2(6) — 23 = 36 > 0, tendremos que el punto T estd fuera del circulo C v, en
. . . 60

consecuencia, existen dos rectas |y I’ tangentes a C por el punto T, cuyas pendientes son 0y 7, y

cuyas ecuaciones sony —6 =0y 60x — 11y — 234 = 0.

QEE <

LY
ANVan

Ficura 3.4 Representacion grafica correspondiente al ejemplo 3.6

>» EJempLo 3.6
Consideremos el mismo circulo C : x* + y* + 2x — 2y — 23 = 0, con centro (-1, 1) y radio 5, del ejemplo
anterior.

Estudiemos la existencia de rectas tangentes al circulo C que tengan como pendiente el niimero real 2
(ver la figura 3.4).

Para ajustarnos a la notacion que hemos utilizado en el estudio de las tangentes, precisamos que

xo=—-Ly=Lr=5ym=2.

Asi, existen dos rectas tangentes al circulo C de pendiente 2, cuyas ecuaciones son y = 2x +3 +5 v5 y
y=2x+3-545 QEE <
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§3.4 Posiciones relativas entre circulos: eje radical

En los pardgrafos sucesivos haremos un estudio sobre las relaciones que existen entre las posiciones
relativas que pueden presentar dos circulos, y los coeficientes de sus ecuaciones generales.

Consideremos dos circulos

Ci: X+ +Dix+Ey+F =0 Cr: X +y*+Dpx+Ey+F,=0
(D? + E? - 4F; > 0) (D3 + E3 - 4F, > 0).

El estudio de la incidencia entre los circulos C; y C; equivale a la consideracién de la existencia de
pares ordenados (x, y) de nimeros reales que satisfagan, simultineamente, las siguientes dos condiciones

x2+y2+D1x+E1y+F1:0 y x2+y2+D2x+E2y+F2:0

0, lo que es lo mismo, a la consideracion de la existencia de soluciones del sistema de dos ecuaciones
cuadraticas con dos incégnitas

Z+y2+Dix+Ey+F =0 (D} +E}-4F; >0)
x*+y +Dax+Ew+F=0 (D;+E5;-4F;>0)

Desde el punto de vista geométrico (ver la figura 3.5, asi como los Principios E.29 y E.30), el
sistema (3.18)

(C) tendra infinitas soluciones si, y s6lo si, C; y C; coinciden.
(T) tendrd una solucidn tnica si, y s6lo si, C; y C son tangentes (es decir, C; corta a C, en Unico punto).
(N) no tendra solucion si, y sé6lo si, C; y C; no se cortan.

(S) tendra dos soluciones distintas si, y s6lo si, C; y C son secantes (es decir, C corta a C, en dos
puntos distintos).

Desde el punto de vista algebraico, es natural intentar utilizar un método como el de “eliminacién
por reducciéon” (que hemos usado para resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas),
“eliminando” los términos cuadraticos de las ecuaciones que componen el sistema (3.18), al restar ambas
ecuaciones:

(2 + PP +Dix+Ey+F)+ (2 + > + Dox+Eay + F2) =0

0, lo que es lo mismo,

(319) (Dz—D1)X+(E2—E1)y+(F2—F1)=O.

Técnicamente hablando, planteamos un nuevo sistema de ecuaciones sustituyendo una de las dos
ecuaciones del sistema (3.18), digamos la segunda, por la ecuacién (3.19):

(3.20) {x2+y2+D1x+E1y+F1=O
' (D2-Dpx+(Ex-Epy+(Fo-F) =0~

Este sistema es equivalente al sistema (3.18); en verdad, la siguiente proposicion, de caracter mas
general, justifica esta afirmacion.
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Ficura 3.5 Incidencia entre dos circulos

Lema 3.2
Para cualquier niimero real k, el sistema (3.18) es equivalente al sistema

(3.21) ;

x2+y2+D1x+E1y+F1 =0
kO* +y?> +Dix+Ejy +F)+ 22 +y> + Dox + Epy +Fp = 0

ysik # 0, el sistema (3.18) también es equivalente al sistema

x2+y2+D2x+E2y+F2=O

H PRUEBA
Consideremos un par ordenado de ndmeros reales (u, v).

Supongamos que (u, v) es solucién del sistema (3.18), es decir, que
W+ +Dju+Ew+F; =0 y W+ +Du+Ew+F,=0

Como
kK +0* +Dju+Ew+F)+ > + v + Dou+Exv+F, =k0+0 =0,

tendremos que (u, v) es solucién del sistema (3.21) y del sistema (3.22).
Reciprocamente, supongamos que (u, v) es solucién del sistema (3.21), es decir, que

u2+vz+D1u+Elv+F1:Oyk(u2+v2+D1u+Elv+F1)+u2+vz+D2u+Ezv+F2:0.
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Asi,
u2+02+D2u+Ezv+F2 =0
y, en consecuencia, (i, v) es solucion del sistema (3.18).
Supongamos ahora que (i, v) es solucion del sistema (3.22), es decir, que

u2+vz+D2u+Ezv+F2:Oyk(u2+v2+D1u+Elv+F1)+u2+vz+D2u+Ezv+F2:O.

Asi,
k(> + > + Diu+Ew+Fp) = 0.

Para k # 0, tendremos que

u2+02+D1u+Elv+F1 =0

y, en consecuencia, (i, v) es solucién del sistema (3.18).
QEP H

Por lo hecho hasta ahora se puede proceder a resolver el sistema (3.18) tal como detallamos a
continuacion.

SiD; = Dy y E; = E, (coeficientes de los términos lineales iguales o, lo que es lo mismo, C; y C;
concéntricos), entonces

(C) tendra infinitas soluciones si, y sélo si, F; = F, (términos independientes iguales o, lo que es lo
mismo, C; y C; congruentes; ver la observacion 3.2.(b)).

(N) no tendré solucién si, y sélo si, F; # F, (términos independientes distintos o, lo que es lo mismo,
C1 y C; no congruentes; ver la observacion 3.2.(c)).

Si Dy # Dy 0 E; # E; (coeficientes de los términos lineales distintos o, lo que es lo mismo, C;
y C> no concéntricos), entonces la segunda ecuacion del sistema (3.20) (es decir, la ecuacién (3.19))
representa una recta; en cuyo caso el andlisis se reduce al estudiado en la seccién anterior, generando las
alternativas (T), (N) o (S).

» EJempLo 3.7
Para estudiar la incidencia entre los circulos

PP -3x-8y+17=0 y P+ -3x-8y+17=0

procedemos de la siguiente manera.

Como los coeficientes de los términos lineales, asi como los términos independientes, son iguales, ten-
dremos que los dos circulos coinciden; en consecuencia, los circulos se cortan en infinitos puntos (todos
los puntos de cualquiera de ellos). QEE <

>» EJempLo 3.8
Para estudiar la incidencia entre los circulos

P+t —2x+5y-3=0 y XX+ -2x+5y-7=0

procedemos de la siguiente manera.

(GEOMETRIA ANALITICA PLANA 111



capituto 3 | Circulos

Como los coeficientes de los términos lineales son iguales, pero los términos independientes son dis-
tintos, tendremos que los dos circulos son concéntricos y distintos; en consecuencia, los circulos no se
cortan. QEE <

>» EJempLo 3.9
Para estudiar la incidencia entre los circulos

P+ -8x—-6y=0 y x>+y>—24x-18y+200=0

procedemos de la siguiente manera.

Como los coeficientes de los términos lineales son distintos, estudiamos la incidencia entre el primer
circulo y la recta 4x + 3y — 50 = 0, es decir, resolvemos el sistema de ecuaciones

¥ +y>-8x—6y=0
4x+3y—-50=0

Por el ejemplo 3.4, este sistema tiene como iinica solucion el punto (8, 6); en consecuencia, los circulos
son tangentes (usando el Principio E.38 se puede verificar que son tangentes exteriormente).  QEE <€

>» EuempLo 3.10
Para estudiar la incidencia entre los circulos

P+t -8y+7=0 y >+ —10x-2y+25=0

procedemos de la siguiente manera.

Como los coeficientes de los términos lineales son distintos, estudiamos la incidencia entre el primer
circulo y la recta x + y — 9 = 0, es decir, resolvemos el sistema de ecuaciones

X+ -8y+7=0
x+y-9=0

Por el ejemplo 3.2, este sistema no tiene solucion; en consecuencia, los circulos no se cortan.  QEg <

>» EuempLo 3.11
Para estudiar la incidencia entre los circulos

ryt—8x—2y+13=0 y X+ -4x—6y+9=0

procedemos de la siguiente manera.

Como los coeficientes de los términos lineales son distintos, estudiamos la incidencia entre el primer
circulo y la recta x —y — 1 = 0, es decir, resolvemos el sistema de ecuaciones

Py —-8x-2y+13=0
x—-y—-1=0
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Por el ejemplo 3.3, este sistema tiene como solucion los puntos (4,3) y (2,1); en consecuencia, los
circulos son secantes. QEE <

Familias de circulos
Consideremos dos circulos

C1:x2+y2+D1x+E1y+F1=0 Cz:x2+y2+D2x+E2y+F2:O
(D? + E - 4F; > 0) (D3 + E3 — 4F, > 0);

estamos interesados en saber qué tipo de figura geométrica representa una ecuacion de la forma
2., .2 2., .2 _
mx+y +Dix+Eiy+F)+n(x*+y  +Dax+ Ey+ Fp) =0,

para dos nimeros reales m y n no simultineamente nulos (un tipo de combinacién lineal de las ecuaciones
de C 1y C2).

En caso de que n = 0, esa ecuacion representa el circulo C;.

En caso de que n # 0, la ecuacién anterior es equivalente (al tomar k = %) a una ecuacién de la
forma
(3.23) k(x> +y> +Dix+Ejy+F) + X® + > + Dox+ Eay + F, = 0
0, lo que es lo mismo, de la forma

(3.24) (k + Dx? + (k + Dy* + (kD + Do)x + (kE; + Ex)y + (kF; + F2) = 0,

donde k es un ndmero real cualquiera.

Denotemos por Gz al grafico de esta dltima ecuacidn; estamos interesados en saber qué tipo de
figura geométrica es G 2.

La siguiente observacién adelanta alguna informacién sobre la respuesta a la pregunta planteada:
precisa la posicion relativa entre Gy k2 y los circulos C; y Ca.

OBSERVACION 3.7

Para cualquier niimero real k, el lema 3.2 nos dice, en términos de conjuntos, que: la interseccion de los
circulos C1 y Cy coincide con la interseccion del circulo Cy y la figura geométrica Gy, y, sik # 0, la
interseccion de los circulos Cy y Co coincide con la interseccion del circulo Cy y la figura geométrica
G1 k2. En consecuencia:

(@) Gix2 pasa por los puntos de interseccion de Cy y Ca.

(b) G no tiene en comiin con C1 otro punto distinto de los puntos de interseccion de C1 y C».

(¢) Parak # 0, Gy no tiene en comiin con Cy otro punto distinto de los puntos de interseccion de Cy
Yy Co.

En caso de que k = 0, G x> coincide con el circulo C,.
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Analicemos, de aqui en adelante, el caso en que k # 0.

En caso de que k = —1, y C; y C» sean concéntricos, tendremos que: G 2 es todo el plano, si C; y
C, coinciden; Gy 4, es el conjunto vacio, si C; y C, no coinciden.

En la siguiente proposicion mostramos lo especial que resulta la figura geométrica Gy para k =
—1, en el caso en que C; y C; son no concéntricos.

Lema 3.3 (EL EJE RADICAL DE DOS CIRCULOS NO CONGENTRICOS)
Para k = -1, y C1 y Ca no concéntricos, la figura geométrica G 2 es una recta (ver la figura 3.6) que
se puede representar por la ecuacion

(D1 =Da)x+(E1 —E2)y+ (F1 - F2) =0
y que tiene las siguientes particularidades:

(a) es perpendicular a la recta de los centros de Cy y C».
(b) es secante a Cyy a Cy en sus puntos de corte, en caso de que C1 y C sean secantes.
(c) estangente a Cyy a Cy en su punto de corte, en caso de que C1 y C, sean tangentes.

(d) no corta a Cy nia Cy, en caso de que C1 y Cy sean disjuntos.

Esta recta Gy es llamada el eje radical de C, y C;.

M PRUEBA
En el caso en que C; y C» son no concéntricos tendremos, por la observacion 3.2.(c), que D — D, # 0o
E; — E; # 0. Asi, por el Teorema 5, G 4 » representa una recta.
(a) Como 2(E; — E»)(D; — Dy) + 2(D, — Dy)(E; — E2) = 0 tendremos, por la observacién 3.2.(c) y el
Teorema 10, que G« es perpendicular a la recta de los centros de Cy y Ca.
(b) Es consecuencia directa de la observacién 3.7.(a).
(c) Es consecuencia directa de las partes (a) y (b) de la observacién 3.7.
(d) Es consecuencia directa de la observacion 3.7.(b).
QEP H

En caso de que k # —1, la ecuacién (3.24) es equivalente a la ecuacién
kD{ + Dy kE; + E; kFy+Fy

2 2 2
(3.25) YT Y kv Y Tk

En este caso estamos en capacidad de decir qué tipo de figura geométrica es G 2, en funcién de
las posiciones relativas de C; y C».

1) SiCyy C; coinciden, entonces la figura geométrica G 42 es un circulo y coincide con Cj.
y gura g k, y
) SiC; y C, son tangentes, entonces la figura geométrica G ;o puede ser:
y g gura g k2 P
(1) un punto (el punto de tangencia), como es el caso en que
Giiz: ¥ +y2 +2x+1=0
para

1
Ci: X+y*-1=0, Cr: X>+y*+3x+2=0 y k=3
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Ficura 3.6 Eje radical y recta de los centros de dos circulos no concéntricos

(2) un circulo (ya que, por el lema 3.2, lo que podemos decir es que contiene al menos un punto)
que tiene las siguientes particularidades:

(a)
(b)

(c)

es tangente a los circulos Cy y C en su punto de corte (por la observacion 3.7);

su centro estd sobre la recta de los centros de C; y C» (por la observacién 3.3 y el hecho

de que las coordenadas del centro de G2 son (—%, —%)); y

es distinto de C; (pues, si Gix2 = Ci, tendriamos que sus centros son iguales; asi,
D; =D,y E; = E, y, en consecuencia, C; y C, serfan concéntricos, contrario al hecho
de que son tangentes)(.

() SiC; y C; no se cortan, entonces la figura geométrica G x» puede ser

(1) el conjunto vacio, como es el caso en que

Giir: X+ +6x+4y+14=0

para

4
Clzx2+y2+9x+6y+73=0, Cr: X*+y*-1=0 y k=2
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(2) un punto, como es el caso en que
Giryn: x2+y2+6x+4y— 13=0

para
43
Ci: x2+y2+9x+6y+? =0, C: ¥+y?—-4=0y k=2
(3) un circulo.
Ademais, en este caso, la figura geométrica G 4, tiene las siguientes particularidades:

(@) no tiene ningtin punto en comun con Cy, ni con Cy;

(b) queda completamente determinado por un punto cualquiera que estd en él
(pues, si P = (u,v) estd en G 2, es decir,

k> +v* + Diu+Ew+F) +u? +v* + Doau+Ew+F, =0,

entonces P no puede estar sobre C; ya que, de lo contrario, C; y C; se cortarfan en P;
2 12 +0* +DoutErv+Fy )

2 : _ w2+ 4Dju+Epu+Fy
+v”+ Dju+ Ejv+F; # 0y, por tanto, & tiene el valor 7D i EoiF.

asi, u
(c¢) por la parte anterior, no corta a ningtin otro G g, con kK’ # k.

(IV) SiC; y C, son secantes, entonces la figura geométrica G es un circulo (ya que: por la observa-
cién 3.7, Gy contiene al menos dos puntos; y el lema 3.1, junto con el Teorema 13, garantizan
que G2 es un circulo), y tiene las siguientes particularidades:

(1) es secante a los circulos C; y C» en sus puntos de corte (por la observacién 3.7);

(2) su centro esta sobre la recta de los centros de C; y C (por la observacién 3.3 y el hecho de

que las coordenadas del centro de G 4 son (—%, —%)); y

(3) es distinto de C; (pues, si G2 = Cj, tendriamos que sus centros son iguales; asi, D; = D,
y E; = E» y, en consecuencia, C; y C» serian concéntricos, contrario al hecho de que son
secantes).

La parte (IV) inmediata anterior nos asegura que, si C; y C, son circulos secantes en los puntos
Py y P;, entonces la ecuacion (3.25) representa un circulo que pasa por los puntos P, y P;. La pregunta
que surge naturalmente es: jtodo circulo que pase por los puntos P y P, se podrd representar por una
ecuacién como la (3.25)?

La respuesta es parcialmente positiva y su justificacién esta en la siguiente proposicion.

Lema 3.4
Para dos circulos C1 y C, secantes en los puntos Py y P;, tendremos que:

C es un circulo distinto de C que pasa por P1y P; si, y sélo si, C = G| 2 para algiin niimero real
k#-1.

H PRUEBA

Supongamos que C es un circulo distinto de C que pasa por los Py y P».

Consideremos el punto (xy, yo), centro del circulo C.

El punto (xg, yo) estd en la recta de los centros de C; y C», pues: (xp, yo) equidista de los puntos P; y P>
y, en consecuencia, estd en la mediatriz del segmento de extremos P; y P;; ahora, como esta mediatriz
coincide con la recta de los centros, tendremos lo afirmado.
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Por la observacion 3.3, existe un niimero real s # —1 tal que

SD1 + Dz SE] + E2
S 2(s+ 1) S 2s+ 1)
Ahora, por (IV), podemos asegurar que G 52 es un circulo con centro (xg, yo) y pasa por P;. Como Cy
G 42 son circulos que tienen el mismo centro y pasan por Pj, tendremos que C = G para el nimero
realk=sys#—1.
El reciproco es lo afirmado en la parte (IV) anterior.

X0 = Yo =

QEP H

Oss€eRvacioN 3.8 (CIRCULOS QUE PASAN POR DOS PUNTOS)
Note que, fijados dos puntos distintos P| y P, en el plano, siempre podemos encontrar dos circulos C1 y
C» distintos que pasen por Py y P, (y, en consecuencia, secantes en los puntos P,y P).

Para ello basta con fijar dos puntos K| y K distintos en la mediatriz del segmento determinado por Py
P,; tomar K| y Ky como centros; tomar las distancias r1 = K1 P, y ry = K;P1 como radios,; y construir
las ecuaciones de los circulos C; = Ck, r, y C2 = Ck, ry.-

Ast, por el lema 3.4, la ecuacion (3.25) (con k # —1) permitiria construir todos los circulos que pasan
por los puntos Py P;.

Por otro lado, para poder calcular el valor de k que corresponde a alguno de esos circulos, deben
ofrecernos algiin otro dato especifico de tal circulo (pasar por Py y Pj, sin mds, no determina ningiin
circulo, ya que hay uno por cada niimero real k, distinto de —1). Dependiendo de la naturaleza de ese
dato adicional, una posible estrategia puede consistir en utilizar directamente la ecuacion (3.25), o el
hecho de que el centro de un tal circulo es (— kzD(,‘(:?)z,—sz(,:lE)z ), 0 una combinacion de ambas (ver la

figura 3.7).

Ficura 3.7 Circulos que pasan por los puntos de interseccion de dos circulos secantes

Note que el problema de encontrar la ecuacién general de un circulo se reduce, en principio, a
calcular tres nimeros reales: los coeficientes de una ecuacién cuadrética en dos variables de la forma

¥ +y>+Dx+Ey+F=0.

para la que D? + E? — 4F > 0. Ademds, esos tres niimeros son, en general, independientes entre sf.
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De este modo, el Algebra de las ecuaciones lineales nos lleva a asegurar que, para hallar la ecua-
cion general de un circulo, son suficientes tres ecuaciones lineales independientes cuyas variables sean
los coeficientes buscados (desarrollaremos uno de los casos mas ilustrativos de esta idea en la obser-
vacién 3.10); en este contexto presupondremos que cada una de esas ecuaciones corresponde a una
condicién geométrica.

Por esta razén diremos que fodo circulo queda determinado por tres condiciones (algebraicas o
geométricas) independientes; hasta ahora hemos procedido a encontrar la ecuacién general de un circulo,
de la manera regular: a partir de las coordenadas del centro y del radio. En verdad, en la mayoria de
los problemas que enfrentaremos en este estudio, los datos sobre los circulos de los que tengamos que
encontrar su ecuacion, siempre podrdn reducirse a esta manera regular.

Asi, al establecer menos de tres condiciones de ese tipo, no determinamos un Unico circulo, sino
una infinidad de circulos que comparten las propiedades comunes establecidas por esas condiciones;
llamaremos a todos esos circulos la familia de circulos que satisfacen las condiciones dadas.

En este estudio, las condiciones (geométricas o algebraicas) que determinan una familia de circulos
siempre se podrd expresar en términos algebraicos; en otras palabras, dichas condiciones se hardn pa-
tentes en la forma de un nuevo tipo de variables (distintas de aquellas que representan las coordenadas
de un punto genérico del plano) a las que, asignandoles un valor especifico, determinan cada uno de los
miembros de la familia: esas nuevas variables son llamadas los pardmetros de la familia.

El caso de los circulos que pasan por dos puntos distintos, expuesto en la observacién 3.8, es un
ejemplo de familia de circulos para la que k seria el pardmetro que la define.

Otros ejemplos importantes de familias de circulos son los siguientes.

» EuempLo 3.12 (FAmILIA DE CIRCULOS CONGENTRICOS)
Haciendo uso de la forma canonica de la ecuacion de un circulo, podemos ofrecer la ecuacion de la
familia de los circulos con centro en un punto prefijado.

Pongamos por caso que el punto prefijado tiene coordenadas (1,2); la familia de los circulos con centro
en el punto (1,2) se puede representar por la ecuacion
x=-1D*+@y-27=r
o0, equivalentemente,
Pyt -2x-4y+5-r*=0,
siempre que r > (.

En general, si el punto prefijado tiene coordenadas (u,v), la familia de los circulos con centro en el punto
(u, v) se puede representar por la ecuacion

()c—u)2+(y—v)2=r2

o, equivalentemente,
2, .2 2,2 2 _
X +y —2ux—-2vy+u - +v-—-r =0,
siempre que r > (.

Note que hemos expresado la ecuacion de esta familia, parametrizada con r, que representa el radio de
cada una de las circulos que conforman la familia, siempre que r > 0.

Note ademds que esta familia se puede representar por cualquiera de las siguientes ecuaciones equiva-
lentes:
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(@ (x—u)?+ (y - 02 =k( ‘parametrizada con k, donde k > 0).

(b) »*+ y2 —2ux — 2vy + s = 0 (parametrizada con s, donde s < ”24;”2 ).

QEE <

» EuempLo 3.13 (FAMILIA DE CIRCULOS CONGRUENTES)
Haciendo uso de la forma canonica de la ecuacion de un circulo, podemos ofrecer la ecuacion de la
familia de los circulos de radio un nitmero real positivo previamente fijado.

Pongamos por caso que el niimero real positivo prefijado es 3; la familia de los circulos de radio 3 se
puede representar por la ecuacion

(x-h?+@y-k*=9
o0, equivalentemente,

X +y? —2hx—2ky+h? +k* -9 =0.

En general, si el nitmero real positivo prefijado es r, la familia de los circulos de radio r se puede
representar por la ecuacion

(x—hy? +(y-k?=r
o0, equivalentemente

X+ P —2hx—2ky+h + kK -r*=0.

Note que hemos expresado la ecuacion de esta familia, parametrizada con h y k, que representan las
coordenadas del centro de cada uno de los circulos que conforman la familia. QEE <

>» EJempLo 3.14 (FAMILIA DE CIRCULOS QUE PASAN POR UN PUNTO)
Haciendo uso de la forma canonica de la ecuacion de un circulo, podemos ofrecer la ecuacion de la
Sfamilia de los circulos que pasan por un punto previamente fijado.

Pongamos por caso que el punto prefijado es (1,2); la familia de los circulos que pasan por el punto
(1, 2) se puede representar por la ecuacion

(x=h?+@y—-k?=(h-1>+k-2)>

o, equivalentemente,
X +y? = 2hx —2ky +2h+4k-5=0,

siempre que (h, k) # (1,2).

En general, si el punto prefijado es (u,v), la familia de los circulos que pasan por el punto (u,v) se puede
representar por la ecuacion

(x=h* + @ —k?* = (h—u?+ (k—v)

o, equivalentemente,
2+ y? = 2hx — 2ky + 2uh + 20k — u® — v* = 0,

siempre que (h, k) # (u,v).
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Note que hemos expresado la ecuacion de esta familia, parametrizada con h 'y k, que representan las
coordenadas del centro de cada uno de los circulos que conforman la familia. QEE <

» EuempLo 3.15 (FAMILIA DE CIRCULOS TANGENTES A UNA RECTA EN UNO DE SUS PUNTOS)
Fijada una recta y un punto sobre ella, podemos ofrecer la ecuacion de la familia de los circulos tan-
gentes a esa recta en ese punto.

Supongamos que tenemos como dato la recta m de ecuacion Ax + By + C = 0, y las coordenadas
cartesianas de un punto P = (u,v) sobre m.

Por el Principio E.33, si un circulo es tangente a m en P, entonces su centro estd sobre la recta |
perpendicular a m en P, es decir, sobre la recta de ecuacion —Bx + Ay + Bu — Av = 0.

La ecuacion de la familia de circulos tangentes a m en P es
(x=h)* + @y -k = (h—u)* + (k- v)?
o0, equivalentemente,
x> +y? = 2hx — 2ky + 2uh + 20k —u* —v* = 0,
siempre que (h,k) # (u,v) y ademds —Bh + Ak + Bu — Av = 0.

Note que hemos expresado la ecuacion de esta familia, parametrizada con h y k, que representan las
coordenadas del centro de cada uno de los circulos que conforman la familia.

En caso de que se requiera, podemos expresar la ecuacion de esta familia parametrizada con solo una
de las coordenadas del centro:
x2+y2—2hx—2vy—2uv= 0

parametrizada con h, en caso de que B = 0;
2+ y? =2 (k= v) +u)x = 2ky + 2u (4§ (k= v) + u) + 20k — 1> =17 = 0

parametrizada con k, en caso de que B # 0. QEE <

OBSERVACION 3.9

Todo el andlisis que acabamos de realizar en este pardgrafo nos provee de un procedimiento para hallar
una recta, o un circulo, que pasa por los puntos de interseccion de dos circulos dados, sin necesidad de
hallar los puntos de corte entre éstos.

En la siguiente observacién presentamos lo que hemos anunciado un poco més arriba.

OsseRvAcION 3.10 (C/RCULO DETERMINADO POR TRES PUNTOS NO COLINEALES)

Una terna de condiciones geométricas para determinar un circulo muy elemental, y particularmente
notable, es la de ofrecer tres puntos no colineales; esos datos son suficientes para determinar un tinico
circulo, como veremos a continuacion.

Consideremos tres puntos P1 = (x1,y1), P2 = (x2,y2) ¥y P3 = (x3, y3) distintos.
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Los puntos Py, Py y P3 son no colineales si, y solo si, son conciclicos (es decir, estdn sobre un
mismo circulo).

La verificacion de esta afirmacion se puede realizar de la siguiente manera.

Si Py, Py y P3 son no colineales, el circuncentro del tridngulo determinado por P1, Py y P3 (es
decir, el punto de corte de las mediatrices de los lados de ese tridngulo) y la distancia desde el cir-
cuncentro a cualquiera de los puntos P, P, o P3 nos proveen de los datos para construir un circulo
que pase por P1, Py y P3 (el circuncirculo de dicho tridngulo). Ademds, por el Principio E.32, este
circulo es el tinico que contiene a Py, P, y Ps.

Reciprocamente, si Py, P, y P3 son conciclicos entonces, por el Principio E.28, no pueden ser
colineales.

Note que, por la definicion de puntos conciclicos, el Teorema 13 y la igualdad de circulos, Py, Py y
P3 son conciclicos si, y solo si, existen tres tinicos niimeros reales A, By C tales que A>+B>—4C > 0
v la ecuacion

(3.26) ¥ +yP+Ax+By+C=0
es satisfecha por las coordenadas de P, Py y P3.

Por el Teorema 4 y la Regla de Kramer, los puntos Py, P, y P3 son no colineales si, y sélo si, el
sistema de ecuaciones

xA+yB+C= —(x% +y%
(3.27) 0A+ B+ C = —(x] +y3)

x3A+ysB+C = —(x% + y%)

tiene una vnica solucion y ésta es

Ap Ag Ac
AZK’ B:X y C:X,
donde
—(x%+y%) y1 1 X1 —(x%+y%) 1 X1 Y —(x%+y%)
A=|-(5+y) w2 1, As=|n —(5+y) 1|, Ac=|n yp -0 +y)
~(5+yy) y3 1 x5 —(g+yy) 1 x3oy3 (05 +y3)
y
X1 Y1
A=|x2 y
x3 oys 1

Por las partes (a), (b) y (c) anteriores tenemos que los puntos Py, Py y P3 son conciclicos si, y solo
si, satisfacen la ecuacion
A Ag Ac

3.28 2R S~ S A
( ) x+y+Ax+Ay+A R

que es la ecuacion general del vinico circulo que los contiene.

El tinico circulo que pasa por los puntos Pi, P> y P3 no colineales se puede describir por una
ecuacion de la forma

P+t x oy
(3.29) xi + !/i X1 Y1
Xy +tYy;, X2 Y2
X% + !/% X3 Y3
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La justificacion de esta afirmacion estriba en el hecho de que, al desarrollar este determinante por
la primera fila, se tiene que

X+ ox oy 1

2 2

Xty oy Y00 Ba s Ac
A I A v A e
x§+y§ x3 y; 1

Asi, como A # 0 (al ser Py, P> y P3 no colineales), un punto P = (x, y) satisface la ecuacion (3.29)
si, y solo si, satisface la ecuacion (3.28) (es decir, ambas ecuaciones son equivalentes). Por tanto,
la ecuacion (3.29) describe también al inico circulo que pasa por Py, P, y Ps.

>» EJempLo 3.16
Consideremos los puntos P1 = (1,2), P, = (3,1) y P3 = (-3, -1). Como

1 2 1
3 1 1|=-10%0,
-3 -1 1

tendremos que P, Py y P3 no son colineales y, en consecuencia, son conciclicos.

La ecuacion del circulo que los contiene es

xz+y2 x y 1
_i 5 1 2 1 -0
10| 10 31 1 ’
10 -3 -1 1

es decir,
X+ —x+3y—-10=0.

QEE <
>» EJempLo 3.17
Lo expuesto en la observacion 3.10 permite decidir cudndo cuatro puntos son conciclicos.
Consideremos los puntos Py = (2,-1), P, = (—1,-7), P3 = (0,0) y P4 = (-4, -3). Como
5 2 -11
50 -1 -7 1] _ 0
o o o 1}
25 -4 -3 1
tendremos que Py, Py, P3y P4 son conciclicos.
Consideremos ahora los puntos Q1 = (8,-2), 02 = (6,2), O3 = (3,-7)y Q4 = (1,0). Como
68 8 -2 1
40 6 2 1 40
58 3 -7 1
1 1 0 1
tendremos que Q1, Qa, O3y Q4 no son conciclicos. QEE <
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Problemas

En cada uno de los problemas en los que sea pertinente, realice una representacion grafica.

3.1 Encuentre la ecuacién general del circulo que satisface las respectivas condiciones.

)

(2

3

4

®)

(6)

™

@

9
(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
(17)
(18)
(19)
(20)
(21)
(22)
(23)
(24)
(25)
(26)
(27)
(28)
(29)
(30)

centro (4, 1) y radio 3.

centro (0, 2) y didmetro 10.

centro (—1, 3) y contiene al punto (2, 2).

centro el origen y contiene al punto (-1, —1).

centro ( V2, -2) y contiene al origen.

radio 9 y contiene los puntos (1,0) y (3, -5).

centro en el eje X y contiene los puntos (3, 1) y (1, -5).

centro en la recta x + 6y — 1 = 0 y contiene los puntos (1,2) y (-2, 1).

didmetro el segmento determinado por los puntos (—1,3) y (2, 7).

radio 5, contiene al origen, y la abscisa de su centro es —3.

contiene los puntos (2, 0), (3, -2), (0, 0).

contiene los puntos (-3, 1), (-5, -5), (-1, -3).

centro (13, —1) y es tangente al eje y.

centro el origen y es tangente a larecta x + y + 31 = 0.

centro (—7,2) y es tangente a larecta3x + 15y + 1 = 0.

radio 5, es tangente a los ejes de coordenadas, y su centro estd en el primer cuadrante.
radio r, es tangente a los ejes de coordenadas, y su centro estd en el primer cuadrante.
radio 5, es tangente a los ejes de coordenadas, y su centro estd en el segundo cuadrante.
radio r, es tangente a los ejes de coordenadas, y su centro estd en el segundo cuadrante.
contiene los puntos (5, 1) y (3, 3), y es tangente al eje x.

contiene los puntos (-1, 1) y (0,4), y es tangente a larecta2x —y + 5 = 0.

contiene al punto (=3, 1), y es tangente a la recta 2x —y + 5 = 0 en el punto (1, 7).
contiene los puntos (2,4) y (0,5), y es tangente alarecta2x —y+5 =0

radio 4 y es tangente a larecta Sx + y + 2 = 0 en el punto (1, -7).

tangente a larecta x + y + 6 = 0y es concéntrico al circulo x> + > + 8x + 10y + 15 = 0.
centro en larecta4x+ 3y —11 = 0y es tangente a las rectas x—5y+1 =0y 5x+y—-8 =0.
radio 1 y es tangente a lasrectas x + 3y —6 =0y 3x+y -3 =0.

contiene al punto (7,2) y es tangente alasrectas x —y+9=0yx+y+3 =0.

radio 16 y es tangente al circulo x> + y*> = 100 en el punto (6, 8).

centro en la recta y = x y contiene los puntos de interseccién de los circulos
X4y —13x =3y + 12 =0y 4x> +4y> = 50x — 13y + 49 = 0.
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3.2 Encuentre la ecuacién canénica, el centro y el radio de los circulos siguientes.

(a)
(b)
()

X +y?—25x+4y+79 = 0. (d) x> +y°+8x=0.
2+ 2 —13x—31y+70 = 0. € x*+y*—10y+9=0.
X +y?—Tx—15y+38 =0. () +y*+6x+2y+1=0.

3.3 Dado un tridngulo, existen exactamente dos circulos que son tangentes a uno de sus lados y a
las rectas que contienen a los otros dos lados: el circulo que resulta tangente a los tres lados del
tridngulo es llamado el circulo inscrito al triangulo (o su incirculo); y el otro circulo es llamado el
circulo exinscrito al tridngulo en ese lado. Note que todo tridngulo tiene tres circulos exinscritos:
uno en cada lado.

Encuentre las ecuaciones generales del circulo circunscrito, del circulo inscrito, y de los tres circu-
los exinscritos, a cada uno de los tridngulos del ejercicio 2.22.

3.4 Encuentre una ecuacién que represente al conjunto de los puntos que satisfacen las siguientes

condiciones:

(a) la suma de los cuadrados de sus distancias a las rectas perpendiculares x + 3y —6 = 0y
3x—-y+8=0es4.

(b) la suma de los cuadrados de sus distancias a las rectas perpendiculares Ajx + Bjy+C; =0y
Bix — Ajy + C, = 0 es una constante k.

(c) lasuma de los cuadrados de sus distancias a los puntos (1,3) y (5, —1) es igual a 34.

(d) 1la suma de los cuadrados de sus distancias a dos puntos distintos prefijados es una constante
k.

(e) larazén de sus distancias a los puntos (1,3) y (5,—1) es igual a 3.

(f) larazoén de sus distancias a los puntos (a, b) y (¢, d) distintos es una constante k.

(g) elcuadrado de su distancia al punto (-1, 0) es el triple de su distancia a la recta 3x+4y+5 = 0.

(h) ser vértice del dngulo recto de un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es el segmento deter-
minado por los puntos (4,1) y (3, 2).

(i) ser punto medio de un segmento de longitud a cuyos extremos estdn en los ejes de coordena-
das.

(i) ser punto medio de una cuerda de un circulo, con extremo en uno de sus puntos previamente
fijado.

(k) lalongitud del segmento tangente desde el punto al circulo C; de ecuacién x> + y> — 16 = 0,

es igual al doble de la longitud del segmento tangente desde dicho punto al circulo C, de
ecuacién x% + y*> — 10y = 0.

3.5 Si las coordenadas cartesianas de un punto satisfacen la ecuacién encontrada en cada una de las
partes del ejercicio anterior:

(a)
(b)

Jestard sujeto a las condiciones dadas?

(qué figura geométrica conforman esos puntos?
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3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13
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Encuentre la longitud de la cuerda del circulo x> + y> = 1 que est4 sobre larecta x —y + 1 = 0.

Encuentre la ecuacién de la recta que contiene a la cuerda del circulo x> + y> = 9, cuyo punto
medio es (1, 1).

Encuentre el drea y la longitud de los siguientes circulos.
(@ x*+y*-4x-2y—11=0. (¢ x*+y*+2x—-6y—16=0.
(b) xX*+y>—25x+4y+79=0. (d xX*+y*—13x-31ly+70=0.

Verifique que las siguientes afirmaciones son equivalentes: dos circulos

(a) son congruentes. (b) tienen la misma drea.  (c) tienen la misma longitud.

Si un punto P esté fuera del circulo C, y Q es el punto de contacto de una de las tangentes a C
desde P, el segmento PQ es llamado segmento tangente a C desde P.

Encuentre la longitud de los segmentos tangentes desde el punto P al circulo C.

(@ P=(53)yC:x*>+y* =25 b) P=@8,5yC:x*+y*+12y+20=0.

(a) Dado el circulo Ck,, donde K = (xp,yo), y un punto Q = (xy, y1) fuera de Cg,, verifique que
la longitud ¢ de los dos segmentos tangentes desde Q hasta Cg - es

1= \/(xl = x0)* + (y1 — yo)? — 1.

(b) La potencia de un punto respecto a un circulo es la diferencia entre el cuadrado de la distancia
de ese punto al centro del circulo, menos el cuadrado del radio.
Verifique que la potencia de Q respecto a Cx, es 12

(c) Dado un circulo C de ecuacién x> + y> + Dx + Ey + F = 0, y un punto Q = (x1,y) fuera de
C, verifique que la potencia de Q respecto a C es

p:x%+y%+Dx1+Ey1+F.

(d) Dados dos circulos no concéntricos, verifique que el conjunto de los puntos del plano que
tienen la misma potencia respecto a los dos circulos es el eje radical.

Encuentre el valor de k para que la longitud de los segmentos tangentes desde el punto (3,—1) al
circulo dado sea 1.

(@ x*+y> =k (b) x>+ (y—-k)?=36. () x*+y?>+2ky=0.

Si un punto P estd fuera del circulo C, el segmento que une los puntos de contacto de las tangentes
a C desde P es llamado la cuerda de contacto de P en C.

2

Fijado un punto P = (x1,y1) y el circulo C de ecuacién x> + y*> = r?, verifique que:

(@ xix+yy= r* es la ecuacién de la recta que contiene a la cuerda de contacto de P en C, si P
esta fuera de C.
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3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

3.19

126

(b) calcule las ecuaciones de las cuerdas de contacto de los puntos y circulos del ejercicio 3.10.
() xix+yy= % es la ecuacién de la recta tangente a C en el punto P, si P estd en C.

Ofrezca una interpretaciéon geométrica del hecho de que las ecuaciones de esas rectas sean tan
parecidas.

Considere un punto P fuera del circulo C de ecuacién x> + y*> = r2. Verifique que las cuerdas de
—>
contacto de todos los puntos Q que estdn fuera de C y sobre la recta OP son paralelas entre si y

perpendiculares a OP.

Dadas las ecuaciones de tres circulos Cy, C; y C3 no concéntricos dos a dos:

(a) encuentre las ecuaciones de los tres ejes radicales.

(b) verifique que dos de los tres ejes radicales de la parte anterior son paralelos si, y s6lo si, sus
centros son colineales.

(c) verifique que si sus centros no son colineales, entonces los tres ejes radicales de la parte (a)
concurren en un tdnico punto (este punto es llamado el centro radical de los tres circulos).

Encuentre el centro radical de los circulos x> +y? —20x+20y+150 = 0, x> +*>—13x=31y+70 = 0
yx> 4+ +17x+ 15y + 38 = 0.

Denotando, respectivamente, por / y n a las rectas tangente y normal a un circulo C en un punto P,
se llama:

longitud de la tangente a C en P, a la distancia entre Py el punto T donde / corta al eje x.
longitud de la normal a C en P, a la distancia entre P y el punto N donde 7 corta al eje x.
subtangente a C en P, a la distancia entre T y el punto Q = (u, 0).

subnormal a C en P, a la distancia entre N y el punto Q = (u, 0).

Si Ax+By + C = 0, con AB # 0, es la ecuacion de la recta [ tangente al circulo C en el punto
P = (u,v),

(a) encuentre la ecuacion de la recta n normal a C en P.
(b) calcule la longitud de la tangente a C en P.

(c) calcule la longitud de la normal a C en P.

(d) calcule la subtangente a C en P.

(e) calcule la subnormal a C en P.

Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal, y las longitudes de la tangente, normal,
subtangente y subnormal, para cada circulo y punto de contacto dados.

(@ x*+y>=5;(,2). () x> +y>-2x-2y—11=0;(-1,-2).
(b) x*+y?—4x—16y+43=0;(2,3). (d) x*>+y>—10y+9=0;(0,1).

(a) Verifique que las ecuaciones de cada uno de los siguientes pares corresponden a un circulo y
una de sus secantes.
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3.20

3.21

3.22

3.23

3.24

3.25

3.26
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W X+ =2yx-y=0.
) > +y>+6x-8y=0yx+2y—1=0.
m x> +y>-3x-8y+17=0y2x—y+1=0.

(b) Encuentre las medidas de los dngulos que forman la recta secante dada y la recta tangente al
circulo dado en cada uno de sus puntos de corte, y averigiie si alguno de esos ocho dngulos es
recto.®

(a) Verifique que las ecuaciones de cada uno de los siguientes pares corresponden a dos circulos
secantes.

) X+ —6x—8y=0yx>+y>—12x— 10y + 45 = 0.
) P+ +2x—4y=0y x> +y*> +4x+2y =0.
m ¥ +y>—6y=0yx>+y>+2x=0.

(b) Encuentre las medidas de los dngulos que forman las rectas tangentes a los circulos dados en
cada uno de sus puntos de corte, y averigiie si alguno de esos ocho angulos es recto.

Encuentre la ecuacién de la familia de los circulos concéntricos cuyo centro comin es el punto
(3,5). Dibuje tres elementos de la familia, especificando el valor del pardmetro en cada caso.

Encuentre la ecuacion de la familia de los circulos cuyos centros estdn sobre el eje y. Si ¢y s son
los dos pardmetros: dibuje tres elementos de la familia conservando ¢ constante y asignando a s tres
valores diferentes; dibuje otros tres miembros de la familia conservando s constante y asignando a
t tres valores diferentes.

Encuentre la ecuacién de la familia de los circulos que contienen al origen. Si ¢ y s son los dos
pardmetros: dibuje tres elementos de la familia conservando ¢ constante y asignando a s tres valores
diferentes; dibuje otros tres miembros de la familia conservando s constante y asignando a ¢ tres
valores diferentes.

Encuentre la ecuacién de la familia de los circulos que contienen al origen y el punto (—1,7).
Dibuje tres elementos de la familia, especificando el valor del parametro en cada caso.

Verifique que podemos encontrar la ecuacién de un circulo que contiene los puntos de corte de dos
circulos (secantes o tangentes), si se conoce ademas:

(a) un punto que estd sobre €l distinto de los puntos anteriores.
(b) larecta que contiene su centro.
(c) suradio.

(d) unarecta que es tangente.

Dados dos circulos C; : x> +y> +4x—4y—1=0yCs: x> +y*> — 16x + 48 = 0, verifique que:

(a) no se cortan (hacer esta parte por dos métodos).
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3.27

3.28

3.29

3.30

3.31

3.32

3.33

3.34

128

(b) los gréficos de la forma G x> correspondientes son vacios, en casode que k = 1,2,3 y 4.
(c) los gréficos de la forma G _x» correspondientes son circulo, en caso de que k = -2, =3,y 5.

(d) el grafico de G| _; es una recta (el eje radical).

Dados dos circulos Cy y C; no concéntricos, verifique que cualquier par de circulos de la forma
G k2 tienen el mismo eje radical que C; y Ca.

Verifique que el punto (2, 5) estd en el exterior del circulo x> +y*> — 6x+ 8y — 11 = 0, y que el punto
(4,1) estd en su interior.

Represente graficamente las figuras geométricas que satisfacen las condiciones dadas.

(a) estd contenida en el semiplano Ly y en el interior del circulo de centro (1, 0) y radio 1.
b) x+y>1y X*+y>—4x-2y+4<0.

(€ X*>+y?—4x-2y+4>0 y x>+ —4x—-4dy+4<0.

d x+y<l y X*+y>—4x-2y+4>0.

e X*+y*-4<0y xX>+y>-2x-8y+8>0.

Calcule el area de las regiones definidas en las partes (a), (b) y (c) del ejercicio anterior.

Verifique que toda recta que contiene al punto (1, 5) no puede ser tangente al circulo x? + > + 4x —
6y —6=0.

Dado el circulo x> + y*> = 5, encuentre los valores de k para los cuales la recta x — 2y + k = 0:

(a) es secante al circulo.
(b) es tangente al circulo.

(c) no corta al circulo.

Dado el circulo x*> + y> — 6x — 2y + 6 = 0, encuentre los valores de m para los cuales la recta
Yy =mx+3:

(a) es secante al circulo.

(b) estangente al circulo.

(c) no corta al circulo.

(a) Ladistancia de un punto P a un circulo Ck,, que se denota por d(P, Ck,), es definida como
la mas pequeiia de las distancias d(P, R), donde R es un punto de Ck . La Geometria elemental
nos dice que

d(P,Ck,) = |PK — 1.

‘ GEOMETRIA ANALITICA PLANA



3.35

3.36

3.37

3.38

3.39
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Calcule:
(0 d((=3,2),C.1).1)- ) d((3, 1), Can).
) d((3.2).Can.). ) d((1+ 2,1+ 2) Cu).

(b) Ladistancia de una recta | a un circulo Cg,,, que se denota por d(/, Cg ), es definida como
la mas pequefia de las distancias d(R, S ), donde R es un punto de Cg, y S es un punto de /.
La Geometria elemental nos dice que

[0, silcortaa Cg,;
d(l,Ck,) = { d(K,l)—r, silnocortaaCg,.
Calcule:
M) d(x+y=0,Ca.11)- () dx+y-2-V2=0, Ca.n.p-
) d(x -y =0,Ca1.1). ) d(x+y-6=0,Cq1.0)

(c) Ladistancia de un circulo Cg, ,, a un circulo Cg, ,,, que se denota por d(Ck, ,,, Ck,.r,), €S
definida como la mds pequefia de las distancias d(R, S ), donde R es un punto de Cg, », ¥ S es
un punto de Ck, r,.
Encuentre un procedimiento para encontrar esa distancia y calcule:
0 d(Cq,n,2,Can,1)- () d(C0,0),1,Ca1,0,1)- () d(Ce,4),1,C1,1),1)-

Encuentre la maxima distancia, y la minima distancia, entre los puntos del circulo x* + y> — 4x +
20y = 0y el punto (10, 7).

Verifique que cuatro puntos distintos Py = (x1,y1), P> = (x2,y2), P3 = (x3,y3) Y P4 = (x4, y4) son
conciclicos si, y sélo si, tres cualesquiera de ellos son no colineales y

2 2
Xp+tyy X1y

2 2
X% + y% X2 Y2
Xy+Y; X3 Y3
2 2
Xy Ty, X4 Ys

—_— = = =
Il
o

Averigiie si son conciclicos cada uno de los siguientes conjuntos de puntos.

@@ {(0,1),(2,0),(1,3). (3, D}.
(b) {(1,1),(2,0),(3,1),(2,2)}.
© {(2.0). (1, ¥3),(0,2), (5. D}.
d {(7.5),4.2),(=1,-3), (2, D}.

Verifique que, si desde cualquier punto P del circulo circunscrito a un tridngulo se trazan perpendi-
culares a las rectas que contienen los lados del tridngulo, entonces los pies de estas perpendiculares
son colineales.

(La recta que determinan se llama la recta de Simpson para el punto P).

Verifique que el punto P = (3, 1) estd sobre el circulo circunscrito al tridngulo cuyos vértices son
0,1), (2,0), (1, 3), y halle la ecuacién de la recta de Simpson para el punto P.
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3.40

3.41

3.42

3.43

3.44

3.45

3.46

3.47

3.48
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Dado el circulo Cg, considere dos rectas [; y [, tangentes a Cx y paralelas. Considere ademds
una recta [ distinta de /; y [, y tangente a Cg. Si A y B son los puntos de corte de / con [ y Iy,
respectivamente, verifique que la recta que pasa por A y K es perpendicular a la recta que pasa por
ByK.

Desde un punto P exterior a un circulo dado, se traza una secante al circulo en los puntos A y B.
Verifique que la potencia de P respecto al circulo es el producto PA - PB.

Verifique que si, desde un punto cualquiera de un circulo, se traza una perpendicular a un didmetro,
entonces la longitud del segmento perpendicular que se determina es media proporcional entre las
longitudes de los dos segmentos que la perpendicular determina en el didmetro.

Verifique que todo didmetro perpendicular a una cuerda la divide en dos partes congruentes.
Verifique que la mediatriz de una cuerda de un circulo contiene su centro.

Verifique que el circulo que contiene los puntos medios de los lados de un tridngulo contiene,
también, los pies de las alturas del tridngulo.

(Parametrizacion de un circulo)
Si C es el circulo de radio r y centro en el origen, verifique que el punto P = (u,v) estd en C si, y
solo si, existe un nimero real ¢ con 0 < ¢ < 27 tal que

u=rcost y v =rsent.

(Parametrizacion racional de un circulo)
Si C es el circulo de radio r y centro en el origen, verifique que el punto P = (u,v) distinto de
A = (-r,0) estd en C si, y sélo si, existe un ndmero real ¢ tal que

1 -7 2t

(Parametrizacion racional de un circulo)
Si C es el circulo de radio r y centro en el origen, y k es cualquier nimero real no nulo, verifique
que el punto P = (u,v) distinto de A = (—r,0) estd en C si, y s6lo si, existe un nimero real ¢ tal que

1 — (kt)? . 2(kt)
v 7 T e
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Comentarios

(1) También recibe el nombre de ecuacion de segundo grado, o de grado dos, en dos variables. Una ecuacion de este tipo estd
constituida por una igualdad en la que uno de los términos es cero y el otro término es un polinomio de segundo grado en dos
variables no degenerado.

(2) Tal como hemos apuntado en el estudio de las rectas, es un tanto abusivo usar el articulo determinado “la” en la expresién “la
ecuacién general del circulo G” o “la ecuacién del circulo G”.
Y tal como hemos apuntado alli, preferimos continuar con ese abuso, por el uso extendido de esta manera de hablar entre
los diversos autores que hemos tenido ocasidn de revisar (ninguno de los cuales, dicho sea de paso, alerta al lector sobre este
problema).

(3) Algunos autores utilizan la palabra circulo de manera distinta a como nosotros las empleamos en este texto: para algunos, lo
que nosotros definimos aqui es la circunferencia, siendo el circulo lo que nosotros definiremos como el interior del circulo;
para otros, la circunferencia es lo que nosotros definiremos como la longitud del circulo.

(4) Usaremos indistintamente esta expresion y las expresiones: circulo con centro en K y radio r; y circulo con centro en el punto
K y radio r.

(5) Note que (—2x9)* + (=2yo)* — 4(xg + y2 — r*) = 41 > 0.

(6) Por los Principios E.34, E.35 y E.37, una manera de saber en cudl de los casos siguientes cae el sistema (3.8) es calculando la
distancia entre el centro de C, (xo,yo), y [, es decir, calculando el nimero

|AXO + Byo + Cl
VA? + B2

y compararlo con el radio del circulo, . Sin embargo este medio, aunque ttil para saber si dicho sistema tiene o no soluciones,
no proporciona sus soluciones en caso de que existan; para tal fin es conveniente proceder como detallamos mds adelante.

(7) Note que: cuando |k| se hace muy grande, G4, se va pareciendo a C,, sin llegar a ser nunca C;, por fuera de C; para los
negativos, y por dentro para los positivos; si |k| se hace muy pequefio, G4, se va pareciendo a C,, sin llegar a ser nunca C,,
por fuera de C, para los negativos, y por dentro para los positivos; si k se acerca a —1 por la izquierda, el radio de G, 4, se hace
cada vez mds grande, su centro estd del mismo lado del centro de C, que el centro de C», y cada vez mds lejos del centro de C;
si k se acerca a —1 por la derecha, el radio de G se hace cada vez mds grande, su centro estd del mismo lado del centro de
C, que el centro de C,, y cada vez mds lejos del centro de C;; cuando k = 1, el centro de G, es el punto medio del segmento
con extremos en los centros de C; y C,.

(8) Dada una recta secante a un circulo, un principio de la Geometria elemental nos asegura que los dngulos entre la secante y la
recta tangente al circulo en uno de los puntos de corte son congruentes, en algiin orden, con los dngulos entre la secante y la
recta tangente al circulo en el otro de los puntos de corte.

Si alguno de los ocho dngulos que tienen vértice en los puntos de corte es recto, se dice que la recta y el circulo son ortogonales
o perpendiculares.

Note que las normales a un circulo en uno de sus puntos son las unicas rectas perpendiculares a dicho circulo.

(9) Dados dos circulos secantes, un principio de la Geometria elemental nos asegura que los dngulos entre las rectas tangentes en
uno de los puntos de corte son congruentes, en algtin orden, con los dngulos entre las rectas tangentes en el otro de los puntos
de corte.

(Si alguno de los ocho dngulos con vértice en los puntos de corte es recto, se dice que los circulos son ortogonales).

Orientacion para resolver los problemas del Capitulo 3

Creemos que el instructor del curso deberia acompaiiar al estudiante en la resolucién de los ejerci-
cios 3.10, 3.11, 3.15.

A continuacién ofrecemos ayudas para algunos de los problemas.
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3.3: Para hallar el centro del circulo exinscrito, calcule el punto de interseccién de los bisectores de dos
angulos externos apropiados.

3.46: Considere la siguiente figura y tome 7 = 6.

P = (u,v)

o (r,0) X

3.47: Considere la siguiente figura y tome |7 = tan a |, considere la recta y = #(x + r) (que pasa por el
punto A = (—r,0) y tiene pendiente ¢); halle, en términos de ¢, las coordenadas (u, v) del punto de
interseccion de esa recta y el circulo.

P = (u,v)

A=(-r0)_ <%

0 (r0) X

3.48: Proceda de la misma manera que en el ejercicio anterior, tomando [kt = tan .
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TRANSFORMACION DE COORDENADAS

4.1 Mediante traslacién a un punto

4.2 Mediante rotacion por un angulo

4.3 Mediante reflexion en torno a uno de los ejes
4.4 Ecuacién cuadratica en dos variables
PROBLEMAS

COMENTARIOS

El estudio de las rectas y los circulos, realizado en los capitulos anteriores, ha sido llevado a cabo
bajo la condicién, establecida en el primer capitulo, de que se tiene fijado de antemano un sistema de
ejes ortogonales xOy en el plano.

La esencia de dicho estudio ha consistido en considerar la posicién relativa de cada una de esas
figuras geométricas, recta o circulo, respecto al sistema de ejes ortogonales xQOy, y verificar que se pueden
representar, respectivamente, por una ecuacion de la forma

Ax+By+C=0 X+ +Dx+Ey+F=0
(A’ +B? #0) (D* + E? - 4F > 0),

a las cuales se les ha llamado ecuaciones generales de dichas figuras geométricas; o, lo que es lo mismo,
verificar su coincidencia con los gréficos de sus respectivas ecuaciones

{(x,y) e R*>: Ax+By+C =0} {(x,y) eR*: ¥* +y>* +Dx+Ey+F =0}
(A% +B? £ 0) (D? + E2 — 4F > 0).

Es conveniente hacer énfasis en que:

« dichas ecuaciones son las ecuaciones que definen los respectivos graficos, que son a su vez las
representaciones analiticas de cada una de esas figuras geométricas;

e esas ecuaciones establecen una relacion entre las abscisas y las ordenadas de cada uno de sus puntos;

o las abscisas y ordenadas de esos puntos han sido expresadas respecto a un sistema de ejes ortogo-
nales xOy fijado de antemano;
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e la fijacién de ese sistema ha provocado una identificacién de cada punto del plano con un par
ordenado de niimeros reales (la abscisa como primera componente, y la ordenada como segunda
componente, de ese par) y, en consecuencia, ha determinado la forma de dichas ecuaciones;

e esa identificacion es, precisamente, la que ha provocado la identificacién de la figura geométrica
con la ecuacién que la representa.

La pregunta que pretendemos responder ahora es: ;qué pasaria si consideramos un sistema de ejes
ortogonales XQOy distinto del sistema xOy fijado hasta ahora?

Ciertamente el plano sigue siendo el mismo, es decir, no se genera un nuevo plano; y cada punto
del plano permanece inalterado, es decir, no se cambia por otro punto distinto. Por esa razén, un cambio
de sistema de ejes rectangulares no afecta las figuras geométricas, en el sentido de que los puntos que
las conforman siguen siendo los mismos.

Ciertamente, también, las coordenadas con las que se identifica cada punto cambian, pues éstas,
por definicién, estdn esencialmente vinculadas al sistema de ejes ortogonales que se considere. Por esta
razén, un cambio de sistema de ejes rectangulares genera una transformacion de las ecuaciones que
representan las figuras geométricas, en el sentido de que, al cambiar las coordenadas, cambian también
las relaciones entre las abscisas y las ordenadas de sus puntos.

Por tanto, al cambiar de sistema de ejes rectangulares, las figuras geométricas se conservan,
pero las ecuaciones que las representan y, en consecuencia, los grdficos determinados por éstas, se
transforman.

Por ejemplo, la recta [ de pendiente m que pasa por el punto K = (xp, yo) tiene, como ya sabemos,
ecuaciones candnica y general, respectivamente, de la forma

(Y — yo) = m(x — xp) y Ax+By+C =0;
y el circulo C con centro en el punto K = (xp, yo) y radio r,

(x=x0)> +(y—yo)> =1 y K+ +Dx+Ey+F=0.

Pero, si consideramos un nuevo sistema de ejes rectangulares XOy tal que los ejes Ox y Oy son
respectivamente perpendiculares a los ejes Oy y Ox previamente fijados, tienen la misma orientacion
que Ox y Oy, y el origen O coincide con el punto K (ver la figura 4.1), entonces las ecuaciones canénica
y general de la recta [ y del circulo C se transformarian, respectivamente, en

=

=m y mX—-y=0;

&

C+ipt=rr y P+ -r=0.

Ahora bien, estas dltimas ecuaciones son, a todas luces, mds simples que las anteriores, en el sentido
de que ahora sélo hay una condicién que atender para su determinacién: para la recta /, la pendiente m
en la candnica y el coeficiente A = m en la general (ya no tenemos coordenadas del punto por el que
pasa, en la canénica, ni coeficientes B y C en la general); para el circulo C, el radio r en la candnica y el
coeficiente F = —72, en la general (ya no tenemos coordenadas del centro en la canénica, ni coeficientes
Dy E en la general).

Por esta razén, es conveniente estar en capacidad de configurar un sistema de ejes rectangulares que
satisfaga que:

134 ‘ GEOMETRIA ANALITICA PLANA



capituto 4 Transformacién de coordenadas

Yo

—_———  — - — = —_—_—— —

Ficura 4.1 Transformacion de coordenadas

e las ecuaciones, o inecuaciones, que definen los graficos, y que representan a las figuras geométricas
que estudiemos, sean tan simples como es posible (en el sentido de que dependa del menor nimero
de parametros), pues pretendemos deducir, de dichas ecuaciones, propiedades geométricas de las
figuras.

« se pueda contar con férmulas que permitan obtener las coordenadas de un punto respecto a uno cual-
quiera de los sistemas, si se tienen sus coordenadas respecto al otro sistema (pues es deseable saber
como se transforman las ecuaciones que representan a las figuras geométricas que estudiemos).

La clave del estudio que desarrollaremos a continuacién estd en los siguientes dos conceptos.

Diremos que dos grdficos son equivalentes, cuando son representaciones, en los respectivos siste-
mas de ejes rectangulares que los determinan, de la misma figura geométrica, es decir, cuando, en los
respectivos sistemas de ejes rectangulares que los determinan, representen los mismos puntos del plano.

Note que no se dice, en el concepto anterior, que los graficos estdn compuestos, necesariamente, por
los mismos pares ordenados de niimeros reales; en este caso, dichos grificos son iguales (y las ecuaciones
que los definen son equivalentes).

Asi, por ejemplo, los graficos
Gi={ny eR: (x=xl+ -y’ =) vy G={xPeR: P+’ =1}

son equivalentes, pues ambos son representaciones del circulo C antedicho: el primero, en el sistema
de ejes rectangulares xOy previamente fijado; y el segundo, en el sistema de ejes rectangulares XOy
configurado de la manera que hemos dicho antes.

Diremos que dos ecuaciones, o dos inecuaciones, representan la misma figura geométrica, si los
gréficos por ellas definidos son equivalentes(!.

Asi, por ejemplo, las ecuaciones
(x=x)l+G-y)’=r y P+ =r

representan la misma figura geométrica, pues definen graficos equivalentes: Gy G.
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Sélo consideraremos tres maneras de configurar un nuevo sistema de ejes ortogonales: mediante
traslacion a un punto, mediante rotacién en torno al origen por un dngulo, o mediante reflexion en torno
a alguno de los ejes, de un sistema previamente establecido.

§4.1 Mediante traslacién a un punto

Consideremos un punto 7 de coordenadas no simultdneamente nulas (4, k), respecto al sistema de
ejes ortogonales xOy. Entenderemos por traslacion del sistema de ejes ortogonales xOy al punto T, un
nuevo sistema de ejes ortogonales XOy con las siguientes caracteristicas:

(T1) el origen O es el punto 7.
(T2) los ejes Ox y OF son respectivamente perpendiculares a los ejes Oy y Ox.

(T3) el sentido positivo de los ejes Ox y Oy coincide con el de los ejes Ox y Oy, respectivamente: un
punto A del eje O% (OF) estd delante del punto B del eje Ox (O¥) si, y s6lo si, la proyeccién de A
en Ox (Oy), estd delante de la proyeccién de B en Ox (Oy).

(T4) la escala de los ejes OX y Oy es la misma que la de los ejes Ox y Oy.

Nos interesa averiguar como cambian las coordenadas de un punto del plano, cuando pasamos de la
consideracién de éstas respecto a uno de los sistemas, a su consideracion respecto al otro sistema; para
tal fin nos apoyaremos en la figura 4.2.

“—>

Consideremos un punto P cualquiera del plano, y las rectas ?C y PD perpendiculares por P a los
ejes Ox y Oy en los puntos C y D, respectivamente; por (T2), podemos considerar los puntos E'y F
donde las rectas anteriores cortan perpendicularmente a los ejes Ox y O, respectivamente; y también
podemos considerar los puntos A y B donde los ejes OF y Ox cortan perpendicularmente a los ejes OX y
Oy, respectivamente.

y y
o \Fr P
Y 7 |
|
|
B 'E
k 4 v %
O x‘ X
|
|
|
|
A e
0 h x X

Ficura 4.2 Traslacion del sistema de coordenadas cartesianas rectangulares
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Por definicidn, la abscisa x y la ordenada y de P respecto al sistema xOy son, respectivamente, las
coordenadas de los puntos C y D en los ejes Ox y Oy; y la abscisa X y la ordenada 7 de P respecto al
sistema XOy son, respectivamente, las coordenadas de los puntos E y F en los ejes Ox y Oy.

Es claro, por (T1) y (T3), que cualquiera sea la disposicién que se presente entre O, A y C, entre O,
By D, entre O,E y B, y entre 0,A y F, tendremos que

o
(4.1) e
y=y—k
y, en consecuencia, que
4.2) x=X+h
’ y=y+k

Llamaremos a estas relaciones, las formulas de traslacion de coordenadas al punto (h,k): a las
establecidas en (4.1), de xOy a XO¥; y a las establecidas en (4.2), de XO¥ a xOy.

Asi, si un punto P tiene coordenadas (u,v) respecto al sistema xOy, y queremos saber cudles son
sus coordenadas respecto al sistema XO¥, aplicamos las férmulas de traslacién de xOy a xOy, (4.1),
obteniendo que éstas son (u — h,v — k); y, si un punto Q tiene coordenadas (w, z) respecto al sistema
%Oy, y queremos saber cudles son sus coordenadas respecto al sistema xOy, aplicamos las férmulas de
traslacion de )“((337 a xOy, (4.2), obteniendo que éstas son (w + h, z + k).

Pero, note la inversion en la aplicacidn de las férmulas de traslacidn de coordenadas en las siguientes
averiguaciones: si un grafico estd definido por una ecuacion, o inecuacion, de la forma f(x,y) = 0
respecto al sistema xQOy, y queremos saber cudl es la ecuacion, o inecuacion, que define su equivalente
respecto al sistema XOY, aplicamos las formulas de traslacion de XO¥ a xOy, (4.2), obteniendo que ésta
es f(X+h,j+k) = 0;y, si un grafico estd definido por una ecuacion, o inecuacion, de la forma f(¥,) = 0
respecto al sistema XO¥, y queremos saber cul es la ecuacién, o inecuacién, que define su equivalente
respecto al sistema xOy, aplicamos las férmulas de traslacién de xOy a X0y, (4.1), obteniendo que ésta
es f(x—h,y—k) 0.

Es claro, entonces, que los gréficos

(L) eR*: fu,y) S0} y (X)) eR>: f(X+hi+k) =0},

asi como
() eR*: fEPHE0 y {(ny eR*: f(x—hy-k Z0},

son equivalentes.

>» EuewmpLo 4.1
Encontremos el punto que tiene la siguiente particularidad: el sistema de ejes rectangulares XOY, que se
obtiene mediante la traslacion del sistema xOy a dicho punto, es tal que el grdfico de la ecuacion

22—y —8x =2y +5=0
es equivalente a un grdfico definido por una ecuacion como
AP +Ci?+F=0,

que no tiene términos lineales.
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Después de tener un sistema de ejes rectangulares XO¥, mediante traslacion del sistema xOy a un punto
(h, k) cualquiera, y cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio de las formulas de
traslacion de coordenadas (4.2), el grdfico dado serd equivalente al definido por la ecuacion

2%+ - +k> -8 +h) -20+k+5=0
que, después de sacar las cuentas, resulta
28 — i + (4h — )%+ (—2k — )i + Qh* — k> —h— 2k +5) = 0.

De manera que, una traslacion del sistema xQy al punto (h, k) hace lo deseado si, y solo si, los niimeros
h y k anulan los coeficientes de los términos lineales de esta ecuacion; es decir, si, y solo si, h = 2y

k=-1.
En caso de que la necesitemos, la ecuacion que define al grdfico equivalente al dado, respecto al sistema
X0y, es

28— -2=0.
Una estrategia alternativa para resolver este problema podria ser completar cuadrados: primero toma-
mos como factor comiin, entre los términos con la misma variable, el coeficiente del término cuadrdtico

de esa variable
202 —4x) - (P +2) +5=0;

v luego completamos cuadrados, tal como hemos visto en el capitulo anterior
20-2° -+ 1)?-2=0.

Asi, el punto de coordenadas (2,—1) respecto al sistema xQOy tiene la particularidad exigida pues, al
aplicar las formulas de traslacion de coordenadas (4.2) al punto (2,—1), se tiene que el grdfico definido
por la ecuacion dada es equivalente al grdfico definido por la ecuacion

22 - -2=0,

que no tiene términos lineales.

A nuestro parecer, esta ultima estrategia tiene la desventaja de que podemos perder de vista que (2,—1)
es el tinico punto que tiene la particularidad exigida, a pesar de ser cierto. QEE <

§4.2 Mediante rotacion por un angulo

Consideremos un niimero real 6 tal que 0 < 6 < 90. Entenderemos por rotacién (en torno al origen)
del sistema de ejes ortogonales xOy por el dngulo 6‘*, un nuevo sistema de ejes ortogonales XOy con
las siguientes caracteristicas:

(R1) el origen es el mismo O.

(R2) los ejes Ox y Oy coinciden, respectivamente, con la recta de inclinacién 6 por el origen y la per-
pendicular a ésta por el origen.
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(R3) el sentido positivo de los ejes Ox y Oy coincide con el de los ejes Ox y Oy, respectivamente: un
punto A del eje Ox (Oy) estd delante del punto B del eje Ox (Oy) si, y sélo si, la proyeccién de A
en Ox (Oy), estd delante de la proyeccién de B en Ox (Oy).

Nos interesa averiguar cémo cambian las coordenadas de un punto, cuando pasamos de la conside-
racion de éstas respecto a uno de los sistemas, a su consideracion respecto al otro sistema; para tal fin
nos apoyaremos en la figura 4.3.

y
B ﬁ\P
. y -7
y // N\
// | \
// | \\
- | X
D/// r | \C
| .
y . | *
\
s |
Lp [
9 ‘A
0 * X

Ficura 4.3 Rotacion del sistema de coordenadas cartesianas rectangulares

—

Consideremos un punto P cualquiera del plano, y las rectas: PA y PC perpendiculares por P a los

ejes Ox y Ox en los puntos A y C, respectivamente; PB y PD perpendiculares por P a los ejes Oy y Oy
en los puntos By D, respectivamente.

Note que P estd sobre el eje Ox si, y sélo si, P = A; y que P estd sobre el eje Ox si, y sélo si, P = C.

Por definicion, la abscisa x y la ordenada y de P respecto al sistema xOy son, respectivamente, las
coordenadas de los puntos A y B en los ejes Ox y Oy; y la abscisa x y la ordenada y de P respecto al
sistema XOy son, respectivamente, las coordenadas de los puntos C y D en los ejes Ox y Oy.

Verificaremos que, cualquiera sea la disposicion que se presente entre Py A, o entre Py C, tendre-
mos que

43) {x:xcos9+ysen9

iy =—-xsenf +ycosf

y, €n consecuencia, que

4.4)

X =Xxcosf—jsend
y =xsenf+gycos6
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Llamaremos a estas relaciones, las formulas de rotacion de coordenadas por el dngulo 0: a las
establecidas por (4.3), de xOy a xOy; y a las establecidas por (4.4), de XOy a xOy.

Analicemos primero el caso en que P # Ay P # C, tal como se dispuso en la figura 4.3.

Consideremos, de manera auxiliar, los nimeros reales: r = OP; y ¢, la medida, como en Trigono-
metria, del dngulo ZCOP.

Usando, si es pertinente, las identidades trigonométricas cos(360—a) = cos @ y sen(360—a) = sena
tendremos, en el tridngulo AOPC, que

X=rcos¢ y py=rseny;
y, en el tridngulo AOPA, que
x=rcos(p+6)=rcosgpcosd —rsengpsend 'y y=rsen(¢+6)=rsenpcosh+rcospsenéb.

Sustituyendo los términos del lado derecho de las dos primeras ecuaciones por sus correspondientes
en las dos segundas ecuaciones, tendremos (4.4); y, resolviendo el sistema de ecuaciones (4.4) para x y
y (por sustitucion, por ejemplo, al despejar X en la primera y sustituirla en la segunda), tendremos (4.3).

En el caso en que P = A tendriamos, por el hecho de que X = xcos(—6) = xcos#6, § = xsen(—0) =
—xsenfy y = 0, que siguen siendo ciertas las relaciones establecidas en (4.3) y (4.4); y en el caso en
que P = C tendriamos, por el hecho de que x = Xcos 6, y = xsenfy iy = 0, que siguen siendo ciertas las
relaciones establecidas en (4.3) y (4.4).

Ast, si un punto P tiene coordenadas (u, v) respecto al sistema xOy, y queremos saber cudles son sus
coordenadas respecto al sistema xQOy, aplicamos las férmulas de rotacién de xOy a xOy, (4.3), obteniendo
que éstas son (ucos@ + vsenf, —usend + vcos6); y, si un punto Q tiene coordenadas (w, z) respecto
al sistema xOy, y queremos saber cudles son sus coordenadas respecto al sistema xOy, aplicamos las
férmulas de rotacion de xOy a xOy, (4.4), obteniendo que éstas son (wcos 6 — zsen 6, w sen 6 + z cos 6).

Pero, note la inversidn en la aplicacién de las férmulas de rotacién de coordenadas en las siguientes
averiguaciones: si un grafico estd definido por una ecuacién, o inecuacién, de la forma f(x,y) = 0
respecto al sistema xOy, y queremos saber cudl es la ecuacidn, o inecuacién, que define su equivalente
respecto al sistema XOy, aplicamos las formulas de rotacién de XOy a xOy, (4.4), obteniendo que ésta es
f(icosO—gsend,isend+ycosb) = 0;y, si un gréfico estd definido por una ecuacion, o inecuacion, de
la forma f(x,) = O respecto al sistema XOy, y queremos saber cudl es la ecuacion, o inecuacién, que
define su equivalente respecto al sistema xQy, aplicamos las férmulas de rotacion de xOy a xOy, (4.3),
obteniendo que ésta es f(xcosf + ysenf, —xsend + ycosd) = 0.

Es claro, entonces, que los graficos
() eR*: fr,y) S0} y {(hi) €R*: f(xcosd—isend,xsend + icosb) = 0},
asf como
(i) eR?: fi S0} y ((x,y)eR>: f(xcosf+ysenh, —xsend + ycosb) = 0},

son equivalentes.
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> EJempLo 4.2
Encontremos el niimero real 0, con 0 < 6 < 90, que tiene la siguiente particularidad: el sistema de ejes
rectangulares xXOy, que se obtiene mediante rotacion del sistema xOy por dicho niimero, es tal que el

grdfico definido por la ecuacion
732 +2V3xy + 5> —4 = 0.

es equivalente a un grdfico definido por una ecuacion como
Ax? +Bi? +Ci+Dy+F =0,
que no tiene el término cruzado xy (o, mds usualmente, que no tiene término cruzado).

Después de tener un sistema de ejes rectangulares xOy, mediante rotacion del sistema xQy por un
dngulo 0, con 0 < 6 < 90, cualquiera, y cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio
de las formulas de rotacion de coordenadas (4.4), el grdfico dado serd equivalente al definido por la
ecuacion

7()'cc059—ysen0)2 +2\/§(XCOs0—ysene)()tsen9+ycosé) +5(5csen9+ycosa)2 -4 =0;

la cual se reduce a
(7cos®6 +2 V3senfcos 6 + 5 sen’ )i
+ (7sen” 6 — 2 V3 senfcos @ + 5 cos’ 0)if*
+ 2 V3cos? 6 —2V3sen? 6 — 4senfcosB)xy—4 = 0.

De manera que, una rotacion del sistema xQOy por el dngulo 6, con 0 < 6 < 90, hace lo deseado si, y sélo
si, 8 anula el coeficiente del término cruzado xy de esta ecuacion, es decir, si, y solo si,

2V3cos20—2V3sen?6 — 4senfcosf = 0.
Ahora, usando el hecho de que
sen(20) = 2senfcosf y cos(260) = cos? 6 — sen’ 6,

debemos hallar 0 tal que
2V3¢cos(26) — 2 sen(20) = 0,

o, lo que es lo mismo, tal que
tan(26) = V3;
de donde 20 = 60, 0 6 = 30.
3
2 )

En caso de que la necesitemos, como sen30 = % y cos30 = la ecuacion que define al grdfico

equivalente al dado, respecto al sistema X0y, es
8i% + 4> -4 =0,

o0, lo que es lo mismo,
282+ -1=0.

QEE <
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OsseRvAciON 4.1 (RoTaciones PoR 90)

Permitiremos, como es usual, rotaciones (en torno al origen) del sistema de ejes ortogonales por el
dngulo 90; como la verificacion de las formulas de rotacion de coordenadas (4.3) y (4.4) discurre sin
problemas, aun si 8 = 90, ésas son las férmulas de rotacion de coordenadas por el dngulo 90.

Pero, como cos90 = 0y sen90 = 1, tendremos que una rotacion de un sistema de ejes rectangulares
xOy por el dngulo 90 equivale a cambiar la abscisa por su ordenada, y la ordenada por el opuesto de
su abscisa.

Asi, si un punto P tiene coordenadas (u,v) respecto a un sistema de ejes ortogonales, y queremos saber
cudles son sus coordenadas al rotar ese sistema por el dngulo 90, éstas son (v, —u).

Por esta razon, una rotacion (en torno al origen) de un sistema de ejes rectangulares xOy por el dngulo
90 debe definirse aparte, pues la orientacion positiva de los ejes OX y Oy serd, respectivamente, la
positiva del eje Oy, y la negativa del eje OX.

En la siguiente observacién combinamos las dos transformaciones de coordenadas que hemos estu-
diado hasta ahora.

OBsERVACION 4.2 (ROTACIONES JUNTO CON TRASLACIONES)

Es posible que se presente la ocasion, como efectivamente la tendremos, de que, para lograr obtener
una simplificacion optima de la ecuacion que define un cierto grdfico respecto a un sistema de ejes
ortogonales, se requiera efectuar, tanto una rotacién, como una traslacion de dicho sistema.

Si éste es el caso, podriamos efectuar una traslacion del sistema, y luego una rotacion, o al revés. Lo

cierto es que el orden en que se efectiien dichas transformaciones no es relevante (ver el ejercicio 4.5),
y podria realizarse de una sola vez por medio de las siguientes formulas

¥

X=(x—h)cosf+ (y—k)senb

4.5) i
y=—-(x—h)sen8+ (y—k)cos6

Y, en consecuencia, de

x=Xcos@—isend+h
(4.6) 2 .
y=Xxsenf+ycosf+k
donde efectuamos una traslacion del sistema de ejes ortogonales xOy al punto T de coordenadas (h, k),
obteniendo coordenadas respecto a un sistema XOY; y una rotacion del sistema de ejes ortogonales XO¥
por el dngulo 6, con 0 < 8 < 90, obteniendo coordenadas respecto a un sistema XOY.

Pero, en todo caso, es recomendable hacer cada una de estas transformaciones por separado, utilizando
las formulas de cambio de coordenadas (4.1) y (4.2), asi como (4.3) y (4.4), tal como mostramos en los
ejemplos 4.3 y 4.4.

>» EJempLo 4.3
Consideremos la ecuacion

4.7 3x% = 2xy +3y* —2x— 10y +9 = 0.

Busquemos, mediante una rotacion del sistema de ejes ortogonales xOy por un dngulo conveniente, una
ecuacion que represente la misma figura geométrica que la ecuacion (4.7), pero sin término cruzado (tal
como hicimos en el ejemplo 4.2).
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Ficura 4.4 Rotacion y traslacion de un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares

Usamos entonces las formulas de rotacion de coordenadas (4.4) y sustituimos correspondientemente en
la ecuacion anterior, obteniendo
3(xcos 8 — i sen 0)2 —2(xcosf —ysend)(xsenf+ icosb)
+ 3(xsend + ycos 9)2 —2(xcos 8 — ysend)
—10(xsenf + ycosd) +9 = 0;

la cual se reduce a

(3 —2senfcos 9)x2 - 2(cos2 0 — sen’ 0)xiy + (3 + 2senfcos 9)y2

4.8
(48) —2(cosf +5senf)x + 2(senf —Scos )y +9 = 0.

Buscamos 6, con 0 < 0 <90, tal que
cos? 6 —sen® 6 = 0,

o, lo que es lo mismo, tal que
cos(26) = 0;

de donde 20 = 90, 0 § = 45. Como sen45 = cos45 = g tendremos, al sustituir en la ecuacion (4.8),
que

(4.9) 22 + 47 —6V25—4V25+9=0

es una ecuacion que satisface lo requerido.

Busquemos ahora, mediante una traslacion del sistema de ejes ortogonales XOY a un punto conveniente,
una ecuacion que represente la misma figura geométrica que la ecuacion (4.9), pero sin términos lineales
(tal como hicimos en el ejemplo 4.1).

Completamos cuadrados y tenemos que

(4.10) 2k - 322 44 - LR -2=0.
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3V2 A2
2 2

Usamos entonces las formulas de traslacion de coordenadas (4.2) al punto (
correspondientemente en la ecuacion (4.10), obteniendo que

) y sustituimos

’

22+ 47 -2=0,
0, lo que es lo mismo, que
P+27-1=0
es una ecuacion que satisface lo requerido.

Ciertamente, esta ecuacion es mds sencilla de trabajar que aquella con la que comenzamos este ejemplo.
QEE <

>» EJempLo 4.4
Consideremos la misma ecuacion del ejemplo anterior

4.11) 3x% = 2xy +3y* —2x— 10y +9 = 0.

Busquemos, mediante una traslacion del sistema de ejes ortogonales xOQy a un punto conveniente, una
ecuacion que represente la misma figura geométrica que la ecuacion (4.11), pero sin términos lineales
(tal como hicimos en el ejemplo 4.1).

Usamos entonces las formulas de traslacion de coordenadas (4.2) y sustituimos correspondientemente
en la ecuacion anterior, obteniendo

3()vc+h)2—2()“c+h)(g+k)+3(17+k)2—2(%+h)— 10+ k)+9=0;
la cual se reduce a

332 — 249 + 35 + (6h — 2k — 2)% + (=2h + 6k — 10)j

(4.12) 2 2
+ (Bh® — 2hk + 3k~ —2h — 10k + 9) = 0.

Buscamos hy k tales que

2

6h-2k-2=0
—-2h+6k-10=0

de donde h = 1y k = 2. Al sustituir en la ecuacion (4.12), tendremos que

(4.13) 3¢ - 24+ 3P -2=0

es una ecuacion que satisface lo requerido.

Busquemos ahora, mediante una rotacion del sistema de ejes ortogonales XOY por un dngulo convenien-
te, una ecuacion que represente la misma figura geométrica que la ecuacion (4.13), pero sin término
cruzado (tal como hicimos en el ejemplo 4.2).

Usamos entonces las formulas de rotacion de coordenadas (4.4) y sustituimos correspondientemente en
la ecuacion (4.13), obteniendo

3()%cos9—§sen9)2 —2(X¥cos 6 — ijsen @)(Xsen b + ij cos 6) + 3()%sen0+f40059)2 -2=0;
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la cual se reduce a
4.14) (3-2senéfcos 0))%2 - 2(cos2 6 — sen’ 0)xij + (3 + 2senfcos 9)&2 -2=0.

Buscamos 6, con 0 < 0 <90, tal que
cos> 6 —sen® 6 = 0,
o, lo que es lo mismo, tal que
cos(26) = 0;
de donde 20 = 90, 0 8 = 45. Como sen45 = cos45 = g tenemos, al sustituir en la ecuacion (4.14), que
P+2-1=0

es una ecuacion que satisface lo requerido.
Note que esta ecuacion es exactamente la misma ecuacion que obtuvimos en el ejemplo anterior.

Ahora bien, una cosa que puede desconcertar un poco es el hecho de que la traslacion en el ejemplo
anterior se hizo hasta el punto (%i, \/TE), mientras que en éste se hace hasta el punto (1,2); pero las
coordenadas de este iiltimo punto estdn expresadas respecto al sistema de ejes ortogonales xOy, mientras

que las de aquél estdn expresadas respecto al sistema de ejes ortogonales xXOy. Si aplicamos las formulas

de rotacion (4.4) con 6 = 45, para calcular las coordenadas del punto (%i, \/75) respecto al sistema de
ejes ortogonales xOy, obtenemos que éstas son precisamente (1,2) (ver el ejercicio 4.5). QEE <

§4.3 Mediante reflexion en torno a uno de los ejes

Entenderemos por reflexion de un sistema de ejes ortogonales en torno a uno de sus ejes, un nuevo
sistema de ejes ortogonales que tiene el mismo origen, el mismo eje respecto al cual se hace la reflexion,
y la orientacién opuesta en el otro eje.

Asi, la reflexién del sistema xOy en torno al primer eje es el sistema xOY, en el que sélo se cambia
a xOy la orientacidn del eje Oy; y la relacién

(4.15) y=-y,

que llamaremos formula de reflexion de coordenadas en torno al primer eje, nos permite obtener las
coordenadas de un punto respecto a uno de esos sistemas, si conocemos sus coordenadas respecto al otro.

Ficura 4.5 Reflexion en torno al eje x
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La reflexién del sistema xOy en torno al segundo eje es el sistema XOy, en el que s6lo se cambia a
xOy la orientacién del eje Ox; y la relacion

(4.16) X=-x,

que llamaremos formula de reflexion de coordenadas en torno al segundo eje, nos permite obtener las
coordenadas de un punto respecto a uno de esos sistemas, si conocemos sus coordenadas respecto al otro.

Ficura 4.6 Reflexion en torno al eje y

Asi, si un punto P tiene coordenadas (u,v) respecto a un sistema, y queremos saber cudles son
sus coordenadas respecto a la reflexion de ese sistema en torno al primer eje, aplicamos la férmula de
reflexion de coordenadas en torno a ese eje, obteniendo que éstas son (#, —v); y, si queremos saber cudles
son sus coordenadas respecto a la reflexion de ese sistema en torno al segundo eje, aplicamos la férmula
de reflexion de coordenadas en torno a ese eje, obteniendo que éstas son (—u, v).

Del mismo modo, si un grafico esté definido por una ecuacion, o inecuacion, de la forma f(x, y) § 0
respecto al sistema xQOy, y queremos saber cudl es la ecuacion, o inecuacion, que define su equivalente
respecto a la reflexion de ese sistema en torno al primer eje, aplicamos la férmula de reflexién de coor-
denadas en torno a ese eje, obteniendo que ésta es f(x, i) = 0;y, si queremos saber cudl es la ecuacion,
o inecuacién, que define su equivalente respecto a la reflexién de ese sistema en torno al segundo eje,
aplicamos la férmula de reflexién de coordenadas en torno a ese eje, obteniendo que éstaes f(—%,y) = 0.

Es claro, entonces, que los gréficos

() eR*: f,y S0} y {(x§)eR*: f(x,—j) 0},

VIA

asi como
0},

VIA

[ eRY: fy) S0} y {(Fy eR*: f(-F%y)

son equivalentes.

OBSERVACION 4.3

(a) Note que, de acuerdo con lo dicho en la observacion 4.1.(a), efectuar una rotacion del sistema de
ejes rectangulares xOy por el dngulo 90, y luego una reflexion del sistema resultante en torno al
primer eje, equivale a cambiar la abscisa por su ordenada, y la ordenada por su abscisa.
Asti, si un punto P tiene coordenadas (u,v) respecto a un sistema de ejes ortogonales, y queremos
saber cudles son sus coordenadas al rotar ese sistema por el dngulo 90, y luego reflejar el sistema
resultante en torno al primer eje, éstas son (v, u).

(b) Note que el orden en el que se realicen los cambios de coordenadas de la parte anterior es relevante
pues, efectuar una reflexion de un sistema de ejes rectangulares XQy en torno al primer eje, y luego

146 ‘ GEOMETRIA ANALITICA PLANA



(c)

(d)
(e)

capituto 4 Transformacién de coordenadas

una rotacion del sistema resultante por el dngulo 90, equivale a cambiar la abscisa por el opuesto
de su ordenada, y la ordenada por el opuesto de su abscisa.

Asi, si un punto P tiene coordenadas (u,v) respecto a un sistema de ejes ortogonales, y queremos
saber cudles son sus coordenadas al reflejar ese sistema en torno al primer eje, y luego rotar el
sistema resultante por el dngulo 90, éstas son (—v, —u).

Note que, efectuar una reflexion de un sistema de ejes rectangulares XOy en torno al primer eje, y
luego una reflexion del sistema resultante en torno al segundo eje, equivale a cambiar la abscisa
por su opuesto, y la ordenada por su opuesto.

Asi, si un punto P tiene coordenadas (u,v) respecto a un sistema de ejes ortogonales, y queremos
saber cudles son sus coordenadas al reflejar ese sistema en torno al primer eje, y luego reflejar el
sistema resultante en torno al segundo eje, éstas son (—u, —v).

Note que el orden en la ejecucion de los cambios de coordenadas de la parte anterior es irrelevante.

La siguiente tabla recoge los cambios de coordenadas que basta efectuar para todos los posibles
cambios de posicion y de signo que pueden sufrir las coordenadas (u,v) de un punto respecto a un
sistema de ejes ortogonales

(—u,v) reflexion en torno al segundo eje
(u, —v) reflexion en torno al primer eje
(—u,—v) reflexion en torno a ambos ejes
(v,u) rotacion por 90 seguida de reflexion en torno al primer eje
(—v,u) rotacion por 90 seguida de reflexion en torno a ambos ejes
(v, —u) rotacion por 90
(—v, —u) reflexion en torno al primer eje seguida de rotacion por 90

§4.4 Ecuacidén cuadratica en dos variables

Recordemos que una ecuacion cuadrética en dos variables es una ecuacién de la forma

4.17)

Ax’> +Bxy+Cy?> +Dx+Ey+F =0
(A+£0,B#=00C #0).

La definicion de este tipo de ecuaciones requiere de la determinacion de seis pardmetros distintos:
sus coeficientes A, B, C, D, E y F; aunque, por el hecho de que A # 0, B # 0 0 C # 0, podemos reducirlos
a cinco, al dividir ambos términos de la ecuacién anterior por uno de ellos.

Note que la ecuacién (4.17) puede ser expresada matricialmente mediante

| 2A B D\)\(x
E(x y 1)[B 2C E||y|=0,
D E 2FJU
en la que la matriz
2A- B D
M:=1B 2C E
D E 2F

serd llamada la matriz de los coeficientes de la ecuacion (4.17).
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Por razones que daremos mds adelante nos interesa destacar, en esta forma matricial de la ecuacién
cuadrdtica en dos variables, los siguientes niimeros, que acompafiamos de sus respectivos nombres:
A:=A+C el discriminante lineal de la ecuacién (4.17)
(la mitad de la traza de la matriz menor Ms3);
A, := B> —4AC el discriminante cuadrdtico de la ecuacion (4.17)
(el opuesto del determinante de Ms33);

Az := 8ACF + 2BDE — 2CD? — 2AE? — 2FB? el discriminante ciibico de la ecuacién (4.17)
(el determinante de la matriz M).

Consideremos el grafico G de la ecuacién (4.17), es decir,
G:={(x,y)eR*: Ax¥> +Bxy+Cy*> +Dx+Ey+F =0}
(A+0,B#00C #0).

Si acaso G es representacion de alguna figura geométrica, estariamos muy interesados en encontrar
un grafico equivalente a G, pero definido por una ecuacién mas simple; de acuerdo con lo que dijimos an-
tes, la determinacion de G requiere de cinco condiciones (algebraicas o geométricas) independientes, que
nos permitan calcular los cinco coeficientes independientes que posee. Con ese propdsito, verificaremos
primero lo afirmado en el siguiente teorema.

TeoreMA 15 (ELIMINACION DE LOS TERMINOS LINEALES EN UNA ECUACION CUADRATICA EN DOS VARIABLES)
(@) Existe un unico punto C = (h, k) tal que, al trasladar el sistema de coordenadas xOy al punto
C, el grdfico G de la ecuacion (4.17) es equivalente al grdfico de una ecuacion de la forma

(4.18) A¥ +Bxy+Ci* +F=0
(A+£0,B#£00C#0)

en la que no aparecen los términos lineales (mds simple que (4.17), en el sentido de que ahora
hay dos coeficientes menos por determinar) si, y sélo si, Ay # 0.

Ademads, C es centro de simetria de G (en el sentido de que, si un punto P estd en la figura
geométrica representada por G, entonces su simétrico P’ respecto a C también estd en dicha
figura geométrica) y sus coordenadas son

_ 2CD-BE . _ 2AE - BD

4.1 h
(4.19) A y A

(b) Existen infinitos puntos C = (h, k) tales que, al trasladar el sistema de coordenadas xOy a uno
de esos puntos C, el grdfico G de la ecuacion (4.17) es equivalente al grdfico de una ecuacion
como la (4.18) si, y solo si, Ay =0, 2CD - BE =0y 2AE - BD = 0.

Ademads, tales puntos C son centros de simetria de G y sus coordenadas satisfacen la ecuacion

(4.20) 2Ah +Bk+D = 0.

(c) No existe ningiin punto C = (h, k) tal que, al trasladar el sistema de coordenadas xOy al punto
C, el grdfico G de la ecuacion (4.17) es equivalente al grdfico de una ecuacion como la (4.18)
(es decir, no se pueden eliminar ambos términos lineales en la ecuacion (4.17)) si, y solo si,
Ay =0,y2CD - BE # 00 2AE - BD # 0.
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B PRUEBA

Después de tener un sistema de ejes rectangulares XO¥, por traslacién del sistema xOy hasta un pun-
to (h, k) cualquiera, y cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio de las férmulas de
traslacién de coordenadas (4.2), las coordenadas de los elementos de G satisfaran la ecuacion

) 9

(421 A% +Bxy+ Cy* + D+ Ej+F =0,

en la que, después de sacar las cuentas, se tiene que

A=A,
B =8,
c=c¢C,
4.22) D = 2Ah + Bk + D,
E =Bh+2Ck+E,
F = Ah? + Bhk + Ck? + Dh + Ek + F.

Note que los coeficientes D y E de los términos de primer grado son combinaciones lineales de las
coordenadas del punto hacia el que se trasladan los ejes. Todo el trabajo se reduce, entonces, a encontrar
dos nimeros £ y k tales que D = E = 0, es decir, dos nimeros 4 y k que sean solucién del sistema de
ecuaciones lineales

(4.23)

2Ah+Bk+D =0
Bh+2Ck+E =0.

Sabemos que:

(a) este sistema es compatible determinado (tiene una tnica solucién) si, y sélo si, A, # 0, y que su
solucién viene dada por (4.19);

(b) este sistema es compatible indeterminado (tiene infinitas soluciones) si, y sélo si, A, = 0, 2CD —
BE = 0y 2AE - BD = 0, y que sus soluciones satisfacen (4.20);

(c) esincompatible (no tiene solucién) si, y sélo si, Ay = 0,y 2CD — BE # 0 0 2AE — BD # 0.

ComoA=AB-= B,é=C,tendremosqueAiO,BiOoC # 0.
Finalmente, es claro que si un punto (i, 0) satisface la ecuacién (4.18), entonces el punto (—it, —0) (simé-
trico respecto al punto (A, k)) también la satisface.

QEP W

>» EJempLo 4.5
Volvamos a considerar las ecuaciones de los ejemplos 4.1y 4.3,

22— —8x—2y+5=0 y 3x>—2xy+3y*-2x—10y+9 =0,
y apliquemos los resultados anteriores, para encontrar sendas ecuaciones de la forma
A¥ +Bxj+Cii* +F =0,
que representen las mismas figuras geométricas que las originales, pero sin términos lineales.
Con la primera ecuacion, Ay = BZ2—4AC=0-4-2-(-1)=8#0. Asi,

h:2-(—1)-(8—8)—0-5:2; y k:2-2-(—28)—0(—8):_1;
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de donde, sustituyendo en la ecuacion original, tendremos que
20-2 -+ 1)? -8 -2)-2@+1)+5=0;
por tanto, al trasladar el sistema xOy hasta el punto (2, —1), el grdfico de la ecuacion
23—y —8x-2y+5=0
es equivalente al de la ecuacion
28— -2=0.
Con la segunda ecuacion, Ay = BZ2-4AC=4-4-3-3=-32%0. Asi,

23D (D10 2310 (-2)(2) _
B ) R ) -
de donde, sustituyendo en la ecuacion original, tendremos que

3+ D2 =2+ D@ +2) + 31+ 22 2%+ 1) = 10(7 +2) + 9 = 0;

h 2.

por tanto, al trasladar el sistema xOy hasta el punto (1, 2), el grdfico de la ecuacion
3x2 = 2xy + 3y —2x— 10y +9=0

es equivalente al de la ecuacion
3%2 2%+ 37 -2 =0.

QEE <

OBSERVACION 4.4

(@ Como, de acuerdo con (4.22), B = B, la ecuacion (4.17) carece de término cruzado (B = 0) si, y
solo si, la ecuacion (4.21) carece también de término cruzado ( B=0 ).
Asi, al eliminar los términos lineales de una ecuacion cuadrdtica en dos variables, mediante tras-
lacion del sistema de ejes ortogonales original, la nueva ecuacion no tendrd término cruzado, si la
original no lo tenia.

(b) Note que el sistema (4.23) se puede construir a partir de la matriz M de los coeficientes de la
ecuacion (4.17), sin necesidad de aplicar las formulas de traslacion, ya que dicho sistema se puede
expresar matricialmente mediante

2ABDZ_O
B 26 EJ{;|

donde la matriz del sistema se construye a partir de las dos primeras filas de M.
(c) Note que, al considerar la relacion
f(x,y) = Ax* +Bxy + Cy> + Dx + Ey + F

(el término del lado izquierdo de la ecuacion (4.17)), el valor de F coincide con f(h, k).

De este modo se simplifica el cdlculo de la ecuacion cuadrdtica sin términos lineales que se obtiene,
cuando es posible, después de trasladar el sistema de coordenadas en el que estd expresada la
ecuacion (4.17), pues ésta es

Ax? + Bxy + Cy* + f(h, k) = 0.

150 ‘ GEOMETRIA ANALITICA PLANA



(d)

(e)

®)

(9)

capituto 4 Transformacién de coordenadas

Note que los coeficientes de los términos de segundo grado A, B y C de la ecuacion (4.17) son
invariantes por traslacion, es decir, que, en la lista (4.22):

A=A, B=By C=C.
Note que, por la parte (b), los niimeros Ay y Ay (los discriminantes lineal y cuadrdtico, respectiva-
mente, de la ecuacion (4.17)), son invariantes por traslacion, es decir, si
Ai=A+C y A =B2-4AC
son los discriminantes lineal y cuadrdtico, respectivamente, de la ecuacion (4.21), entonces
A=Ay A=A,

Se puede verificar (ver la seccion A.3 del Apéndice A) que el niimero A3 (el discriminante ctibico
de la ecuacion (4.17)), es también invariante por traslacion, es decir, si

28 B D
As=|B 20 E|=8ACF +2BDE - 2CD? - 2AE> - 2FB?
D E 2F

es el discriminante ciibico de la ecuacion (4.21), entonces
Az = As.
Note que Ay = 0 si, y sélo si, el trinomio
Ax? + Bxy + Cy*

es un trinomio cuadrado perfecto

(pues: si B2 — 4AC = 0, entonces B = +2VAC vy, asi, Ax* + Bxy + Cy? = (VAx + VCy)%;
por el otro lado, si Ax* + Bxy + Cy?> = (Ax + By)?, entonces A = A>2, B = 2AB y C = B? y, asi,
B2 — 4AC = (2AB)? — 4A’B? = 0).

Por tanto, decir que A # 0 es equivalente a decir que el trinomio Ax*+Bxy+Cy? no es un trinomio
cuadrado perfecto.

Verificaremos ahora el siguiente teorema.

TeoREMA 16 (ELIMINACION DEL TERMINO CRUZADO EN UNA ECUACION CUADRATICA EN DOS VARIABLES)

Siempre existe un niimero real 6, con 0 < 6 < 90, tal que al rotar el sistema de coordenadas xOy por
un dngulo de medida 0, el grdfico G de la ecuacion (4.17) es equivalente al grdfico de una ecuacion
de la forma

(4.24) AP +Ci? +Di+Ej+F=0

(A+00C #0),

en la que no aparece el término “cruzado” xy (mds simple que (4.17), en el sentido de que ahora
hay un coeficiente menos por determinar).
Ademds, ese niimero 0 satisface<3>

(4.25)

1

3 45, en caso de que A = C;
5 arctan (%) , encaso de que A # C.
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B PRUEBA

Si B = 0, lo propuesto es obvio (bastatomar A=A, C=C,D=D,E=EyF =F).

Supongamos entonces que B # 0.

Después de tener un sistema de ejes rectangulares XOy, por rotacion del sistema xOy por un angulo 6,
con 0 < 0 < 90, cualquiera, y cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio de las férmulas
de rotacion de coordenadas (4.4), las coordenadas de los elementos de G satisfaran la ecuacion

(4.26) Ai® +Biy+Ci* + Di+Ey+F =0,
en la que, después de sacar las cuentas, se tiene que

A = Acos?6+Bsenfcos6 + Csen? 6,

B = 2(C — A)sen 6 cos 6 + B(cos> 8 — sen? 6),
C =Asen?6—Bsenfcosf + Ccos? 6,

D =Dcos8+ Esend,

E =Ecosf—Dsen,

F=F.

4.27)

Todo el trabajo se reduce, entonces, a encontrar un dngulo 6, con 0 < 6 < 90, tal que B = 0. Pero,
como sen(2a) = 2sen a cos @ y cos(2a) = cos” a — sen® & en general, tendremos en particular que, una

rotacion del sistema xOy por un dngulo 6, con 0 < 0 < 90, es tal que B = 0 si, y sélo si,
(4.28) (A — C)sen(20) = B cos(20).

Asi, partiendo de esta ecuacion y del hecho de que B # 0y 0 < 8 < 90, tendremos que: A = C si, y s6lo
si, cos(26) = 0y esto sucede si, y sélo si, 26 = 90 o, lo que es lo mismo, 8 = 45; y A # C si, y sdlo si,
cos(26) # 0y esto sucede si, y sélo si, tan(26) = %.
La verificacién de que, en cualquiera de los casos, A # 0 0 C # 0, se puede encontrar en la seccién A.3
del Apéndice A.

QEP W

Pero, imaginese un momento lo impreciso y engorroso que puede resultar encontrar el nimero
%arctan (%) (en particular cuando el dngulo resultante no es uno de los dngulos notables), y luego

calcular el coseno y el seno de ese nimero, para finalmente hallar los coeficientes A, C, D y E de la
lista (4.27); ofrecemos a continuacion una manera de ahorrarnos esos problemas.

OBSERVACION 4.5 (SIMPLIFICACION DEL CALCULO PARA ELIMINAR TERMINOS CRUZADOS)
Se puede verificar (ver la seccion A.3 del Apéndice A) que una rotacion del sistema xOy por un dngulo
6, con 0 < 0 <90, es tal que B = 0 si, y solo si,

|A - CJ

(+, en caso de que % > 0; —, en cualquier otro caso).

(4.29) cos(26) = +

Asi, al definir

f = cos(20) (calculado segiin (4.29)), d := \/1%0 y e:= 1/1%0

152 ‘ GEOMETRIA ANALITICA PLANA



capituto 4 Transformacién de coordenadas

tendremos que

(4.30) {x =di=ej

y=ex+dy

son las formulas de rotacion de coordenadas (4.4) correspondientes a dicho dngulo.

Por tanto, para encontrar un grdfico equivalente a G tal que la ecuacion que lo define no tenga el
término “cruzado” xy, como en (4.24), no necesariamente tenemos que calcular el dngulo por el que
hay que rotar el sistema xXOy para tal fin, sino aplicar directamente las formulas de transformacion
de coordenadas (4.30) a la ecuacion (4.17); tendriamos que calcular el dngulo correspondiente a esa
rotacion (usando (4.25)), sélo si queremos hacer una representacion grdfica de la figura geométrica

correspondiente.

>» EJempLo 4.6
Volvamos a considerar las ecuaciones de los ejemplos 4.2 y 4.3,

7x2+2\/§xy+5y2—420 y 3x*=2xy+3y* —2x—10y+9 =0,
y apliquemos los resultados anteriores, para encontrar sendas ecuaciones de la forma
Ax? +Bi* +Ci+Dy+F =0,

que representen las mismas figuras geométricas originales, pero sin el término “cruzado” xy.

Con la primera ecuacion, % = % =V3>0. Ast,
_ [7-5] O B S G R o= 22 = L.
f Vosrraviy 2’ 2 20 Y 2 25
de donde 5
3. 1.
X = T)C — Ey
1. 3.
y= 5%+ ‘/T—y.

Sustituyendo en la ecuacion original, tendremos que

7(Lx— L2 +2V3( L L+ Loy + 51+ Ly -4 =0;

de donde
282 +i7-1=0.

En caso de que lo necesitemos, 6 = % arctan( \/§) = 30.

Con la segunda ecuacion, A = C = 3. Asi,

f:(); d = %):\/TE; y e= 12;():‘/75;
de donde s 5
{x:%x—%y
y= L+ L2y
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Sustituyendo en la ecuacion original, tendremos que

3L Lo Zi - Ly L+ Ly +3( L+ Ly

2 2 2
(L5 - Lj) —10(2i+ L) +9=0;
de donde
222 + 47 —6V25—4V25+9 = 0.
En caso de que lo necesitemos, 0 = 45. QEE <

OBSERVACION 4.6

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Como, de acuerdo con (4.27), D =Dcosd+Esend y E = E cos §— D sen 6, tendremos, por el hecho
de que 0 < 6 < 90, que la ecuacion (4.17) carece de términos lineales si, y solo si, la ecuacion (4.26)
carece también de términos lineales.

Asi, al eliminar el término cruzado de una ecuacion cuadrdtica en dos variables, mediante rota-
cion del sistema de ejes ortogonales original, la nueva ecuacion no tendrd términos lineales, si la
original no los tenia.

Note que el coeficiente F de la ecuacion (4.17) es invariante por rotacion, es decir, que, en la
lista (4.27), F = F (esto se puede interpretar geométricamente diciendo que, el grdfico de la ecua-
cion (4.17) contiene al origen si, y solo si, el grdfico de la ecuacion (4.26) también lo contiene).

Note que el niimero A (el discriminante lineal de la ecuacion (4.17)), es invariante por rotacion,
es decir, si

Al = A + C
es el discriminante lineal de la ecuacion (4.26), entonces

Al = A

(pues Ay = Acos® 6 + Bsen6cos 6 + Csen® 6 + Asen’ 6 — Bsenfcos 6 + C cos> 6
= A(cos” 8 + sen” 0) + C(cos” 0 + sen” 0)
=A+C=A)).

Se puede verificar (ver la seccion A.3 del Apéndice A) que el niimero A; (el discriminante cuadrd-
tico de la ecuacion (4.17)), es invariante por rotacion, es decir, si

Ay = B2 —4AC
es el discriminante cuadrdtico de la ecuacion (4.26), entonces
Ay = A,

Se puede verificar (ver la seccion A.3 del Apéndice A) que el niimero Ajz (el discriminante ciibico
de la ecuacion (4.17)), es también invariante por rotacion, es decir, si

2A B D
As=|B 2C E’| =8ACF +2BDE’ - 2CD? - 2AE’? - 2FB?
D E 2F

es el discriminante ciibico de la ecuacion (4.26), entonces

Az = As.
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OBSERVACION 4.7

(@) Después de tener un sistema de ejes rectangulares xOY, por reflexion del sistema xOy en torno al
primer eje, y cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio de la formula de reflexion
de coordenadas (4.15), las coordenadas de los elementos de G satisfardn la ecuacion

Ax*> —Bxy+Cy*> +Dx—Ey+F =0.

(b) Después de tener un sistema de ejes rectangulares XOy, por reflexion del sistema xQOy en torno
al segundo eje, y cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio de la formula de
reflexion de coordenadas (4.16), las coordenadas de los elementos de G satisfardn la ecuacion

Ax*> —Bxy+Cy* - Dx+Ey+F =0.
(c) Es evidente, por las dos partes anteriores, que los niimeros Ay, Ay y Az (los discriminantes lineal,
cuadrdtico y cubico, respectivamente, de la ecuacion (4.17)) son invariantes por reflexion.

(d) Después de tener un sistema de ejes rectangulares XOy, por rotacion del sistema xOy por el dngulo
90, y cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio de la formula de rotacion de
coordenadas (4.4), las coordenadas de los elementos de G satisfardn la ecuacion

Aj? —Biy+Ci> -Dy+Ei+F=0

o, equivalentemente,
Ci? — Biij + Aj* + Ex — Dy + F = 0.

(e) Después de tener un sistema de ejes rectangulares XOY, por reflexion del sistema XOY de la parte
anterior en torno al primer eje, y cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio de
la formula de reflexion de coordenadas (4.15), las coordenadas de los elementos de G satisfardn la
ecuacion

Ai* +Biyi+Ci®> + Dy +Ex+F =0

o, equivalentemente,
Ci® + Biiy + Ai? + Ex + Dy + F = 0,

en la que se han permutado los lugares de las abscisas y las ordenadas de la ecuacion (4.17).

CoroLaRri0 4.1
(@) Si A, # 0, entonces G es equivalente al grdfico de una ecuacion de la forma

(4.31) A2+ CP+F=0
(A£0yC#0)
(b) SiA; =0, entonces G es equivalente al grdfico de una ecuacion de la forma
4.32) AR +Ef+E=0
(A =0).
H PRUEBA

Efectuando una rotacién del sistema de ejes ortogonales xOy, obtenemos una ecuacién como (4.24); y
sabemos, por la observacién 4.6.(d), que

Ay = Ay = —4AC.
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Asi: Ay # 0si,ysélosi, A0y C#0;yA, =0si,ysélosi, A=00C = 0.
Supongamos que A, # 0. Efectuando una traslacion del 31stema de eJes ortogonales xOy, obtenemos una
ecuacién como (4.18). Como A=A y ¢= C, tenemos que A+0 yC #0.

Supongamos ahora que A, = 0. Sabemos que A=00C =0,y que A # 00 C # 0. Por tanto, uno, y sélo
uno, de ellos es nulo.

En caso de que C = 0 (de donde A # 0), tendremos que la ecuacioén (4.24) tiene la forma
AP +Di+Ej+F=0
(A #0).

Después de completar cuadrados y efectuar una traslacién del sistema de ejes ortogonales xOy al punto

(- 5 A’ 0), obtenemos una ecuacion de la forma

A2 +Ej+F=0.

Como A = A, tendremos que A +0.
En caso de que A = 0 (de donde C # 0), tendremos que la ecuacion (4.24) tiene la forma

Ci?+Di+Ej+F=0
€ #0).

Después de completar cuadrados y efectuar una traslacion del sistema de ejes ortogonales XOy al punto
(0, —%), obtenemos una ecuacién de la forma

Ci? +Di+F =0,

Como C = C, tendremos que C # 0. Este caso queda resuelto efectuando una rotacién del sistema de
ejes ortogonales XOy por 90 ya que, por la observacién 4.1.(a), la ecuacién anterior representa la misma
figura geométrica que la ecuacion

AP +Ej+F=0.

Como A = é tendremos que A # 0.
QEP H
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Problemas

En cada uno de los problemas realice una representacion gréfica de los sistemas de coordenadas involu-
crados.

41

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

Encuentre las coordenadas del punto P respecto a la rotacién por el dngulo 6 del sistema en el cual
estdn expresadas sus coordenadas.

@ P=(2,-3,0=30. () P=(1,-3),0=45 (e) P=(10,0),6=45.
(b) P=(=2,3),0=30. (d P=(=2,-3),6=60. () P=(0,5),0=060.

Encuentre las coordenadas del punto P respecto al sistema de ejes ortogonales original, si sus
coordenadas estan expresadas en la rotacién por el dangulo 6 de dicho sistema.

(@) P=(2,-3),0=230. () P=(1,-3),0=45. (e) P =(0,-5),60=230.
(b) P=(-2,3),6=30. (d P=(-2,-3),6=60. (f) P=(5,0),6=060.

Encuentre las coordenadas del punto P respecto al sistema de ejes ortogonales que se obtiene
mediante la traslacion al punto 7' = (1, 1) del sistema en el que estdn expresadas sus coordenadas
y, luego, la rotacién por el dngulo 6 de este dltimo sistema.

@@ P=(2,-3),6=30. () P=(1,-3),0=45  (e) P=(0,-5),0=230.
(b) P=(=2,3),0=30. (d P=(=2,-3),6=60. (f) P=(5,0),6=060.

Resuelva el problema anterior cambiando el orden en las transformaciones de los ejes (es decir,
efectuar primero la rotacion y luego la traslacion); luego, resuelva el problema anterior usando las
férmulas expuestas en (4.5) (pdgina 142); y compare los tres resultados.

Verifique que el orden en que se efectien una traslaciéon y una rotaciéon de un sistema de ejes
ortogonales no es relevante, en el sentido de que las coordenadas de cada punto del plano que se
obtienen al aplicar dichas transformaciones en un orden coinciden con las obtenidas al aplicarlas
en el otro orden.

Encuentre una traslacion del sistema xQOy respecto a la cual la ecuacién se transforme en otra que
carezca de términos lineales.

(@ x*+y>—13x-31y+70=0. (i) 9x*+4y> —54x -8y +49 =0.

(b) 7x*+3y>—14x—6y—11=0. (i) 4x>+3y> —72x — 48y + 504 = 0.

() 3x*-2y>+6x+8y—11=0. (k) 8x% + 6y> + 176x — 24y + 944 = 0.

(d) 2y>—3x>—16x+36y—16=0. () 122> —18y> —4x—-12y-5=0.

() 2x+xy+14y—1=0. (m) 9x2 +9y> + 72x — 12y + 103 = 0.

() 2x2-3y> —4x+T72y+72=0. (n) 3x+2y> +6x—-8y+5=0.

(9) 32xy—-3x+2y—3=0. (A) y*>—6x>—24x—-2y—-32=0.

(h) 6x>—y?> +6x-2y+9=0. (0) —Sxy+3x-y-14=0.
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4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

412
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Encuentre una rotacion del sistema xOy respecto a la cual la ecuacién se transforme en otra que
carezca de término cruzado.

(@ 4x>2-3xy—-18=0. (@) 5x%—3xy+y* +65x—25y+203 = 0.
(b) 4xy-— 3y2 -64 =0. (h) 2x%+ 3xy + 2y2 -1=0.

() x*+3xy+9y°>=5. (i) 9x% +3xy+9y* =5.

(d) x2—2xy+2y2—2=0. )] x2—2xy+2y2—2=0.

€ +2V3xy+32+8V3x—8y=0. (k) x+2xy+2y>=2.

(f) 17x* + 12xy + 8y> + 17 = 0. (1) 16x% + 24xy + 9y*> — 30x + 40y = 0.

Encuentre un sistema de ejes ortogonales XOy respecto al cual la ecuacién se transforme en otra
que carezca de términos lineales y de término cruzado.

(@) 4x*>-3xy—-18=0. (9 x*>—10xy+y>—10x+2y+ 13 =0.

(b) 4xy—3y>—64=0. (h) 52x% — 72xy + 73y> — 104x + 72y — 48 = 0.
() x*+3xy+9y°>=5. (i) 16x% +24xy + 9y + 60x = 0.

(d) x> =2xy+2y>-2=0. () x+4dxy+2y>=2.

€ +2V3xy+22+8V3x—8y=0. (kK 16x%+24xy+9y>+25x=0.

() 17x2 + 12xy + 8y> + 17 = 0. () xX>+4xy+y>+5x=1.

Encuentre un sistema de ejes ortogonales XOy respecto al cual la ecuacion general de una recta,
Ax + By + C = 0, se transforme en:

(@ y=0. (d) X = k (k un ndmero real cualquiera).
(b) x¥=0. e 7=~
(¢) Y = k (k un ndmero real cualquiera). ® y=-x

Encuentre la ecuacién respecto al sistema de ejes ortogonales original, si ella estd expresada res-
pecto a un sistema de ejes ortogonales que se obtuvo mediante traslacién al punto T vy, luego,
rotacion por el dngulo 6 de dicho sistema.

(@ #-20>-2=0,T=(,1),0=45. (c) ¥?-21-6=0,T =(2,5),0=60.
(b) 42 +97-1=0,T=2,0,0=60. (d) ¥+i*-16=0,T =(-1,3),6 =70.

Verifique que no existe ninguna traslacién del sistema de ejes ortogonales xOy respecto a la cual la
ecuacion se transforme en otra que carezca de términos lineales.

(@) 9x+12y—-13=0. (d) y2—5x—y+1=0.
(b) x—-y+1=0. (e) x2+2xy+y2+x+2y+1:0.
() ¥*+x-Ty+8=0. f) 4x2—12xy+9y2—5x+y20.

Verifique que son invariantes por transformacién de coordenadas:

(a) ladistancia entre dos puntos del plano.
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(b) el grado de una ecuacién en dos variables de grado uno o dos.

(c) lacolinealidad de tres puntos distintos del plano.
4.13 Verifique que la pendiente de una recta es invariante por traslacion.

4.14 Verifique que la ecuacién de un circulo con centro en el origen es invariante por rotacién y por
reflexion.

4.15 Dada una figura geométrica G cualquiera, verifique que G es un circulo si, y sélo si, existe un
sistema de ejes ortogonales xOy y un nimero real positivo r tal que G se puede representar por la

ecuacién x? + y* = 2.
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Comentarios

(1) Note que este concepto amplia el concepto de ecuaciones equivalentes en el sentido de que, si dos ecuaciones son equivalentes,
ellas representan la misma figura geométrica; pero, puede darse el caso de que dos ecuaciones representen la misma figura
geométrica y no sean equivalentes, como en el ejemplo que sigue inmediatamente.

(2) Nos sentimos obligados a hacer la observacion de que ésta es una manera simplificada de decir “por un dngulo cuya medida
es §”; y esta obligacion proviene del hecho de que, a pesar de que es usual, y hasta conveniente, referirse a un 4ngulo como un
nuimero, hemos constatado que esta manera de hablar ha hecho perder la nocién de dngulo hasta confundirlo con un nimero.

(3) Debemos calcular el dngulo 6 en el intervalo [0, 180)\ {90}. Las calculadoras arrojan el resultado del arcotangente en el intervalo

(=90, 90), que es lo que suele llamarse la rama principal del arcotangente; de manera que si se obtiene en la calculadora un
valor en el intervalo (=90, 0), debemos sumarle 180 a ese resultado.

Orientacion para resolver los problemas del Capitulo 4

Creemos que el instructor del curso deberia acompafiar al estudiante en la resolucion de algunas
partes de los ejercicios 4.1, 4.2, 4.3 y 4.10; y del ejercicio 4.12.

A continuacién ofrecemos ayudas para algunos de los problemas.

4.12.(b): Para la rotacidn, observe que las lineas relevantes del sistema (4.27) se pueden ver como

cos2 0 sen @ cos 8 sen? 0 A A
—2senfcos® cos2l—sen’d 2senfcosf||B|=|B|.
sen? 0 —senfcos0 cos2 0 C o}

cosf sen6) (D) D
—senf cosf/\E] " \EJ
Verifique, entonces, que los determinantes de las matrices de los coeficientes en ambos siste-

mas valen 1; para calcular el primero, use las férmulas del coseno y del seno del doble de un
angulo.

4.12.(c): Utilice la bilinealidad del determinante, que se expresa en la siguiente forma

adaq +ﬁb1 yc) + od; 1 ap ¢ 1 a dp 1 by ¢ 1 by di 1
aay +Pby ycr+6dy ll=aylax c» 1|+adlay dy 1|+Byl|by ¢ 1{+B6|by dy 1.
aas +ﬂb3 yes + ods 1 a; c¢3 1 ay dz 1 by ¢y 1 by dz 1
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PARABOLAS

5.1 Ecuacién general y ecuacion canénica de una parabola

5.2 Inecuaciones cuadraticas, e interior y exterior de una parabola
5.3 Posiciones relativas entre parabolas y rectas

5.4 Aplicaciones de la parabola

PROBLEMAS

COMENTARIOS

Cubierto ya el estudio analitico de las dos figuras geométricas planas que conforman la base de
la Geometria elemental, nos abocaremos ahora a estudiar una familia de curvas planas no incluidas,
usualmente, en aquella: las conicas. Sin mayores predmbulos presentaremos la definicién de cénica con
la que nosotros desarrollaremos nuestro estudio.

DEFINICION GEOMETRICA DE UNA CONICA

Fijada una recta d (que llamaremos directriz), un punto F que no se encuentra sobre la recta d (que
llamaremos foco) y un niimero real positivo e (que llamaremos excentricidad), una conica es el conjunto
de los puntos P del plano para los que‘V

G.D PF =e-d(P,d).

e La conica es una pardbola, si e = 1.
e La conica es una elipse, si0 < e < 1.

e La conica es una hipérbola, si e > 1.

En verdad se puede decir que una cénica es una terna formada por: una recta, un punto externo a
esa recta y un nimero real positivo.

Antes de adentrarnos en el tema que nos ocupara en este capitulo, estableceremos la siguiente afir-
macién sobre las cénicas en general, que necesitaremos para estudiar cualquiera de ellas.

Lema 5.1
Ninguna conica corta su directriz ni contiene su foco.

Il PRUEBA
Consideremos una cénica G, de directriz d, foco F' y excentricidad e.
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Ficura 5.1 Una conica

Si P es un punto que estd en d, sabemos que d(P,d) = 0. Asi, si P estuviera también en G tendriamos,
por (5.1), que PF = 0, es decir, que P = F. Pero entonces F estaria en d, contrario a la definicién de
cOnica.
Si F estuviera en G tendriamos, por (5.1), que FF = e-d(F,d). Asi, por el hechode que FF =0y e > 0,
tendriamos que d(F, d) = 0. Pero entonces F estaria en d, contrario a la definicién de cénica.

QEP H

Consideremos la recta f perpendicular a la directriz d y que pasa por el foco F'; denotaremos por D

al punto de corte entre f y d (la proyeccioén de F sobre d y que, por definicién, D # F).

Llamaremos eje focal de una conica, a la recta f orientada positivamente desde D hacia F.

/

D F f

Ficura 5.2 Eje focal de una conica

§5.1 Ecuacion general y ecuacion candnica de una parabola

Antes de iniciar el estudio analitico de las pardbolas, verificaremos primero lo afirmado en la si-
guiente proposicion.
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Lema 5.2
Las pardbolas tienen exactamente un punto de corte con su eje focal, y éste es el punto medio entre F y
D.

M PRUEBA

Consideremos una pardbola P, de directriz d y foco F.

Llamemos M al punto medio entre F'y D. Como M es tal que MF = MD = 1 - d(M, d), tendremos que
M estaen P.

Supongamos que V es un punto que estd en el eje focal de £ y en P; asi, V, F'y D son colineales.

Porel lema 5.1, V, F'y D son distintos. Asi, VF >0, VD > 0y FD > 0, y ademas, por las propiedades
de la Interposicioén de puntos en una recta, se cumple una, y sélo una, de las siguientes afirmaciones:

(I) Festientre VyD. (I) Destaentre F'y V. () V estdentre F'y D.

Por ser el eje focal perpendicular a la directriz, y estar V sobre el eje focal, tendremos que d(V,d) = VD.
Asf, por (5.1) y la definicién de pardbola tendremos que,

(5.2) VF =VD.

Si acaso se cumpliera (I), tendriamos que VD = VF + FD, de donde VD > VF’; contrario a (5.2).
Si acaso se cumpliera (II), tendriamos que VF = VD + FD, de donde VF > V D; contrario a (5.2).
Por tanto, debe cumplirse (III), en cuyo caso V es M.
En conclusién: P corta su eje focal exactamente en el punto V = M, el punto medio entre F' y D.
QEP H

Llamaremos vértice de la pardbola, al punto V en que corta a su eje focal (que, por el lema 5.2, V
es el punto medio entre D y F; ademds resulta ser el punto para el que las distancias PF y d(P, d) son
minimas).

Llamaremos pardmetro de la pardbola al nimero positivo p que representa la distancia entre el foco
y la directriz, es decir, al nimero d(F, d) (que a la sazén coincide con el nimero F D).

OBSERVACION 5.1
(@) Note que el foco F y el vértice V de una pardbola estdn en el mismo semiplano, de los dos que
determina su directriz d.

(b) Note que podemos obtener el vértice V a partir del foco F: es el punto medio entre F 'y D. Pero
ademds, y esto es lo crucial, también podemos obtener el foco F a partir del vértice V: es el punto
simétrico de D respectoa V.

Por esta razon, para tener determinada una pardbola, basta tener su directriz y su vértice.

(c) Note que una pardbola queda determinada también, si hemos fijado su eje focal, su vértice y su
pardmetro
(para obtener la directriz basta con tomar la recta perpendicular al eje focal por el punto que se
encuentra a una distancia del vértice igual a la mitad del pardmetro, y antes que el vértice).

(d) Note que no puede haber dos puntos de la pardbola en una paralela al eje focal
(sil es una recta paralela a £, y Py Q son dos puntos de P que estdn en I, la Desigualdad triangular
obligaria a que el foco F esté en I, contrario al hecho de que |y f son paralelas).
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(e) Es mds, toda paralela al eje focal corta a la pardbola en exactamente un punto
(dada l', una recta paralela a f, consideramos el punto A de corte entre I’ y d; como el foco F no
estd en d, la mediatriz del segmento AF corta a I en un punto P. Es claro que PF = PA = d(P,d)
Y, en consecuencia, P es un punto que esti enl’ y en P).

(f) Todos los puntos de una pardbola se encuentran en el mismo semiplano en que se encuentra su
foco, de los dos semiplanos determinados por su directriz
(llamemos H al semiplano determinado por d que contiene a F; y llamemos H' al semiplano opues-
to. Si P es un punto que estd en H', llamemos B a la proyeccion de P sobre d, y llamemos A al punto
de corte entre d y el segmento PF. Como PF > PA > PB = d(P,d), tendremos que P no puede
estar en P).

(9) Por un argumento similar al anterior, todos los puntos de una pardbola, excepto su vértice, se
encuentran en el mismo semiplano en que se encuentra su foco, de los dos semiplanos determinados
por la perpendicular a su eje focal que pasa por su vértice.

Consideremos las relaciones g que asocian, a pares ordenados de ndmeros reales, un nimero real,
cuyas reglas de asociacién son polinomios de segundo grado en dos variables de la forma

g(x.y) = AX" —y
(A numero real con A > 0).

El objetivo central de esta parte del capitulo es verificar que, dada una figura geométrica G cual-
quiera, se tiene lo afirmado en el siguiente Teorema.

TeoREMA 17 (REPRESENTACION ANALITICA DE UNA PARABOLA)
G es un pardbola si, y solo si, existe un sistema de ejes ortogonales xXOy tal que G se puede repre-
sentar por una ecuacion cuadrdtica en dos variables de la forma

(5.3) A’ —y=0

(A niimero real con A > 0).

Verificado esto, la ecuacién (5.3) serd llamada la ecuacion general, o simplemente la ecuacion, de
la pardbola G.

Supongamos que G es una pardbola, y llamemos: d a su directriz, F a su foco, V a su tnico vértice,
y p a su parametro.

Consideremos el sistema de ejes ortogonales xOy que tiene: como eje y, el eje focal de la pardbola,
ubicando el 0 en el vértice V; y como eje X, la recta perpendicular al eje focal de la pardbola por el
vértice, ubicando el 0 en el vértice V (ver la figura 5.3).

Asfi, las coordenadas de V son (0, 0) (coincide con el origen O del sistema) y, como V es el punto
medio entre F y D, las de F son (0, £) y la ecuacién de la directriz d serd y = —g (por ser perpendicular
al eje y).

Consideremos un punto P cualquiera, y sus coordenadas (x, y) respecto al sistema de ejes ortogona-
les xy que hemos configurado.
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Ficura 5.3 Ejes canodnicos de la parabola

Por definicién, P estd en G si, y s6lo si, PF = d(P, d). Como

PF= \X>+@y-5?% y dPd)=ly+5l

tendremos que P estd en G si, y s6lo si, las coordenadas de P satisfacen la ecuacién

Je -8R =1y + 2l

Como ambos términos de la igualdad son positivos tendremos, después de elevar al cuadrado, que esta
ecuacion es equivalente a
2 Py2 _ Py2
X+y-35)=W+3),

que es la misma que
2 2

2 2 2 p
+y° - +— =y + + —.
X +y —py 2 y +py 4

Al realizar las simplificaciones de rigor, tendremos que P estd en G si, y sdlo si, las coordenadas de P
satisfacen la ecuacion |
2
=—X
y 2
llamada ecuacion canonica de la parabola que tiene eje focal sobre el eje y, vértice en el origen y
parametro p.

Asi, al definir A = ZL, tendremos que el punto P estd en G si, y s6lo si, sus coordenadas cartesianas
satisfacen la ecuacioén (5.3), para la que A > 0.

Supongamos ahora que existe un sistema de ejes ortogonales xQOy, tal que G se puede representar
por una ecuacién como (5.3).

Asi, tomando el nimero positivo p = ﬁ, el punto F = (0, %), y la recta d de ecuacién y = —

tendremos, para cualquier punto P = (x,y) de G, que

PF=x2+@y-5?2 y dPd)=y+5l

[S1pS]
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Es fécil ver que PF 2_ d2(P, d) = 0; de donde, por el hecho de que PF > 0y d(P,d) > 0, tendremos

que PF = d(P,d). Asi, al tomar la recta d y el punto fuera de ella F, tendremos que & es la pardbola de
directriz d y foco F.

De este modo hemos concluido la verificacion del Teorema 17.

El sistema de ejes rectangulares que hemos configurado es llamado el sistema de ejes canonico de

la pardbola G.

>» EJempLo 5.1
Para encontrar la ecuacion general de la pardbola de pardmetro 5, respecto a sus ejes canonicos, plan-
teamos la ecuacion

L
y - 2 K Sx s
obteniendo que la ecuacion requerida es
1,
—x"—y=0
0" Y

QEE <

OBSERVACION 5.2

(a)
(b)

(c)

(d)

(e)

®)

Note que las pardbolas cortan a los ejes (de su sistema de ejes candnico) solo en el origen.

“x2” en la ecuacion de una pardbola da garantia de que las

La presencia del término cuadrdtico
pardbolas son simétricas respecto al eje y de su sistema de ejes candnico, es decir, su eje focal: si
un punto P = (a, b) estd sobre una pardbola, entonces su simétrico P’ = (—a, b) respecto al eje 'y
también estd sobre esa pardbola.

Es por esta razon que no es necesario especificar una orientacion para el eje X, el segundo de los

ejes establecidos, pues cualquiera de ellas nos ofreceria la misma ecuacion.

La presencia del término lineal “y” en la ecuacion candnica da garantia de que las pardbolas no
son simétricas respecto al eje X de su sistema de ejes canonico, es decir, la perpendicular al eje
focal por el vértice, ni respecto al origen (el vértice).

«“_ .

Como “y” solo puede tomar valores no negativos, y se anula solo en el origen, tendremos que
las pardbolas, excepto su vértice, estdn contenidas en Ly (respecto al eje X de su sistema de ejes
canonico).

“_»

Como “x” puede tomar cualquier valor real, y todo niimero real no negativo se puede expresar
como el cuadrado de otro niimero real (en realidad, de exactamente dos), tendremos que, fijado
cualquier niimero real no negativo k, las pardbolas tienen un punto (en realidad, exactamente dos)
sobre la recta perpendicular al eje y de ecuacion y = k.

Por la observacion 5.1.(e), las pardbolas son la representacion geométrica de una funcion y = h(x),
al expresar las coordenadas de sus puntos respecto a su sistema de ejes canonico.

En el trabajo que hemos realizado sobre una pardbola, hemos tenido la posibilidad de escoger el

sistema de ejes ortogonales respecto al cual se expresan las coordenadas de sus puntos, y la ecuacién
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que ellas satisfacen; nos interesa ahora averiguar cémo es la forma de la ecuacion de una pardbola, si los
datos geométricos que la determinan (directriz y foco; o eje focal, vértice y pardmetro) estan expresados
respecto a un sistema de ejes ortogonales fijado previamente.

En este capitulo atenderemos sélo un caso particular de este problema: aquel en el que el eje focal es
perpendicular a alguno de los ejes del sistema de ejes ortogonales prefijado; en el Capitulo 8 atenderemos
el caso general.

En todo lo que sigue supondremos que se ha fijado un sistema de coordenadas xQOy en el plano.

5.1.1 Eje focal perpendicular al eje x, vértice en (x,, yy) y parametro p

Consideremos las relaciones g que asocian, a pares ordenados de nimeros reales, un nimero real,
cuyas reglas de asociacién son polinomios de segundo grado en dos variables de la forma

g(x,y) = Ax* + Dx+Ey+F
(A, D, E y F niimeros reales con AE # 0).

El objetivo central de esta parte del capitulo es verificar que, dada una figura geométrica G cual-
quiera, se tiene lo afirmado en la siguiente proposicion.

CoroLARIO 5.1
G es una pardbola con eje focal perpendicular al eje X si, y sélo si, G se puede representar por una
ecuacion cuadrdtica en dos variables de la forma

(5.4) Ax’> +Dx+Ey+F=0
(A, D, E y F niimeros reales con AE # 0).

Ademds, si AE < 0, el eje focal tiene la misma orientacion del eje y; y si AE > 0, el eje focal tiene la
orientacion opuesta a la del ejey.

Verificado esto, la ecuacion (5.4) serd llamada la ecuacion general, o simplemente la ecuacion, de
la pardbola G con eje focal perpendicular al eje x.

Supongamos que G es una pardbola con eje focal perpendicular al eje x. Asi, la ecuacién de su
directriz d es de la forma
d: y—-k=0.
Por la observacion 5.1.(c) podemos suponer, al tener la pardbola G, que tenemos como dato las
coordenadas del vértice V, digamos (xg, o), y su pardmetro, digamos p.
Por el Teorema 17 sabemos que la pardbola G se puede representar por una ecuacién de la forma
1
(5.5) §j=—=r
2p

respecto al sistema de ejes canénico XOy de G; para tener una ecuacién en términos de x y y, que
represente a &, bastaria con aplicar las férmulas adecuadas para transformar las coordenadas del sistema
xOy al sistema XOy.

Esa averiguacién conlleva la consideracion de los siguientes dos casos.
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Eje focal con la misma orientacion del eje y

En este caso, por la observacién 5.2.(b), el sistema ’x\/O\/y\ puede ser considerado como el sistema
%Oy, traslacién del sistema xOy al punto V = (xo, yo) (ver la figura 5.4); por tanto, debemos aplicar las
férmulas de traslacién de coordenadas de xOy a XOy

X=x-Xp
Jy=y—-yo
obteniendo que la ecuacidn (5.5) se transforma en

1
(5.6) y—yo=7-(x- x0)?
P

llamada ecuacion canonica de una pardbola con eje focal perpendicular al eje x, y con la misma
orientacion del eje y, vértice en (xo,yo) y pardmetro p.

y
Yy
\ g
F
Yo
X
d
D
0 Xo X

Ficura 5.4 Eje focal con la misma orientacion del eje y

Ademas, el foco de G se transforma en
F = (x0,y0+ %)

y su directriz en
d: y=yo—%.

Después de sacar las cuentas en la ecuacidn (5.6), tenemos que ésta es equivalente a la ecuacion

1 X0 X
6.7 —xz——x—y+—0+y0:0.
2p p 2p
2
Tomando A = ﬁ, D= —’;—0, E=-1yF= ;—; + Yo, las coordenadas cartesianas de los puntos de G

satisfacen la ecuacién (5.4), para la que AE # 0 (en verdad, AE < 0).
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Yo

N
Y N\

_ G

Ficura 5.5 Eje focal con la orientacién opuesta a la del eje y

Eje focal con la orientacion opuesta a la del eje y

En este caso, por la observacion 5.2.(b), el sistema 3{6&‘ puede ser considerado como el sistema
%Oy, la reflexién en torno al primer eje de la traslacién del sistema xOy al punto V = (xo, yo) (ver la
figura 5.5); por tanto, debemos aplicar las férmulas de traslacién de coordenadas de xOy a XOy

X=x-1Xx
J=y-1yo
y luego la de reflexion en torno al primer eje de esta traslacion

9

="y

K

obteniendo que la ecuacidn (5.5) se transforma en

1
(5.8) y=yo=—5-(x- x0)*
P

llamada ecuacion canonica de una pardbola con eje focal perpendicular al eje X, y con la orientacion
opuesta a la del eje y, vértice en (xo,yo) y pardmetro p.

Ademas, el foco de G se transforma en

F = (XO,UO - %)

y su directriz en
A p
d: y=yo+5.

Después de sacar las cuentas en la ecuacion (5.8), tenemos que ésta es equivalente a la ecuacion

(5.9 ——X +—0x—y——p+y0:0.
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2
Tomando A = —ﬁ, D=2 E=-1yF= —;—Z + yo, las coordenadas cartesianas de los puntos de G

satisfacen la ecuacién (5.4), para la que AE # 0 (en verdad, AE > 0).

Hasta este punto hemos logrado verificar que, si G es una pardbola con eje focal perpendicular al
eje x, entonces G se puede representar por una ecuacién como (5.4); verificaremos ahora el reciproco de
esta afirmacion.

Después de completar cuadrados y realizar las simplificaciones de rigor, la ecuacion (5.4) resulta
equivalente a la ecuacion

D2 _4AF A D \\?
(5.10) YTTIAE T E (’C‘ (‘ﬁ))

(A, D, E y F nimeros reales con AE # 0).

Después de tener un sistema de ejes rectangulares XOY, por traslacién del sistema xOy al punto
D D?-4AF
2A° 4AE )°

y cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio de las férmulas de traslacién de coordena-
das, tendremos que dicha ecuacién es equivalente a la ecuacion

j=-g*
(A 'y E nimeros reales con AE # 0),

que resulta equivalente a la ecuacién

(5.11) ——¥-py=0

(A 'y E nimeros reales con AE # 0).

Si AE < 0 tendremos, al poner A = —é, que la ecuacion (5.11) es equivalente a la ecuacion
A¥ -y=0,

para la que A > 0. Por el Teorema 17, esta tiltima ecuacién representa una parabola, de la que su sistema
de ejes candnico es una traslacién del sistema xOy; con lo que esta Ultima ecuacién representa una
parabola cuyo eje focal es perpendicular al eje x.

Si AE > 0 tendremos, al poner A = e, que la ecuacién (5.11) es equivalente a la ecuacién
AP+ =0,
para la que A > 0. Después de tener un sistema de ejes rectangulares XO¥, por reflexién del sistema XOy
en torno al primer eje, tendremos que dicha ecuacién es equivalente a la ecuacién
A¥ -j=0.
Por el Teorema 17, esta dltima ecuacién representa una pardbola, de la que su sistema de ejes candnico es

una reflexion en torno al primer eje de la traslacién XOy del sistema xOy; con lo que esta dltima ecuacién
representa una pardbola cuyo eje focal es perpendicular al eje x.
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» EJempPLO 5.2
Para encontrar la ecuacion general de la pardbola con eje focal perpendicular al eje X, y con la misma
orientacion del eje 'y, vértice en (3,-5) y pardmetro % planteamos la ecuacion

1
y—(=5) = —=(x-3)%
2-1

obteniendo que la ecuacion requerida es

x* —6x—Ty—26=0.
Si la orientacion del eje focal es la opuesta a la del eje y, planteamos la ecuacion

1
y—(=5)= ——=(x-3)%,
2-1

obteniendo que la ecuacion requerida es
X —6x+Ty+44=0.

QEE <

5.1.2 Eje focal perpendicular al eje y, vértice en (x, yo) y parametro p

Consideremos las relaciones g que asocian, a pares ordenados de nimeros reales, un nimero real,
cuyas reglas de asociacién son polinomios de segundo grado en dos variables de la forma

g(x,y) := Cy2 +Dx+Ey+F
(C, D, E y F niimeros reales con CD # 0).

El objetivo central de esta parte del capitulo es verificar que, dada una figura geométrica G cual-
quiera, se tiene lo afirmado en la siguiente proposicién.

CoroLARIo 5.2
G es una pardbola con eje focal perpendicular al eje 'y si, y sélo si, G se puede representar por una
ecuacion cuadrdtica en dos variables de la forma

(5.12) Cy’+Dx+Ey+F=0
(C, D, E y F niimeros reales con CD # 0).

Ademds, si CD < 0, el eje focal tiene la misma orientacion del eje X; y si CD > 0, el eje focal tiene la
orientacion opuesta a la del eje X.

Verificado esto, la ecuacion (5.12) sera llamada la ecuacion general, o simplemente la ecuacion,
de la pardbola G con eje focal perpendicular al eje y.

Supongamos que G es una pardbola con eje focal perpendicular al eje y. Asi, la ecuacién de su
directriz d es de la forma
d: x—k=0.
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Por la observacion 5.1.(c) podemos suponer, al tener la pardbola G, que tenemos como dato las
coordenadas del vértice V, digamos (xg, o), y su pardmetro, digamos p.

Por el Teorema 17 sabemos que la pardbola G se puede representar por una ecuacién de la forma

1
(5.13) §j=—=1
2p

respecto al sistema de ejes candnico XOy de G; para tener una ecuacién en términos de x y y, que
represente a G, bastaria con aplicar las férmulas adecuadas para transformar las coordenadas del sistema
xOy al sistema XOy.

Esa averiguacién conlleva la consideracién de los siguientes dos casos.

Eje focal con la misma orientacién del eje x

Yo F

Figura 5.6 Eje focal con la misma orientacion del eje x

Apoyados en la observacion 5.2.(b), escogeremos el primer eje del sistema de ejes candnico con
la misma orientacién del eje y. En este caso, el sistema XOy puede ser considerado como el sistema

i@)sl, la reflexion en torno al primer eje de la rotacién por 90, de la traslacién del sistema xOy al punto
V = (x0, yo) (ver la figura 5.6) (lo cual, de acuerdo con la observacién 4.3.(e), equivale a conmutar los
ejes del sistema trasladado); por tanto, debemos aplicar las férmulas de traslacién de coordenadas de

xOy a xOy
X=x- X9
J=y-Yyo
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y conmutamos los ejes de este sistema trasladado

X =y — Yo
j =X — X0

obteniendo que la ecuacidn (5.13) se transforma en

1=
1]

&
Il

1
(5.14) x—xo=54y—wf
P

llamada ecuacion canonica de una pardbola con eje focal perpendicular al eje y, y con la misma
orientacion del eje x, vértice en (xy,yy) y pardmetro p.

Ademas, el foco de G se transforma en

F = (x0+ £, y0)

y su directriz en

L 5 Yo y%
(5.15) —y —x——y+—+x =0.
2p P 2p
2
Tomando C = ﬁ, D=-1,E= —”70 yF= g—; + xp, las coordenadas cartesianas de los puntos de G

satisfacen la ecuacion (5.12), para la que CD # 0 (en verdad, CD < 0).

Eje focal con la orientacidon opuesta a la del eje x

Apoyados en la observacién 5.2.(b), escogeremos el primer eje del sistema de ejes candnico con la
misma orientacion del eje y. En este caso, el sistema §6y puede ser considerado como el sistema xOY,
la rotacién por 90 de la traslacion del sistema xOy al punto V = (xg, yo) (ver la figura 5.7) (lo cual, de
acuerdo con la observacion 4.3.(e), equivale a conmutar los ejes del sistema trasladado cambidndole la
orientacién al segundo); por tanto, debemos aplicar las férmulas de traslacién de coordenadas de xOy a

xOy
X=Xx-Xp
Jy=Y—-Yo
y conmutamos los ejes de este sistema trasladado cambidndole la orientacién al segundo
X=7j
=
obteniendo que la ecuacidn (5.13) se transforma en

1
(5.16) x—m=—7w—mf
P

llamada ecuacion canonica de una pardbola con eje focal perpendicular al eje y, y con la orientacion
opuesta a la del eje x, vértice en (xy, yo) y pardmetro p.
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Yo

O/ X0 X

Ficura 5.7 Eje focal con la orientacion opuesta a la del eje x

Ademas, el foco de G se transforma en

F = (x0 - 5,y0)

y su directriz en

6.17) ——yz—x+@y—y—0+x0:0
2p P 2p
2
Tomando C = —#, D=-1,E=2yF= —Z—O + xp, las coordenadas cartesianas de los puntos de

G satisfacen la ecuacién (5.12), para la que CD # 0 (en verdad, CD > 0).

Hasta este punto hemos logrado verificar que, si G es una pardbola con eje focal perpendicular al
eje y, entonces G se puede representar por una ecuacién como (5.12); verificaremos ahora el reciproco
de esta afirmacidn.

Después de completar cuadrados y realizar las simplificaciones de rigor, la ecuacién (5.12) resulta
equivalente a la ecuacién

E2_4CF C E\\
(5.18) T = (y_ (__))

(C, D, E y F niimeros reales con CD # 0).
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Después de tener un sistema de ejes rectangulares XO¥, por traslacién del sistema xOy hasta el
punto
E>-4CF E
( 4CD ”EEy

y cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio de las férmulas de traslacién de coordena-
das, tendremos que dicha ecuacién es equivalente a la ecuacion

(C y D ntiimeros reales con CD # 0),

que resulta equivalente a la ecuacién

(C y D nimeros reales con CD # 0).

Después de rotar por 90, y reflejar en torno al primer eje, el sistema XOy (lo cual, de acuerdo con la
observacién 4.3.(e), equivale a conmutar los ejes de este dltimo sistema), tendremos que dicha ecuacién
es equivalente a la ecuacién

(5.19) 22 -5=0

(C y D nimeros reales con CD # 0).

Si CD < 0 tendremos, al poner A= —%, que la ecuacion (5.19) es equivalente a la ecuacion
AP —j =0,

para la que A > 0. Por el Teorema 17, esta dltima ecuacién representa una pardbola, de la que su sistema
de ejes candnico es la reflexion en torno al primer eje de la rotacion por 90 de la traslacion del sistema
xOy; con lo que esta dltima ecuacion representa una pardbola cuyo eje focal es perpendicular al eje y.

Si CD > 0 tendremos, al poner A= %, que la ecuacion (5.19) es equivalente a la ecuacion
A+ =0,

para la que A > 0. Después de tener un sistema de ejes rectangulares XOY, por reflexion del sistema XOy
en torno al primer eje, tendremos que dicha ecuacién es equivalente a la ecuacién

A~ =o0.

Por el Teorema 17, esta dltima ecuacion representa una pardbola, de la que su sistema de ejes candnico
es la reflexioén en torno al primer eje de la reflexion en torno al primer eje de la rotacién por 90 de la
traslacién del sistema xOy; con lo que esta tltima ecuacién representa una pardbola cuyo eje focal es
perpendicular al eje y.
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>» EJempLo 5.3
Para encontrar la ecuacion general de la pardbola con eje focal perpendicular al eje y, y con la misma
orientacion del eje x, vértice en (—1,—1) y pardmetro 3, planteamos la ecuacion

1
— (=) = —(y - (-1))?,
x=(=D =7 3(!/ (=1)
obteniendo que la ecuacion requerida es

Y —6x+2y—5=0.
Si la orientacion del eje focal es la opuesta a la del eje X, planteamos la ecuacion

1
— (D) =—=—=(y - (-1)?,
x=(=h==-573u-h)
obteniendo que la ecuacion requerida es
y2+6x+2y+7=0.

QEE <

Note que, en la verificacion de los corolarios 5.1 y 5.2 que hemos hecho, se obtienen por afladidura
los siguientes dos resultados.

CoroLARIO 5.3
La pardbola con eje focal perpendicular al eje X representada por la ecuacion (5.4) satisface:

(@) El eje focal tiene la misma orientacion del eje y si, y solo si, AE < 0.

(b) El eje focal tiene la orientacion opuesta a la del eje y si, y solo si, AE > 0.

D2—4AF)
4AE

. _ (. D

(c) Elvértice es el punto V = (— 53,
. _E

(d) El parametro es p = |5z|-

(e) Elfoco es el punto F = (—%, %).

D2+E2—4AF

(f) Ladirectrizeslarectad : y = TAE

>» EuewrLo 5.4
Para encontrar el eje focal, el vértice, el pardmetro, el foco y la directriz de la pardbola

4 +8x+ Ty +18 = 0,

procedemos de la siguiente manera.

En primer lugar observamos que el eje focal de esta pardbola es perpendicular al eje X, pues el término
cuadrdtico contiene la variable “x”.

En segundo lugar, la orientacion del eje focal de esta pardbola es la opuesta a la del eje y, pues 4 -7 =
28 > 0.
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Asi, de acuerdo con el corolario 5.3, el vértice es el punto V = (-1, -2), el pardmetro es %, el foco es el

punto F = (—1, —%), y la directriz es larectad : y = —%. QEE <

CoroLARIO 5.4
La pardbola con eje focal perpendicular al eje y representada por la ecuacion (5.12) satisface:

(@) El eje focal tiene la misma orientacion del eje X si, y solo si, CD < 0.

(b) El eje focal tiene la orientacion opuesta a la del eje X si, y sélo si, CD > 0.

E2-4CF £
4CD >~ 2C”

(c) Elvértice es el punto V = (
. _ 1D
(d) El pardmetro es p = |55].

(e) Elfoco es el punto F = (%, -5).

. . 2.2
(f) Ladirectrizeslarectad : x = %.

» EuempLo 5.5
Para encontrar el eje focal, el vértice, el pardmetro, el foco y la directriz de la pardbola

W +2x-2y+1=0,

procedemos de la siguiente manera.

En primer lugar observamos que el eje focal de esta pardbola es perpendicular al eje y, pues el término
cuadrdtico contiene la variable “y”.

En segundo lugar, la orientacion del eje focal de esta pardbola es la opuesta a la del eje X, pues 1 -2 =
2>0.

Asti, de acuerdo con el corolario 5.4, el vértice es el punto V = (0, 1), el pardmetro es 1, el foco es el

punto F = (—%, 1), yladirectrizes larectad : x = % QEE <

OBSERVACION 5.3
(@) Veamos que existe una esencial interconexion entre la ubicacion del vértice de una pardbola res-
pecto al eje (del sistema de coordenadas respecto al cual estd expresada su ecuacion) que es per-
pendicular a su eje focal, sus puntos de corte con ese eje y las raices de una ecuacion cuadrdtica
en una variable.
Por la parte (c) del corolario 5.3, la ordenada del vértice de la pardbola con eje focal perpendicular
al eje x es
D? - 4AF
4AE

niimero del que su numerador, D2 — 4AF, coincide con el discriminante de la ecuacion cuadrdtica
en una variable

(5.20) A +Dx+F=0

que resulta de sustituir y = 0 en la ecuacion (5.4).
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Sabemos (ver el Apéndice C) que ese discriminante nos da informacion sobre la naturaleza de las
raices de dicha ecuacion cuadrdtica; nos proponemos justificar, usando pardbolas, la siguiente
interpretacion geométrica de dicha discriminacion:
Las raices de la ecuacion cuadrdtica (5.20) nos permiten obtener informacion sobre los puntos
de corte de la pardbola con el eje (del sistema xOy) que es perpendicular a su eje focal.
Pongamos por caso que AE < 0, lo cual equivale a decir, de acuerdo con la parte (a) de ese mismo
corolario, que la pardbola en cuestion tiene su eje focal con la misma orientacion del eje y.

e Si el discriminante es positivo, D> — 4AF > 0, tendremos que: el vértice de la pardbola estd en el
semiplano Ly,,; y la pardbola corta el eje x en dos puntos distintos, pues la ecuacion (5.20) tiene
dos raices reales distintas.

e Si el discriminante es negativo, D> — 4AF < 0, tendremos que: el vértice de la pardbola estd en el
semiplano Ly ; vy la pardbola no corta el eje X, pues la ecuacion (5.20) no tiene raices reales.

e Si el discriminante es nulo, D*> — 4AF = 0, tendremos que: el vértice de la pardbola estd en el eje X;
v la pardbola corta el eje X en un solo punto, pues la ecuacion (5.20) tiene dos raices reales iguales.
Interpretaciones andlogas se pueden hacer en el caso en que AE > 0, y en los dos casos correspon-
dientes de la ecuacion cuadrdtica que resulta de sustituir x = 0 en la ecuacion (5.12), en los que la
pardbola tiene su eje focal perpendicular al eje'y.

(b) Por lo usual y arraigado de las denominaciones que expondremos a continuacion, haremos las
siguientes convenciones en la manera de referirnos a las pardbolas.

(1) Decir que una pardbola se abre hacia arriba equivale a decir que su eje focal es perpendi-
cular al eje X, y tiene la misma orientacion del eje y.

(2) Decir que una pardbola se abre hacia abajo equivale a decir que su eje focal es perpendi-
cular al eje X, y tiene la orientacion opuesta a la del eje y.

(3) Decir que una pardbola se abre hacia la derecha equivale a decir que su eje focal es per-
pendicular al eje y, y tiene la misma orientacion del eje X.

(4) Decir que una pardbola se abre hacia la izquierda equivale a decir que su eje focal es
perpendicular al eje y, y tiene la orientacion opuesta a la del eje x.

En la siguiente observacién presentamos un resultado andlogo al presentado en la observacion 3.10,
pero con unas condiciones mds restrictivas.

OBSERVACION 5.4 (PARABOLA DETERMINADA POR TRES PUNTOS NO COLINEALES)

Dados tres puntos Py = (x1,y1), P» = (x2,y2) y P3 = (x3,y3), para buscar una pardbola con eje
perpendicular al eje X que pase por ellos, buscamos niimeros reales A, D, E y F con AE # 0 tales que
una ecuacion como

Ax> +Dx+Ey+F=0

sea satisfecha por esos tres puntos, es decir, tal que

Ax? +Dux; + Eyy +F =0
Ax; +Dx, + Eyp + F =0
Ax3 +Duxs + Eys + F = 0.

La solucion del problema planteado equivale a buscar una solucion no trivial del sistema de ecuaciones
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lineales homogéneo
Ax* +Dx+Ey+F=0

Axi +Dx; + Ey1 + F =0
Ax3 +Dxy +Eyp +F =0
Ax; +Dxs + Eys + F =0

que, en forma matricial, se puede expresar mediante

X x oy 1\(A
2

1{|D

x5 x2 y2 1||E

x% x3 yz 1)\F

y que satisfaga ademds la condicion de que AE # 0.

Del Algebra elemental sabemos que ese sistema tiene una solucion no trivial si, y solo si,

¥ ox oy 1
oo 1
2 - l
Xy X2 Y2 1
x5 ox oy 1

que, desarrollando por la primera fila, equivale a

xioyr 1 B TR | B P SR | R P S SR
(5.21) X2 Y 1x2—x% yr l{x+ x% X2 1y—x§ x2 Y| =0.
x3 yz 1 x% y3 1 x% x3 1 x% X3 Y3
Como
x% x 1 x% x1—x3 1 x%—x% x1—x3 1 (x1+x3)(x1—x3) x1—x3 1
x% X 1:x% X7 — X3 lzxg—xg xp—x3 1f=|(+x3)(x20—x3) x0—x3 1
¥ ox 1 |0 1 0 0 1 0 0 1
3 3
(X1+X3) 1 1
X1 +x 1
= =) =) | +xn) 11 = G =) x|
X2+X3) 1
0 01
= (x1 — x)(x1 — x3)(x2 — x3),
tendremos que la ecuacion (5.21) es equivalente a la ecuacion
xtoyr 1 oy 1 XXy
(5.22) x oy P -5 x+ @ -0 -xn)xm-xy-|g x y|=0
x3 y3 1 5oy 1 X5 Xy
Asti, al definir
xioyr 1 oy 1 XXy
A=|x y2 1, D=3 » 1|, E=x-x)x-x)2-x3) y F=|x3 x 1,
x3 oyz 1 5oy 1 X3 X3 Y3
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tendremos que la ecuacion (5.22) seria la ecuacion de la pardbola buscada, siempre y cuando

x1 oy 1
x yy 1[#0 y (x1 = x2)(x1 — x3)(x2 — x3) # 0,
x3 y; 1

lo cual equivale a exigir que los puntos no sean colineales, y que dos de ellos no tengan la misma
abscisa.

De manera andloga podemos proceder para encontrar una pardbola con eje perpendicular al eje 'y que
pase por los tres puntos dados.

§5.2 Inecuaciones cuadraticas, e interior y exterior de una parabola

El estudio que haremos en esta seccién tendrd como sistema de ejes ortogonales, el sistema de ejes
candnico de la pardbola, pues con otro sistema de ejes ortogonales el estudio es andlogo.

Diremos que un punto estd en el interior de una pardbola, si su distancia al foco es menor que su
distancia a la directriz.

Diremos que un punto estd en el exterior de una parabola, si su distancia al foco es mayor que su
distancia a la directriz.

Llamaremos interior de una pardbola al conjunto de sus puntos interiores.
Llamaremos exterior de una pardbola al conjunto de sus puntos exteriores.

El objetivo central de esta parte del capitulo es ofrecer la representacion analitica de los puntos del
plano que no estdn sobre una pardbola, tomando como referencia la distancia al foco y la distancia a la
directriz.

Consideremos una parabola # de foco F'y directriz d. Por la tricotomia del orden de los nimeros
reales, todos los puntos del plano estdn en uno, y s6lo uno, de los siguientes conjuntos: la pardbola P;
el interior de la pardbola P; el exterior de la pardbola #. Ahora, atendiendo a la definicién de estos dos
dltimos, verificaremos lo afirmado en el siguiente Teorema.

TeoreMA 18 (REPRESENTACION ANALITICA DEL INTERIOR Y DEL EXTERIOR DE UNA PARABOLA)
Si la ecuacion general de la pardbola P es Ax* —y = 0 (A > 0), entonces su interior y su exterior
son, respectivamente, los conjuntos

I:={(x,y) eR*>: AxX* -y <0}
E :={(x,y) e R*: Ax* —y >0}

Verificaremos s6lo que el interior de P coincide con el conjunto I descrito, pues de manera andloga
se verifica que el exterior de ¥ coincide con el conjunto E.

Por definicioén, el punto P = (x, y) esta en el interior de P si, y sélo si, PF' < d(P, d); ahora, por el
corolario 5.3 para D = F = 0, esto sucede si, y sélo si,
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0, lo que es lo mismo, si, y sélo si Ax? —y < 0. Asf, el interior de la pardbola # coincide con el conjunto
1, tal como queriamos verificar.

OBSERVACION 5.5

Una ventaja que ofrece el Teorema 18 es que, para saber si un punto (u, v) estd en el interior (exterior) de
una pardbola Ax* —y = 0, no tenemos que calcular sus distancias al foco y a la directriz, sino averiguar
si el miimero Au® — v es positivo o negativo.

En general, el conjunto solucién de una inecuacién de la forma Ax?> — y = 0 serd uno de esos
conjuntos determinados por la pardbola Ax?> — y = 0; e incluiré el borde (es decir, la pardbola misma),

’

s6lo en el caso en que tuviéramos “>” o “<”.

En lo que se refiere a la representacion grafica de esos conjuntos, haremos la misma convencién que
hemos hecho con las rectas (ver la pagina 16).

y y

Ficura 5.8 Interior y exterior de una parabola

§5.3 Posiciones relativas entre parabolas y rectas

En los paragrafos sucesivos haremos un estudio sobre las relaciones que existen entre las posiciones
relativas que pueden presentar una recta y una pardbola, y los coeficientes de sus ecuaciones generales;
en dicho estudio tomaremos como sistema de ejes ortogonales el sistema de ejes candnico de la pardbola,
pues con otro sistema de ejes ortogonales el estudio es andlogo.

Consideremos una pardbola # y una recta /, de ecuaciones

P: —x*-y=0 l: Ax+By+C=0
(p > 0) (A% + B? £ 0).

El estudio de la incidencia entre la pardbola  y la recta [ equivale a la consideracion de la exis-
tencia de pares ordenados (x, y) de nimeros reales que satisfagan, simultdneamente, las siguientes dos

condiciones |
—x>-y=0 y Ax+By+C=0;
2p
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0, lo que es lo mismo, a la consideracién de la existencia de soluciones del sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas
1)
—x"—-y=0
(5.23) 2p .
Ax+By+C=0

Desde el punto de vista geométrico (ver la figura 5.9 y el ejercicio 5.2), el sistema (5.23)

(N) no tendra solucion si, y sé6lo si, [ y P no se cortan.

(S) tendra dos soluciones distintas si, y sélo si, [ y P son secantes (es decir, [ corta a  en dos puntos
distintos).

(T) tendrd dos soluciones iguales si, y s6lo si, /'y P son tangentes (es decir, [ corta a £ en un tnico
punto y no es paralela a, ni coincide con, su eje focal)‘®.

(R) tendrd una solucién tnica si, y sélo si, [ 'y P son transversales (es decir, [ corta a  en un Unico
punto y es paralela a, o coincide con, su eje focal).

Desde el punto de vista algebraico, se puede proceder a resolver el sistema (5.23) despejando una
de las variables en la segunda ecuacién (una de las que tenga su coeficiente distinto de cero), y “sustituir”
esa variable en la primera, tal como detallamos a continuacién.

//X X
d
VAR
/

Ficura 5.9 Incidencia entre una parabola y una recta
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Si B # 0, consideramos la forma corte-pendiente de la ecuacion de [ y el sistema de ecuaciones

(5.24) 2p

equivalente al sistema (5.23) (donde m = —% yt=-g).

69

Al sustituir el término del lado derecho de la segunda igualdad por “y” en la primera ecuacion,
resulta la ecuacion de segundo grado en la variable x

1
(5.25) — X —mx—-1=0
2p
que, dependiendo de su discriminante (ver el Apéndice C)
2t
(5.26) A=m>+=
p

(N) no tendrd solucion si, y sélo si, A < 0.
(S) tendrd dos soluciones distintas si, y sélo si, A > 0.

(T) tendrd dos soluciones iguales si, y s6lo si, A = 0.

Si B = 0 (de donde A # 0), [ es perpendicular al eje X y, en consecuencia, consideramos el sistema
de ecuaciones

1 2
—x"—y=0
(5.27) 2p Y

x=h

equivalente al sistema (5.23) (donde h = —%).

[T 2]

Al sustituir el término del lado derecho de la segunda igualdad por “x” en la primera ecuacion,
resulta la ecuacién
h2
(5.28) y=—
2p

que
(R) tendrd una dnica solucién (el punto (4, %)).

Una vez que se tengan las soluciones de la ecuacion de segundo grado (5.25), en caso de que existan,
apenas se han encontrado las abscisas de los puntos de corte entre $ y [. Para encontrar sus ordenadas, y
tener realmente las soluciones del sistema (5.23), sustituimos cada una de las soluciones obtenidas en la
segunda ecuacion del mismo sistema.

OBSERVACION 5.6

Note que el discriminante (5.26) permitiria calcular con precision, de la familia de rectas y = mx +t
no perpendiculares al eje X (parametrizada con los pardmetros m y t), cudles de ellas son tangentes,
secantes o disjuntas respecto a la pardbola %xz —y = 0, si tenemos como dato m o t.

Note que todas las rectas perpendiculares al eje X son transversales a la pardbola ﬁxl -y=0.
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>» EJempLo 5.6
Para estudiar la incidencia entre la pardbola y la recta de ecuaciones

106> —40x—y+43=0 y x+y-4=0,

respectivamente, procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.

Como la ecuacion explicita de la recta es y = —x + 4, resolvemos el sistema de ecuaciones

10x> —40x —y+43=0
y=—x+4

«“

Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacion por “y” en la primera, se obtiene la ecuacion de
segundo grado en la variable x
10x* - 39x + 39 = 0.

Como el discriminante de esta ecuacion es negativo, tenemos que la recta no corta a la pardbola.

QEE <

>» EJempLo 5.7
Para estudiar la incidencia entre la pardbola y la recta de ecuaciones

4y* —=3x-35y+78=0 y x-3y+14=0,

respectivamente, procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.
Como la ecuacion explicita de la recta es y = %x + 13 resolvemos el sistema de ecuaciones
{ 4y —3x =35y +78 =0
_1 14
y=3x+3

“

Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacion por “y” en la primera, se obtiene la ecuacion de
segundo grado en la variable x
X —5x+4=0.

Como el discriminante de esta ecuacion es positivo, tenemos que la recta es secante a la pardbola;
después de sacar las cuentas, los puntos (1,5) y (4,6) son los puntos de corte entre ambas. QEE <

>» EJempLo 5.8
Para estudiar la incidencia entre la pardbola y la recta de ecuaciones

4y2—3x—35y+78=0 y 3x+11y—-42=0,

respectivamente, procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.

Como la ecuacion explicita de la recta es y = —13—1x + %, resolvemos el sistema de ecuaciones

3 42

{4y2—3x—35y+7820
y:—ﬁx+ﬁ
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“y

Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacion por “y” en la primera, se obtiene la ecuacion de
segundo grado en la variable x
x> —6x+9=0.

Como el discriminante de esta ecuacion es 0, tenemos que la recta es tangente a la pardbola; después
de sacar las cuentas, el punto (3,3) es el punto de corte entre ambas. QEE <

>» EuempLo 5.9
Para estudiar la incidencia entre la pardbola y la recta de ecuaciones

¥ -8x—-6y=0 y x-10=0,

respectivamente, procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.

Resolvemos el sistema de ecuaciones

x> —8x—6y=0
x=10

«“, .

Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacion por “x” en la primera, se obtiene

_ 10
y= 3
Asi, la recta es transversal a la pardbola en el punto (10, X2). QEE <

Recta tangente y recta normal a una parabola

Un problema parecido al que acabamos de resolver es el de encontrar, bajo ciertas condiciones, una
recta tangente a una parabola.

Hasta ahora, en este estudio, asi como en los cursos previos de Geometria elemental, sélo se han
considerado rectas tangentes a un tipo particular de figuras geométricas: los circulos. Ademas, dichos
estudios han partido de la siguiente definicién: una recta es tangente a un circulo, si lo corta en un tnico
punto’¥.

Pero esta definicion es del todo inadecuada, cuando la figura geométrica no es un circulo, v. g., una
pardbola: hay rectas que cortan a una pardbola en un Unico punto y no son tangentes a la pardbola (las
que hemos llamado transversales). Incluso se puede dar ejemplos de figuras geométricas para las que
la recta tangente en un punto corta a la figura geométrica en mas de un punto, v. g., una recta: la recta
tangente a una recta en uno de sus puntos es ella misma (de manera que la recta tangente corta la figura
geométrica en todos sus puntos).

La descripcién precisa de la nocién de recta tangente a una figura geométrica en un punto®, y sus
propiedades, escapa a los alcances de este curso: es, a la sazon, la piedra angular del estudio del Cdlculo
diferencial, y esta esencialmente ligada a la nocién de limite.
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Sin embargo, todavia podemos hacer uso de la nocién intuitiva de recta tangente, sin el rigor del
concepto de limite, para el caso de las pardbolas, tal como hicimos mads arriba, y caracterizarlas anali-
ticamente, por el hecho de que las pardbolas se pueden representar por ecuaciones cuadriticas en dos
variables.

Consideremos una pardbola # de ecuacién

(5.29) Le o0

Por la naturaleza intrinseca del tratamiento analitico de las rectas, en el andlisis que desarrollaremos
siempre se considerard aparte el caso de las rectas perpendiculares al eje x, pues éstas no se pueden tratar
en términos de sus pendientes.

Ahora bien, la condicién de que una recta / sea tangente a la pardbola #, sin mds, no determina
ninguna recta pues, como veremos mds abajo, hay una por cada punto de $; de manera que debemos
contar con algtn otro dato que determine a /. A continuacién enumeramos algunas de las posibilidades
sobre los datos que se pueden ofrecer.

() Un punto P = (u,v) sobre L.

(1) [ perpendicular al eje x.
Nos preguntamos si existe alguna recta /, tangente a P, que sea perpendicular al eje X y que
pase por P. Pero, por lo expresado en la observacion 5.6, no existe ninguna.

(2) [ no perpendicular al eje x.
Nos preguntamos si existe alguna recta /, tangente a #, que no sea perpendicular al eje X y
que pase por P.
Ahora, al pasar [ por P y no ser perpendicular al eje x, tendremos que / se puede representar
por una ecuacién de la forma
y—v=m(x—u.

El problema se transforma entonces en saber si existe m tal que [/ sea tangente a P.
Para resolver este problema, despejamos y en la ecuacion anterior,

Yy =mx—mu+ v,

y sustituimos el lado derecho por y en la ecuacién (5.29), obteniendo la siguiente ecuacion
de segundo grado en la variable x

—xz—mx+(mu—v)=0.

2p

Ahora, para que [ sea tangente a P, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales; y sabe-
mos que esto sucede si, y sélo si, su discriminante se anula, es decir,

w2
(5.30) m - Lo
p P

Asi las cosas, el problema planteado tendrad solucién si, y sélo si, la ecuacién (5.30) tiene
solucién en la variable m.
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Como ya sabemos, la naturaleza de las soluciones de esta ecuacion depende de su discrimi-
nante

(5.31) 8 (ibﬂ - v),

la cual dependerd, a su vez, de la posicidn relativa del punto P respecto a P.

(a) El punto P estd en la pardbola: en este caso, dicho discriminante es nulo (puesto que

ﬁuz — v = 0) y tenemos garantia de que siempre existird una solucién tnica para la

pendiente requerida; la pendiente resulta

u
m= —
p
y, en consecuencia, la ecuacién de la tangente a la pardbola # en el punto P es

ux — p(y +v) =0.

(b) EIl punto P estd en el exterior de la pardbola: en este caso, dicho discriminante es
positivo (puesto que, por el Teorema 18, ﬁuz — v > 0) y tenemos garantia de que
siempre existirdn dos soluciones distintas para la pendiente requerida:

(c) El punto P estd en el interior de la pardbola: en este caso, dicho discriminante es
negativo (puesto que, por el Teorema 18, ﬁuz — v < 0) y, en consecuencia, no habra
ninguna recta tangente a la pardbola P que pase por el punto P.

En conclusion:

Existird una recta / tangente a #, no perpendicular al eje x, y que pase por P = (u,v) si, y sélo
si, P no estd en el interior de P.
Si P esta sobre P, entonces hay una tnica recta tangente a #, no perpendicular al eje x, que
pasa por Py su ecuacion es

ux —p(y +v) =0.

Si P estd en el exterior de C, entonces hay dos rectas tangentes a $, no perpendiculares al eje
X, que pasan por Py sus pendientes son

() La direccién de .

(1) [ perpendicular al eje X.
Nos preguntamos si existe alguna recta /, tangente a P, que sea perpendicular al eje x. Pero,
por lo expresado en la observacion 5.6, no existe ninguna.
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(2) [no perpendicular al eje X.

Nos preguntamos si existe alguna recta /, tangente a ¥, que no sea perpendicular al eje x.
Este problema es equivalente al de saber si existe alguna recta /, tangente a #, que tenga
como pendiente alglin nimero real m previamente fijado.
La familia de todas las rectas de pendiente m se puede representar, parametrizada por ¢ (la
ordenada en el origen), mediante la ecuacién y = mx + ¢; la recta que estamos buscando es
un miembro de esta familia.
Asf las cosas, el problema original se transforma en saber si existe algtin nimero real ¢ tal
que la recta representada por la ecuacion y = mx + ¢ sea tangente a P.
Procediendo de la misma forma en que resolvimos el sistema (5.24), larecta y = mx + ¢ es
tangente a P si, y sélo si, el discriminante (5.26) se anula, es decir, si, y s6lo si,

2t

m* + = = 0.

p
El problema se transforma entonces en saber si existe ¢ que satisfaga la ecuacion anterior; y,
después de sacar las cuentas, tenemos que siempre hay un valor:

P 2

t=——m".
2

Asi, existe exactamente una recta tangente a  de pendiente m y ésta se puede representar

por la ecuacién

Yy =mx— £mz.
2

En conclusion:

Siempre existe una recta tangente a $, que tenga como pendiente algin nimero real m previa-
mente fijado, y ésta se puede representar por la ecuacién
2

yzmx—gm
S

Fijado un punto P en una pardbola #, intimamente ligado al concepto de recta tangente a una
parabola por el punto P tenemos lo que se llama la recta normal a una parabola en el punto P: esta recta
se define como la perpendicular por P a la recta tangente a la pardbola P en el punto P.

» EuempLo 5.10
Consideremos la pardbola P : 4x*> + 4x — 8y — 3 = 0.

Estudiemos la existencia de rectas tangentes a la pardbola P por los puntos que listamos a continuacion
(ver la figura 5.10) y, en caso de que existan, calculemos sus ecuaciones generales:

P=(1,3),0=0,-)yR=(1,2).
(a) ElpuntoPestcienP,pues4‘12+4-1—8‘§—3:0.

Asi habrd una tinica recta tangente a P en el punto P. Para hallar su ecuacion procedemos de
manera andloga a como realizamos el estudio previo.
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Consideramos la ecuacion de una recta | genérica que pasa por P, no perpendicular al eje X,
digamos y — % = m(x — 1) o, equivalentemente,

y=mx—m+ —.

8

€«

Sustituimos el lado derecho de esta ecuacion por “y” en la ecuacion de la pardbola y obtenemos la

ecuacion de segundo grado
2+ =2mx+2m-2=0.

Para que | sea tangente a P en el punto P, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales o, lo que
es lo mismo, su discriminante debe anularse, es decir,

dm*> - 12m+9 = 0.

Como el discriminante de esta tiltima ecuacion cuadrdtica en la variable m es nulo, sélo habrd un

valor de m para el que la recta l es tangente a P por P, a saber, m = %

Asi, la ecuacion de la recta tangente a P en el punto P es 12x — 8y —7 = 0.
(b)
P ‘\\ F .
7 X

(c)

y y

(a)

S
/

NV X

Ficura 5.10 Representaciones gréaficas correspondientes al ejemplo 5.10

(b) El punto Q estd en el exterior de P, pues 4-0*+4-0-8-(=1)=3=5> 0.

Asi habrd dos rectas tangentes a P por el punto Q. Para hallar sus ecuaciones procedemos de
manera andloga a como realizamos el estudio previo.
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Consideramos la ecuacion de una recta | genérica que pasa por Q, no perpendicular al eje X,
digamos y + 1 = mx o, equivalentemente,

y=mx— 1.
Sustituimos el lado derecho de esta ecuacion por “y” en la ecuacion de la pardbola y obtenemos la

ecuacion de segundo grado
4x* + (4 - 8m)x +5 = 0.

Para que | sea tangente a P por el punto Q, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales o, lo
que es lo mismo, su discriminante debe anularse, es decir,

m>—m—-1=0.

Como el discriminante de esta tiltima ecuacion cuadrdtica en la variable m es positivo, habrd dos

valores distintos de m para los que la recta [ es tangente a P por Q, a saber: m = %g ym= %g
Asti, las ecuaciones de las rectas tangentes a P por el punto Q son
1+ V5 1- 5
—x-y-1=0 ——x-y—-1=0.
5 Yy y 5 *TY
(c) Elpunto R estd en el interior de P, pues 4 -1 +4-1-8-2-3 =-11 < 0.
Asi no habrd ninguna recta tangente a P por el punto R.
QEE <

>» EJempLo 5.11
Consideremos la misma pardbola P : 4x* + 4x — 8y — 3 = 0.

Estudiemos la existencia de rectas tangentes a la pardbola P que tengan como pendiente el niimero real
2 (ver la figura 5.11).

Sabemos que existe una tinica recta tangente a la pardbola P de pendiente 2; para hallar su ecuacion
procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.

Consideramos la ecuacion de una recta | genérica de pendiente 2, digamos y = 2x + t.

“

Sustituimos el lado derecho de esta ecuacion por “y” en la ecuacion de la pardbola y obtenemos la

ecuacion de segundo grado
4x* - 12x -8t -3 =0.

Para que | sea tangente a P, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales o, lo que es lo mismo, su
discriminante debe anularse, es decir,
2t+3=0.

Asi habrd un solo valor de t para el que la recta |l es tangente a P, a saber; t = —%; Y, en consecuencia,
la ecuacion de la recta tangente a P de pendiente 2 es

4x—2y-3=0.

QEE <
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\/// X

Ficura 5.11 Representacion grafica correspondiente al ejemplo 5.11

§5.4 Aplicaciones de la parabola

En esta seccién presentaremos algunas propiedades esenciales de las pardbolas que han permitido
usarlas en multiples aplicaciones en la Fisica y, en consecuencia, en la tecnologia.

Una de las aplicaciones més relevantes de las pardbolas depende de la siguiente propiedad.
Consideremos una pardbola P de foco F, y un punto P de P, distinto de su vértice.

Consideremos la recta [ tangente a  por P; sabemos, por lo hecho en el pardgrafo anterior, que / no
es paralela al eje focal de #; llamemos 7 al punto donde [ corta al eje focal de P.

Consideremos la recta I’ normal a  por P; sabemos, por lo hecho en el paragrafo anterior y por el
hecho de que P no es el vértice, que I’ no es paralela al eje focal de #; llamemos N al punto donde /’
corta al eje focal de P.

TeoRemA 19 (PROPIEDAD FOCAL DE LAS PARABOLAS)
El foco F de la pardbola P equidista de los puntos P, T y N.

B PRUEBA
Consideremos la pardbola P : #xz —y =0, cuyo focoes F = (0, §).
Consideremos un punto P = (u, v) sobre la pardbola # distinto de su vértice, es decir, tal que

1
u+s0, v#0 vy EMZ—v:O.

Por lo hecho en el pardgrafo anterior, la recta / tangente a la pardbola % por el punto P se puede repre-
sentar por la ecuacién
ux — py +v) =0;

de donde el punto T en el que / corta al eje focal de P es T = (0, —v).
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ya

Ficura 5.12 Propiedad focal de las parabolas

Ademas, la recta I’ normal a la pardbola # por el punto P se puede representar por la ecuacion
px+uy —u(p +v)=0;

de donde, el punto N donde !’ corta al eje focal de P es N = (0,v + p).
Como FP=v+ g = FT = FN, tendremos que F equidista de los puntos P, T y N.
QEP W

Note que este resultado facilita el trazado de la tangente y la normal a una pardbola por uno de
sus puntos, digamos P: tomamos los dos puntos de corte de un circulo con centro en el foco y radio la
distancia desde el foco hasta el punto; llamamos 7 al que estd en el exterior de la pardbola, y N al que

«— «—

estd en el interior; la recta PT es la tangente a la pardbola en P, y la recta PN es la normal a la pardbola
en P.

La propiedad focal de las pardbolas trae como consecuencia la distribucién de los dngulos identi-

ficados en la figura 5.13, donde G es un punto del interior de la pardbola tal que PG es paralelo al eje
focal.

Por otro lado, un principio de la Fisica dice que: el dngulo de incidencia y el dngulo de reflexion de
un rayo (luminico o sonoro) que choca contra una superficie reflectora son congruentes.

De manera que los paraboloides son ideales para construir fanales buscadores, faros de automéviles,
telescopios, micréfonos, radares, radiotelescopios.

Ademas, la trayectoria de un proyectil (al despreciar la resistencia del aire), el agua en las fuentes,
los cables que suspenden puentes uniformemente cargados, muchos arcos arquitecténicos y la trayectoria
de algunos cometas tienen forma parabdlica.

Lo grande de la distancia del Sol a la Tierra permite considerar que los rayos luminicos del Sol
inciden, en la superficie de la Tierra, paralelamente. Si una superficie reflectora de corte longitudinal
parabdlico se orienta de tal manera que su eje es paralelo a los rayos del Sol, entonces todos los rayos
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Ficura 5.13 Reflexion en la pardbola

reflejados se concentran en el foco comun de esas pardbolas. Esta propiedad permitiria hacer facilmen-
te fuego con un lente parabdlico; lo cual nos da cuenta del uso de la palabra foco, cuyo origen es el
sustantivo latino focus, cuyo significado primero es fuego, y del cual deriva también la palabra hogar.
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Problemas

En cada uno de los problemas en los que sea pertinente, realice una representacion grafica.

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

194

Dados una recta d y un punto F fuera de ella, muestre un procedimiento para graficar puntos de la
parabola de foco F y directriz d, por medio de:

(a) un canto recto (una regla sin marcas de medida), un dngulo recto (una escuadra sin marcas de
medida), un cordén y dos tachuelas.

(b) un canto recto y un compds.
Verifique que ninguna pardbola tiene tres puntos distintos colineales.

Verifique que todo circulo cuyo centro estd en una pardbola, y pasa por su foco, es tangente a su
directriz.

Encuentre la ecuacién general de la pardbola que satisface las siguientes condiciones:

(a) vértice el origen y foco el punto (0, 5).

(b) vértice el origen y directriz larectay — 3 = 0.

(c) vértice el origen y directriz la recta 2x +5 = 0.

(d) vértice el punto (1, 3) y foco el punto (1, 5).

(e) foco el punto (—1,-2) y directriz larectay —7 = 0.

(f) vértice el origen, contiene al punto (2,4) y eje focal coincidente con el eje x.

(g) vértice el punto (1, —2), contiene al punto (2, 3) y eje focal coincidente con la recta y + 2 = 0.

Encuentre la ecuacién general de la pardbola que satisface las siguientes condiciones:

(a) eje focal perpendicular al eje X y contiene los puntos

(1) (0,0), (-6,6), (6,6). (2) (0,0),(-6,6),(1,2). (3) (-1,3),(1,1),4,-2).

(b) eje focal perpendicular al eje y y contiene los puntos

(1) (O’ 0)’ (_69 _6)’ (_6a 6) (2) (0’ 0)’ (17 1)7 (2a 7) (3) (57 0)’ (_17 1)7 (2" 3)
Encuentre la ecuacién de la pardbola que tiene un arco cuya luz es 12m y cuya altura es 6m.¢>

Encuentre la ecuacién de la pardbola que tiene un arco formado por los cables que soportan un
puente colgante cuando la luz es 150m y la altura es 20m.

Encuentre el eje focal, el vértice, el foco, la directriz y el pardmetro de las pardbolas siguientes.
(@ x*+4x—4y+8=0. () 2> —4x-20y—-5=0. (e) 3x>+6x+3y—12=0.
(b) x*—4x+2y=0. (d y>-10x-8y—14=0. ) > +x+3y-5=0.
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Encuentre la familia de pardbolas de pardmetro p, directriz sobre el eje y, y eje focal sobre el eje x,
con la misma orientacién de éste.

Encuentre la familia de pardbolas de pardmetro p, foco F' = (h, k), y eje focal perpendicular al eje
X y con la misma orientacidn del eje y.

Describa los cambios en la representacién grifica de la pardbola y = Ax? + Bx + C, al cambiar el
valor de:

(@ A (b) B. (c) C.

Dada la pardbola x> + 2x — 4y + 1 = 0, encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes por el punto

@@ (=1,-1). (b) (0,0). (€ (2.

Dada la paribola y*> — x+2y—1 = 0, encuentre la ecuacién de la recta tangente que es perpendicular
alarectax+y+1=0.

Adecuando las definiciones dadas en el ejercicio 3.17, encuentre las ecuaciones de las rectas tan-
gente y normal, y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, para cada paré-
bola y punto de contacto dados.

@ x*+y-5=0;21). () y¥+x-2y+7=0;(-15-2).
(b) x*>—3x-y+20=0;(3,20). (d y>-2x—6y+3=0;(-1,1).

Dada la pardbola x*> — 4x + 5y + 29 = 0, encuentre los valores de ¢ para los que la recta y = 2x + ¢

(a) no corta a la pardbola. (c) estangente a la pardbola.

(b) essecante a la pardbola.  (d) estransversal a la pardbola.

Dada la pardbola y> — 6x — 2y + 6 = 0, encuentre los valores de m para los que la recta y = mx + 3

(a) no corta a la pargbola. (c) estangente a la parabola.

(b) essecante a la pardbola.  (d) es transversal a la parabola.

Dada la parbola x*> — 4x + 5y + 29 = 0, encuentre los valores de / para los que la recta x = h

(a) no corta a la parabola. (c) estangente a la pardbola.

(b) essecante a la pardbola.  (d) estransversal a la pardbola.

Calcule los dngulos entre la recta x + y — 6 = 0 y la parabola x> — y = 0 en cada uno de sus puntos
de interseccién.(®

Calcule los dngulos entre el circulo x? + y*> = 1 y la pardbola 4> — x = 0 en cada uno de sus puntos
de interseccion.
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5.20

5.21

5.22

5.23

5.24

5.25

5.26
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Verifique que las pardbolas x* — 4x + 8y — 20 = 0y x> — 4x — 4y + 4 = 0 son ortogonales en sus
puntos de interseccién.

Verifique que la tangente a una pardbola en uno de sus puntos distinto del vértice, digamos P:

(a) corta a la recta v perpendicular al eje focal por su vértice en el punto medio, B, del segmento
de extremos en el vértice y en la proyeccion de P sobre esta recta.
(Este resultado facilita el trazado de la tangente a una pardbola por uno de sus puntos).

(b) corta al eje focal en el punto T simétrico, respecto al vértice, de la proyeccion de P sobre el
eje focal.
(Este resultado facilita el trazado de la tangente a una pardbola por uno de sus puntos).

Con la nomenclatura del ejercicio anterior, verifique que B es el punto medio de PT.

Dada una pardbola, considere la recta r paralela a su directriz por su foco, la recta v perpendicular al
eje focal por su vértice, su directriz d, y cualquier recta ¢ tangente a la pardbola en un punto distinto
del vértice; considere ademads los puntos A, By C de corte de ¢ con r, vy d, respectivamente.
Verifique que:

(a) B esel punto medio de AC.
(b) Ay C equidistan del foco.

(c) Bes el pie de la perpendicular a ¢ por el foco o, 1o que es lo mismo, la mediatriz de AC pasa
por el foco.

En una pardbola, se llama:

cuerda a cualquier segmento que une dos puntos distintos de la parabola.

cuerda focal a cualquier cuerda que contiene al foco de la parabola.

lado recto (del latin, latus rectum) a la cuerda focal perpendicular al eje focal de la pardbola.
radio focal a cualquier segmento cuyos extremos son el foco de la parabola y un punto de ella.

didmetro al rayo que esta sobre una transversal de la parabola, y cuyos puntos son el de interseccion
con la pardbola y los que estdn en su interior.

cuerda de contacto del punto P exterior a la parabola a la cuerda cuyos extremos son los puntos
de contacto de las tangentes a la pardbola desde P.

En cualquier pardbola de parametro p, verifique que la longitud del lado recto es 2p.

Dada la pardbola y*> — x + 2y — 1 = 0, calcule los dngulos entre las rectas tangentes desde el punto
(1, 3), los puntos de contacto y la recta que contiene a la cuerda de contacto del punto P.

(Propiedad intrinseca de la parabola)

Considerando el sistema de ejes candnicos, verifique que el valor absoluto de la abscisa de un punto
de una parabola es la media proporcional entre la longitud de su lado recto y la ordenada de dicho
punto.

(Esta propiedad, llamada a veces, propiedad intrinseca de las pardbolas, es la que posiblemente usé
Menaijmos para resolver el problema de las medias proporcionales, equivalente al de la duplicacién
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del cubo; dicha propiedad caracteriza las pardbolas y, por tanto, se puede tomar como su definicién.
Es fécil deducir la ecuacién candnica de una pardbola a partir de esta propiedad, fijando una recta
y el nimero 2p como la longitud del lado recto).

Considerando el sistema de ejes candnicos, verifique que una cuerda de una pardbola de pardmetro

p es una cuerda focal si, y sélo si, el producto de las abscisas de sus extremos es —p?.

Considerando el sistema de ejes candnicos, verifique que la longitud de una cuerda focal de una
parédbola de pardmetro p es % por el cuadrado de la diferencia de las abscisas de sus extremos.

Considerando el sistema de ejes candnicos, verifique que la pendiente de la recta que contiene una
cuerda de una pardbola de pardmetro p es la suma de las abscisas de sus extremos entre 2p.

Considerando el sistema de ejes candnicos, verifique que la longitud del radio focal del punto
P = (u,v) de una pardbola de pardmetro p es |v + §|-
Calcule la longitud del radio focal de los puntos de la pardbola:

(@) y— x> =0 que tienen ordenada 13.

(b) y*+2x+y—1=0que tienen abscisa —4.

Dada la pardbola x> — 4x + y = 0, calcule la longitud de:

(a) lacuerda que estd sobre larecta x+y—4 = 0.

(b) la cuerda focal que es paralelaalarecta3x+y—7 = 0.

Verifique que los puntos de cualquier cuerda de una pardbola, excepto sus extremos, estdn en el
interior de la pardbola.

Dada una parabola y una recta que no le es transversal, verifique que la recta es secante a la pardbola
si, y s6lo si, contiene un punto de su interior.

Verifique que los puntos medios de dos cuerdas paralelas de una pardbola determinan una transver-
sal a la pardbola.

Fijada una cuerda de una pardbola, considere la familia de todas las cuerdas paralelas a la cuerda
dada. Verifique que el conjunto de los puntos medios de los miembros de esa familia es el didmetro
de la pardbola, excepto su origen, que estd contenido en la transversal que pasa por el punto medio
de la cuerda fijada.

Encuentre la ecuacién de la recta que contiene el didmetro de la pardbola y*> = 16x determinado
por la familia de cuerdas paralelas de pendiente 2.

Dado el dibujo (el trazado) de una arco de pardbola, dibuje su eje focal, su foco y su directriz.
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5.40

5.41

5.42
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5.44

5.45

5.46

5.47
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Verifique que el tridngulo determinado por los extremos del lado recto de una pardbola, y el punto
D (interseccidn del eje focal con la directriz), es rectangulo.

Verifique que las tangentes a una pardbola en los extremos de una cuerda focal son perpendiculares.

Considerando el sistema de ejes candnico, verifique que la ecuacién de la recta que contiene la
cuerda de contacto de un punto exterior a la pardbola, digamos P = (u,v), es ux = p(y + v).

Verifique que la cuerda de contacto de cualquier punto de la directriz de una parédbola es cuerda
focal.

Verifique que todo circulo, que tiene una cuerda focal de una pardbola como didmetro, es tangente
a su directriz.

Dados dos circulos, que tienen por didmetro sendas cuerdas focales distintas de una parabola,
verifique que:
(a) dichos circulos son secantes.

(b) la cuerda comun de los circulos pasa por el vértice de la pardbola.

Represente graficamente las figuras geométricas que satisfacen las condiciones dadas.

(@ x+y—-2>0 7y x>+4x—-4y+8<0.

(b) 24> -2x-20y+40<0 y y*>+10x—8y—14>0.
(©) X¥*+y>—-4<0 y xX>+4x—-4y+8<0.

d y¥*-x<0y x*-y<O.

Para cada uno de los siguientes casos, encuentre la relacién que satisfacen las coordenadas carte-
sianas del punto P = (x, y) sujeto a la condicién correspondiente.

(a) sudistancia a la recta x — 6 = 0 es 2 unidades mayor que su distancia al punto (2, 2).
(b) es centro de un circulo tangente al circulo C : x> +y*> =9,yalarectal: y—1=0.

(c) equidista de un circulo y una recta exterior a éste.

(Parametrizacion de una parabola)
Si P es la pardbola con vértice en el origen, parametro p y eje focal sobre el eje y, verifique que el
punto P = (u,v) estd en P si, y sélo si, existe un nimero real ¢ tal que
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Comentarios

(1) Sélo a manera de ilustracién, y cometiendo el abuso de adelantarnos a lo estudiado en este capitulo y los tres siguientes,
presentamos la figura 5.14 que muestra las diferencias cualitativas entre los arcos de las diferentes conicas que comparten el
mismo foco y la misma directriz, y que hemos llamado drbitas porque pudieran representar las trayectorias de cuerpos que
interactian con nuestro sistema solar.

e = 2 (hipérbola)

e = 1 (pardbola)

e= % (elipse)

e = 0 (circulo)

Ficura 5.14 Orbitas

(2) Para introducir esta categoria de posicion relativa entre una recta y una pardbola, y la categoria siguiente, se podria comentar
que, para definir tangencia entre una recta y una parabola, no basta con decir que se cortan en un tnico punto (como en los
circulos), pues hay dos tipos de rectas que cortan a una pardbola en un tnico punto: las que definimos en este aparte, que son
las tangentes, y las que se definirdn en el siguiente, que son las transversales.

Algunos lectores podrian juzgar como antinatural presentar primero aquella de la que tenemos que establecer una condicién
en forma negativa (“no paralela a”); pero, presentdndolo del otro modo, se romperia la naturalidad del estudio del signo del
discriminante de la ecuacidén cuadritica resultante. Preferimos conservar este ultimo orden de presentacion.

(3) De hecho ésta es la tinica nocién de recta tangente que se encuentra en la obra Elementos de Euclides.
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(4) Introducida por el también griego Arquimedes (287-212 a.C.), como la recta que, en “las cercanias de” el punto en el que es
tangente a la figura geométrica, “mds se parece a” la figura geométrica; ésta se alcanza como posicién limite, en caso de existir,
de secantes a la figura geométrica, todas las cuales tienen en comun el punto de tangencia.

(5) Cuando se habla de la luz de un arco de pardbola, se supone que dicho arco tiene sus extremos sobre una recta perpendicular
a su eje focal, y se quiere decir la distancia entre esos extremos.
Cuando se habla de la altura de un arco de pardbola, se supone que dicho arco tiene sus extremos sobre una recta perpendicular
a su eje focal, y se quiere decir la distancia entre el vértice y la recta que contiene los extremos.

(6) Esos angulos se refieren a los que determinan la recta dada con la recta tangente a la pardbola en esos puntos.

Orientacion para resolver los problemas del Capitulo 5

A continuacién ofrecemos ayudas para algunos de los problemas.

5.1:

5.33:

5.34:

5.38:

5.39:
5.40:
5.41:
5.42:
5.43:

200

Para la parte (a), haga coincidir el canto recto con la directriz; apoye un lado del 4dngulo recto
contra el canto recto; tome el cordén del tamaiio del lado del 4ngulo recto que no estd apoyado en
el canto recto; fije una tachuela en el extremo de este lado del dngulo recto y la otra en el foco; ate
las puntas del cordén en las tachuelas; apoye un ldpiz en dicho lado del dngulo recto manteniendo
tenso el cordén; por dltimo, deslice el angulo recto adosado al canto recto, manteniendo el lapiz
en la posicién indicada anteriormente.

Para la parte (b), trace el eje focal y el punto D donde corta a la directriz; tome puntos M1, M,

..., My sobre el rayo D77 y trace las rectas [y, [, ..., [; paralelas a la directriz por dichos puntos,
respectivamente; con el compds centrado en el foco y abierto las longitudes DM, DM, ..., DMy,
trace los puntos P; y Q1, P,y O, ..., P y O donde cada circulo corta a las rectas anteriores,
respectivamente.

Use el Principio E13 para establecer que la abscisa de un punto de una cuerda, distinto de sus extre-
mos, debe estar entre las abscisas de sus extremos; establezca la colinealidad igualando pendientes
y use el ejercicio 5.29.

Considere la ecuacion, en la forma punto-pendiente, de una recta que pasa por un punto interior
de la parédbola; verifique que el discriminante de la ecuacion cuadritica que surge del sistema de
ecuaciones entre la recta y la pardbola es positivo.

Para el eje focal: considere tres puntos distintos en el arco y use el ejercicio 5.35 para hallar una
transversal; trace una cuerda PQ perpendicular a esa transversal y ubique su punto medio. Para
el foco: trace la recta v perpendicular al eje focal por el vértice; ubique el punto medio entre el
vértice y la proyeccién de P sobre v; use los ejercicios 5.21.(a) y 5.23.(c) para hallar el foco.

Use el ejercicio 5.24.
Use el ejercicio 5.27.
Use el ejercicio 5.29.
Compruebe que el foco satisface la ecuacion de la recta del ejercicio 5.41.

Use el ejercicio 5.27.
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5.44: Use los ejercicios 5.27 y 5.28: iguale las ecuaciones de los circulos y verifique que la recta que
resulta debe tener término independiente nulo.

5.46: Para la parte (a), divida en dos casos: el circulo es tangente exteriormente a C, o interiormente;
recuerde que el radio de los circulos cuyos centros son P debe ser igual a la distancia de P a la

recta /.
Para la parte (b), escoja un sistema de coordenadas adecuado para simplificar las cuentas.
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ELIPSES

6.1 Ecuacion general y ecuacion canoénica de una elipse

6.2 Inecuaciones cuadraticas, e interior y exterior de una elipse
6.3 Posiciones relativas entre elipses y rectas

6.4 Aplicaciones de la elipse

PROBLEMAS

COMENTARIOS

Recordemos que una elipse es el conjunto de los puntos P del plano para los que
6.1 PF =e-d(P,d),

donde d es su directriz, F es su foco y e, tal que 0 < ¢ < 1, es su excentricidad; tal como establecimos
en el capitulo anterior para las cénicas en general, denotemos por f su eje focal y por D al punto de corte

entre f y d.

Ficura 6.1 Eje focal de una elipse
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§6.1 Ecuacion general y ecuacion candnica de una elipse

Antes de iniciar el estudio analitico de las elipses, verificaremos primero lo afirmado en las siguien-
tes dos proposiciones.

Lema 6.1
Las elipses tienen exactamente dos puntos de corte con su eje focal: uno que estd entre F'y D, que
denotaremos por A; y otro separado de D por F, que denotaremos por A’.

B PRUEBA

Consideremos una elipse &, de directriz d, foco F' y excentricidad e.

Supongamos que V es un punto que estd en el eje focal de &y en &; asi, V, F 'y D son colineales.

Por el lema 5.1, V, F y D son distintos. Asi, VF >0, VD > 0y FD > 0, y ademds, por las propiedades
de la Interposicién de puntos en una recta, se cumple una, y sélo una, de las siguientes afirmaciones:

(D) Destdentre FyV. (II) Vestdentre Fy D. (IIl) F estdentre Vy D.

Por ser el eje focal perpendicular a la directriz, y estar V sobre el eje focal, tendremos que
d(V,d) = VD.

Asf, por (6.1) y la definicién de elipse tendremos que,

(6.2) VF =e-VD.

Si acaso se cumpliera (I), tendriamos que FD = VF - VD =e-VD - VD = (e — 1)VD; de donde, por el
hecho de que e < 1, tenemos que FD < 0; contrario al hecho de que FD > 0.

Asi hemos verificado que & no puede tener mds de dos puntos de corte con su eje focal: uno entre F'y D,
y el otro separado de D por F.

Por otro lado, en virtud del resultado expuesto en el problema 1.21, llamemos A al dnico punto del eje
focal que satisface

D-A-F AF
-A- — =g,
Y 4D
y A’ al Ginico punto del eje focal que satisface
A'F
D-F-A’ y =e.
A’D
As{ tendremos que
DF L+ DF !
_ = e =1—e.
DA Y A

Como AF = DF —AD = (1+e)-AD — AD = e - AD, tendremos que A estd en &; de manera analoga
se verifica que A’ estd en & Como A y A’ son dos puntos distintos de & que estan sobre el eje focal,
tendremos que & corta su eje focal exactamente en los puntos A y A” definidos anteriormente.

QEP H
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Llamaremos vértices de una elipse, a los puntos A y A’ en que corta a su eje focal.
Llamaremos centro de una elipse, al punto C que es el punto medio entre sus vértices A y A’.

Es claro, por la proposicidn anterior, que la elipse no contiene su centro (pues, en caso contrario, la
elipse cortaria su eje focal en tres puntos distintos).

Llamaremos eje normal de una elipse, a la recta n perpendicular al eje focal y que pasa por el
centro C, escogiendo una cualquiera de sus dos orientaciones (que, como consecuencia de su definicion,
es paralelo a la directriz).

Lema 6.2
El foco F de la elipse estd entre su vértice A 'y su centro C.

H PRUEBA
Consideremos una elipse & de foco F, excentricidad e, vértices A y A’, y centro C.
Sabemos que

(6.3) D-A-F y D-F-A’
y que
DF DF
6.4 DA = DA’ =
©4 l+e y 1-e

Por (6.3) tendremos que

(6.5) A-F-A’.

Por definicién de punto medio, tendremos que

(6.6) A-C-A'.

Como DA + AF = DF y DF + FA’ = DA’ tendremos, por (6.4), que AF = ;= FDy FA" = {<DF.
Como AA’ = AF + FA' = 1%22 DF, tendremos que AC = %AA’ = 73 FD > AF, es decir, que AC > AF.

Asf, por (6.5) y (6.6), tendremos que A-F-C.
QEP H

OBsERVACION 6.1
(@) Note que el foco F, los vértices Ay A’, y el centro C de una elipse estdn en el mismo semiplano, de
los dos que determina su directriz d.

(b) Note que dada una elipse (es decir, su directriz d, su foco F y su excentricidad e), podemos obtener
el eje focal £, los vértices Ay A’, y el centro C
(el eje focal £ es la recta perpendicular a d por F, orientada de D hacia F, donde D es el punto de
corte entre d y £; los vértices Ay A’ son los iinicos puntos que satisfacen (6.3) y (6.4), respectiva-
mente; el centro C es el punto medio del segmento de extremos Ay A’).

(c) Todos los puntos de una elipse se encuentran en el mismo semiplano en que se encuentra su foco,
de los dos semiplanos determinados por su directriz
(llamemos H al semiplano determinado por d que contiene a F; y llamemos H’' al semiplano opues-
to. Si P es un punto que estd en H’', llamemos Q a la proyeccion de P sobre d, y llamemos R al punto
de corte entre d y el segmento PF. Como PF > PR > PQ = d(P,d), tendremos que P no puede
estar en ).
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Ficura 6.2 Vértices, centro y eje normal de una elipse

(d) Por un argumento similar al anterior, todos los puntos de una elipse, excepto su vértice A, se
encuentran en el mismo semiplano en que se encuentra su foco, de los dos semiplanos determinados
por la perpendicular a su eje focal que pasa por su vértice A.

Consideremos las relaciones g que asocian, a pares ordenados de nimeros reales, un nimero real,
cuyas reglas de asociacién son polinomios de segundo grado en dos variables de la forma
e A2 2
gx,y) :=Ax"+Cy-+F

(A, C y F niimeros reales talesque C > A >0y F < 0).

El objetivo central de esta parte del capitulo es verificar que, dada una figura geométrica G cual-
quiera, se tiene lo afirmado en el siguiente Teorema.

TeoRemA 20 (REPRESENTACION ANALITICA DE UNA ELIPSE)
G es una elipse si, y solo si, existe un sistema de ejes ortogonales xXOy tal que G se puede representar
por una ecuacion cuadrdtica en dos variables de la forma

(6.7) A’ +Cy’+F=0
(A, C y F nitmeros reales tales que C>A >0y F <0).

Verificado esto, la ecuacién (6.7) serd llamada la ecuacion general, o simplemente la ecuacion, de
la elipse G.
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Supongamos que G es una elipse, y llamemos: d a su directriz, F a sufocoy e,con0 <e < 1, a
su excentricidad. Por la observacion 6.1.(b), podemos suponer que tenemos como datos adicionales: sus
vértices Ay A’, y su centro C.

Consideremos el sistema de ejes ortogonales xOy que tiene: como eje X, el eje focal de la elipse,
ubicando el 0 en el centro C; y como eje y, el eje normal de la elipse, ubicando el O en el centro C (ver
la figura 6.3).

Yn
d:x=-k
G
/
F =(-c,0) f
D A = (-a,0) C A’ = (a,0) X

Ficura 6.3 Ejes candnicos de la elipse

Consideremos los nimeros reales positivos a = CA, ¢ = CF y k = CD; asi, las coordenadas de C
son (0, 0), las de F son (—c, 0), las de A son (—a, 0), las de A son (a, 0), las de D son (—k, 0) y la ecuacién
de la directriz d es x = —k (por ser perpendicular al eje x).

Por los lemas 6.1 y 6.2, tenemos que ¢ < a < k.

Por comodidad en el desarrollo algebraico subsiguiente, y apoyados en la parte (b) de la observa-
cién 6.1, calculamos ¢ y k en términos de a y e, de la siguiente manera. Como A y A’ estdn sobre la
elipse tendremos, por definicién, que AF = e -d(A,d) =e-ADyA'F =e-d(A’,d) = e- A’D. Como
lc—al=la-cl=a-c,la-kl=lk—-a =k—-a,|—-a—-c|=|c+al=a+cy|-a-kl=|k+al=k+a
tendremos, de

a-c=e¢-(k—a)
at+tc=e-(k+a)’
que
(6.8) k:g y ¢ =ae;

de donde, sustituyendo correspondientemente, las coordenadas de F son (—ae,0), y la ecuacién de la
directriz d es x = —% (ver la figura 6.4).
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n
d:x= —g
G
/
F = (—ae,0) f
D A = (-a,0) C A'=(a,0) X

Ficura 6.4 Datos parciales de la elipse

Consideremos un punto P cualquiera, y sus coordenadas (x, y) respecto al sistema de ejes ortogona-
les xOy que hemos configurado.

Por definicién, P estd en G si, y s6lo si, PF = e - d(P,d). Como

PF=J(x+aeP+y2 y dP.d)=|x+ 2|,
e

tendremos que P estd en G si, y s6lo si, las coordenadas de P satisfacen la ecuacion

22— ,. a
Vix+ae)y +y - =e-|x+%|

Como ambos términos de la igualdad son positivos tendremos, después de elevar al cuadrado, que esta
ecuacion es equivalente a

2

a a
2e? + y2 = ez(x2 +2-x+ —=),
e e?

% +2aex +a

que es la misma que
(6.9) (1 -eHx? +y? = a1 - €.

Como a*(1 — ¢*) > 0 tendremos, tomando x = 0 en la ecuacién (6.9), que la elipse corta en
exactamente dos puntos a su eje normal: los puntos B = (0,a V1 —e2)y B’ = (0, —a V1 — €?2) (el primero
con ordenada positiva, y el segundo con ordenada negativa).

Tomando b = CB = CB’ = a V1 — €2, la distancia del centro C a cualquiera de los dos puntos By
B’, tendremos, por el hecho de que b* = a*(1 — €?) = a® — (ae)* = a®> — c*,que a > b > 0.
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B=(0,aVl-¢?)

A =(a,0) X

B =(0,-a V1 -¢?)

Ficura 6.5 Datos adicionales de la elipse

Dividiendo ambos términos de la ecuacién (6.9) por a?(1 — e?) y realizando las simplificaciones de
rigor, tendremos que P estd en G si, y s6lo si, las coordenadas de P satisfacen la ecuacién

x2 yZ

;-i_ﬁ:l

llamada ecuacion candnica de la elipse que tiene eje focal sobre el eje x, centro en el origen, distancia
del centro, a cualquiera de sus vértices, a y distancia del centro, a cualquiera de los puntos By B’, b.

Es claro, al sumar las fracciones del lado izquierdo y multiplicar ambos términos por a?b?, que esta
dltima ecuacion es equivalente a la ecuacién

v’x* + a*y? - a*b* = 0.

Asi, al definir A = b%, C = &? yF = —a*b?, tendremos que el punto P estd en G si, y s6lo si, sus
coordenadas cartesianas satisfacen la ecuacién (6.7), paralaque C> A >0y F <.

Supongamos ahora que existe un sistema de ejes ortogonales xOy, tal que G se puede representar
por una ecuacién como (6.7).

Tomando el ndmero real ¢ = 4 /% (conloque 0 <e < 1),elpunto F = (— F(ﬁgc), 0), y la recta

d de ecuacién x = — /% tendremos, para cualquier punto P = (x,y) de G, que

2
FA—
PF = (x+ (A—CC)) +y?
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/F(A—C) FA-C) F A ) 5 .,
= 2 ___252
\/x +2 AC X+ AC c Cx (despejando y~ en la ecuacion (6.7))
C-A F(A-C) -F
— |42 7 .
V(&5 FEZO ()
2
B C-A N —_F
“\|IV'c TV
C_Ax+ FC )
C AA-0)|’

yd(P,d) = ’x + 4 /%‘. Ast, al tomar la recta d, el punto fuera de ella F (pues A # 0) y el niimero e

(que satisface 0 < e < 1), tendremos que G es la elipse de directriz d, foco F' y excentricidad e.

De este modo hemos concluido la verificacion del Teorema 20.

Note que, en el caso de la elipse, a > b y que los nimeros reales positivos a, b y ¢ satisfacen la
relacién pitagorica

(6.10) a? =b%+

que permitiria calcular uno cualquiera de ellos a partir de los otros dos.

El nimero real 2a (la distancia entre los vértices A y A”) es llamado el didmetro mayor, al igual
que el segmento AA”{"?; el niimero real a (la distancia del centro C a cualquiera de los vértices A y A’) es
llamado el radio mayor, al igual que los segmentos CA y CA’; los puntos By B’ serdn llamados puntos
auxiliares de la elipse (pues la utilidad de estos puntos se hace patente en el momento de graficar la
elipse); el nimero real 2b (la distancia entre los puntos auxiliares By B’) es llamado el didmetro menor,
al igual que el segmento BB’‘?; el ndmero real b (la distancia del centro C a cualquiera de los puntos B
y B’) es llamado el radio menor, al igual que los segmentos CB 'y CB’; y el sistema de ejes rectangulares
que hemos configurado es llamado el sistema de ejes canonico de la elipse G.

Note ademds que, si se calculan los valores de los radios mayor y menor a y b, respectivamente,
a partir de la ecuacién (6.7) de una elipse tendremos, por lo probado en la segunda implicacién del
Teorema 20, que a = VC yb = VA (tal como result6 en la prueba de la primera implicacién de ese
Teorema). Como a y b son datos intrinsecos de la geometria de la elipse, y A y C no lo son, convendremos
que:

Cada vez que se tenga la necesidad de hacer cdlculos que involucren los datos geométricos
bdsicos de una elipse, consideraremos como ecuacion general de la misma la ecuacion

b*x* +d’y? —a*b? =0

ya que, a través de esta ecuacion, expresamos ademds que el sistema de coordenadas que se
estd utilizando es el sistema de ejes canodnico de la elipse.
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> EJempLo 6.1
Para encontrar la ecuacion general de la elipse de radio mayor 5, radio menor 3, eje focal sobre el eje
X, y centro en el origen, planteamos la ecuacion

2

5

| =

2

y
+==1,
9

[\

obteniendo que la ecuacion requerida es

9x% +25y% — 225 = 0.

QEE <

OBSERVACION 6.2

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

La presencia exclusiva de términos cuadrdticos, “x*” y “y*>”, en la ecuacion de una elipse da

garantia de que las elipses son simétricas respecto a ambos ejes, y respecto al origen, de su sistema
de ejes canonico.

Por esta razon, cualquier orientacion que se escoja para los ejes candnicos daria una ecuacion
(candnica o general) con los mismos coeficientes.

La elipse no es la representacion geométrica de una funcion y = f(x), ni x = f(y), al expresar las
coordenadas de sus puntos respecto a su sistema de ejes canénico.

Despejando “y” en la ecuacion candnica de la elipse obtenemos

y — ii_: a2 — x2’.
lo que permite pensar la elipse como la representacion geométrica de dos funciones, al expresar
las coordenadas de sus puntos respecto a su sistema de ejes candnico:

y= g Va? — x2 (el arco que estd en Ly)

y= —Z Va? — x2 (el arco que estd en Ly,).

En todo caso, para que “y” corresponda a un niimero real, necesariamente “x” debe estar en el
intervalo cerrado [—a, a].

Despejando “x” en la ecuacion canonica de la elipse obtenemos
— +a . [p2 _ 2.
x==£3b* -y

lo que permite pensar la elipse como la representacion geométrica de otras dos funciones, al expre-
sar las coordenadas de sus puntos respecto a su sistema de ejes candnico:

x = &+/b2 — y? (el arco que estd en Ly )

— _a 2 2 s ’
x = =3 b= —y* (el arco que estd en Ly)).
En todo caso, para que “x” corresponda a un niimero real, necesariamente
intervalo cerrado [—b, b].

“«

y” debe estar en el

Por lo dicho en las dos partes anteriores tenemos que la elipse estd encerrada dentro del rectdngulo
[—a,a] X [-b, b].
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(f) Sise considera el punto F’, simétrico del foco F respecto al centro C, y la recta d’, simétrica de la
directriz d respecto al eje normal se tiene, después de hacer los cdlculos con el punto F’ = (ae,0) y
la recta d’ de ecuacion x = £, que la elipse de foco F' y directriz d’ coincide con la elipse de foco
F y directriz d.

Por esta razon consideraremos que la elipse tiene dos focos (F 'y F’) y dos directrices (dy d’).

El niimero real 2c¢ (la distancia entre los focos F' 'y F’) es llamado la distancia focal de la elip-
se; el niimero real ¢ (la distancia del centro C a cualquiera de los focos F 'y F') es llamado la
semidistancia focal.

(9) Note la sorprendente relacion que aparece en el tridngulo sombreado en la figura 6.6, es decir, el
hecho de que a es también la distancia entre By F (o entre By F’, o entre B' y F, 0 entre B’ y F’).
Los puntos auxiliares B = (0,b) y B" = (0,—b) permiten trazar el rectdngulo formado por los
puntos (a, b), (a,—b), (—a,—b) y (-a,b), al cual llamaremos rectangulo auxiliar de la elipse, y es
lo primero que deberiamos dibujar cuando intentemos dibujar una elipse, pues los tinicos puntos
de la elipse que tienen abscisa x = a, 0 x = —a, son sus vértices Ay A’, respectivamente, y los
tinicos puntos de la elipse que tienen ordenada y = b, o y = —b, son sus puntos auxiliares By B’,
respectivamente; de donde las rectas x = ta y y = +b cortan a la elipse exclusivamente en los
puntos A’y A, y By B’, respectivamente.

A =(-a,0),A" =(a,0),B=(0,b), B =(0,-b), F = (=c,0), F' =(c,0)

Fiaura 6.6 Particularidades de la elipse 5 + & = 1

a

(h) A partir de las relaciones b = aV1 — e y ¢ = ae podemos asegurar que: mientras mds cerca de
0 esté la excentricidad de la elipse, mds se parece b a a, mds pequeiio serd c respecto a a y, por
tanto, la elipse es mds redondeada, mds parecida a un circulo, y menos excéntrica, con los focos
mds cercanos al centro; mientras mds cerca de 1 esté la excentricidad de la elipse, mds pequeiio
serd b respecto a a, mds se parece ¢ a a y, por tanto, la elipse es mds achatada, mds parecida a un
segmento de recta, y mds excéntrica, con los focos mds lejos del centro.
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En el caso limite con e = 0, tenemos b = a, los didmetros mayor y menor son iguales, ¢ = 0,
los focos coinciden con el centro, y la ecuacion candnica de la elipse se convierte en la ecuacion
canonica de un circulo de centro en el origen y radio a; de donde se puede decir que el circulo es,
desde el punto de vista geométrico, una elipse degenerada o limite.

() De la relacion k = £y del hecho de que 0 < e < 1 tenemos que —k < —a < a < k; con lo que la
elipse estd completamente contenida en la region limitada entre las directrices d y d’.

(i) Note que dada una elipse (es decir, su directriz d, su foco F 'y su excentricidad e), podemos obtener
el eje focal £, el centro C, el radio mayor a y el radio menor b
(por la observacion 6.1.(b), podemos contar con el eje focal £ y el centro C; pero ademds, podemos
contar también con uno cualquiera de sus vértices, digamos Ay, en consecuencia, obtenemos el
radio mayor a mediante AC; finalmente, obtenemos el radio menor b a partir de la ecuacion (6.10)).
Pero ademads, y esto es lo crucial, también podemos obtener la directriz d, el foco F y la excentrici-
dad e, a partir del eje focal £, el centro C, el radio mayor a y el radio menor b
(a partir de la ecuacion (6.10) encontramos la semidistancia focal c y, con este dato, calculamos la
excentricidad e, a partir de la segunda relacion en (6.8), y el foco F, tomando cualquiera de los dos
puntos de £ que estdn a distancia c del centro C; para encontrar la directriz, buscamos el punto D
de f que estd a una distancia $ del centro C, y del mismo lado de C en que ubicamos a F, y luego
tomamos la perpendicular a £ por D).
Por estas razones, una elipse queda determinada si tenemos su eje focal, su centro y sus radios
MaAyor y menor.

En el trabajo que hemos realizado sobre una elipse, hemos tenido la posibilidad de escoger el sistema
de ejes ortogonales respecto al cual se expresan las coordenadas de sus puntos, y la ecuacién que ellas
satisfacen; nos interesa ahora averiguar cémo es la forma de la ecuacién de una elipse, si los datos
geométricos que la determinan (directriz, foco y excentricidad; o eje focal, centro y radios mayor y
menor) estdn expresados respecto a un sistema de ejes ortogonales fijado previamente.

En este capitulo atenderemos sélo un caso particular de este problema: aquel en el que el eje focal es
perpendicular a alguno de los ejes del sistema de ejes ortogonales prefijado; en el Capitulo 8 atenderemos
el caso general.

En todo lo que sigue supondremos que se ha fijado un sistema de coordenadas xOy en el plano.

6.1.1 Eje focal perpendicular al eje y, centro (xo, i), radio mayor a y radio menor b

Consideremos las relaciones g que asocian, a pares ordenados de nimeros reales, un nimero real,
cuyas reglas de asociacién son polinomios de segundo grado en dos variables de la forma

g(x,y) :=Ax>*+Cy> +Dx+Ey +F
(A, C, D, E y F nimeros reales tales que C > A > 0y CD? + AE? — 4ACF > 0).

El objetivo central de esta parte del capitulo es verificar que, dada una figura geométrica G cual-
quiera, se tiene lo afirmado en la siguiente proposicidn.
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CoroLaRio 6.1
G es una elipse con eje focal perpendicular al eje y si, y solo si, G se puede representar por una ecuacion
cuadrdtica en dos variables de la forma

(6.11) Ax* +Cy? + Dx+Ey+F=0
(A, C, D, E y F niimeros reales tales que G > A >0y CD? + AE? — 4ACF > 0).

Verificado esto, la ecuacién (6.11) serd llamada la ecuacion general, o simplemente la ecuacion,
de la elipse G con eje focal perpendicular al eje y.

Supongamos que G es una elipse con eje focal perpendicular al eje y. Asi, la ecuacion de su directriz
d es de la forma
d: x-—h=0.

Por la observacion 6.2.(j) podemos suponer, al tener la elipse G, que tenemos como dato las coor-
denadas del centro C, digamos (xy, o), su radio mayor, digamos a, y su radio menor, digamos b.

Por el Teorema 20 sabemos que la elipse G se puede representar por una ecuacién de la forma

22 A2
(6.12) r Ly

a? b2:1

respecto al sistema de ejes canénico XOy de G; para tener una ecuacién en términos de x y y, que
represente a &, bastaria con aplicar las férmulas adecuadas para transformar las coordenadas del sistema
xOy al sistema XOy.

Por la parte (a) de la observacion 6.2, el sistema 326’)7 puede ser considerado como el sistema X0y,
traslacién del sistema xOy al punto C = (xp,yo) (ver la figura 6.7); por tanto, debemos aplicar las
férmulas de traslacién de coordenadas de xOy a XOy

X — X
Jy=Yy—yo

obteniendo que la ecuacidn (6.12) se transforma en

C

(x — x0)? L - Yo)?

(6.13) e 2

=1

llamada ecuacion canonica de una elipse con eje focal perpendicular al eje y, centro (xy,yo), radio
mayor ay radio menor b.

Como a # 0y b # 0, la ecuacién (6.13) es equivalente a la ecuacién
(6.14) b*(x — x0)* + a*(y — yo)* = a*b>.

Después de sacar las cuentas en la ecuacidn (6.14), tenemos que ésta es equivalente a la ecuacion

(6.15) b*x* + a2y2 - 2b%xox — 2a2yoy + bzxé + azyé —a*h* = 0.
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y
d Yy d
B
Yo
A\ F C F A X
BI
X0 X

Ficura 6.7 Eje focal perpendicular al eje y

Tomando A = b2, C = a*, D = —2b%x, E = —2a2y0 yF = bzx?) + aZy(z) — a?b?, tendremos que las
coordenadas cartesianas de los puntos de G satisfacen la ecuacién (6.11) y, ademds, como a*> > b> >0y
4a*b* > 0, se tiene que C > A > 0y CD? + AEZ — 4ACF > 0.

Hasta este punto hemos logrado verificar que, si G es una elipse con eje focal perpendicular al eje
y, entonces G se puede representar por una ecuacion como (6.11); verificaremos ahora el reciproco de
esta afirmacion.

Después de completar cuadrados y realizar las simplificaciones de rigor, la ecuacién (6.11) resulta
equivalente a la ecuacién

2 2 2 2 _
D)+C( E)_CD + AE 4ACF=0

(A, C, D, E y F nimeros reales tales que C > A > 0y CD? + AE? — 4ACF > 0).

Después de tener un sistema de ejes rectangulares XO¥, por traslacién del sistema xOy al punto

(-5-%)
2A° " 2C)’

y cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio de las férmulas de traslacién de coordena-

das, tendremos que dicha ecuacién es equivalente a la ecuacién

CD? + AE? — 4ACF
A¥* + Cjf* — =
*+ G 4AC |

(A, C, D, E y F niimeros reales tales que C > A > 0y CD? + AE? — 4ACF > 0).
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v % 9] 2 2_ et sz .
AlponerA=A,C=CyF = —W, tendremos que esta tltima ecuacion es equivalente a la
ecuacién

A¥® +Ci?+F=0
(A, C y F niimeros reales tales que C > A > 0y F < 0).

Por el Teorema 20, esta tltima ecuacion representa una elipse de la que su sistema de ejes candnico
es una traslacién del sistema xQOy; con lo que esta ultima ecuacion representa una elipse cuyo eje focal
es perpendicular al eje y.

>» EJempLo 6.2
Para encontrar la ecuacion general de la elipse con eje focal perpendicular al eje 'y, centro (—1, 3), radio
mayor S, y radio menor 3, planteamos la ecuacion

1)) _ 1y
-CED7  @-37

L,
25 9

obteniendo que la ecuacion requerida es
9x% +255% + 18x — 150y + 9 = 0.

QEE <

>» EuJempLo 6.3
Para encontrar el centro, los radios mayor y menor, la semidistancia focal, la excentricidad, los vértices,
los puntos auxiliares, los focos y las directrices de la elipse

X +4y? —4x—8y—92=0,
procedemos de la siguiente manera. Como CD? + AE? — 4ACF = 840 > 0, el grdfico de la ecuacion no
es vacio ni se reduce a un punto.
En primer lugar observamos que el eje focal de esta elipse es perpendicular al eje y, pues 4 > 1.

Completando cuadrados obtenemos la ecuacion candnica de la elipse, a saber,

A2 T
(-2 @-1 _

100 5 "
De este modo: C = (2,1), a = 10, b = 5,¢ = 5V3, e = g A= (=8,1),A = (2,1, B=(,6),
B =24, F=Q-5V3,1), F =Q+5V3,1),d: x=1-28 7 x—14+28 QeE <

6.1.2 Eje focal perpendicular al eje x, centro (x, i), radio mayor a y radio menor b

Consideremos las relaciones g que asocian, a pares ordenados de nimeros reales, un nimero real,
cuyas reglas de asociacién son polinomios de segundo grado en dos variables de la forma
g(x,y) == Ax>* +Cy> + Dx+Ey +F
(A, C, D, E y F nimeros reales tales que A > C > 0y CD? + AE? — 4ACF > 0).
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El objetivo central de esta parte del capitulo es verificar que, dada una figura geométrica G cual-
quiera, se tiene lo afirmado en la siguiente proposicion.

ConRoLARI0 6.2
G es una elipse con eje focal perpendicular al eje X si, y solo si, G se puede representar por una ecuacion
cuadrdtica en dos variables de la forma
(6.17) Ax* +Cy* +Dx+Ey+F=0
(A, C, D, E y F niimeros reales tales que A > C > 0y CD?> + AE> — 4ACF > 0).

Verificado esto, la ecuacién (6.17) sera llamada la ecuacion general, o simplemente la ecuacion,
de la elipse G con eje focal perpendicular al eje x.

Supongamos que G es una elipse con eje focal perpendicular al eje x. Asi, la ecuacién de su directriz
d es de la forma
d: y—k=0.

Por la observacion 6.2.(j) podemos suponer, al tener la elipse G, que tenemos como dato las coor-
denadas del centro C, digamos (xy, yp), su radio mayor, digamos a, y su radio menor, digamos b.

Por el Teorema 20 sabemos que la elipse G se puede representar por una ecuacién de la forma

5&2 92

respecto al sistema de ejes candénico XOy de G; para tener una ecuacion en términos de x y y, que
represente a &, bastaria con aplicar las férmulas adecuadas para transformar las coordenadas del sistema
xOy al sistema XOy.

Por la parte (a) de la observacion 6.2, el sistema 3(\637 puede ser considerado como el sistema XO¥,
la rotacién por 90, de la traslacion del sistema xOy al punto C = (xg, yo) (ver la figura 6.8) (lo cual, de
acuerdo con la observacion 4.1.(e), equivale a cambiar la abscisa por su ordenada, y la ordenada por el
opuesto de su abscisa, en los ejes del sistema trasladado); por tanto, debemos aplicar las férmulas de
traslacién de coordenadas de xOy a Oy

y cambiamos la abscisa por su ordenada, y la ordenada por el opuesto de su abscisa

X =y — yo
J=—(x—xo)

obteniendo que la ecuacidn (6.18) se transforma en

=

X0

=X -
=Yy—Yo

=

=

w—m9+w—%f_

b? a2
llamada ecuacion canonica de una elipse con eje focal perpendicular al eje X, centro (xy,yo), radio
mayor a y radio menor b.

1

(6.19)
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y
X
d
A/
F/
Y Y B B
C
F
A
dl
X0 X

Ficura 6.8 Eje focal perpendicular al eje x

Comoa # 0y b # 0, la ecuacién (6.19) es equivalente a la ecuacién
(6.20) az(x - xo)2 + bz(y - yo)2 = a’b>.

Después de sacar las cuentas en la ecuacion (6.20), tenemos que ésta es equivalente a la ecuacién

(6.21) a’x* + by - 2a* xox — 2b%yoy + a’x} + by — a*b? = 0.

Tomando A = a2, C = b%, D = —2a%x, E = —2b2y0 yF = azx% + b2y(2) — a?b?, tendremos que las
coordenadas cartesianas de los puntos de & satisfacen la ecuacién (6.17) y, ademds, como a?>b*>0 y
4a*b* > 0, se tiene que A > C > 0y CD? + AE? — 4ACF > 0.

Hasta este punto hemos logrado verificar que, si G es una elipse con eje focal perpendicular al eje
X, entonces G se puede representar por una ecuacién como (6.17); verificaremos ahora el reciproco de
esta afirmacion.

Después de completar cuadrados y realizar las simplificaciones de rigor, la ecuacién (6.17) resulta
equivalente a la ecuacion

D\? E\> CD?+AE2—-4ACF
(6.22) A(x+ ﬁ) +C(y+%) - IAC =0

(A, C, D, E y F niimeros reales talesque A>C >0y CD? + AE? — 4ACF > 0).
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Después de tener un sistema de ejes rectangulares XO¥, por traslacién del sistema xOy hasta el

punto
(5-%)
2A°2C)»
cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio de las férmulas de traslacién de coordenadas,

y luego cambiar la abscisa por su ordenada, y la ordenada por el opuesto de su abscisa, tendremos que
dicha ecuacién es equivalente a la ecuacién
. ., CD?+ AE? — 4ACF
C# + A - =0
A 4AC
(A, C, D, E y F nimeros reales tales que A > C > 0y CD? + AE? — 4ACF > 0).

o M M 2 2_ . ., .
AlponerA=C,C=AyF= —CD+C4MF, tendremos que esta ultima ecuacion es equivalente a
la ecuacién

AR +CiP+E=0
(A, Cy F nimeros reales tales que C > A>0 y F< 0).

Por el Teorema 20, esta tiltima ecuacion representa una elipse, de la que su sistema de ejes canénico
es la rotacion por 90, de la traslacion al punto C = (xg,yo) del sistema xOy; con lo que esta tultima
ecuacién representa una elipse cuyo eje focal es perpendicular al eje x.

> EJemrLo 6.4
Para encontrar la ecuacion general de la elipse con eje focal perpendicular al eje X, centro (-1, 3), radio
mayor 5, y radio menor 3, planteamos la ecuacion

—_(_1))2 _12\2
=D =37

17
9 25

obteniendo que la ecuacion requerida es
25x% +9y> — 150x + 18y + 9 = 0.

QEE «

>» EJEmPLO 6.5
Para encontrar el centro, los radios mayor y menor, la semidistancia focal, la excentricidad, los vértices,
los puntos auxiliares, los focos y las directrices de la elipse

25x% + 9y — 50x + 36y — 164 = 0,
procedemos de la siguiente manera. Como CD? + AE? — 4ACF = 202500 > 0, el grdfico de la ecuacion
no es vacio ni se reduce a un punto.
En primer lugar observamos que el eje focal de esta elipse es perpendicular al eje X, pues 25 > 9.
Completando cuadrados obtenemos la ecuacion canonica de la elipse, a saber,

(-1 y+27 _

1.
9 25
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De este modo: C = (1,-2), a = b=3c=4 e = %, A= (1,-7),A =(1,3), B=(-2,-2),
B'=(4,-2),F=(1,-6,F =(,2,d: y==yd : y=1. QEE <

OBSERVACION 6.3

En los problemas con datos numéricos, la diferencia entre ambas ecuaciones candnicas estd marcada,
en el caso de la elipse, por el hecho de que el denominador menor (b) estd debajo de la variable que
identifica al eje, del sistema de coordenadas fijado, al cual es perpendicular el eje focal de la elipse.

§6.2 Inecuaciones cuadraticas, e interior y exterior de una elipse

El estudio que haremos en esta seccién tendrd como sistema de ejes ortogonales, el sistema de ejes
canonico de la elipse, pues con otro sistema de ejes ortogonales el estudio es andlogo.

Diremos que un punto estd en el interior de una elipse, si su distancia al foco es menor que la
excentricidad por su distancia a la directriz.

Diremos que un punto estd en el exterior de una elipse, si su distancia al foco es mayor que la
excentricidad por su distancia a la directriz.

Llamaremos interior de una elipse al conjunto de sus puntos interiores.
Llamaremos exterior de una elipse al conjunto de sus puntos exteriores.

El objetivo central de esta parte del capitulo es ofrecer la representacion analitica de los puntos del
plano que no estan sobre una elipse, tomando como referencia la excentricidad, la distancia al foco y la
distancia a la directriz.

Consideremos una elipse & de directriz d, foco F y excentricidad e. Por la tricotomia del orden de
los ntimeros reales, todos los puntos del plano estdn en uno, y s6lo uno, de los siguientes conjuntos: la
elipse &; el interior de la elipse &; el exterior de la elipse &. Ahora, atendiendo a la definicién de estos
dos ultimos, verificaremos lo afirmado en el siguiente Teorema.

TeorEMA 21 (REPRESENTACION ANALITICA DEL INTERIOR Y DEL EXTERIOR DE UNA ELIPSE)
Si la ecuacion general de la elipse & es Ax* + Cy> + F =0 (C > A > 0y F < 0), entonces su interior
Y su exterior son, respectivamente, los conjuntos

[:={(xy) eR*: AX*+Cy* +F <0}
E = {(x,y)eIRZ: Ax2+Cy2+F>O}.

Verificaremos sélo que el interior de & coincide con el conjunto / descrito, pues de manera andloga
se verifica que el exterior de & coincide con el conjunto E.

Ya sabemos que, respecto al sistema de ejes candnico, el foco y la directriz de & son, respectiva-

mente,
F=(-ae,0) 'y d:x+%=0, donde a=. % y b= ZF.
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Un punto P = (x, y) genérico estd en el interior de & si, y solo si, PF < e-d(P,d), es decir, si, y s6lo

2 2 . al.
Vix+ae)  +y- <e-|x+<f;

. e lla o 2P 2 _ -F 12 _ -F
0, lo que es lo mismo, si, y solo si % + ;7 < 1. Como a® = %, b° = Ty —F > 0, tendremos que el

interior de la elipse & coincide con 1, tal como querfamos verificar.

si,

En general, el conjunto solucién de una desigualdad como Ax> + Cy> + F£0(C>A>0yF <0)
serd uno de esos conjuntos determinados por la elipse Ax> + Cy?> + F = 0; e incluird el borde (es decir, la
elipse misma), s6lo en el caso en que tuviéramos “>” 0 “<”.

En lo que se refiere a la representacion grafica de esos conjuntos, haremos la misma convencién que
hemos hecho con las rectas (ver la pagina 16).

Ficura 6.9 Interior y exterior de la elipse

§6.3 Posiciones relativas entre elipses y rectas

En los pardgrafos sucesivos haremos un estudio sobre las relaciones que existen entre las posiciones
relativas que pueden presentar una recta y una elipse, y los coeficientes de sus ecuaciones generales; en
dicho estudio tomaremos como sistema de ejes ortogonales el sistema de ejes candnico de la elipse, pues
con otro sistema de ejes ortogonales el estudio es andlogo.

Consideremos una elipse & y una recta [, de ecuaciones
E: P +dy? -ad*b* =0 [: Ax+By+C=0
(a>b>0) (A2 +B? £ 0).

El estudio de la incidencia entre la elipse E y larecta [ equivale a la consideracion de la existencia de
pares ordenados (x, i) de nimeros reales que satisfagan, simultdneamente, las siguientes dos condiciones

P +d?y -a*h* =0 y Ax+By+C=0;
0, lo que es lo mismo, a la consideracién de la existencia de soluciones del sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas
P +dy? -ad*h* =0

(6.23) .
Ax+By+C=0
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C;/X S
P /

o
//

Ficura 6.10 Incidencia entre una elipse y una recta

Desde el punto de vista geométrico (ver la figura 6.10 y el ejercicio 6.3), el sistema (6.23)

(N) no tendra solucion si, y sélo si, [ y & no se cortan.

(S) tendra dos soluciones distintas si, y s6lo si, [ y & son secantes (es decir, [ corta a & en dos puntos
distintos).

(T) tendrd dos soluciones iguales si, y s6lo si, [ 'y & son fangentes (es decir, [ corta a & en un dnico
punto).

Desde el punto de vista algebraico, se puede proceder a resolver el sistema (6.23) despejando una
de las variables en la segunda ecuacidn (una de las que tenga su coeficiente distinto de cero), y “sustituir”
esa variable en la primera, tal como detallamos a continuacioén.

Si B # 0, consideramos la forma corte-pendiente de la ecuacion de [ y el sistema de ecuaciones
b + a2y2 —a’b* =0
y=mx+t

(6.24)

equivalente al sistema (6.23) (donde m = —% yt=-¢).

69

Al sustituir el término del lado derecho de la segunda igualdad por “y” en la primera ecuacion,
resulta la ecuacion de segundo grado en la variable x

(6.25) (b* + m*a®)x* + 2mta’x + (> - b*) = 0
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que, dependiendo del signo de su discriminante (ver el Apéndice C)
(6.26) A = 4a*b*(a®m® + b — 1)

(N) no tendrd solucion si, y sélo si, A < 0.
(S) tendra dos soluciones distintas si, y sélo si, A > 0.

(T) tendré dos soluciones iguales si, y s6lo si, A = 0.

Si B = 0 (de donde A # 0), [ es perpendicular al eje X y, en consecuencia, consideramos el sistema
de ecuaciones

(6.27)

P’x*+d’y? —a*h? =0
x=h

equivalente al sistema (6.23) (donde h = —%).

[T ]

Al sustituir el término del lado derecho de la segunda igualdad por “x” en la primera ecuacion,
resulta la ecuacién de segundo grado en la variable y

(6.28) Ay + P -a*) =0
que, dependiendo del signo de su discriminante (ver el Apéndice C)

(6.29) A = 4a*b*(d* - )

(N) no tendrd solucidn si, y sélo si, /4 estd en el conjunto (—oo, —a) U (a, +o0).
(S) tendra dos soluciones distintas si, y solo si, & estd en el intervalo (—a, a).

(T) tendra dos soluciones iguales si, y s6lo si, & = +a.

Una vez que se tengan las soluciones de la ecuacidn de segundo grado correspondiente, en caso de
que existan, apenas se ha encontrado una de las coordenadas de cada uno de los puntos de corte entre
&y [: las abscisas, si se procedié como en el caso B # 0; las ordenadas, si se procedié como en el caso
B = 0. Para encontrar la otra coordenada que acompaiia a la ya obtenida, y tener realmente las soluciones
del sistema (6.23), sustituimos cada una de las soluciones obtenidas en la segunda ecuacién del mismo
sistema.

OBSERVACION 6.4

Note que el discriminante (6.26) permitiria calcular con precision, de la familia de rectas y = mx + t
no perpendiculares al eje X (parametrizada con los pardmetros m y t), cudles de ellas son tangentes,
secantes o disjuntas respecto a la elipse b*x* + a*y*> — a’b* = 0, si tenemos como dato m o t.

>» EJEmpPLO 6.6
Para estudiar la incidencia entre la elipse y la recta de ecuaciones

9x + 25> - 18x-50y—191=0 y x-y+10=0,

respectivamente, procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.
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Como la ecuacion explicita de la recta es y = x + 10, resolvemos el sistema de ecuaciones

9x +25y% — 18x — 50y — 191 =0
y=x+10
Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacion por “y” en la primera, se obtiene la ecuacion de

segundo grado en la variable x
34x% + 432x + 1809 = 0.

Como el discriminante de esta ecuacion es negativo, tenemos que la recta no corta a la elipse. QEE <

>» EuempLo 6.7
Para estudiar la incidencia entre la elipse y la recta de ecuaciones

4+ - 12x+2y+6=0 y x+y=0,

respectivamente, procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.

Como la ecuacion explicita de la recta es y = —x, resolvemos el sistema de ecuaciones

A+ —12x+2y+6=0
y=-—x

Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacion por “y” en la primera, se obtiene la ecuacion de
segundo grado en la variable x
5x% = 14x+6 = 0.

Como el discriminante de esta ecuacion es positivo, tenemos que la recta es secante a la elipse; después
de sacar las cuentas, los puntos (7+;/E, - 7+;@) y (7_;/E,
QEE <

- 7_;/E ) son los puntos de corte entre ambas.

>» EJempLo 6.8
Para estudiar la incidencia entre la elipse y la recta de ecuaciones
9>+ —18x-2y-8=0 y 3x-y+4=0,
respectivamente, procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.
Como la ecuacion explicita de la recta es y = 3x + 4, resolvemos el sistema de ecuaciones
9x> +y> - 18x -2y -8 =0
y=3x+4

Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacion por “y” en la primera, se obtiene la ecuacion de
segundo grado en la variable x
¥ =0

Como el discriminante de esta ecuacion es 0, tenemos que la recta es tangente a la elipse; después de
sacar las cuentas, el punto (0,4) es el punto de corte entre ambas. QEE <
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Recta tangente y recta normal a una elipse

Un problema parecido al que acabamos de resolver es el de encontrar, bajo ciertas condiciones, una
recta tangente a una elipse.

Consideremos una elipse & de ecuacién

(6.30) p’x* +ad*y? —a*b* =0
(a>b>0).

Por la naturaleza intrinseca del tratamiento analitico de las rectas, en el andlisis que desarrollaremos
siempre se considerard aparte el caso de las rectas perpendiculares al eje X, pues éstas no se pueden tratar
en términos de sus pendientes.

Ahora bien, la condicién de que una recta / sea tangente a la elipse &, sin mas, no determina ninguna
recta pues, como veremos mds abajo, hay una por cada punto de &; de manera que debemos contar con
algin otro dato que determine a /. A continuacién enumeramos algunas de las posibilidades sobre los
datos que se pueden ofrecer.

() Un punto P = (u,v) sobre L.

(1) [ perpendicular al eje x.

Nos preguntamos si existe alguna recta /, tangente a &, que sea perpendicular al eje X y que
pase por P. Por el Principio E.7 tendremos que, si existe alguna recta que satisfaga esas
condiciones, es dnica.

Ahora, al pasar [ por Py ser perpendicular al eje x, tendremos que [/ se puede representar
por la ecuacién x = u. Procediendo de la misma forma en que resolvimos el sistema (6.27),
[ puede ser tangente a & si, y sélo si, el discriminante (6.29) se anula, es decir, si, y s6lo si,
a® —u? = 0. Asf:

Existird una recta [ tangente a &, perpendicular al eje X, y que pase por P = (u,v) si, y sélo si,
U =aou = —a;en cuyo caso, [ se puede representar por la ecuacién x = u.

(2) [ no perpendicular al eje x.
Nos preguntamos si existe alguna recta /, tangente a &, que no sea perpendicular al eje x y
que pase por P.
Ahora, al pasar [ por P y no ser perpendicular al eje x, tendremos que / se puede representar
por una ecuacién de la forma
y—v=m(x—u.

El problema se transforma entonces en saber si existe m tal que / sea tangente a &.
Para resolver este problema, despejamos y en la ecuacion anterior,

Yy = mx —mu + v,

y sustituimos el lado derecho por y en la ecuacion (6.30), obteniendo la siguiente ecuacion
de segundo grado en la variable x

(b* + a*m®)x* = 2a*m(mu — v)x + a*((mu — v)* — b*) = 0.
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Ahora, para que / sea tangente a &, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales; y sabe-
mos que esto sucede si, y sélo si, su discriminante se anula, es decir,

—4a2b2((u2 - az)m2 — 2uvm +v* — b?) = 0;
y esto sucede si, y s6lo si,
(6.31) (u2 - az)m2 —2uom + v* = b> = 0.

Asf las cosas, el problema planteado tendréd solucién si, y sélo si, la ecuacién (6.31) tiene
solucién en la variable m.
En caso de que #” —a” = 0 0, lo que es lo mismo, a*>—u® = 0 (en el que ya sabemos que existe
una recta perpendicular al eje x que pasa por Py es tangente a &), tendremos, al despejar m
en la ecuacion (6.31), que

2

vt — b2

2uv

Como u # 0 (pues en caso contrario tendriamos, de u> — a> = 0, que a = 0) tendremos
que la dnica manera en que esta ecuacidn no tenga solucién es que v = 0; en cuyo caso, las
coordenadas del punto P del que hemos estado hablando serian (a, 0) o (—a, 0), es decir, en
caso de que P sea uno de los vértices de &. Por tanto, si P es alguno de los vértices, la tinica
recta tangente a & que pasa por P es la perpendicular al eje x que encontramos en la aparte
anterior.

Si P no es ninguno de los vértices entonces, como u
tangente a & que pasa por P cuya ecuacion seria

2 — 4* = 0, tendremos una segunda recta

(v2 - bz)x - 2uvy + u(v2 + b2) =0.

En caso de que u?> — a> # 0, la ecuacién (6.31) es una ecuacién de segundo grado en la

variable m. Como ya sabemos, la naturaleza de las soluciones de esta ecuacion depende de
su discriminante

(6.32) A = 402 + a*? - dPbP),

la cual dependerd, a su vez, de la posicion relativa del punto P respecto a &.

(@) El punto P estd en la elipse: en este caso, dicho discriminante es nulo (puesto que
b*u? + a*>v* — a®b* = 0) y tenemos garantia de que siempre existird una solucién tinica
para la pendiente requerida; la pendiente resulta

uv uv b2u
m= —= —— = ———
w2 —qg? _a’ a?v

b2

y, en consecuencia, la ecuacién de la tangente a la elipse & en el punto P es
b*ux + a’vy — a*b* = 0.

(b) El punto P estd en el exterior de la elipse: en este caso, dicho discriminante es positivo
(puesto que, por el Teorema 21, b?u®> + a*v* — a*b*> > 0) y tenemos garantia de que
siempre existirdn dos soluciones distintas para la pendiente requerida:

w + Vbh2u? + a20? — a2b?

2 — a2

m =
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(c) Elpunto P estd en el interior de la elipse: en este caso, dicho discriminante es negativo
(puesto que, por el Teorema 21, b*u® + a*v* — a*b* < 0) y, en consecuencia, no habra

ninguna recta tangente a la elipse & que pase por el punto P.

En conclusioén:

Existird una recta [ tangente a &, no perpendicular al eje x, y que pase por P = (u,v) si, y sélo
si, P no es ninguno de los puntos (a, 0) y (—a, 0) (vértices de &), ni estd en el interior de &.
Siu=aou=—a(+#0), entonces hay una tnica recta tangente a &, no perpendicular al eje
X, que pasa por Py su ecuacion es

(v* — bP)x — 2uvy + u(w® + b*) = 0.

Siu+#ayu+# —a,y P estd sobre &, entonces hay una tnica recta tangente a &, no perpendi-
cular al eje x, que pasa por Py su ecuacion es

b*ux + a*vy — a*b* = 0.

Siu # ayu # —a,y P estd en el exterior de &, entonces hay dos rectas tangentes a &, no
perpendiculares al eje X, que pasan por P y sus pendientes son

w + Vb2u? + a2v? — a2b?

2 — a2

() La direccién de /.

(1) [les perpendicular al eje Xx.
Nos preguntamos si existe alguna recta /, tangente a &, que sea perpendicular al eje x.
Procediendo de la misma forma en que resolvimos el sistema (6.27), concluimos que:

Existen exactamente dos rectas tangentes a &, perpendiculares al eje X; y éstas son las que se
pueden representar por las ecuaciones x =ay x = —a.

(2) [no es perpendicular al eje X.
Nos preguntamos si existe alguna recta /, tangente a &, que no sea perpendicular al eje x.
Este problema es equivalente al de saber si existe alguna recta /, tangente a &, que tenga
como pendiente algin nimero real m previamente fijado.
La familia de todas las rectas de pendiente m se puede representar, parametrizada por ¢ (la
ordenada en el origen), mediante la ecuacién y = mx + t; la recta que estamos buscando es
un miembro de esta familia.
Asfi las cosas, el problema original se transforma en saber si existe algin nimero real ¢ tal
que la recta representada por la ecuacion y = mx + ¢ sea tangente a &.
Procediendo de la misma forma en que resolvimos el sistema (6.24), la recta y = mx + t es
tangente a & si, y solo si, el discriminante (6.26) se anula, es decir, si, y s6lo si,

am* +b* -1 =0.
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El problema se transforma entonces en saber si existe ¢ que satisfaga la ecuacion anterior; y,
después de sacar las cuentas, tenemos que siempre hay dos valores:

t=+Va2m? + b2

Asf, existen exactamente dos rectas tangentes a C de pendiente m y éstas se pueden repre-

sentar por las ecuaciones
y = mx + Va*m? + b2,

En conclusion:

Siempre existen dos rectas tangentes a &, que tengan como pendiente algin nimero real m
previamente fijado, y éstas se pueden representar por las ecuaciones

y =mx + Va*m? + b2,

Fijado un punto P en una elipse &, intimamente ligado al concepto de recta tangente a una elipse
por el punto P tenemos lo que se llama la recta normal a una elipse en el punto P: esta recta se define
como la perpendicular por P a la recta tangente a la elipse & en el punto P.

>» EJempLo 6.9
Consideremos la elipse & : 144x> + 64y*> + 72x — 32y — 131 = 0, cuyo eje focal es perpendicular al eje X.

La ecuacion canonica de esta elipse es

<x+13—o2 N -7

:1’

EN =)

de donde C = _Z’Z) a—— b=1A= ——, 4) A = (- 4,4) B = _Z’Z)YB'_ ‘3_‘,4_11_

Estudiemos la existencia de rectas tangentes a la elipse & por los puntos que listamos a continuacion
(ver la figura 6.11) y, en caso de que existan, calculemos sus ecuaciones generales:

P=(-31,0=G - R=, 1), S =(-1,1 + )y 7 = (1,2).

(@) Elpunto P estd en &, pues 144(-3)> + 64(1)* + 72(-2) = 32() - 131 = 0.
Asti, solo habrd una recta tangente a & por P.
Ademds, como P coincide con el punto auxiliar B de la elipse, la recta tangente es perpendicular
al eje X y su ecuacion es x = —%.

(b) El punto Q estd en el exterior de &, pues
144(‘3—1)2 +64(-1)% + 72(?—1) —32(-1)-131 =100 > 0.

Ast, habrd dos rectas tangentes a & por Q.

Como la abscisa de Q coincide con la abscisa del punto auxiliar B’ de la elipse, una de las tangentes
a & por Q, digamos I, es perpendicular al eje X y su ecuacion es x = %.

Para hallar la ecuacion de la recta tangente a &, no perpendicular al eje X y que pasa por Q,

digamos l', procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.
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(a) y (b) y (c) y
! !
R
P C, C. C,
X X X
/ s K /
Qo
(d) y (e) y
T
l
S

1’\\_{/ x \\J N

ll

Ficura 6.11 Representaciones gréaficas correspondientes al ejemplo 6.9

Consideramos la ecuacion de una recta I’ genérica que pasa por Q, no perpendicular al eje X,
digamos y + 1 = m(x — %) o, equivalentemente,

y:mx—%m—l.

“

Sustituimos el lado derecho de esta ecuacion por “y” en la ecuacion de la elipse y obtenemos la
ecuacion de segundo grado

(64m? + 144)x* + (=96m* — 160m + 72)x + (36m* + 120m — 35) = 0.

Para que [ sea tangente a & en el punto Q, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales o, lo
que es lo mismo, su discriminante debe anularse, es decir,

40m - 11 =0.

Asi, el valor de m para el que la recta I’ es tangente a & por Q es m = % Y, en consecuencia, su
ecuacion es 44x — 160y — 193 = 0.

El punto R estd en el interior de &, pues 144(%)2 +64(1)% + 72(%) -32(1)-131=-27<0.

Asi, no existe ninguna recta tangente a & por R.

El punto S estd en & pues 144(=12 + 64(% + 202 4+ 72(-1) - 32(4 + 20y _131 = 0

Como S no es ninguno de los puntos auxiliares de la elipse, habrd una tinica recta tangente a & por
S, y ésta no es perpendicular al eje X.
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(e)

Para hallar su ecuacion, procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.

Consideramos la ecuacion de una recta | genérica que pasa por S, no perpendicular al eje X,

3V7 _
5 ) =

digamos y — (% + m(x + 1) o, equivalentemente,

. +1+3\/7
=mx m - —_—.
y 4773

“»

Sustituimos el lado derecho de esta ecuacion por “y” en la ecuacion de la elipse y obtenemos la
ecuacion de segundo grado

(64m? + 144)x% + (128m> + 48 VIm + 72)x + (64m* + 48 VIm — 72) = 0.

Para que | sea tangente a & en el punto S, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales o, lo que
es lo mismo, su discriminante debe anularse, es decir,

28m% — 36 VIm + 81 = 0.

Como el discriminante de esta tiltima ecuacion cuadrdtica en la variable m es nulo, sélo habrd un
9v7

valor de m para el que la recta [ es tangente a & por S, a saber, m = =~
Asi, la ecuacion de la recta tangente a & en el punto S es 36 V1x — 56y + 577 + 14 = 0.

El punto T estd en el exterior de &, pues 144(1)* + 64(2)* + 72(1) — 32(2) — 131 = 277 > 0.

Asi, habrd dos rectas tangentes a & por T.

Como T tiene abscisa distinta de la de los puntos auxiliares de la elipse, las dos tangentes a & por
T no son perpendiculares al eje X.

Para hallar sus ecuaciones, procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.
Consideramos la ecuacion de una recta | genérica que pasa por T, no perpendicular al eje X,
digamos y — 2 = m(x — 1) o, equivalentemente,

y=mx—m+?2.

Sustituimos el lado derecho de esta ecuacion por “y” en la ecuacion de la elipse y obtenemos la
ecuacion de segundo grado

(64m> + 144)x% + (—128m?* + 224m + 72)x + (64m> — 224m + 61) = 0.

Para que | sea tangente a & en el punto T, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales o, lo que
es lo mismo, su discriminante debe anularse, es decir,

9m* — 70m + 13 = 0.

Como el discriminante de esta tiltima ecuacion cuadrdtica en la variable m es positivo, habrd dos

valores distintos de m para los que la recta | es tangente a & por T, a saber: m = —35_29”277 y

m = 35+29\/277‘

Asi, las ecuaciones de las rectas tangentes a & por el punto T son (35 —2V277)x — 9y — (33 -
2V277) =0y (B35 +2V277)x -9y — (33 +2+V277) = 0.

QEE <
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>» EuempLo 6.10
Consideremos la misma elipse & : 144x* + 64y* + 72x — 32y — 131 = 0 del ejemplo anterior:

Estudiemos la existencia de rectas tangentes a la elipse & que tengan como pendiente el niimero real 2
(ver la figura 6.12).

Sabemos que existen dos rectas tangentes a la elipse & de pendiente 2; para hallar sus ecuaciones
procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.

Consideramos la ecuacion de una recta [ genérica de pendiente 2, digamos y = 2x + t.

Sustituimos el lado derecho de esta ecuacion por “y” en la ecuacion de la elipse y obtenemos la ecuacion

de segundo grado
400x2 + (2561 + 8)x + 641> — 32t — 131 = 0.

Para que | sea tangente a &, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales o, lo que es lo mismo, su
discriminante debe anularse, es decir,

16£> =24t —91 = 0.

Como el discriminante de esta ecuacion de segundo grado en la variable t es positivo, habrd dos valores
de t para los que la recta l es tangente a &, a saber: t = —% yt= %.

Por tanto, las ecuaciones de las rectas tangentes a & de pendiente 2 son 8x—4y—7 =0y 8x —4y + 13 = 0.
QEE <

)/

/

Ficura 6.12 Representacion grafica correspondiente al ejemplo 6.10

§6.4 Aplicaciones de la elipse

En esta seccidén presentaremos algunas propiedades esenciales de las elipses que han permitido
usarlas en multiples aplicaciones en la Fisica y, en consecuencia, en la tecnologia.

Una de las aplicaciones mds relevantes de las elipses depende de la siguiente propiedad.
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Consideremos una elipse & de focos F 'y F’, y un punto P de &, distinto de sus vértices.
Consideremos la recta / tangente a & por P.

Consideremos la recta I’ normal a & por P; sabemos, por lo hecho en el pardgrafo anterior y por el
hecho de que P no es ninguno de los vértices, que I no es paralela al eje focal de &; llamemos N al punto
donde I’ corta al eje focal de &.

TeEOREMA 22 (PROPIEDAD FOCAL DE LAS ELIPSES)
(@) [ contiene el bisector del dngulo /FPF’.

(b) [ contiene los bisectores de los adyacentes lineales del dngulo /FPF’.

Ficura 6.13 Propiedad focal de las elipses

B PRUEBA
Consideremos la elipse & : b*x? + a’y* — a*b*> = 0 (a > b > 0), cuyos focos son

F=(-c0 y F =(0.
Consideremos un punto P = (u, v) sobre la elipse & distinto de sus vértices, es decir, tal que
(u,v) # (-a,0), (u,v) #(a,0) y bu? + a*v® — ab* = 0.

Por lo hecho en el pardgrafo anterior, la recta [ tangente a la elipse & por el punto P se puede representar
por la ecuacién
b*ux + a*vy — a*b* = 0.

Asi, larecta I’ normal a la elipse & por el punto P se puede representar por la ecuacion

2

a*vx — b*uy — ¢

uv = 0;

de donde, el punto N donde !’ corta al eje focal de Ees N = (”:—2“, 0).
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2 . z
Como |u| < ay 0 < ¢ < a, tendremos que Ca—lzul < ¢y, en consecuencia, el punto N estd entre los focos F
y F’.
Por otro lado, como b%u? + a*v? — a?b?* = 0, tenemos que (@ - +a** -d*a@* -2 =0 y, de aqui,

2 2 2 2

2,2
que u” +v° = a~ — ¢~ + < = 0. De este modo,

2 2
as +cu ac —cu
PF=|——| y PF =|——
a a
Como, ademas,
2 2
c(cu + a”) clcu —a)
FN=|———= y FN=|——|,
a? a?
PF _ FN
tendremos que 7 = TN

Asi, por el Principio E.27, ﬁ\/ es bisector del angulo Z/FPF’.
Como [ es perpendicular a I’ tendremos, por el Principio E.26, que [ contiene los bisectores de los adya-
centes lineales del dngulo /FPF’.

QEP W

Asf, si un rayo, luminico o sonoro, parte de un foco en una superficie reflectora elipsoidal, entonces
llega al otro foco.

Esta propiedad de reflexion de la elipse es la causa del efecto murmullo de algunos auditorios (se
sabe que sucede asi en uno de los salones del Capitolio de EUA, y en la Catedral de San Pablo en Londres)
en el que, colocado un orador en un foco es escuchado, al murmurar en voz baja, por una persona que
se encuentra en el otro foco, siendo inaudible para el resto de las personas en el auditorio; también dio
lugar al tratamiento llamado litotricia (que permite eliminar un célculo renal mediante un reflector de
seccidn eliptica, donde en uno de los focos esta el cilculo y en el otro se generan ondas actsticas de tal
intensidad que destruyen el calculo sin dafiar el tejido circundante y sin necesidad de cirugia: se coloca a
la persona en un tanque de agua eliptico, ubicando el célculo del rifién exactamente en uno de los focos,
y se emiten ondas acusticas desde el otro de los focos que pulverizan el cdlculo).

De acuerdo con el modelo de Johannes Kepler, los planetas giran en torno al sol en Orbitas elipticas
con el sol en uno de sus focos (la excentricidad de la 6rbita de Marte es aproximadamente 1—11, la de la
Tierra es %, mientras que la del cometa Halley es 0.9675, casi parabdlica). Los satélites en torno a la
tierra y los electrones en torno al niicleo orbitan en trayectorias elipticas; algunos engranajes mecanicos
y los arcos de algunos puentes son de forma eliptica.

Si vemos un circulo oblicuamente, nos parece una elipse. La superficie del agua que estd en un
recipiente cilindrico inclinado determina una elipse.
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Problemas

En cada uno de los problemas en los que sea pertinente, realice una representacion grafica.

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

234

Dados los focos y el didmetro mayor de una elipse, muestre un procedimiento para graficar puntos
de la elipse, por medio de:
(a) un corddn y dos tachuelas.

(b) un canto recto y un compds.

Dados los didmetros mayor y menor de una elipse, muestre un procedimiento para graficar puntos
de la elipse, por medio de un canto recto y un compas.

Verifique que ninguna elipse tiene tres puntos colineales distintos.

Encuentre la ecuacién general de la elipse que satisface las respectivas condiciones.

(a) directriz x = —4, foco el punto (-1, 0) y excentricidad %

(b) directriz y = 32, foco el punto (0, 2) y excentricidad %.

(c) vértices los puntos (5, 0), (-5, 0) y foco el punto (3, 0).

(d) vértices los puntos (0, 5), (0, -5) y foco el punto (0, —4).

(e) focos los puntos (7,0), (=7,0), y su excentricidad es %

(f) centro en el origen, uno de sus vértices en el punto (0, —4) y pasa por el punto (3, 1).
(g) centro en el origen, didmetro mayor sobre el eje X y pasa por los puntos (2, 2), (3, 1).

(h) centro en el origen, didmetro menor sobre el eje X, pasa por el punto (2, 1), y la longitud de su
didmetro mayor es el doble de la de su didmetro menor.

(i) focos los puntos (2,0), (-2, 0), y su radio mayor mide 10.

(i) focos los puntos (2,0), (=2,0), y su radio menor mide 3.

(k) vértices (3, 1), (5,1) y su excentricidad es %

(I) puntos auxiliares (4,2), (0,2), y su radio mayor mide 10.

(m) vértices los puntos (1, —1), (=3, —1), y su radio menor mide 3.

. . _ .« . 1
(n) directriz y = 5, foco el punto (0, 2) y excentricidad 7.

Si el centro de una elipse no es el origen y sus ejes son perpendiculares a los ejes coordenados,
verifique que su ecuacién queda completamente determinada por cuatro de sus puntos distintos.

Encuentre la ecuacidon de la elipse que pasa por los puntos:
(a) (8’ _3)’ (_6’ 4)’ (_87 1) y (2’ _4) (c) (_35 2)’ (7’ 2)7 (2’ 5) y (29 _1)
(b) (_Sa O)a (_27 2)’ (Oa 1) y (2’ _1)
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6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

6.16

capituto 6 | Elipses

Encuentre el centro, los radios mayor y menor, la semidistancia focal, la excentricidad, los vértices,
los puntos auxiliares, los focos y las directrices de las elipses siguientes.

(@ 4x2+9y*-36=0. (d) 3x%+5y>+6x+20y+8=0.
(b) 9x% + 4y2 -36=0. (e) 2x%+ 4y2 —36x+ 154 =0.
(¢) 9x%+4y*> +18x-32y+37=0. () 7x*+2y> -28x—12y+32=0.

Encuentre, parametrizada con la excentricidad y la distancia p del foco a la directriz, la ecuacién de
la elipse que tiene directriz d, foco F'y excentricidad e, respecto al sistema de ejes ortogonales cuyo
eje x coincide con su eje focal, orientado positivamente desde D hacia F, y cuyo eje y coincide con
su directriz.

Encuentre, parametrizada con la longitud del radio mayor, la familia de elipses que tienen centro
(1,5), eje focal comin y perpendicular al eje y, y excentricidad %

En la familia de elipses x> + 4y> + Dx + Ey + 1 = 0, encuentre la ecuacién de la que pasa por los
puntos (1,2) y (6, 1).

En la familia de elipses Ax?> + 5> + 8x — 6y — 12 = 0, encuentre las ecuaciones de las que tienen
excentricidad %

Dada la elipse 25x% + 16y?> = 400, encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes:
(a) por el punto (2, By, (c) desde el punto (3, 6).
(b) de pendiente —1. (d) por los vértices.

Dada la elipse 3x + 5y + 6x + 20y + 8 = 0, encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes que
son paralelas (perpendiculares) alarecta x +y + 1 = 0.

Calcule los 4ngulos entre las rectas tangentes desde el punto (1,3) a la elipse 4x> + 9y — 36 = 0,
y las coordenadas de los puntos de contacto.

Adecuando las definiciones dadas en el ejercicio 3.17, encuentre las ecuaciones de las rectas tan-
gente y normal, y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, para cada elipse
y punto de contacto dados.

(@ 4x*+9y>-36=0;(, %). () 9> +y>—18x—2y+1=0;(2,1).
(b) 9x% +4y* +32x— 18y +37 =0;(=1,1). (d) 2x*+4y* —36x+ 154 =0; (7,0).

Dada la elipse 7x* + 2y?> — 28x — 12y + 32 = 0, encuentre los valores de ¢ para los que la recta
y=2x+t

(a) no corta a la elipse. (c) estangente a la elipse.

(b) es secante a la elipse.
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6.17

6.18

6.19

6.20

6.21

6.22

6.23

6.24

6.25

236

Dada la elipse 7x> + 2y*> — 28x — 12y + 32 = 0, encuentre los valores de m para los que la recta
y=mx+3

(a) no corta a la elipse. (c) estangente a la elipse.

(b) essecante a la elipse.

Dada la elipse 7x° +2y> — 28x — 12y + 32 = 0, encuentre los valores de 4 para los que la recta x =

(a) no corta a la elipse. (c) estangente a la elipse.

(b) es secante a la elipse.
Calcule los dngulos entre larecta x —y — 1 = 0y la elipse 4x% + 9y* — 36 = 0.8
Calcule los dngulos entre la pardbola y> — x = 0y la elipse 25x% + 4y*> — 100 = 0.

Calcule los dngulos entre las elipses 25x% + 4y> — 100 = 0y 4x> + 9y*> — 36 = 0, en uno de sus
puntos de interseccion.

Verifique que las elipses 9x> + 165> + 96y = 0y 9x? + 44> — 36x = 0 son ortogonales.
Verifique que no puede haber dos elipses ortogonales con el mismo sistema de ejes canénicos.

En una elipse, se llama:

cuerda a cualquier segmento que une dos puntos distintos de la elipse.

cuerda focal a cualquier cuerda que contiene un foco de la elipse.

lado recto (del latin, latus rectum) a una cuerda focal perpendicular al eje focal de la elipse.

radio focal a cualquier segmento cuyos extremos son un foco de la elipse y un punto de ella.
didmetro a cualquier cuerda que contiene el centro de la elipse, o a su longitud.

diametral a cualquier recta que contiene el centro de la elipse.

radio a cualquier segmento cuyos extremos son el centro de la elipse y un punto de ella, o a su
longitud.

cuerda de contacto del punto P exterior a la elipse a la cuerda cuyos extremos son los puntos de
contacto de las tangentes a la elipse desde P.

En cualquier elipse de radio mayor a y radio menor b, verifique que:

(a) cualquier radio esté en el intervalo [b, al®.
b,

(b) las ordenadas de los extremos de los lados rectos estdn dadas por +7Z-;
ordenadas también se pueden expresar como +(a — ec)’.

2b2

a

muestre que dichas

(c) lalongitud del lado recto es

Si P = (u,v) es un punto exterior de la elipse b*x? + a’y*> = a’b?, verifique que la ecuacién de la
secante determinada por la cuerda de contacto de P es b*ux + a’vy = a’b.
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6.27

6.28

6.29

6.30

6.31

6.32

6.33

6.34

6.35
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Dada la elipse x> + 2y> = 2, encuentre la ecuacién de la secante determinada por la cuerda de
contacto del punto (3, 1).

Verifique que el valor absoluto de las pendientes de las rectas tangentes a una elipse en los extremos
de sus lados rectos es su excentricidad.

Verifique que el didmetro menor de una elipse es media proporcional entre su didmetro mayor y su
lado recto.

Encuentre la ecuacién general de la elipse que satisface las siguientes condiciones:

(a) focos (1,0), (—1,0), y longitud de sus lados rectos 2.
(b) vértices (2,6) y (2,2), y longitud de sus lados rectos 2.

Todo circulo con centro en el centro de una elipse, y radio entre sus radios menor y mayor, inter-
secta a la elipse en cuatro puntos distintos.

Si P = (u,v) es un punto cualquiera de la elipse b*x? + a’y> = a*b?, verifique que la longitud de
sus radios focales son a + eu, y a — eu.'®

Encuentre la longitud de los radios focales del punto (1, 45—\/3) que estd sobre la elipse 4x>+5y> = 20.

(Definicién del cordon)¢”

Verifique que una elipse coincide con el conjunto de los puntos del plano para los que la suma de
las distancias a dos puntos previamente fijados (los focos) es una constante positiva 2a (la longitud
de su didmetro mayor), mayor que la distancia entre los focos (la distancia focal).

(Propiedad intrinseca de la elipse)
Fijada una recta f, un punto C sobre f, y dos nimeros reales positivos a y b, verifique que una
elipse coincide con el conjunto de los puntos P del plano para los que

(CP? (PP)* _
a2 + b2

L,
donde P’ es la proyeccion de P sobre f.

Considere un circulo C y uno de sus didmetros; por cada punto Q del circulo, distinto de los
extremos del didmetro fijado, considere el punto Q’ que es la proyeccién de Q sobre dicho didmetro;
considere finalmente el punto P que es punto medio del segmento QQ’.

(a) Verifique que la figura geométrica compuesta por los extremos del didmetro fijado, y todos
los puntos P que se obtienen de la manera descrita, coincide con el conjunto de los puntos
(x, y) del plano tales que (x, 2y) estd en C.

(b) (Qué tipo de figura geométrica es la anterior?
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6.36

6.37

6.38

6.39

6.40

6.41

6.42

6.43

6.44

6.45

6.46
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Considere un circulo C y uno de sus didmetros; por cada punto Q del circulo, distinto de los

extremos del didmetro fijado, considere el punto Q’ que es la proyeccion de Q sobre dicho diametro;

considere finalmente un ndmero real positivo k y el punto P del segmento QQ’ tal que If—g, =k

(a) Verifique que la figura geométrica compuesta por los extremos del didmetro fijado, y todos

los puntos P que se obtienen de la manera descrita, coincide con el conjunto de los puntos
(x, y) del plano tales que (x, (k + 1)y) estd en C.

(b) (Qué tipo de figura geométrica es la anterior?

Si P = (u,v) es un punto cualquiera de la elipse b*x? + a’y* = a*>b?, verifique que Q = (~u, —v) es
el otro extremo del didmetro que tiene un extremo en P.®

Verifique que, en la elipse b>x> + a’y> = a*b?, 1a suma de las longitudes de los radios focales de
los extremos de un didmetro, respecto al mismo foco, es 2a.

Verifique que los extremos de cualquier didmetro de la elipse b%x*> + a’y?> = a’b?, y sus focos,
determinan un paralelogramo de 4rea 2ae por el valor absoluto de la ordenada de cualquiera de sus
extremos.

Dada la elipse 9x% + 45> — 36 = 0, calcule la longitud de:

(a) lacuerda que estd sobre larecta x + y = 0.

(b) las cuerdas focales que son paralelas a larecta 3x+y —7 = 0.

Represente graficamente las figuras geométricas que satisfacen las condiciones dadas.

(@ x+y—1>0 y 9x*+4y*>-36<0.

b) > —x-10y+20<0 y 25x% +4y*>—100 < 0.

() 92 +4y>-36<0 y 4x>+9y>-36>0

Considere la elipse & : b*x* + a’y* = a’b* y el circulo C : x* + y?> = a?, y considere ademds un
punto P = (u,v) en &y cualquiera de los dos puntos P’ = (u,v") de corte entre larecta x = u y C.

Verifique que la recta tangente a & en P corta al eje X en el mismo punto en que lo corta la recta
tangente a C en P’.

Considerando los dos ejercicios anteriores, muestre sendos procedimientos para graficar la tangente
y la normal a una elipse en cualquiera de sus puntos.

Verifique que una recta es secante a una elipse, si y s6lo si, contiene un punto de su interior.

Verifique que el radio menor de una elipse es media proporcional entre las distancias de los focos
a cualquier tangente.

Verifique que el radio menor de una elipse es media proporcional entre los dos segmentos del
didmetro mayor determinados por uno cualquiera de los focos.
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capituto 6 | Elipses

Verifique que dos elipses tienen la misma excentricidad si, y sélo si, tienen didmetros correspon-
dientes proporcionales.

Verifique que las tangentes a una elipse, en los extremos de un didmetro, son paralelas.

Considere la familia de todas las cuerdas de una elipse paralelas a una cuerda dada. Verifique que el
conjunto de los puntos medios de los miembros de esa familia es un didmetro de la elipse, excepto
sus extremos.

Verifique que la ecuacién de la recta que contiene los puntos medios de cualquier familia de cuerdas
]72

paralelas de pendiente m (m # 0, m # J_rg) de la elipse b>x* + a’y* = a’b* es y = — - X.
En una elipse, se llaman:

didmetros conjugados, a dos didmetros tales que cada uno de ellos contiene a los puntos medios
de las cuerdas paralelas al otro.

cuerdas suplementarias, a dos cuerdas tales que tienen un extremo comtn y los otros dos extremos
son extremos de un didmetro que no contiene al extremo comun.

Verifique que:

(a) Los didmetros mayor y menor de una elipse son conjugados.

(b) Los diametros paralelos a dos cuerdas suplementarias de una elipse son conjugados.

Una tangente a una elipse, en un extremo de uno de sus didmetros, es perpendicular a ese didmetro
si, y sélo si, ese didmetro es el mayor o el menor.

Los tnicos didmetros de una elipse conjugados y perpendiculares son los didmetros mayor y menor.

Dado el dibujo (el trazado) de una elipse, dibuje su centro, eje focal, sus focos, sus didmetros menor
y mayor, y sus directrices.

Dibuje (en una escala apropiada) la 6rbita de traslacién de la Tierra alrededor del Sol, y ubique
este dltimo en ella, sabiendo que es una elipse de excentricidad 0.017, cuyo didmetro mayor mide
299.000.000km, y que el Sol estd en uno de sus focos.

El cometa Halley tiene una 6rbita eliptica alrededor del Sol con didmetros mayor y menor 36.18 UA
(UA es la distancia media de la Tierra al Sol) y 9.12 UA, respectivamente. Encuentre su maximo
acercamiento al Sol, suponiendo que el Sol esta en uno de sus focos.

En una mesa de billar eliptica, una bola es disparada desde uno de los focos con una fuerza tal que
continua rebotando indefinidamente sobre las barandas. Describa su trayectoria final.

Un arco tiene forma eliptica cuyo claro de luz es 120m y cuya altura es 75m. Encuentre la longitud
de dos soportes verticales situados cada uno a igual distancia del extremo del arco.
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6.59

6.60

6.61

240

(Parametrizacion de una elipse)
Si & es la elipse con centro en el origen, radio mayor a, radio menor b y eje focal sobre el eje x,
verifique que el punto P = (u,v) estd en & si, y s6lo si, existe un nimero real  con 0 < ¢ < 27 tal
que

u=acost y v=>bsent.

(Parametrizacion racional de una elipse)
Si & es la elipse con centro en el origen, radio mayor a, radio menor b y eje focal sobre el eje x,
verifique que el punto P = (u,v) distinto de A = (—a,0) estd en & si, y sélo si, existe un nimero
real ¢ tal que
1-¢ 2t
v=>b .
Y 142

(Parametrizacion racional de una elipse)

Si & es la elipse con centro en el origen, radio mayor a, radio menor b y eje focal sobre el eje X, y
k es cualquier ndmero real no nulo, verifique que el punto P = (u, v) distinto de A = (—a, 0) estd en
& si, y solo si, existe un nimero real ¢ tal que

1= (kn)? L 2(kn)
BT R ()

‘ GEOMETRIA ANALITICA PLANA



capituto 6 | Elipses

Comentarios

(1) Algunas veces este segmento es llamado el eje mayor de la elipse; y, en consecuencia, el nimero real 2a es llamado la longitud
del eje mayor.

(2) Algunas veces este segmento es llamado el eje menor de la elipse; y, en consecuencia, el nimero real 2b es 1lamado la longitud
del eje menor.

(3) En general, para calcular esos dngulos entre dos figuras geométricas de las que estamos estudiando, se encuentran primero los
puntos de corte resolviendo el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones de dichas figuras geométricas, se encuentran
las rectas tangentes a cada una de esas figuras en esos puntos de corte y, finalmente, se calculan los dngulos entre las rectas
tangentes.

(4) Es por esta razén razén que a es llamado radio mayor, y b radio menor, de la elipse.

(5) Este dato facilita el trabajo de hacer un dibujo aproximado de una elipse, pues provee cuatro puntos adicionales de la elipse,
aparte de los cuatro vértices que ya se tienen, a saber: los extremos de los dos lados rectos, uno por cada foco.

(6) Note que la suma de los radios focales de cualquier punto de una elipse es constante e igual a la longitud de su didmetro mayor.

(7) En general, el ap6sito del cordon que adjuntamos a las definiciones de la cnicas proviene del hecho de que estas definiciones
perfilan la manera de dibujar la cénica usando un cordén.

(8) Note que Q es el simétrico de P respecto al origen; con lo que el centro de la elipse es el punto medio de cualquiera de sus
didmetros, y que la longitud de un didmetro es el doble de la longitud de los radios que determina.

Orientacion para resolver los problemas del Capitulo 6

A continuacion ofrecemos ayudas para algunos de los problemas.

6.1.(a): Este procedimiento tiene su sustento en el ejercicio 6.33.

>

6.1.(b): Trace la recta FF’, considere el punto medio del segmento FF’ y ahora trace los puntos A y A’.
Para obtener otros puntos de la elipse, tome un punto M cualquiera entre F'y F’ y considere los
puntos de interseccion de los circulos de centros en F' y F’, y de radios MA 'y MA’ (son cuatro
circulos). Verifique que tales puntos estan sobre la elipse. Observe que, si toma los puntos M
que no estén entre F'y F’, los circulos no se cortan.

6.2: Considere dos circulos concéntricos de radios a y b, y centro C en el origen de un sistema de
coordenadas; tome en el circulo de radio mayor un punto P cualquiera, y considere el punto Q
de interseccién del segmento CP con el circulo de radio menor. Usando el Teorema de Thales,
verifique que el punto 7" que tiene la ordenada de P y la abscisa de Q est4 en la elipse.

6.24: Tome los ejes candnicos de la elipse a la que pertenece un punto P = (u,v); verifique que

OP = 1/2—§u2 + b? y use el hecho de que |u| < a.

6.31:  Para eliminar los valores absolutos que resultan después de calcular la distancia del punto a un
foco, recuerde que —a < u < ayque 0 < e < 1; de donde —ea < +eu < ea < a.

6.33:  Para una de las inclusiones use el ejercicio 6.30.

6.44:  Para una de la implicaciones, tome un punto P = (u,v) en el interior de la elipse b*x* + a’y* =
a*b?. Analice aparte las rectas verticales por P. Tome como ecuacién de las que no son vertica-
les por P, la ecuacion y = mx —mu +v. Verifique que el discriminante de la ecuacién de segundo

(GEOMETRIA ANALITICA PLANA ‘ 241



capituLo 6

6.49:

6.54:

242 |

Elipses

grado que resulta del sistema de ecuaciones entre esta recta y la elipse es siempre positivo, mos-
trando que éste debe tener siempre el mismo signo para cualquier m (al expresarlo en funcién de
m y mostrar que el discriminante de esa ecuacion en m es siempre negativo), y que es positivo
cuando m = 0.

Para la otra implicacidn, verifique que el punto medio del segmento determinado por los dos
puntos de corte de la secante con la elipse estd en el interior, mostrando que satisface la defini-
cion geométrica del interior de la elipse, al usar los siguientes dos Principios de la Geometria
elemental: la mediana de un tridngulo es menor que la semisuma de los dos lados adyacentes;
el segmento que une los puntos medios de los dos lados que no son base de un trapecio mide la
semisuma de las bases.

Verifique que los puntos medios de cualesquiera dos cuerdas paralelas estdn en una diametral
. 2 . , .

cuya pendiente es —aIZ—m con m la pendiente comun, utilizando el hecho de que la suma de las

raices de una ecuacién de segundo grado es el opuesto del cociente entre el coeficiente del

término de primer grado y el coeficiente del término de segundo grado.

y
//,/R\\
o7 N A
4 b
\ _
/ — P = (u,v)
/ Co L oS /( ’
/ / \\B | |
[ A6 L
/ a
\ \\ 0 / ( X
\ / /
\ A /
\ /
N s
~N b
\\ //

Ficura 6.14 Ayuda del ejercicio 6.59

Para encontrar el centro: tome tres puntos distintos; por uno de ellos trace una cuerda paralela
a la determinada por los otros dos; los puntos medios de estas cuerdas determinan un didmetro;
tome ahora el punto medio de ese didmetro.

Para el eje focal y los didmetros mayor y menor: trace el circulo con centro en el centro de la elip-
se y radio la mitad del didmetro que encontré anteriormente; use el ejercicio 6.31 y considere las
dos cuerdas con extremo comtin en uno de los puntos de corte del circulo y la elipse, y los otros
extremos son los extremos del didmetro anterior; observe que estas cuerdas son perpendiculares
y suplementarias; las paralelas a estas cuerdas por el centro son didmetros perpendiculares y
conjugados; use ahora el ejercicio 6.53.

Para los focos: considere los puntos de corte con el didmetro mayor de un circulo de radio el
radio mayor y centro en uno de los extremos del didmetro menor.

Para las directrices: considere un rayo que parte del centro y que no esté contenido en el eje
focal; ubique en €l los puntos que distan del centro tanto como distan del centro un vértice y el
foco correspondiente; use el Teorema de Thales para mostrar que la directriz pasa por el punto
del eje focal en que una paralela a la recta determinada por el vértice en cuestidn, y el punto
sobre el rayo que corresponde al foco en cuestidn, corta al eje focal.
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Considere los circulos C, y Cp, de radios a y b con centro en el origen (ver la figura 6.14);
por el punto P = (u,v) de la elipse, considere la recta perpendicular al eje x; tome el punto
A = (u,7), de corte entre la recta anterior y el circulo C,, que estd del mismo lado del eje x
en el que estd el punto P; considere el segmento OA; tome [ = 6], el angulo que determina el

rayo OA con el sentido positivo del eje x; usando el ejercicio 3.46, pruebe que u = acost. Por
el punto P = (u,v) de la elipse, considere la recta perpendicular al eje y; llame B al punto de

interseccion de la recta anterior con la recta 07 (y = £x, siu # 0); verifique que B estd sobre
el circulo Cp, comprobando que las coordenadas de ese punto satisfacen su ecuacién (recuerde
que u? + 7> = a?, pues A estd en Cg, y que a’v> = b*(a*> — u?), pues P estd en E); usando el
ejercicio 3.46, pruebe que v = bsent.

Note que este procedimiento presupone que el punto P no es ninguno de los vértices de la elipse;

verifique aparte, con el mismo ¢, que la afirmacién también es cierta para estos puntos.

Utilice un procedimiento andlogo al del ejercicio 3.47, con el punto A = (—a,0) y .
Utilice un procedimiento andlogo al del ejercicio 3.48.
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HiPERBOLAS

7.1 Ecuacion general y ecuacion canoénica de una hipérbola

7.2 Inecuaciones cuadraticas, e interior y exterior de una hipérbola
7.3 Posiciones relativas entre hipérbolas y rectas

7.4 Aplicaciones de la hipérbola

PRoBLEMAS

COMENTARIOS

Recordemos que una hipérbola es el conjunto de los puntos P del plano para los que
(7.1) PF =e-d(P,d),

donde d es su directriz, F es su foco y e, tal que e > 1, es su excentricidad; tal como establecimos en el
Capitulo 5 para las conicas en general, denotemos por f a su eje focal y por D al punto de corte entre f y
d.

Ficura 7.1 Eje focal de una hipérbola
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§7.1 Ecuacidén general y ecuacion candnica de una hipérbola

Antes de iniciar el estudio analitico de las hipérbolas, verificaremos primero lo afirmado en las
siguientes dos proposiciones.

Lema 7.1
Las hipérbolas tienen exactamente dos puntos de corte con su eje focal: uno que estd entre F'y D, que
denotaremos por A, y otro separado de F por D, que denotaremos por A’.

B PRUEBA

Consideremos una hipérbola H, de directriz d, foco F y excentricidad e.

Supongamos que V es un punto que estd en el eje focal de H y en H; asi, V, F y D son colineales.

Por el lema 5.1, V, F y D son distintos. Asi, VF >0, VD > 0y FD > 0, y ademds, por las propiedades
de la Interposicién de puntos en una recta, se cumple una, y sélo una, de las siguientes afirmaciones:

(I) Festientre VyD. (II) Vestdentre Fy D. (III) Destdentre FyV.

Por ser el eje focal perpendicular a la directriz, y estar V sobre el eje focal, tendremos que
d(V,d) = VD.

Asf, por (7.1) y la definicién de hipérbola tendremos que,

(7.2) VF =e-VD.

Si acaso se cumpliera (I), tendriamos que FD = VD - VF =VD —e-VD = (1 — ¢)VD; de donde, por el
hecho de que e > 1, tenemos que FD < 0; contrario al hecho de que FD > 0.

Asi hemos verificado que H no puede tener mas de dos puntos de corte con su eje focal: uno entre F'y
D, y el otro separado de F por D.

Por otro lado, en virtud del resultado expuesto en el problema 1.21, llamemos A al Gnico punto del eje
focal que satisface

D-A-F AF
-A- — =g,
Y 4D
y A’ al Ginico punto del eje focal que satisface
A'F
A’-D-F y =e.
A’D
As{ tendremos que
DF ‘1 DF !
— = =e— 1.
DA ¥ A

Como AF = DF —AD = (e+1)-AD — AD = ¢ - AD, tendremos que A estd en H; de manera andloga
se verifica que A" estd en . Como A y A’ son dos puntos distintos de H que estan sobre el eje focal,
tendremos que H corta su eje focal exactamente en los puntos A y A’ definidos anteriormente.

QEP H
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Llamaremos vértices de una hipérbola, a los puntos A y A’ en que corta a su eje focal.
Llamaremos centro de una hipérbola, al punto C que es el punto medio entre sus vértices Ay A’.

Es claro, por la proposicién anterior, que la hipérbola no contiene su centro (pues, en caso contrario,

la hipérbola cortaria su eje focal en tres puntos distintos).

Llamaremos eje normal de una hipérbola, a la recta n perpendicular al eje focal y que pasa por el

centro C, escogiendo una cualquiera de sus dos orientaciones (que, como consecuencia de su definicion,
es paralelo a la directriz).

Lema 7.2
El vértice A de la hipérbola estd entre su centro C'y su foco F.

B PRUEBA
Consideremos una hipérbola H de foco F, vértices A y A’, y centro C.

Como D-A-F y A’-D-F, tendremos que A’-A-F. Ademas, por definicién de punto medio, tendremos que
A’-C-A. Por tanto, C-A-F.

QEP H

A C Dl A F f

Ficura 7.2 Vértices, centro y eje normal de una hipérbola

OBSERVACION 7.1

(a)

(b)

Note que, de los dos semiplanos que determina la directriz, el foco F y el vértice A estdn en el
semiplano opuesto del semiplano en el que estdn el centro C y el vértice A’.

Note que dada una hipérbola (es decir, su directriz d, su foco F y su excentricidad e), podemos

obtener el eje focal £, los vértices Ay A’, y el centro C

(el eje focal £ es la recta perpendicular a d por F, orientada de D hacia F, donde D es el punto de
. St o : _ DF _ DF.

corte entre d y f; los vértices Ay A’ son los tinicos puntos que satisfacen DA = 5y DA" = =, el

centro C es el punto medio del segmento de extremos Ay A’).
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Consideremos las relaciones g que asocian, a pares ordenados de ndimeros reales, un nimero real,
cuyas reglas de asociacién son polinomios de segundo grado en dos variables de la forma

g, y) =Ax** +Cy> +F
(A, Cy F nimeros reales tales que A>0,C <0y F <0).

El objetivo central de esta parte del capitulo es verificar que, dada una figura geométrica G cual-
quiera, se tiene lo afirmado en el siguiente Teorema.

TeoREMA 23 (REPRESENTACION ANALITICA DE UNA HIPERBOLA)
G es una hipérbola si, y solo si, existe un sistema de ejes ortogonales xOy tal que G se puede
representar por una ecuacion cuadrdtica en dos variables de la forma

(7.3) A’ +Cy?+F=0
(A, C y F niimeros reales tales que A >0,C <0yF <0).

Verificado esto, la ecuacion (7.3) serd llamada la ecuacion general, o simplemente la ecuacion, de
la hipérbola G.

Supongamos que G es una hipérbola, y llamemos: d a su directriz, F a su focoy e, cone > 1, a
su excentricidad. Por la observacion 7.1.(b), podemos suponer que tenemos como datos adicionales: sus
vértices Ay A, y su centro C.

Consideremos el sistema de ejes ortogonales xOy que tiene: como eje X, el eje focal de la hipérbola,
ubicando el 0 en el centro C; y como eje y, el eje normal de la hipérbola, ubicando el 0 en el centro C
(ver la figura 7.3).

Consideremos los nimeros reales positivos a = CA, ¢ = CF y k = CD; asi, las coordenadas de C
son (0, 0), las de F son (c,0), las de A son (a, 0), las de A’ son (—a, 0), las de D son (k,0) y la ecuacién
de la directriz d es x = k (por ser perpendicular al eje x).

Por los lemas 7.1 y 7.2, tenemos que k < a < c.

Por comodidad en el desarrollo algebraico subsiguiente, y apoyados en la parte (b) de la observa-
cién 7.1, calculamos ¢ y k en términos de a y e, de la siguiente manera. Como A y A’ estan sobre la
hipérbola tendremos, por definicién, que AF = e-d(A,d) =e¢-ADyA'F =e¢-d(A’,d) = e¢- A’D. Como
lc—al=la-cl=c—a,la-kl=lk—al=a-k,|—a—-cl=|c+al=c+ay|l-a—-kl=lk+al=a+k
tendremos, de

c—a=e-(a—k)
c+a=e-(a+k) ’
que
(7.4) k=2 'y c=ae
e

de donde, sustituyendo correspondientemente, las coordenadas de F son (ae,0), y la ecuacién de la
directrizd es x = f (ver la figura 7.4).
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F =(c,0) f
A’ = (-a,0) C Dl A=(a,0) X

Ficura 7.3 Ejes candnicos de la hipérbola

Consideremos un punto P cualquiera, y sus coordenadas (x, y) respecto al sistema de ejes ortogona-
les xOy que hemos configurado.

Por definicién, P estd en G si, y s6lo si, PF = e - d(P,d). Como

PF = \(x—ae)* +y*> y d(Pd)=|x-1,

tendremos que P estd en G si, y s6lo si, las coordenadas de P satisfacen la ecuacién

2 2 —
Vx—ae) +y*=e-|x- 2|

Como ambos términos de la igualdad son positivos tendremos, después de elevar al cuadrado, que esta
ecuacion es equivalente a

2
X% —2aex + a*e? + y2 =e2(x% - 2%9x + %),

que es la misma que
(7.5) (1 - A%+ y? =d*(1 - €%).

Como a*(1 — %) < 0 tendremos, tomando x = 0 en la ecuacién (7.5), que la hipérbola no corta a
su eje normal: por razones que expondremos mds adelante, consideremos los puntos B = (0,a Ve? — 1)
y B’ = (0, —a Ve? — 1) (el primero con ordenada positiva, y el segundo con ordenada negativa).

Dividiendo ambos términos de la ecuacién (7.5) por a>(1 — e?) y realizando las simplificaciones de
rigor, tendremos que P estd en G si, y s6lo si, las coordenadas de P satisfacen la ecuacién

)C2 y2

LY
a?  a’(1 -e?)
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F = (ae,0) f
A’ = (=a,0) ¢ Dl A =(a,0) X

Ficura 7.4 Datos parciales de la hipérbola

Tomando b? = a?(e? — 1) = —a?(1 — ¢€?), tendremos que P estd en G si, y sélo si, las coordenadas de

P satisfacen la ecuacion
2 2
¥y
a®> b2
llamada ecuacion canonica de la hipérbola que tiene eje focal sobre el eje x, centro en el origen, distancia

del centro, a cualquiera de sus vértices, a y distancia del centro, a cualquiera de los puntos By B’, b.

Es claro, al sumar las fracciones del lado izquierdo y multiplicar ambos términos por a’b?, que esta
dltima ecuacién es equivalente a la ecuacion

b’x? — a*y? — a*b* = 0.
Asi, al definir A = b>, C = —a®> y F = —a?b?, tendremos que el punto P estd en G si, y s6lo si, sus

coordenadas cartesianas satisfacen la ecuacién (7.3), paralaque A > 0,C <0y F < 0.

Supongamos ahora que existe un sistema de ejes ortogonales xOy, tal que G se puede representar
por una ecuacién como (7.3).

Tomando el niimero real e = 4/ % (conloquee > 1), el punto F = (— F(ﬁ(—)G), 0), y larecta d de

ecuaciéon x = — /A(Z—(_JC) tendremos, para cualquier punto P = (x,y) de G, que

2
_ F(A-C) )
PF = (x+ —AC ) +y
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y
d:x=¢%
B=(0,aVer-1)
f
A'=(-a,00 C Dl \A=(a,0) X
B =(0,-aVer-1)

Ficura 7.5 Datos adicionales de la hipérbola

= \/x2 +2 w/ F('?AE) C)x + F(AAg © - g - gxz (despejando y2 en la ecuacion (7.3))
B C-A), F(A C) _F
=
B C-A N —_F
“\(V'c TV
[C=AlL | _FC |
TVAA-O)

C

yd(P,d) = ‘x + 4 AR C)’ Asi, al tomar la recta d, el punto fuera de ella F (pues A # 0) y el niimero e
(que satisface e > 1), tendremos que G es la hipérbola de directriz d, foco F' y excentricidad e.
De este modo hemos concluido la verificacion del Teorema 23.

Note que, en el caso de la hipérbola, puede suceder que a = b, 0 a > b, 0 a < b; y que los nimeros
reales positivos a, b y ¢ satisfacen la relacion pitagérica

(7.6) 2 =da*+b*

que permitiria calcular uno cualquiera de ellos a partir de los otros dos.

El nimero real 2a (la distancia entre los vértices A y A”) es llamado el didmetro real, al igual que
el segmento AA’¢"; el niimero real a (la distancia del centro C a cualquiera de los vértices A y A’) es
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llamado el radio real, al igual que los segmentos CA y CA’; los puntos B y B’ seran llamados puntos
auxiliares de la hipérbola (pues la utilidad de estos puntos se hace patente en el momento de graficar
la hipérbola); el nimero real 25 (la distancia entre los puntos auxiliares B 'y B’) es llamado el didmetro
imaginario, al igual que el segmento BB’¢?; el nimero real b (la distancia del centro C a cualquiera de
los puntos By B’) es llamado el radio imaginario, al igual que los segmentos CB'y CB’; y el sistema de
ejes rectangulares que hemos configurado es llamado el sistema de ejes candnico de 1a hipérbola G.

Note ademads que, si se calculan los valores de los radios real e imaginario a y b, respectivamente,
a partir de la ecuacién (7.3) de una hipérbola tendremos, por lo probado en la segunda implicacién del
Teorema 23, que a = V-C y b = VA (tal como result6 en la prueba de la primera implicacién de
ese Teorema). Como a y b son datos intrinsecos de la geometria de la hipérbola, y A y C no lo son,
convendremos que:

Cada vez que se tenga la necesidad de hacer cdlculos que involucren los datos geométricos
bdsicos de una hipérbola, consideraremos como ecuacion general de la misma la ecuacion

P2 - - =0

ya que a través de esta ecuacion expresamos, ademds, que el sistema de coordenadas que se
estd utilizando es el sistema de ejes canonico de la hipérbola.

>» EJempLo 7.1
Para encontrar la ecuacion general de la hipérbola que tiene eje focal sobre el eje X, centro en el origen,
radio real 5, y radio imaginario 3, respecto a su sistema de ejes canonico, planteamos la ecuacion

2

2
vy
9

Gl

obteniendo que la ecuacion requerida es
9x% - 25y% - 225 = 0.

QEE <

OBSERVACION 7.2

(@) La presencia exclusiva de términos cuadrdticos, “x*” y “y>”, en la ecuacion de una hipérbola da
garantia de que las hipérbolas son simétricas respecto a ambos ejes, y respecto al origen, de su
sistema de ejes canonico.
Por esta razon, cualquier orientacion que se escoja para los ejes candnicos daria una ecuacion
(candnica o general) con los mismos coeficientes.

(b) La hipérbola no es la representacion geométrica de una funcion y = f(x), ni x = f(y), al expresar
las coordenadas de sus puntos respecto a su sistema de ejes canonico.

(¢) Despejando “y” en la ecuacion candnica de la hipérbola obtenemos

y= ig X2 —a?;
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capftulo 7 | Hipérbolas

lo que permite pensar la hipérbola como la representacion geométrica de dos funciones, al expresar
las coordenadas de sus puntos respecto a su sistema de ejes canonico:

y= i—; Vx2 — a? (los arcos que estdn en L)

y= —i—’ VxZ — a2 (los arcos que estdn en L,,).

En todo caso, para que “y” corresponda a un niimero real, necesariamente x debe estar en el
conjunto (—oo, —a] U [a, o) (es decir, x debe satisfacer |x| > a).

Despejando “x” en la ecuacion canonica de la hipérbola obtenemos

x = =% y? + b

lo que permite pensar la hipérbola como la representacion geométrica de otras dos funciones, al
expresar las coordenadas de sus puntos respecto a su sistema de ejes canonico:

x = ¢ +y? + b? (la rama que estd en Ly)

— _a 2 2 < ’
X = =5 \y* + b* (la rama que estd en L)
En todo caso, “x” corresponderd a un niimero real, cualquiera sea el valor de “y”.

Por lo dicho en las dos partes anteriores tenemos que la hipérbola estd fuera de la franja (—a, a)xR;
y por el hecho de que tiene puntos en ambos lados de esa franja, dibujamos la hipérbola con dos
ramas: la formada por aquellos de sus puntos cuyas abscisas satisfacen x > a, y la formada por
aquellos de sus puntos cuyas abscisas satisfacen x < —a.

Si se considera el punto F’, simétrico del foco F respecto al centro C, y la recta d’, simétrica de la
directriz d respecto al eje normal se tiene, después de hacer los cdlculos con el punto F’ = (—ae, 0)
ylarectad de ecuacion x = =%, que la hipérbola de foco F’ y directriz d’ coincide con la hipérbola
de foco F y directriz d.

Por esta razon consideraremos que la hipérbola tiene dos focos (F y F’) y dos directrices (dy d’).
El niimero real 2¢ (la distancia entre los focos F y F’) es llamado la distancia focal de la hipér-
bola; el niimero real ¢ (la distancia del centro C a cualquiera de los focos F 'y F’) es llamado la
semidistancia focal.

A partir de las relaciones b = aVe? — 1y ¢ = ae podemos asegurar que: mientras mds cerca de 1
esté la excentricidad de la hipérbola, mds se parece ¢ a a, mds pequerio serd b respecto a a y, por
tanto, la hipérbola es mds parecida a un par de rayos, y mientras mds grande sea la excentricidad
de la hipérbola, mds grande serd c respecto a a, mds grande serd b respecto a a y, por tanto, la
hipérbola es mds parecida a un par de rectas paralelas.

De la relacion k = ¢ y del hecho de que e > 1 tenemos que —a < —k < k < a; con lo que la
hipérbola estd completamente fuera de la region limitada entre las directrices d y d’.

Note que dada una hipérbola (es decir, su directriz d, su foco F y su excentricidad e), podemos
obtener el eje focal £, el centro C, el radio real a y el radio imaginario b

(por la observacion 7.1.(b), podemos contar con el eje focal £ y el centro C; pero ademds, podemos
contar también con uno cualquiera de sus vértices, digamos A y, en consecuencia, obtenemos el
radio real a mediante AC; finalmente, obtenemos el radio menor b a partir de la ecuacion (7.6)).
Pero ademds, y esto es lo crucial, también podemos obtener la directriz d, el foco F y la excentrici-
dad e, a partir del eje focal £, el centro C, el radio mayor a y el radio menor b
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(a partir de la ecuacion (7.6) encontramos la semidistancia focal c y, con este dato, calculamos la
excentricidad e, a partir de la segunda relacion en (7.4), y el foco F, tomando cualquiera de los dos
puntos de £ que estdn a distancia c del centro C; para encontrar la directriz, buscamos el punto D
de f que estd a una distancia § del centro C, y del mismo lado de C en que ubicamos a F, y luego
tomamos la perpendicular a £ por D).

Por estas razones, una hipérbola queda determinada si tenemos su eje focal, su centro y sus radios
real e imaginario.

Asintotas de una hipérbola

Las siguientes rectas, concurrentes en el origen del sistema de ejes candnicos de la hipérbola

lli

Q| =
|

S

0, equivalentemente,
Li: bx—ay=0 ly: bx+ay=0,
o también
b b

llzyzax lzzy:—;x

reciben el nombre de asintotas de la hipérbola b*x?> — a’y* — a’b* = 0, de radio real a y radio imaginario
b.

Las rectas /] y I, determinan cuatro dngulos con vértice en el origen del sistema de ejes candnico de
la hipérbola; consideremos los siguientes dos:

b
Ar={(x,p) eR*: x>0 A |y|:ax}

Ay ={(x,y) eR*: x<0 A |y|=_éx}
a

y sus respectivos interiores

b
L={xy)eR>: x>0 A |yl < —x}
a

b
L={(xy)eR*: x<0 A |yl <—=x}.
a

Consideremos, por otro lado, las ramas de la hipérbola que contienen, respectivamente, los vértices
AyA”:
b
Ry={(uy) €R*: x>a A Iyl ==V —a?)
a

b
Ry ={(x,y) eR*: x<—a A lyl = — Va2 - a?)
a

Es claro que el vértice A, asi como el foco F, se encuentra en /1, y que el vértice A’, asi como el foco
F’, se encuentra en I; verificaremos de inmediato que R4 estd contenida en 1, y que R4/ estd contenida
en I,.

Consideremos un punto (u,v) cualquiera de la rama R4. Como, por definicién, u > a, tendremos
que Vu? — a® < u. Como 2 > 0, tendremos que 2 Vu2 — a? < 2u. Asi, por la definicién de Ry, Jv| < Zu

a
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(es decir, los puntos de la rama R4 de la hipérbola estdn por debajo de los puntos de /; y por encima de
los puntos de I, al fijar una abscisa u > a) y, en consecuencia, (u,v) estd en /;. De manera andloga se
prueba que R4+ estd contenida en 1.

El nombre de asintota’® dado a cada una de esas rectas proviene del hecho de que la hipérbola se
acerca tanto como se quiera a esas rectas, sin llegar a tocarlas. Mas precisamente: verificaremos que,
fijada una rama de la hipérbola y el dngulo determinado por las rectas /; y [, en cuyo interior estd
contenida, se tiene que el arco de esa rama que estd contenido en uno de los semiplanos del eje x se
acerca tanto como se quiera al lado de ese dngulo cuyos puntos, excepto el origen, estdn contenidos en
ese mismo semiplano.

Consideremos el arco de la rama R4 que se encuentra en Ly

b
Y=Ly eR?: x>a A y=-= Vi -a?)
a

y el lado del dngulo determinado por las rectas / y [, en cuyo interior estd contenida R4, y cuyos puntos,
excepto el origen, se encuentran en ese mismo semiplano

b
AT ={(y) eR*: x>0 A y:ZX}'

Consideremos los puntos (u,v) y (u,w) sobre R} y A7, respectivamente, que tienen la misma abscisa u;
conloquev=2Vu2—a’yw = 2u. Como w® —v? = b, w?> —v* = (w—v)(w+v) y 0 < v < w, tendremos
que

b? . b:  ab

w+v w u

lw—v|=w-v=

Como ab es un nimero real positivo cuyo valor estd predeterminado tendremos que, fijado cualquier
nimero real positivo € (tan pequefio como se quiera), siempre podremos encontrar # > 0 de tal manera
que |w — v| < € (basta tomar u = %). De manera andloga se hace la prueba para los demds arcos.

OBSERVACION 7.3
Note la sorprendente relacion que aparece en el tridngulo sombreado en la figura 7.6, es decir, el hecho
de que c es también la distancia entre By A (0 entre By A’, o entre B’ y A, o entre B’ y A’).

Los puntos auxiliares B = (0,b) y B" = (0, —b) permiten trazar el rectangulo formado por los puntos
(a,b), (a,-b), (—a,—b) y (—a, b), cuyas diagonales estdn sobre las asintotas 1| y lp, al cual llamaremos
rectdangulo auxiliar de la hipérbola, y es lo primero que deberiamos dibujar cuando intentemos dibujar
una hipérbola.

>» EJEmpPLO 7.2
Las asintotas de la hipérbola 9x* — 25y — 225 = 0 son

3x-5y=0 y 3x+ 5y =0.

QEE <

En el trabajo que hemos realizado sobre una hipérbola, hemos tenido la posibilidad de escoger el
sistema de ejes ortogonales respecto al cual se expresan las coordenadas de sus puntos, y la ecuacién que
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y
b:y=-—jx I y=>1x
d’:x:—% dlng
\HB 77777777 /
| N |
| D . |
| > |
| b . |
| . |
F’ N F f
A/‘ C a D A X
|
‘ |
‘ |
|
| l
/73/ 7777777 \

A =(a,0),A" =(-a,0), B=(0,b), B =(0,-b), F =(c,0), F' = (—c,0)

Ficura 7.6 Particularidades de la hipérbola Zj—z - Z—z =1

ellas satisfacen; nos interesa ahora averiguar cémo es la forma de la ecuacién de una hipérbola, si los
datos geométricos que la determinan (directriz, foco y excentricidad; o eje focal, centro y radios real e
imaginario) estdn expresados respecto a un sistema de ejes ortogonales fijado previamente.

En este capitulo atenderemos sélo un caso particular de este problema: aquel en el que el eje focal es
perpendicular a alguno de los ejes del sistema de ejes ortogonales prefijado; en el Capitulo 8 atenderemos
el caso general.

En todo lo que sigue supondremos que se ha fijado un sistema de coordenadas xQOy en el plano.

7.1.1 Eje focal perpendicular al eje y, centro (x, i), radio real a y radio imaginario »

Consideremos las relaciones g que asocian, a pares ordenados de nimeros reales, un nimero real,
cuyas reglas de asociacién son polinomios de segundo grado en dos variables de la forma

gx,y) =Ax* +Cy> +Dx+Ey+F
(A, C, D, E y F ndmeros reales tales que A > 0, C < 0y CD? + AE? — 4ACF < 0).

El objetivo central de esta parte del capitulo es verificar que, dada una figura geométrica G cual-
quiera, se tiene lo afirmado en la siguiente proposicién.
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CoroLaRio 7.1
G es una hipérbola con eje focal perpendicular al eje y si, y sélo si, G se puede representar por una
ecuacion cuadrdtica en dos variables de la forma

(7.7) A’ +C iy +Dx+Ey+F=0
(A, C, D, E y F niimeros reales tales que A >0,C <0y CD? + AE? — 4ACF < 0).

Verificado esto, la ecuacion (7.7) serd llamada la ecuacion general, o simplemente la ecuacion, de
la hipérbola G con eje focal perpendicular al eje y.

Supongamos que G es una hipérbola con eje focal perpendicular al eje y. Asi, la ecuacién de su
directriz d es de la forma
d: x—h=0.

Por la observacién 7.2.(i) podemos suponer, al tener la hipérbola &G, que tenemos como dato las
coordenadas del centro C, digamos (xg, o), su radio real, digamos a, y su radio imaginario, digamos b.

Por el Teorema 23 sabemos que la hipérbola G se puede representar por una ecuacion de la forma

5&2 gZ

respecto al sistema de ejes canénico XOy de G; para tener una ecuacién en términos de x y y, que
represente a &, bastaria con aplicar las férmulas adecuadas para transformar las coordenadas del sistema
xOy al sistema XOy.

Por la parte (a) de la observacién 7.2, el sistema 3{/0\'57 puede ser considerado como el sistema XO¥,
traslacion del sistema xQOy al punto C = (xp,yo) (ver la figura 7.7); por tanto, debemos aplicar las
férmulas de traslacién de coordenadas de xOy a XOy

|

obteniendo que la ecuacién (7.8) se transforma en

=
1l

X0

x_
Y=Y

¢
Il

(x=x0)* -y
a? b?

(7.9) -1

llamada ecuacion canénica de una hipérbola con eje focal perpendicular al eje y, centro (xy, yo), radio
real a y radio imaginario b.

Comoa # 0y b # 0, la ecuacion (7.9) es equivalente a la ecuacion
(7.10) b*(x — x0)* — a*(y — yo)* = a*b.
Después de sacar las cuentas en la ecuacion (7.10), tenemos que ésta es equivalente a la ecuacién

(7.11) b*x* - dy? — 2b% xox + 2d%yoy + bzx(z) - a2y(2) -a’h* = 0.

(GEOMETRIA ANALITICA PLANA ‘ 257



capfrulo 7 | Hipérbolas
d d

N
bl

/ .

X0

Ficura 7.7 Eje focal perpendicular al eje y

Tomando A = b2, C = —a®, D = —2b%xy, E = 2a2yo yF = bzx(z) - azy% — a?b?, 1as coordenadas
cartesianas de los puntos de G satisfacen la ecuacién (7.7), parala que A > 0, C < 0y CD? + AE? —
4ACF < 0.

Hasta este punto hemos logrado verificar que, si G es una hipérbola con eje focal perpendicular al
eje y, entonces G se puede representar por una ecuacién como (7.7); verificaremos ahora el reciproco de
esta afirmacion.

Después de completar cuadrados y realizar las simplificaciones de rigor, la ecuacion (7.7) resulta
equivalente a la ecuacion

D\? E\> CD?+AE2-4ACF
(7.12) A(x+ ﬁ) +C(y+%) - IAC =0

(A, C, D, E y F ndmeros reales tales que A > 0, C < 0y CD? + AE? — 4ACF < 0).

Después de tener un sistema de ejes rectangulares XO¥, por traslacién del sistema xOy al punto

(-5
2A° " 2C)

y cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio de las férmulas de traslacién de coordena-

das, tendremos que dicha ecuacién es equivalente a la ecuacién

CD? + AE? — 4ACF
AX* + Cjf* — =
*+ G 4AC 0

(A, C, D, E y F nimeros reales talesque A > 0,C <0y CD? + AE? — 4ACF < 0).
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9 % 9] 2 2 . ., .
AlponerA=A,C=C,yF = —w, tendremos que esta tltima ecuacidn es equivalente a la
ecuacion

A¥ +Cy*+F=0
(A, C y F niimeros reales tales que A > 0,C <0y F < 0).

Por el Teorema 23, esta tltima ecuacion representa una hipérbola, de la que su sistema de ejes
candnico es una traslacién del sistema xOy; con lo que esta dltima ecuacién representa una hipérbola
cuyo eje focal es perpendicular al eje y.

>» EJempLo 7.3
Para encontrar la ecuacion general de la hipérbola con eje focal perpendicular al eje y, centro (—1,3),
radio real 5, y radio imaginario 3, planteamos la ecuacion

(=D G-37 _
25 9
obteniendo que la ecuacion requerida es

9x? — 2547 + 18x + 150y — 441 = 0.

19

QEE <

>» EJempLo 7.4
Para encontrar el centro, los radios real e imaginario, la semidistancia focal, la excentricidad, los vér-
tices, los puntos auxiliares, los focos, las directrices y las asintotas de la hipérbola

x* —4y? —4x + 8y —100 = 0,
procedemos de la siguiente manera.

En primer lugar observamos que el eje focal de esta hipérbola es perpendicular al eje y, pues 1 > 0,
—4 <0y (=4)(=4) + (1)(8)* — 4(1)(—4)(~100) = —1600 < 0.
Completando cuadrados obtenemos la ecuacion canonica de la hipérbola, a saber,

(=27 @-D>_,

100 25
De este modo: C = (2,1),a = 10, b = 5, ¢ = 5\/5, e = g A= (12,1), A’ = (-8,1), B = (2,6),
B =Q-4 F=Q+5V5,1), FF=Q2-5V5,), [y : y-1=3x-2,L: y-1=-L(x-2),
d: x=1+4V5yd : x=1-44/5. QEE <

7.1.2 Eje focal perpendicular al eje x, centro (xo, i), radio real a y radio imaginario b

Consideremos las relaciones g que asocian, a pares ordenados de nimeros reales, un nimero real,
cuyas reglas de asociacién son polinomios de segundo grado en dos variables de la forma
gx,y) :=Ax>* +Cy> +Dx+Ey+F
(A, C, D, E y F nimeros reales talesque A > 0,C <0y CD? + AE? — 4ACF > 0).
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El objetivo central de esta parte del capitulo es verificar que, dada una figura geométrica G cual-
quiera, se tiene lo afirmado en la siguiente proposicion.

CoRoLARI0 7.2
G es una hipérbola con eje focal perpendicular al eje X si, y solo si, G se puede representar por una
ecuacion cuadrdtica en dos variables de la forma
(7.13) A’ +Cy? +Dx+Ey+F=0
(A, C, D, E y F niimeros reales tales que A >0,C <0y CD? + AE? — 4ACF > 0).

Verificado esto, la ecuacién (7.13) serd llamada la ecuacion general, o simplemente la ecuacion,
de la hipérbola G con eje focal perpendicular al eje x.

Supongamos que G es una hipérbola con eje focal perpendicular al eje x. Asi, la ecuacién de su
directriz d es de la forma
d: y—k=0.

Por la observacién 7.2.(i) podemos suponer, al tener la hipérbola G, que tenemos como dato las
coordenadas del centro C, digamos (xg, o), su radio real, digamos a, y su radio imaginario, digamos b.

Por el Teorema 23 sabemos que la hipérbola G se puede representar por una ecuacion de la forma

5&2 92

respecto al sistema de ejes canénico XOy de G; para tener una ecuacion en términos de x y y, que
represente a G, bastarfa con aplicar las férmulas adecuadas para transformar las coordenadas del sistema
xOy al sistema XOy.

Por la parte (a) de la observacion 7.2, el sistema 326; puede ser considerado como el sistema XOY,
la rotacién por 90, de la traslacion del sistema xQOy al punto C = (xg, yo) (ver la figura 7.8) (lo cual, de
acuerdo con la observacion 4.1.(e), equivale a cambiar la abscisa por su ordenada, y la ordenada por el
opuesto de su abscisa, en los ejes del sistema trasladado); por tanto, debemos aplicar las férmulas de
traslacién de coordenadas de xOy a Oy

X=x-Xp
J=y-1yo

y cambiamos la abscisa por su ordenada, y la ordenada por el opuesto de su abscisa

X=y-yo
j=—(x~-xp)

obteniendo que la ecuacidn (7.14) se transforma en
(x—x0)*  (y—yo)? _
— + =
b? a?

llamada ecuacion canénica de una hipérbola con eje focal perpendicular al eje x, centro (xo, yo), radio
real a y radio imaginario b.

1

(7.15)
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y
X
L
F
A d
Yy Y B B
C,
d!
A/
F/
I
X0 X

Ficura 7.8 Eje focal perpendicular al eje x

Como a # 0y b # 0, la ecuacién (7.15) es equivalente a la ecuacién
(7.16) —a*(x - x0)* + b*(y — yo)* = a°b>.
Después de sacar las cuentas en la ecuacion (7.16), tenemos que ésta es equivalente a la ecuacién

(7.17) a*x* = b*y? — 2a%xox + 2b%yoy + azx(zJ - bzy(z) +a’b* = 0.

Tomando A = a?, C = —b>, D = —2a°xp, E = 2b%yy y F = azxf) - bzyé + a*b?, las coordenadas
cartesianas de los puntos de G satisfacen la ecuacion (7.13), parala que A > 0, C < 0y CD? + AE? —
4ACF > 0.

Hasta este punto hemos logrado verificar que, si G es una hipérbola con eje focal perpendicular al
eje x, entonces G se puede representar por una ecuacion como (7.13); verificaremos ahora el reciproco
de esta afirmacion.
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Después de completar cuadrados y realizar las simplificaciones de rigor, la ecuacién (7.13) resulta
equivalente a la ecuacién

=0

D\? E\> CD?+AE2—4ACF
(7.18) A(x+ﬂ) +c(y+ﬁ) DA

(A, C, D, E y F nimeros reales talesque A > 0,C <0y CD? + AE? — 4ACF > 0).

Después de tener un sistema de ejes rectangulares XOY, por traslacién del sistema xOy hasta el
punto
(~5-#)
2A°~2C)>

cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio de las férmulas de traslacién de coordenadas,
y luego cambiar la abscisa por su ordenada, y la ordenada por el opuesto de su abscisa, tendremos que
dicha ecuacién es equivalente a la ecuacién
: ., CD? + AE? - 4ACF
C ¥ +Aj) - =0
v 4AC
(A, C, D, E y F nimeros reales talesque A > 0,C <0y CD? + AE? — 4ACF > 0).

v M < 2 2_ 1. c 2z .
AlponerA=-C,C=-AyF = w, tendremos que esta dltima ecuacion es equivalente
a la ecuacién

AP +Ci*+E=0

(A, ¢ y F ntimeros reales tales que A> 0, <o y F< 0).

Por el Teorema 23, esta udltima ecuacion representa una hipérbola, de la que su sistema de ejes
canénico es la rotacién por 90, de la traslacién al punto C = (xp, yo) del sistema xOy; con lo que esta
dltima ecuacién representa una hipérbola cuyo eje focal es perpendicular al eje x.

>» EuempLo 7.5
Para encontrar la ecuacion general de la hipérbola con eje focal perpendicular al eje X, centro (-1, 3),
radio real 5, y radio imaginario 3, planteamos la ecuacion

12 3y
Il Gl D) )

1
9 25 ’

obteniendo que la ecuacion requerida es
25x% — 9y* — 50x + 54y + 169 = 0.

QEE <

>» EuJempLo 7.6
Para encontrar el centro, los radios real e imaginario, la semidistancia focal, la excentricidad, los vér-
tices, los puntos auxiliares, los focos, las directrices y las asintotas de la hipérbola

25x% — 9y* - 50x — 36y + 216 = 0,

procedemos de la siguiente manera.

262 ‘ GEOMETRIA ANALITICA PLANA



capftulo 7 | Hipérbolas

En primer lugar observamos que el eje focal de esta hipérbola es perpendicular al eje X, pues 25 > 0,

-9 < 0y (=9)(=50)% + (25)(=36)% — 4(25)(=9)(216) = 204300 > 0.
Completando cuadrados obtenemos la ecuacion canonica de la hipérbola, a saber,

12 2
oD w2

1.
9 25

De este modo: C = (1,-2), a =5, b=3,¢c= V34 e = Y3 A = (1,3, 4 = (1,-7), B = (-2,-2),
B = (4,-2),F=(1,2+ 38, F =(1,-2- V34, 1, : y+2=3(x-1)b: y+2=-3x-1),
V34 _p _ 25134

34 -

d:y:—2+%yd’:y: QEE <

OBSERVACION 7.4

En los problemas con datos numéricos, la diferencia entre ambas ecuaciones candnicas estd marcada,
en el caso de la hipérbola, por el hecho de que el signo negativo acompaiia a la variable que identifica
al eje, del sistema de coordenadas fijado, al cual es perpendicular el eje focal de la hipérbola; ademads,
el denominador de esa variable es el que corresponde al cuadrado del radio imaginario.

§7.2 Inecuaciones cuadraticas, e interior y exterior de una hipérbola

El estudio que haremos en esta seccién tendrd como sistema de ejes ortogonales, el sistema de ejes
candnico de la hipérbola, pues con otro sistema de ejes ortogonales el estudio es andlogo.

Diremos que un punto estd en el interior de una hipérbola, si su distancia al foco es menor que la
excentricidad por su distancia a la directriz.

Diremos que un punto estd en el exterior de una hipérbola, si su distancia al foco es mayor que la
excentricidad por su distancia a la directriz.

Llamaremos interior de una hipérbola al conjunto de sus puntos interiores.
Llamaremos exterior de una hipérbola al conjunto de sus puntos exteriores.

El objetivo central de esta parte del capitulo es ofrecer una representacion analitica de los puntos del
plano que no estdn sobre una hipérbola, tomando como referencia la excentricidad, la distancia al foco y
la distancia a la directriz.

Consideremos una hipérbola H de directriz d, foco F y excentricidad e. Por la tricotomia del orden
de los nimeros reales, todos los puntos del plano estdn en uno, y s6lo uno, de los siguientes conjuntos:
la hipérbola H; el interior de la hipérbola #; el exterior de la hipérbola H. Ahora, atendiendo a la
definicién de estos dos tltimos, verificaremos lo afirmado en el siguiente Teorema.

TeEoREMA 24 (REPRESENTACION ANALITICA DEL INTERIOR Y DEL EXTERIOR DE UNA HIPERBOLA)
Si la ecuacion general de la hipérbola H es Ax* +Cy> +F =0 (A >0,C <0yF <0), entonces su
interior'y su exterior son, respectivamente, los conjuntos

I:={(x,y)EIR2: Ax2+Cy2+F>O}
E:={(x,y) eR>: AX>+C > +F <0}.
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Verificaremos sélo que el interior de H coincide con el conjunto / descrito, pues de manera andloga
se verifica que el exterior de H coincide con el conjunto E.
Ya sabemos que, respecto al sistema de ejes candnico, el foco y la directriz de H son, respectiva-
mente,
- Cox— 4 = = ./=F = .JE
F = (ae,0) y d: x =0, donde a= % y b= /G

e

Un punto P = (x, y) genérico estd en el interior de H si, y sélo si, PF < e - d(P,d), es decir, si, y

sélo si,
Vix—ae)? +y* <e-|x—-4;

. . 2 .2 y? 2 _ -F 32 _ F
0, lo que es lo mismo, si, y sélo si 2> 1. Como a° = > b- = o —F > 0, tendremos que el

interior de la hipérbola H coincide con I, tal como queriamos verificar.

y y
hN / M ’
N 4 X //
A\ / \ /
N\ / \ /
\ / \ /
\ / \ 7

\ / \ 7

\ / \ 1
\ ! 1 ]

— /a1 Y X 1 1 X

! \ ) \

/ X 4 A

/ \ / A
/7 \ 7/ A
7 \ / A
/7 \ / A
Ve \ 4 \
/ \ / \
7 \ / N\

Ficura 7.9 Interior y exterior de la hipérbola

En general, el conjunto solucién de una desigualdad como Ax> +C > + FZ0(A>0,C <0y
F < 0) serd uno de esos conjuntos determinados por la hipérbola Ax*> + C y?> + F = 0; e incluir4 el borde
(es decir, la hipérbola misma), s6lo en el caso en que tuviéramos “>” o “<”.

En lo que se refiere a la representacién grafica de esos conjuntos, haremos la misma convencién que
hemos hecho con las rectas (ver la pagina 16).

§7.3 Posiciones relativas entre hipérbolas y rectas

En los paragrafos sucesivos haremos un estudio sobre las relaciones que existen entre las posiciones
relativas que pueden presentar una recta y una hipérbola, y los coeficientes de sus ecuaciones generales;
en dicho estudio tomaremos como sistema de ejes ortogonales el sistema de ejes candnico de la hipérbola,
pues con otro sistema de ejes ortogonales el estudio es andlogo.

Consideremos una hipérbola H y una recta [, de ecuaciones

H: b*x*-d?y -ad’b* =0 [: Ax+By+C =0
(a>0yb>0) (A2 + B? # 0).
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El estudio de la incidencia entre la hipérbola H y la recta [ equivale a la consideracion de la exis-
tencia de pares ordenados (x, y) de nimeros reales que satisfagan, simultineamente, las siguientes dos
condiciones

*x* - ady? —a*b? =0 y Ax+By+C =0;

0, lo que es lo mismo, a la consideracion de la existencia de soluciones del sistema de dos ecuaciones
con dos incHgnitas

p’x}-d*y? -a*h* =0
(7.19) {

Ax+By+C =0
Desde el punto de vista geométrico (ver la figura 7.10 y el ejercicio 7.2), el sistema (7.19)

(N) no tendr4 solucion si, y sélo si, [ y H no se cortan.

(S) tendra dos soluciones distintas si, y sélo si, [ y H son secantes (es decir, [ corta a H en dos puntos
distintos).

(T) tendra dos soluciones iguales si, y so6lo si, [ y H son tangentes (es decir, [ corta a 9 en un Unico
punto y no es paralela a ninguna de sus asintotas)‘®.

(R) tendrd una solucidn unica si, y solo si, [ 'y H son transversales (es decir, [ corta a H en un tnico
punto y es paralela a una de sus asintotas).

Desde el punto de vista algebraico, se puede proceder a resolver el sistema (7.19) despejando una
de las variables en la segunda ecuacion (una de las que tenga su coeficiente distinto de cero), y “sustituir”
esa variable en la primera, tal como detallamos a continuacion.

Si B # 0, consideramos la forma corte-pendiente de la ecuacién de [ y el sistema de ecuaciones

b*x* - a2y2 —a’h* =0
y=mx+t

(7.20)

equivalente al sistema (7.19) (donde m = —% yt= —%).

9

Al sustituir el término del lado derecho de la segunda igualdad por “y” en la primera ecuacion,
resulta la ecuacion

(7.21) (b* = a®m*)x* = 2a’mitx — a*(b* + %) = 0.
En caso de que b* — a’?m? # 0, la ecuacién (7.21) es una ecuacién cuadritica en la variable x que,
dependiendo de su discriminante,
(7.22) A = 4a*P*(b* — a*m* + 1)
(N) no tendra solucion si, y sélo si, A < 0.

(S) tendra dos soluciones distintas si, y s6lo si, A > 0.

(T) tendra dos soluciones iguales si, y s6lo si, A = 0.

En caso de que b* — a’m? = 0, es decir, de que m = J_rg (I coincide o es paralela a una de las

asintotas), la ecuacién (7.21) es una ecuacion lineal en la variable x que
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Ficura 7.10 Incidencia entre una hipérbola y una recta

(N) no tendrd solucion si, y solo si, t = 0 (es decir, si, y s6lo si, [ es una de las asintotas de ).

(R) tendrd una solucién unica si, y sélo si, ¢ # 0 (es decir, si, y sélo si, [ es paralela a una de las asintotas
de H).

Si B = 0 (de donde A # 0), [ es perpendicular al eje x y, en consecuencia, consideramos el sistema
de ecuaciones
p’x? -ty —a*h* =0

(7.23) o

equivalente al sistema (7.19) (donde h = —%).

Al sustituir el término del lado derecho de la segunda igualdad por “x” en la primera ecuacion,
resulta la ecuacién de segundo grado en la variable y

(7.24) Ay - -a*) =0
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que, dependiendo del signo de su discriminante (ver el Apéndice C)
(7.25) A = 4a*b*(h* - d®)

(N) no tendra solucion si, y sélo si, 4 estd en el intervalo (—a, a).
(S) tendra dos soluciones distintas si, y s6lo si, & estd en el conjunto (—oo, —a) U (a, +00).

(T) tendré dos soluciones iguales si, y s6lo si, h = +a.

Una vez que tengamos las soluciones de las ecuaciones correspondientes, en caso de que existan,
apenas se ha encontrado una de las coordenadas de cada uno de los puntos de corte entre H y [: las
abscisas, si se procedié como en el caso B # 0; las ordenadas, si se procedié como en el caso B = 0.
Para encontrar la otra coordenada que acompaia a la ya obtenida, y tener realmente las soluciones del
sistema (7.19), sustituimos cada una de las soluciones obtenidas en la segunda ecuacidon del mismo
sistema.

OBSERVACION 7.5

Note que el discriminante (7.22) permitiria calcular con precision, de la familia de rectas y = mx +t
no perpendiculares al eje x (parametrizada con los pardmetros m y t), cudles de ellas son tangentes,
secantes, transversales o disjuntas respecto a la hipérbola b>x* — a*y* — a’b* = 0, si tenemos como dato
mot.

>» EJempLo 7.7
Para estudiar la incidencia entre la hipérbola y la recta de ecuaciones

42 —9y> —8x+36y—-68=0 y x-y+1=0,

respectivamente, procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.

Como la ecuacion explicita de la recta es y = x + 1, resolvemos el sistema de ecuaciones

4x% —9y> — 8x + 36y — 68 =0
y=x+1

« 9

Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacion por “y” en la primera, se obtiene la ecuacion de
segundo grado en la variable x
5x%—10x+41=0

Como el discriminante de esta ecuacion es negativo, tenemos que la recta no corta a la hipérbola. Qee <

>» EJEmpPLO 7.8
Para estudiar la incidencia entre la hipérbola y la recta de ecuaciones

-y +2x—4y-2=0 y 2x-y=0,

respectivamente, procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.
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Como la ecuacion explicita de la recta es y = 2x, resolvemos el sistema de ecuaciones

-y +2x—4y-2=0
y=2x

Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacion por “y” en la primera, se obtiene la ecuacion de
segundo grado en la variable x
3x* +6x+2=0

Como el discriminante de esta ecuacion es positivo, tenemos que la recta es secante a la hipérbola;
—3+V3 —6+2 \/5) —3-3
s )y (5,

después de sacar las cuentas, los puntos (= _6_32 \/5) son los puntos de corte entre
ambas. QEE <

>» EuempLo 7.9
Para estudiar la incidencia entre la hipérbola y la recta de ecuaciones

-y =2x+7=0 y x-— \/714+5:0,

respectivamente, procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.

Vi, 5V7

Como la ecuacion explicita de la recta es y = —=-x + =—, resolvemos el sistema de ecuaciones

-y -2x+7=0
y=Yx+

Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacion por “y” en la primera, se obtiene la ecuacion de
segundo grado en la variable x
X2 —4x+4=0

Como el discriminante de esta ecuacion es 0, tenemos que la recta es tangente a la hipérbola; después
de sacar las cuentas, el punto (2, \V7) es el punto de corte entre ambas. QEE <

>» EuempLo 7.10
Para estudiar la incidencia entre la hipérbola y la recta de ecuaciones

-y +2x—4y-2=0 y x-y+3=0,
respectivamente, procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.

Resolvemos el sistema de ecuaciones
-y +2x-4y-2=0
y=x+3

“

Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacion por ““y” en la primera, se obtiene

23
xX=—-—.
8
Asti, la recta es transversal a la hipérbola en el punto (—%, é). QEE <
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Recta tangente y recta normal a una hipérbola

Un problema parecido al que acabamos de resolver es el de encontrar, bajo ciertas condiciones, una
recta tangente a una hipérbola.

Consideremos una hipérbola H de ecuacion

(7.26) p’x? —ady? —a*b* =0
(a>0yb>0).

Recordemos que una recta es tangente a la hipérbola HH, si corta a /{ en un Unico punto y no es
paralela a sus asintotas; condicion esta dltima que se traduce en que su dngulo de inclinacién no puede
' bpia-2t
tener tangente igual a 2 nia —7.
Por la naturaleza intrinseca del tratamiento analitico de las rectas, en el andlisis que desarrollaremos
siempre se considerard aparte el caso de las rectas perpendiculares al eje x, pues éstas no se pueden tratar

en términos de sus pendientes.

Ahora bien, la condicién de que una recta / sea tangente a la hipérbola H, sin mas, no determina
ninguna recta, pues, como veremos mds abajo, hay una por cada punto de /H; de manera que debemos
contar con algin otro dato que determine a /. A continuacién enumeramos algunas de las posibilidades
sobre los datos que se pueden ofrecer.

(I) Un punto P = (u, v) sobre L.

(1) [ perpendicular al eje x.

Nos preguntamos si existe alguna recta /, tangente a H, que sea perpendicular al eje X y
que pase por P. Por el Principio E.7 tendremos que, si existe alguna recta que satisfaga esas
condiciones, es dnica.

Ahora, al pasar [ por Py ser perpendicular al eje x, tendremos que / se puede representar
por la ecuacién x = u. Procediendo de la misma forma en que resolvimos el sistema (7.23),
[ puede ser tangente a H si, y solo si, el discriminante (7.25) se anula, es decir, si, y sélo si,
u> — a* = 0. Ast:

Existird una recta [ tangente a H, perpendicular al eje X, y que pase por P = (u,v) si, y s6lo si,
U =aou = —a;en cuyo caso, [ se puede representar por la ecuacién x = u.

(2) [ no perpendicular al eje x.
Nos preguntamos si existe alguna recta /, tangente a H, que no sea perpendicular al eje X y
que pase por P.
Ahora, al pasar / por Py no ser perpendicular al eje x, tendremos que / se puede representar
por una ecuacion de la forma
y—v=m(x—u.

El problema se transforma entonces en saber si existe m tal que [ sea tangente a H.
Para resolver este problema, despejamos y en la ecuacion anterior,

Yy =mx—mu+uv,
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y sustituimos el lado derecho por y en la ecuacién (7.26), obteniendo la siguiente ecuacién
de segundo grado en la variable x (ya que, al no ser paralela a las asintotas, b> — a’m? # 0)

(b — a*m®)x* + 2a*m(mu — v)x — a*((mu — v)* + b*) = 0.

Ahora, para que [ sea tangente a H, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales; y sabe-
mos que esto sucede si, y sélo si, su discriminante se anula, es decir

4a°b*((u? = a®)m* = 2uvom + v> + b*) = 0;
y esto sucede si, y s6lo si,
(7.27) W = am* = 2uvm + (V* + b*) = 0.

Asi las cosas, el problema planteado tendréd solucidn si, y sélo si, la ecuacién (7.27) tiene
solucién en la variable m.

En caso de que u> — a® = 0 (en el que ya sabemos que existe una recta perpendicular al eje x
que pasa por Py es tangente a ) tendremos, al despejar m en la ecuacion (7.27), que

v+ b2
2uv

Como u # 0 (pues en caso contrario tendriamos, de w—a? =0, que a = 0) tendremos
que la dnica manera en que esta ecuacién no tenga solucién es que v = 0; en cuyo caso, las
coordenadas del punto P del que hemos estado hablando serian (a,0) o (—a, 0), es decir, en
caso de que P sea uno de los vértices de . Por tanto, si P es alguno de los vértices, la tnica
recta tangente a H que pasa por P es la perpendicular al eje X que encontramos en la parte
anterior.

Si P no es ninguno de los vértices entonces, como u
tangente a H que pasa por P cuya ecuacion seria

2 — 4 = 0, tendremos una segunda recta

W + bH)x = 2uvy + (V> — b*)u = 0.

En caso de que u?> — a®> # 0, la ecuacién (7.27) es una ecuacién de segundo grado en la
variable m. Como ya sabemos, la naturaleza de las soluciones de esta ecuacién depende de
su discriminante

(7.28) A = =4 u? - a** - d*b?),

la cual dependerd, a su vez, de la posicidn relativa del punto P respecto a HH.

(@) El punto P estd en la hipérbola: en este caso, dicho discriminante es nulo (puesto que
b*u? — a*v* — a®b? = 0) y tenemos garantia de que siempre existird una solucién tnica
para la pendiente requerida; la pendiente resulta

y, en consecuencia, la ecuacion de la tangente a la hipérbola H en el punto P es

b*ux — azvy —a*h? = 0.
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El punto P estd en el exterior de la hipérbola: si P = (0,0) (es decir, si P es el centro
de la hipérbola H), entonces el discriminante (7.28) daria 4a2b? y, en consecuencia, las
soluciones de la ecuacién (7.27) serian m = ig; pero, como por definicién sabemos que
las tangentes a la hipérbola H no pueden tener pendiente i%, concluimos que no habra
ninguna recta tangente a 4 que pase por P.

Si P # (0,0) (es decir, si P no es el centro de la hipérbola H), entonces dicho discri-
minante es positivo (puesto que, por el Teorema 24, b*u> — a>v*> — a*b?> < 0) y tenemos
garantia de que siempre existirdn dos soluciones distintas para la pendiente requerida:

uv £ \—(b2u? — a?v? — a2b?)

u2 — a2

El punto P estd en el interior de la hipérbola: en este caso, dicho discriminante es
negativo (puesto que, por el Teorema 24, b>u” — a*v> — a*b* > 0) y, en consecuencia, no
habra ninguna recta tangente a la hipérbola H que pase por el punto P.

Existird una recta [ tangente a H, no perpendicular al eje x, y que pase por P = (i, v) si, y solo
si, P no es ninguno de los vértices de #, ni es el centro de H, ni estd en el interior de H.
Siu=aou=-a( +#0), entonces hay una unica recta tangente a H, no perpendicular al eje
X, que pasa por Py su ecuacion es

Siu+ayu# —a,y P esta sobre H, entonces hay una tnica recta tangente a H, no perpendi-
cular al eje x, que pasa por Py su ecuacion es

Siu+#ayu# —a,y P estd en el exterior de H, entonces hay dos rectas tangentes a H, no
perpendiculares al eje X, que pasan por P y sus pendientes son

v + bP)x = 2uvy + (V¥ — b*)u = 0.

b*ux — a*vy — a*b* = 0.

uv + \—(b2u? — a?? — a2b?)
> .

u? —a?

() La direccién de .

(1) [ perpendicular al eje X.
Nos preguntamos si existe alguna recta /, tangente a H, que sea perpendicular al eje x.
Procediendo de la misma forma en que resolvimos el sistema (7.23), concluimos que:

Existen exactamente dos rectas tangentes a #, perpendiculares al eje x; y éstas son las que se
pueden representar por las ecuaciones x = ay x = —a.

(GEOMETRIA ANALITICA PLANA ‘ 271



capituLo 7

Hipérbolas

(2) [no perpendicular al eje X.

Nos preguntamos si existe alguna recta /, tangente a #, que no sea perpendicular al eje x.
Este problema es equivalente al de saber si existe alguna recta /, tangente a H, que tenga
como pendiente alglin nimero real m previamente fijado.

Por la definicién de recta tangente sabemos que, si m = ig (0, lo que es lo mismo, si
b* — a*m® = 0), entonces no existe ninguna recta tangente a / de pendiente .
Supongamos entonces que m # ig (0, lo que es lo mismo, que b* — a>m? # 0).

La familia de todas las rectas de pendiente m se puede representar, parametrizada por ¢ (la
ordenada en el origen), mediante la ecuacién y = mx + f; la recta que estamos buscando es
un miembro de esta familia.

Asfi las cosas, el problema original se transforma en saber si existe algin ndmero real ¢ tal
que la recta representada por la ecuacién y = mx + ¢ sea tangente a H.

Procediendo de la misma forma en que resolvimos el sistema (7.20), la recta y = mx + ¢ es
tangente a H si, y s6lo si, el discriminante (7.22) se anula, es decir, si, y s6lo si,

b —a*m? + 12 = 0.

El problema se transforma entonces en saber si existe ¢ que satisfaga la ecuacion anterior; y
la respuesta es positiva si, y sélo si, a>m? — b* > 0, es decir si, y sélo si, |m| > i—’. Ademads, en
ese caso, existen exactamente dos valores de ¢ que satisfacen las condiciones dadas

t=+Vaim? - b2

en cuyo caso existen exactamente dos rectas tangentes a # de pendiente m y éstas se pueden
representar por las ecuaciones

En conclusion:

Existird alguna recta /, tangente a H, que tenga como pendiente algliin nimero real m previa-
mente fijado si, y sélo si, |m| > ’5’; en cuyo caso existen exactamente dos rectas tangentes a H
y éstas se pueden representar por las ecuaciones

y = mx + Va*m? — b2,

Fijado un punto P en una hipérbola H, intimamente ligado al concepto de recta tangente a una
hipérbola por el punto P tenemos lo que se llama la recta normal a una hipérbola en el punto P: esta
recta se define como la perpendicular por P a la recta tangente a la hipérbola H en el punto P.

>» EuempLo 7.11
Consideremos la hipérbola H : 9x> — 16y*> + 18x + 32y — 8 = 0, cuyo eje focal es perpendicular al eje y
(pues 9 > 0, =16 < 0y (=16)(18)> + (9)(32)* — 4(9)(—16)(-8) = =576 < 0).

La ecuacion canonica de esta hipérbola es

@+ 1)’ y-17 _
. -

L
9 16

1;
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dedonde C = (-1,1),a=%,b=1A=(-31), A" =(-3.1), B=(-1,3)y B’ = (-1, 3).

Estudiemos la existencia de rectas tangentes a la hipérbola H por los puntos que listamos a continuacion
Y, en caso de que existan, calculemos sus ecuaciones generales:

P=(-41,0=(-3HR=(1,2,5S =(-3,1+ B)y7=(-13).

<«

(a) y (b)
4 l

N\
N\

: 14
N

N\
/
N

<

N

(d)

(c) y
/R'
¢ S
N
e

(e) y

/
\
S/

Ficura 7.11 Representaciones gréficas correspondientes al ejemplo 7.11

(@) El punto P estd en H, pues 9(—3)* — 16(1)> + 18(-%) + 32(1) - 8 = 0.
Asi, s6lo habrd una recta tangente a H por P.
Ademds, como P coincide con el vértice A’ de la hipérbola, la recta tangente es perpendicular al
eje X y su ecuacion es x = —%.
(b) El punto Q estd en el exterior de H, pues 9(—%)2 - 16(%)2 + 18(—%) + 32(%) -8=-4<0.
Asi, habrd dos rectas tangentes a H por Q.
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(c)

(d)

(e)

Como la abscisa de Q coincide con la abscisa del vértice A de la hipérbola, una de las tangentes a
H por Q, digamos I, es perpendicular al eje X y su ecuacion es x = —%.
Para hallar la ecuacion de la recta tangente a H, no perpendicular al eje X y que pasa por Q,
digamos l', procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.

Consideramos la ecuacion de una recta I' genérica que pasa por Q, no perpendicular al eje X,

digamos y — % =m(x + %) o0, equivalentemente,
_ 2 1
Yy=mx+ gm + 5.
[Q »

Sustituimos el lado derecho de esta ecuacion por “y” en la ecuacion de la hipérbola y obtenemos
la ecuacion de segundo grado

(—16m? + 9)x? + (=tm® + 16m + 18)x + (-&'m? + Zm + 4) = 0.

Para que | sea tangente a H en el punto Q, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales o, lo
que es lo mismo, su discriminante debe anularse, es decir,

16m+15 =0.

Asi, el valor de m para el que la recta I’ es tangente a H por Q es m = —% Y, en consecuencia, su
ecuacion es 15x + 16y +2 = 0.

El punto R estd en el interior de H, pues 9(1)> — 16(2)*> + 18(1) +32(2) -8 = 19 > 0.
Asi, no existe ninguna recta tangente a H por R.

El punto S estd en H, pues 9(—%)2 —16(1 + g)z + 18(—%) +32(1 + %) -8=0.

Como S no es ninguno de los vértices de la hipérbola, habrd una iinica recta tangente a H por S,

y ésta no es perpendicular al eje X.

Para hallar su ecuacion, procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.

Consideramos la f/guacio’n de una recta | genérica que pasa por S, no perpendicular al eje X,
5

5=

digamos y — (1 + m(x + %) o0, equivalentemente,

_ 3 N5
y=mx+sm+1+ .

«“. .

Sustituimos el lado derecho de esta ecuacion por “y” en la ecuacion de la hipérbola y obtenemos
la ecuacion de segundo grado

(—=16m? + 9)x? + (—48m* — 4 V5m + 18)x + (=36m> — 6 V5m + 2L) = 0.

Para que [ sea tangente a H en el punto S, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales o, lo
que es lo mismo, su discriminante debe anularse, es decir,

80m> + 72 V5m + 81 = 0.

Como el discriminante de esta tiltima ecuacion cuadrdtica en la variable m es nulo, sélo habrd un
95

valor de m para el que la recta | es tangente a H por S, a saber, m = —=z>.

Asi, la ecuacion de la recta tangente a H en el punto S es 9 Vax + 20y + 11 V5-20=0.

El punto T estd en el exterior de H, pues 9(—%)2 - 16(43—‘)2 + 18(—%) + 32(%) -8 = —% < 0.
Asi, como T es distinto del centro C, habrd dos rectas tangentes a H por T.
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Como T tiene abscisa distinta de la de los vértices de la hipérbola, las dos tangentes a H por T no
son perpendiculares al eje X.

Para hallar sus ecuaciones, procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.
Consideramos la ecuacion de una recta | genérica que pasa por T, no perpendicular al eje X,
digamos y — % =m(x + %) o, equivalentemente,

= 3 3
y=mx+zm+ 3.

“

Sustituimos el lado derecho de esta ecuacion por “y” en la ecuacion de la hipérbola y obtenemos
la ecuacion de segundo grado

(—16m? + 9)x? + (= Lm? + 8m + 18)x + (-1 m? + Lm +7) = 0.

Para que [ sea tangente a H en el punto T, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales o, lo
que es lo mismo, su discriminante debe anularse, es decir,

2m* —2m -3 =0.

Como el discriminante de esta tiltima ecuacion cuadrdtica en la variable m es positivo, habrd dos
valores distintos de m para los que la recta l es tangente a H por T, a saber: m = %7 ym= %7
Asi, las ecuaciones de las rectas tangentes a H por el punto T son (6—6 VT)x—12y+(14-5V7) = 0

y(6+6V)x—12y+ (14 +5V7) = 0.

QEE <

>» EJempLo 7.12
Consideremos la misma hipérbola H : 9x* — 16y* + 18x + 32y — 8 = 0 del ejemplo anterior.

Estudiemos la existencia de rectas tangentes a la hipérbola H que tengan como pendiente el niimero
real 1 (ver la figura 7.12).

1 . . -
Como |1| =1 > 1—73‘ = 43'1’ sabemos que existen dos rectas tangentes a la hipérbola H de pendiente 1;
para hallar sus ecuaciones procedemos de manera andloga a como realizamos el estudio previo.
Consideramos la ecuacion de una recta l genérica de pendiente 1, digamos y = x + t.

«“_

Sustituimos el lado derecho de esta ecuacion por “y” en la ecuacion de la hipérbola y obtenemos la
ecuacion de segundo grado

7x% + (32t — 50)x + 16> = 32 + 8 = 0.

Para que [ sea tangente a H, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales o, lo que es lo mismo, su
discriminante debe anularse, es decir,
283> — 1152 + 1138 = 0.

Como el discriminante de esta ecuacion de segundo grado en la variable t es positivo, habrd dos valores

i i

de t para los que la recta | es tangente a H, a saber: t = 2 + 1—27 yt=2- 1—27

Por tanto, las ecuaciones de las rectas tangentes a H de pendiente 1 son 12x — 12y + 24+ V1 =0y
12x - 12y + 24 — V7 =0. QEE <
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<

1

/

Y

AN

4 N K

Ficura 7.12 Representacion grafica correspondiente al ejemplo 7.12

§7.4 Aplicaciones de la hipérbola

En esta seccidn presentaremos algunas propiedades esenciales de las hipérbolas que han permitido
usarlas en multiples aplicaciones en la Fisica y, en consecuencia, en la tecnologia.

Una de las aplicaciones mas relevantes de las hipérbolas depende de la siguiente propiedad.
Consideremos una hipérbola H de focos F'y F’, y un punto P de H, distinto de sus vértices.

Consideremos la recta / tangente a H por P; sabemos, por lo hecho en el paragrafo anterior y por el
hecho de que P no es ninguno de los vértices de H, que [ no es paralela al eje focal de H; llamemos T
al punto donde / corta al eje focal de H.

Consideremos la recta I normal a H por P; sabemos, por lo hecho en el pardgrafo anterior y por el
hecho de que P no es ninguno de los vértices, que I’ no es paralela a (ni coincide con) el eje focal de H;
llamemos N al punto donde /” corta al eje focal de H.

TeoREMA 25 (PROPIEDAD FOCAL DE LAS HIPERBOLAS)
(@) [ contiene el bisector del dngulo /FPF’.

(b) [ contiene los bisectores de los adyacentes lineales del dngulo /FPF’.
B PRUEBA
Consideremos la hipérbola H : b*x* — a®y*> — a®b> = 0 (a > 0y b > 0), cuyos focos son
F=(0) y F' =(-c0).
Consideremos un punto P = (u, v) sobre la hipérbola H distinto de sus vértices, es decir, tal que
(u,v) # (a,0), (u,v) #(-a,0) y bu? — a?v® — dPb* = 0.

Por 1o hecho en el pardgrafo anterior, la recta [ tangente a la hipérbola H por el punto P se puede
representar por la ecuacion
b*ux — azvy —a*b? = 0;

de donde, el punto 7 donde / corta al eje focal de H es T = (%, 0).
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Ficura 7.13 Propiedad focal de las hipérbolas

2 . z
Como |u| > ay 0 < a < c, tendremos que ﬁ < ¢y, en consecuencia, el punto 7 estd entre los focos F'y

F/
Por otro lado, como b%u? — a*v? — a?b?* = 0, tenemos que (A —aDHu?-a** -d¥(*-d*>) =0 y, de aqui,

2,2
que > +v* =a> - + 5 = 0. De este modo,

2

a—cu a“ +cu
PF=|——| y PF =|——|.
a a
Como, ademas,
2 2
a—cu a“+cu
FT =|——| y F'T=|——o/,
u u
PF _ FT
tendremos que = T

Asf, por el Principio E.27, P—7>" es bisector del angulo £F PF"’.
Como !’ es perpendicular a [ tendremos, por el Principio E.26, que /” contiene los bisectores de los
adyacentes lineales del angulo /FPF’.

QEP H

Asi, si un rayo, luminico o sonoro, parte de un foco en una superficie reflectora cuyas secciones
transversales son la misma rama de una hipérbola, entonces se aleja en la orientacion opuesta a la deter-
minada por el punto de incidencia de dicho rayo y el otro foco de la hipérbola.

El sistema LORAN (long range) de navegacién para ubicar barcos que emiten sefiales radiotele-
graficas en altamar, asi como otros sistemas que precisan la ubicacién de cafiones ocultos, se basan en
las propiedades geométricas de la hipérbola. El fendmeno se puede describir de la siguiente manera.
Considere tres estaciones receptoras de sefiales sonoras A, By C, y una estacién emisora del mismo tipo
de sefial S; supongamos que las cuatro estaciones estdn sincronizadas y que el sonido se propaga con
movimiento uniforme a velocidad v. Si en las estaciones receptoras se anotan los instantes 4, tp y fc en
que recibieron una sefial emitida por S en cierto instante ¢, resulta que

SA=uv(ty—1t); SB=uv(tg—-t) y SC=u(tc —1);
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con lo que
ISA — SB| =v|ty — tg| y ISA=SC|=vltg —tcl.

Ahora, como v, t4, tg Y tc son constantes, tendremos que |[SA — S B| = constante y |ISA — SC| =
constante (ver el ejercicio 7.46), es decir, S se encuentra en la interseccion de las hipérbolas de focos A
y B con diametro real v|t4 — tp|, y de focos A y C con didmetro real v|ts — tc|.

Si se emite una sefial de radio desde una fuente, ésta se propaga en el tiempo en la forma de un circu-
lo con centro en la fuente; de este modo, si se emiten simultaneamente sefiales de radio desde dos fuentes
distintas, que se propagan formando dos familias de circulos concéntricos, las sefiales sincronizadas se
intersectan formando hipérbolas.

Los telescopios reflectores combinan las propiedades dpticas de la pardbola y la hipérbola; la trayec-
toria de una particula alfa en el campo eléctrico producido por el niicleo de un 4&tomo es una hipérbola; la
relacién entre la presion y el volumen de un gas expresada en la ley de Boyle, a temperatura constante, ge-
nera una hipérbola. Cuando afilamos un ldpiz que tiene seccién transversal poligonal con un sacapuntas,
el patrén curvo que se observa en el cono del extremo estd compuesto por arcos de hipérbolas. Cuando
ubicamos cerca de una pared una ldmpara que tiene cubierto el bombillo con una especie de sombrero
abierto por arriba y por abajo, el patrén de luz que se proyecta en la pared forma arcos hiperbdlicos.
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Problemas

En cada uno de los problemas en los que sea pertinente, realice una representacion grafica.

7.1 Dados los focos y el didmetro real de una hipérbola, muestre un procedimiento para graficar puntos
de la hipérbola, por medio de:

(a)
(b)

un canto recto, un cordén y dos tachuelas.

un canto recto y un compas.

7.2 Verifique que ninguna hipérbola tiene tres puntos colineales distintos.

7.3 Encuentre la ecuacién general de la hipérbola que satisface las siguientes condiciones:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
)
(@)
(h)

(i)
()
(k)
(n

(m)

directriz x = —4, foco el punto (-1, 0) y excentricidad 2.

directriz y = 32, foco el punto (0, 2) y excentricidad 4.

vértices (3,0), (=3,0) y foco (4,0).

vértices (0, 3), (0, —3) y foco (0,4).

focos (2,0), (-2, 0), y su excentricidad es igual a 2.

centro en el origen, uno de sus vértices en el punto (0, —7) y pasa por el punto (3, 10).
centro en el origen, su didmetro real estd sobre el eje x y pasa por los puntos (2, 0), (2, 3).

pasa por el punto (2, 1), tiene su centro en el origen, su didmetro imaginario esta sobre el eje
x y su didmetro real es el doble de su didmetro imaginario.

focos (2,0), (-2, 0), y su radio real 1.
focos (2,0), (-2, 0), y su radio imaginario 1.
vértices (3, 1), (5, 1) y su excentricidad es igual a 14.

pasa por el punto (2, 3), tiene su centro en el origen, su didmetro real estd sobre el eje y y una
de sus asintotas es la recta 2y — x = 0.

pasa por el punto (3, —1), su centro estd en el origen, su didmetro real estd sobre el eje X y
una de sus asintotas es la recta 2x —y = 0.

7.4 Si el centro de una hipérbola no es el origen y sus ejes son perpendiculares a los ejes coordenados,
verifique que su ecuacién queda completamente determinada por cuatro de sus puntos distintos.

7.5 Encuentre la ecuacién de la hipérbola que pasa por los puntos:

(a)
(b)

2,1),(1+ v5,3), 3,1+ V3)y (5,1 + V15).
2,-2), 3, -2+ 2¥0), (=4,-2) y (=5, -2 + 2V3).
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7.6

7.7

7.8

7.9

7.10

7.1

712

713

714

715

7.16

717

280

Encuentre los radios real e imaginario, la excentricidad, la semidistancia focal, el centro, el eje
focal, los vértices, los puntos auxiliares, los focos, las directrices y las asintotas de las hipérbolas
siguientes.

(@) 4x*>-9y*>-36=0. (e) 9x% — 16y + 54x + 64y — 127 = 0.
(b) 9x? —4y> —36 =0. H 4x>-—y>-6y—-5=0.

(c) 4y*—9x*-36=0. (@ 25x2 — 442 + 150x — 8y + 129 = 0.
d y-9x*-9=0. (h) 3x2 -4 +30x+78 =0.

Encuentre, parametrizada con la excentricidad y la distancia p del foco a la directriz, la ecuacion de
la hipérbola que tiene directriz d, foco F' y excentricidad e, respecto al sistema de ejes ortogonales
cuyo eje x coincide con su eje focal, orientado positivamente desde D hacia F, y cuyo eje y coincide
con su directriz.

Encuentre, parametrizada con la longitud del radio real, la familia de hipérbolas que tienen centro
(1,5), eje focal comin y perpendicular al eje y, y excentricidad 3.

En la familia de hipérbolas x> — 45> + Dx + Ey + 1 = 0, encuentre la ecuacién de la que pasa por
los puntos (1,2) y (6, 1).

En la familia de hipérbolas Ax? — y? + 8x — 6y — 12 = 0, encuentre las ecuaciones de las que tienen
excentricidad 3.

Verifique que las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola b*(x — x0)> — a*(y — yo)* = a*b?
b(x = xo) + a(y — yo) = 0y b(x — x0) — a(y — yo) = 0.

son

Verifique que la distancia de un foco de una hipérbola a una cualquiera de sus asintotas es igual a
su radio imaginario.

Encuentre la distancia de uno de los focos de la hipérbola 16x* — 9> = 144 a una cualquiera de
sus asintotas.

Verifique que el producto de las distancias de cualquier punto de una hipérbola a sus asintotas es
. 2,2 .
constante e igual a % (0, lo que es lo mismo, ¢%5?).

Encuentre los dngulos entre las asintotas de la hipérbola 9x> — y?> — 36x — 2y + 44 = 0.

Dada la hipérbola 4x> — 9> — 36 = 0, encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes:
(a) por el punto (6,2 \/g). (c) de pendiente —1.
(b) por el punto (-3, 0). (d) desde el punto (1, 1).

Encuentre las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola x> —2y* + 4x— 8y —6 = 0 que son paralelas
(perpendiculares) a larecta4x — 4y + 11 = 0.
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719

7.20

7.21

7.22

7.23

7.24

7.25

7.26

7.27

7.28
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Calcule los dngulos entre las rectas tangentes desde el punto (3, 6) a la hipérbola x> — y? + 4x —
2y — 5 =0, y las coordenadas de los puntos de contacto.

Adecuando las definiciones dadas en el ejercicio 3.17, encuentre las ecuaciones de las rectas tan-
gente y normal, y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, para cada hipér-
bola y punto de contacto dados.

@ 4y’ —4x2-1=0:(0,%). © 2-9x2-9=0;(0,3).
(b) 4x2—y>—6y—5=0;(V3,1). (d) 4x -9y -36=0; (3 V5, D).

Dada la hipérbola 9x> — 44> — 36 = 0, encuentre los valores de ¢ para los que la recta y = 2x + ¢
(a) no corta a la hipérbola. (c) es tangente a la hipérbola.

(b) es secante a la hipérbola. (d) es transversal a la hipérbola.

Dada la hipérbola 9x> — 45> — 36 = 0, encuentre los valores de m para los que la recta y = mx + 3
(a) no corta a la hipérbola. (c) estangente a la hipérbola.

(b) es secante a la hipérbola. (d) es transversal a la hipérbola.

Dada la hipérbola 9x? — 44> — 36 = 0, encuentre los valores de 4 para los que la recta x = h
(a) no corta a la hipérbola. (c) es tangente a la hipérbola.

(b) es secante a la hipérbola. (d) es transversal a la hipérbola.

Verifique que el producto de las distancias de los focos de una hipérbola a cualquier tangente es
constante e igual al cuadrado de la longitud del radio imaginario.

Verifique que el valor absoluto de la pendiente de las rectas tangentes de una hipérbola en cualquier
extremo de sus lados rectos es igual a su excentricidad.

Verifique que el punto de contacto de cualquier tangente a una hipérbola es el punto medio del
segmento de tangente comprendido entre las asintotas.

Verifique que el tridngulo formado por una tangente cualquiera a una hipérbola y sus asintotas tiene
un 4rea constante.

Las tangentes en los vértices de una hipérbola cortan a otra tangente cualquiera en los puntos Py
Q. Verifique que los puntos Py Q, vy los focos de la hipérbola estan sobre un circulo.

Adecte las definiciones dadas en el ejercicio 6.24, y verifique que en cualquier hipérbola de radio
real a y radio imaginario b:

2
(a) las ordenadas de los extremos de los lados rectos estdn dadas por i%;
ordenadas también se pueden expresar como +(a — ec).>
2p°

a

muestre que dichas

(b) lalongitud del lado recto es
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7.29

7.30

7.31

7.32

7.33

7.34

7.35

7.36

7.37

282

Encuentre la ecuacién general de la hipérbola que satisface las siguientes condiciones:

(a) focos (3,0), (—3,0), y longitud de sus lados rectos igual a 9.
(b) vértices (2,6)y (2,2), y longitud de sus lados rectos igual a 2.

Verifique que la suma de las abscisas de los extremos de una cuerda (no perpendicular al eje x) de
. 2 . .

la hipérbola b*>x? — a’y? — a’*h*> = O es %, donde y = mx + ¢ es la recta que contiene a dicha

cuerda.

Si P = (u,v) es un punto cualquiera de la hipérbola b*x* —a’y? —a’b* = 0, verifique que la longitud
de sus radios focales son |a + eu| y |a — eu. (6)

Encuentre las longitudes de los radios focales del punto (4, %7) que estd sobre la hipérbola 4x> —
9y*> — 36 = 0.

Si P = (u,v) es un punto exterior a la hipérbola b*>x> — a’y? = a®b?, verifique que la ecuacién de la
secante determinada por la cuerda de contacto de P es b’ux —a’vy —a’b* = 0. Explique el parecido
con la ecuacion de la tangente a la hipérbola cuando el punto P esté sobre ella.

Dada la hipérbola x> + 2y*> = 2, encuentre la ecuacién de la secante determinada por la cuerda de
contacto del punto (-2, 4).

Una hipérbola se llama equildtera, cuando las longitudes de sus radios real e imaginario son igua-
les; y una hipérbola se llama rectangular, cuando sus asintotas son perpendiculares.

Verifique que:
(a) una hipérbola es equildtera si, y s6lo si, es rectangular.
(b) todas las hipérbolas equildteras tienen excentricidad V2.

(c) una figura geométrica G es una hipérbola equilétera si, y sélo si, el producto de las distancias
de cualquier punto de G a dos rectas perpendiculares es una constante positiva.

(d) la distancia de cualquier punto de una hipérbola equildtera a su centro es media proporcional
de las longitudes de los dos radios focales con extremo en dicho punto.

Dada una hipérbola equildtera, considere la recta / normal a la hipérbola por uno de sus puntos,
digamos P, distinto de sus vértices. Si C es el centro de la hipérbola y N es el punto donde / corta
a su eje focal, verifique que PC = PN.

Dos hipérbolas se llaman conjugadas, cuando el didmetro real de una es el didmetro imaginario de
la otra.

Verifique que:

(a) toda hipérbola tiene exactamente una conjugada.

(b) sidos hipérbolas son conjugadas, entonces tienen el mismo centro, las mismas asintotas, y sus
focos equidistan del centro (estdn sobre un circulo con centro en el centro de las hipérbolas).
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capftulo 7 | Hipérbolas

(c) siuna hipérbola es equildtera, entonces su conjugada también lo es.

. .. s . er _ b 2 2 _
(d) silas excentricidades de dos hipérbolas conjugadas son e; y ez, entonces > = -y ey +e; =

22
1€2-

e
Verifique que la excentricidad de una hipérbola es igual a la secante del dngulo de inclinacién de
una de sus asintotas.

Verifique que la elipse 2x% + y> = 10 y la hipérbola 45> — x*> = 4 son ortogonales.
Verifique que la elipse x> + 3y*> = 6y la hipérbola x> — 3y* = 3 tienen los mismos focos.
Verifique que una hipérbola y una elipse con los mismos focos son ortogonales.

Considere la familia de todas las cuerdas de una hipérbola paralelas a una cuerda dada. Verifique
que el conjunto de los puntos medios de los miembros de esa familia estdn sobre una diametral de
la misma.

Verifique que la ecuacién de la recta que contiene los puntos medios de cualquier familia de cuerdas
. . 2

paralelas de pendiente m (m # 0, m # ig) de la hipérbola b?x? — a®y?> = a’b* es y = a%x.

Verifique que si un didmetro de una hipérbola biseca a todas las cuerdas paralelas a otro didmetro,

el segundo didmetro biseca a todas las cuerdas paralelas al primero. Tales didmetros se llaman

didmetros conjugados de la hipérbola.

Verifique que la longitud del radio imaginario de una hipérbola es media proporcional entre la
longitud de su radio real y su lado recto.

(Definicion del cordén)

Verifique que una hipérbola coincide con el conjunto de los puntos del plano para los que el valor
absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos previamente fijados (los focos) es una
constante positiva 2a (la longitud de su didmetro real), menor que la distancia entre los focos (la
distancia focal).

(Propiedad intrinseca de la hipérbola)
Fijada una recta f, un punto C sobre f, y dos nimeros reales positivos a y b, verifique que una
hipérbola coincide con el conjunto de los puntos P del plano para los que

(CP?* (PP')?
2

1 ’
donde P’ es la proyeccion de P sobre f.

Verifique que la recta que pasa por el foco de una hipérbola y es perpendicular a una asintota
intersecta a esa asintota en la directriz mds cercana al foco.
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Represente graficamente las figuras geométricas que satisfacen las condiciones dadas.

(@ x+y—-1>0y 9x*>-4y>-36<0.

b) > —-x-10y+20<0 y 25x* —4y>—-100 > 0.
() 9x2+4y>-36<0 y 9y>—4x>-36>0.

d xX*+y>-25<0 y 9> —4x>-36>0.

Un observador ubicado en el punto P oye el estampido de un rifle, y el golpe de la bala sobre el
objetivo, en el mismo instante. Verifique que todos los posibles puntos P en los que puede ocurrir
este fendmeno constituyen una hipérbola.

Tres sujetos ubicados en los puntos A = (—8,0), B = (8,0) y C = (8, 10), escucharon una explosién.
Si los sujetos en By C la escucharon al mismo tiempo, y el sujeto en A la escuché 12 segundos
después, ;donde ocurrié la explosién?

Para cada uno de los siguientes casos, encuentre la relacién que satisfacen las coordenadas carte-
sianas del punto P = (x, y) sujeto a la condicién correspondiente.

(a) sudistancia al punto (3, 2) es siempre igual al triple de su distancia alarectay + 1 = 0.
(b) su distancia al punto (6, 0) es siempre igual al doble de su distancia de la recta 2x — 3 — 0.

(c) el producto de las pendientes de las rectas que concurren en P, y que pasan por los puntos
(3,0) y (=3,0), es igual a 4.

(Parametrizacion de una hipérbola)
Si H es la hipérbola con centro en el origen, radio real a, radio imaginario b y eje focal sobre el
eje x, verifique que el punto P = (u,v) estd en H si, y s6lo si, existe un nimero real 7 distinto de 5
y —5 tal que

u=asect y v=btant.

(Parametrizacion racional de una hipérbola)

Si H es la hipérbola con centro en el origen, radio real a, radio imaginario b y eje focal sobre el eje
x, verifique que el punto P = (u,v) distinto de A = (—a, 0) esta en H si, y s6lo si, existe un nimero
real ¢ distinto de 1 y —1 tal que

1+ b 2t
a V= .
1-12 y 1-#

u =

(Parametrizacion racional de una hipérbola)

Si H es la hipérbola con centro en el origen, radio real a, radio imaginario b y eje focal sobre el
eje X, y k es cualquier nimero real no nulo, verifique que el punto P = (u, v) distinto de A = (—a, 0)
estd en H si, y s6lo si, existe un nimero real 7 distinto de % y —% tal que

1 + (kt)? L 2(kn)
Tz 7 T
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Comentarios

(1) Muchas veces este segmento es llamado el eje real o el eje transverso de la hipérbola; y, en consecuencia, el nimero real 2a es
1lamado la longitud del eje real o transverso.

(2) Muchas veces este segmento es llamado eje imaginario o eje conjugado de la hipérbola; y, en consecuencia, el nimero real 2b
es llamado la longitud del eje imaginario o conjugado.

(3) La palabra asintota, sustantivo en espaiiol, es originariamente un adjetivo calificativo que califica una relacién entre dos objetos.
Mas precisamente: esa palabra corresponde al adjetivo calificativo griego aoUuntwtog. Esta palabra griega estd compuesta por:
el prefijo @ que indica la negacién de aquello a lo que ella precede; el prefijo ocvv que indica que aquello a lo que ella precede
sucede simultdneamente, en el mismo tiempo, o uno junto a otro, uno en relacion al otro; y el adjetivo verbal (no existente, y
calificado de incorrecto por los expertos) del verbo minTw que significa, entre muchas otras cosas, caer hasta encontrarse (se
presupone con lo dltimo, con el fin, con el limite). As{ las cosas, la metdfora escondida detrds de la palabra asintota da cuenta
de dos entes que caen, uno en relacion al otro, pero que no se encuentran el uno con el otro. En espafiol se usa el sustantivo
asintota para referirse a aquel de los entes respecto al cual el otro cae o se acerca: en nuestro caso, la recta.

(4) Para introducir esta categoria de posicién relativa entre una recta y una hipérbola, y la categoria siguiente, se podria comentar
que, para definir tangencia entre una recta y una hipérbola, no basta con decir que se cortan en un unico punto (como en los
circulos y las elipses), pues hay dos tipos de rectas que cortan a una hipérbola en un unico punto: las que definimos en este
aparte, que son las tangentes, y las que se definirdn en el siguiente, que son las transversales.

Algunos lectores podrian juzgar como antinatural presentar primero aquella de la que tenemos que establecer una condicién
en forma negativa (“no paralela a”); pero, presentdndolo del otro modo, se romperia la naturalidad del estudio del signo del
discriminante de la ecuacién cuadritica resultante. Preferimos conservar este ultimo orden de presentacion.

(5) Este dato facilita el trabajo de hacer un dibujo aproximado de una hipérbola, pues provee cuatro puntos adicionales de la
hipérbola, aparte de vértices: los extremos de los dos lados rectos, uno por cada foco.

(6) Note que el valor absoluto de la diferencia de los radios focales de cualquier punto de una hipérbola es constante e igual a la
longitud de su didmetro real.

Orientacion para resolver los problemas del Capitulo 7

A continuacién ofrecemos ayudas para algunos de los problemas.

7.1.(a): Este procedimiento tiene su sustento en el ejercicio 7.46.

“—>

7.1.(b): Trace larecta FF’, considere el punto medio del segmento FF’ y ahora trace los puntos A y A’.
Para obtener otros puntos de la hipérbola, tome un punto M cualquiera fuera del segmento F F’
y considere los puntos de interseccion de los circulos de centro F y radio MA’ con los circulos
de centro F’ y radio MA; considere también los puntos de interseccién de los circulos de centro
F y radio MA con los circulos de centro F’ y radio MA’. Verifique que tales puntos estidn sobre
la hipérbola. Observe que, si toma los puntos M que estén entre F'y F”, los circulos no se cortan.

7.53:  Considere los circulos C, y Cp, de radios a y b con centro en el origen (ver la figura 7.14);
considere el punto A, proyeccion del punto P = (u,v) de la hipérbola sobre el eje x; considere
el segmento AB tangente al circulo C,, con B en el mismo lado del eje x en el que estd el

punto P; considere el segmento OB; tome |7 = 6, el dngulo que determina el rayo OB con el
sentido positivo del eje x; pruebe que u = asect. Por el punto C = (b,0), considere la recta

perpendicular al eje x, y llame D = (b, z) al punto en que corta al rayo OB; verifique que z = v
(pruebe, por el Teorema de Pitdgoras, que AB> = u? — a?; calculando tanf en AOCD y en
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N
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Ficura 7.14 Ayuda del ejercicio 7.53

AOBA, pruebe que AB? = Z—izz; recuerde que a’v? = b*(u? — a?), pues P estd en H); pruebe que

v=btant.

Note que este procedimiento presupone que el punto P no es ninguno de los vértices de la
hipérbola; verifique aparte, con el mismo #, que la afirmacién también es cierta para estos puntos.

7.54:  Utilice un procedimiento andlogo al de los ejercicios 3.47 y 6.60, con el punto A = (—a,0) y

—4a
i~ funa

7.55:  Utilice un procedimiento andlogo al del ejercicio 3.48 y 6.61.
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SECCIONES CONICAS Y
ECUACIONES CUADRATICAS

8.1 Definicion clasica de las conicas: las secciones conicas

8.2 Definicién analitica de las conicas: las ecuaciones cuadraticas
8.3 Recta tangente a una seccion cénica en uno de sus puntos
PRroBLEMAS

COMENTARIOS

Hemos dedicado los dltimos tres capitulos a estudiar una familia de figuras geométricas planas muy
particular: las conicas. La definicion a partir de la cual hemos deducido sus propiedades, que hemos lla-
mado geométrica, asi como la definicién que hemos llamado del cordon (de la cual hemos encomendado
como ejercicio al lector la prueba de la equivalencia con la anterior), no dan cuenta del nombre usual que
reciben estas figuras geométricas.

Definiremos de inmediato una familia de figuras geométricas un poco mds amplia, que denominare-
mos secciones conicas, entre las cuales se encuentran todas las figuras geométricas que hemos estudiado
en los capitulos anteriores (rectas, circulos y cénicas), y a partir de la cual podemos comprender el
origen del nombre de estas tltimas: por razones histdricas, llamaremos cldsica a esta definicion de las
cénicas"?. Como su definicién formal requiere del conocimiento de la Geometria del espacio, que estd
fuera del alcance de este texto, haremos una descripcion de tales figuras geométricas desde un punto de
vista “ingenuo”, apelando a la imaginacién del lector.

Para este capitulo, en aras de la consistencia del 1éxico que utilizaremos, extenderemos la nocién de
figura geométrica hasta incluir al conjunto vacio como un subconjunto mas del plano.

§8.1 Definicion clasica de las cdnicas: las secciones cdnicas

Considere las siguientes figuras geométricas (ver la figura 8.1¢%): un plano cualquiera en el espacio;
en ese plano, un circulo C de centro Q; la recta [ perpendicular a dicho plano en el punto Q; un punto V

«—
en la recta [ distinto de Q; un punto P en el circulo C; y, finalmente, la recta V P. Imaginese ahora que
—>

“se hace mover” el punto P a lo largo de todo el circulo C, produciendo una rotacién de la recta VP a
lo largo del circulo con el punto V fijo (esto equivale, formalmente, a la consideracién del conjunto de

—>
todos los puntos que se encuentran sobre alguna recta VP, con P en el circulo C). La superficie generada
por la rotacién de esa recta es llamada un cono circular recto.
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Ficura 8.1 Cono circular recto

Considerando un cono como el que acabamos de describir, se le llama: a la recta [, el eje del cono;

“—
al punto V, el vértice del cono o también la ciispide del cono; a cada recta VP, una generatriz del cono;
“—

y a la medida « de los dngulos agudos que determina la recta / con cualquiera de las generatrices VP, la
abertura del cono.

Llamaremos seccion conica al conjunto de los puntos que se encuentran en la interseccién de un
cono circular recto y un plano‘®.

Fijemos un cono circular recto de vértice V, eje [ y abertura «, y consideremos un plano I1 cualquiera
en el espacio; denotemos por 8 la medida del dngulo no obtuso que forman [ y I, que es el dngulo entre
[ y su proyeccion ortogonal I’ sobre IT (y que consideraremos nulo en caso de que [ y I sean paralelos, o
que II contenga a [).

Si el plano II no pasa por el vértice V del cono, tendremos que la seccién cénica es:

e un circulo (ver la figura 8.2), si 8 = 90 (es decir, si el plano II es perpendicular al eje del cono; en
cuyo caso, el plano corta todas las generatrices del cono).

e una pardbola (ver la figura 8.2), si 8 = « (es decir, si el plano I1 es paralelo a una generatriz del
cono).

e una elipse (ver la figura 8.3), si @ < 8 < 90 (es decir, si el plano I1 forma un angulo con el eje del
cono cuya medida estd estrictamente comprendida entre la abertura del cono y 90; en cuyo caso, el
plano corta todas las generatrices del cono).

e una hipérbola (ver la figura 8.3), si 0 < 8 < « (es decir, si el plano I1 forma un dngulo con el eje del
cono cuya medida es mayor o igual que 0 y menor que la abertura del cono; en cuyo caso, el plano
es paralelo a dos generatrices del cono).
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Ficura 8.2 Circulo (3 = 90) y pardbola (8 = «)

Si el plano II pasa por el vértice V del cono (ver la figura 8.4), tendremos que la seccidn cdnica es:

e una recta que es generatriz (en verdad, dos generatrices coincidentes), si 8 = « (es decir, si el plano
[T es tangente al cono en una de sus generatrices).

« un punto (técnicamente, dos generatrices imaginarias concurrentes en el vértice), si @ < 8 < 90
(es decir, si el plano IT corta al cono sélo en el vértice V o, como podria decirse, el plano es exterior
al cono).

o dos rectas concurrentes en el vértice, que son generatrices, si 0 < 8 < a (es decir, si el plano IT es
secante al cono en dos generatrices distintas).

Si consideramos un cilindro circular recto como un tipo especial de cono (un cono degenerado con
el vértice en el infinito) tendremos, al cortarlo con un plano II paralelo a su eje (ver la figura 8.5),

e el conjunto vacio, si el plano I1 es externo al cilindro.

e una recta que es generatriz (en verdad, dos generatrices coincidentes), si el plano I es tangente al
cilindro.

o dos rectas paralelas, si el plano I1 es secante al cilindro.

Llamaremos secciones conicas propias a una cénica (parabola, elipse o hipérbola) o a un circulo
(que, en este contexto, lo consideraremos como un caso especial de una elipse para la que los radios
mayor y menor coinciden, o de excentricidad cero).

Llamaremos secciones conicas impropias (degeneradas o limites) a dos rectas, distintas o coinci-
dentes (una recta, considerada como dos rectas coincidentes, o dos rectas paralelas, de las que diremos
que son tipo pardbola; un punto, considerado como dos rectas imaginarias concurrentes en un punto
real, de las que diremos que son tipo elipse; dos rectas concurrentes, de las que diremos que son fipo
hipérbola), o al conjunto vacio.
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Ficura 8.3 Elipse (@ < 8 < 90) e hipérbola (0 < 8 < a)

§8.2 Definicidn analitica de las cénicas: las ecuaciones cuadraticas

Veremos ahora que también se puede ofrecer una definicién analitica de todas las secciones conicas
ala vez.

Consideremos las relaciones g que asocian, a pares ordenados de nimeros reales, un ndmero real,
cuyas reglas de asociacion son polinomios de segundo grado en dos variables no degenerados, es decir,
las relaciones de la forma

g(x,y) := Ax* + Bxy + Cy> + Dx + Ey + F
(A, B, C, D, E y F nimeros reales tales que A # 0,0 B # 0,0 C # 0).

Recordemos (ver la seccion 4.4 en el Capitulo 4) que la ecuacién
8.1) Ax> +Bxy+Cy?> +Dx+Ey+F =0

puede ser expresada en forma matricial mediante

| 2A B D)(x
3 (x y 1) B 2C E||y|=0,
D E 2F)l

en la que la matriz

2A B D
M:=|1B 2C E
D E 2F

es llamada la matriz de los coeficientes de esa ecuacion.
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Ficura 8.4 Secciones degeneradas del cono

Recordemos también la definicion de los siguientes nimeros, intimamente relacionados con la ma-
triz M, y de los cuales ya hemos probado que son invariantes por transformacién de coordenadas:
A =A+C el discriminante lineal de la ecuacion (8.1)
(la mitad de la traza de la matriz menor Ms3);
A, := B2 —4AC el discriminante cuadrdtico de la ecuacién (8.1)
(el opuesto del determinante de Mss);
A3 := 8ACF + 2BDE — 2CD? — 2AE? — 2FB? el discriminante ciibico de la ecuacion (8.1)

(el determinante de la matriz M).

El objetivo central de esta parte del capitulo es verificar que, dada una figura geométrica G cualquie-
ra, se tiene lo afirmado en el siguiente Teorema que puede ser considerado como la definicién analitica
de las secciones conicas.

TeEOREMA 26 (REPRESENTACION ANALITICA DE UNA SECCION CONICA)

G es una seccion conica si, y solo si, G se puede representar por una ecuacion cuadrdtica en dos
variables de la forma

(8.2) Ax* +Bxy+Cy?> +Dx+Ey+F =0
(A+£0,B£0,0C #0).

Verificado esto, la ecuacion (8.2) serd llamada la ecuacion general, o simplemente la ecuacion, de
la seccién cénica G.
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Ficura 8.5 Secciones degeneradas del cono degenerado (cilindro)

Para verificar este teorema, necesitaremos el apoyo de los siguientes dos resultados. Consideremos
la figura geométrica S representada por la ecuacion (8.2), y llamemos Aj, Ay y Az a los discriminantes
lineal, cuadrético y cubico de dicha ecuacidn, respectivamente. Cada uno de dichos resultados establece
un criterio que permite decidir cuando S es una seccidén cénica impropia o propia, y de qué tipo; para
no recargar demasiado la exposicidn, exponemos sus pruebas en la seccion A.4 del Apéndice A, a la que
referimos al lector interesado.

TeoreMA 27 (CRITERIO DE GLASIFICACION DE LAS SECCIONES CONICAS IMPROPIAS)
S es una seccion conica impropia y distinta del conjunto vacio si, y solo si, Az = 0.
Ademds, en caso de que A3 = 0, tendremos que:

(@) SiA; =0, entonces S es del tipo pardbola (es decir, dos rectas paralelas o coincidentes).

(b) Si Ay < 0, entonces S es del tipo elipse (es decir, un punto o, lo que es lo mismo, dos rectas
imaginarias concurrentes en un punto real).

(c) SiA; >0, entonces S es del tipo hipérbola (es decir, dos rectas concurrentes).

TeoremA 28 (CRITERIO DE GLASIFICACION DE LAS SECCIONES CONICAS PROPIAS)
S es una seccion conica propia o es el conjunto vacio si, y solo si, Az # 0.
Ademds, en caso de que A3 # 0, tendremos que:

(@) SiA; =0, entonces S es una pardbola.
(b) SiA; <0yAA3 <0, entonces S es una elipse.
(€) SiAr; <0yAjA; >0, entonces S es el conjunto vacio.

(d) SiA; >0, entonces S es una hipérbola.
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De este modo, toda figura geométrica representada por una ecuacién como la (8.2) es una seccién
conica. Ademads, es claro que toda seccién cénica se puede representar por una ecuaciéon como la (8.2),
pues: de los circulos y las cdnicas, por lo visto en los capitulos 3, 5, 6 y 7; de dos rectas cualesquiera,
por lo visto en el capitulo 1 al multiplicar sus ecuaciones; de un punto, digamos (u, v), podemos ofrecer
(x—u)?+ (y - v)? =0; y del conjunto vacio podemos ofrecer X+ y2 +1=0.

>» EuewmpLo 8.1
Veamos qué seccion conica representa cada una de las siguientes ecuaciones cuadrdticas en dos varia-
bles.

4xF + 12xy + 9> +2x+ 3y -2 =0
x2—2xy+y2+4x—4y+4:0

10x% = 3xy — 4y> — 32x + 36y — 32 =0
5x%+ 2xy + 10> = 12x =22y + 17 =0
32 = 2xy+ 37 +2V2x - 6V2y +2=0
8x2 +8xy—Ty> —35=0

P +2xy+y* +8x—8y+16=0

(@) 4x% + 12xy + 9y* + 2x + 3y — 2 = 0 (ver la figura 8.6)

8§ 12 2
ComoA; =12 18 3 |=0yA; =122-4-4-9 = 0, tendremos que esta ecuacion representa una
2 3 -4

seccion conica impropia tipo pardbola. El procedimiento para hallar las ecuaciones de las rectas
correspondientes estd descrito en la prueba del Teorema 27, y consiste en factorizar la ecuacion
dada en producto de dos lineales.

Consideramos la ecuacion dada como una ecuacion de segundo grado en la variable x

4+ (12 +2)x+ 9> +3y—2=0

y calculamos sus raices

—(12y+2) + J(12y + 22 = 160992 + 3y - 2)
< .

Asi, después de sacar las cuentas, la ecuacion dada es equivalente a la ecuacion

=3y +1 —3y-2
41x— - =0;
[ e

de donde la seccion conica representada por la ecuacion dada consiste del par de rectas paralelas

2x+3y—1=0 y 2x+3y+2=0.

(b) x*>—2xy+y* +4x—4y+4 =0 (verlafigura 8.6)

2 -2 4
ComoA3=|-2 2 —4|=0yA,=(-2)>—-4-1-1=0, tendremos que esta ecuacion representa
4 -4 8

una seccion conica impropia tipo pardbola. Para hallar las ecuaciones de las rectas correspondien-
tes, consideramos la ecuacion dada como una ecuacion de segundo grado en la variable x

X -2y-x+y*—4y+4=0

(GEOMETRIA ANALITICA PLANA ‘ 293



capfruLo 8 ‘ Secciones conicas y ecuaciones cuadraticas

(c)

(a) (b) (c)

(e) ® (@)

\\ X

Ficura 8.6 Secciones conicas del ejemplo 8.1

y calculamos sus raices

2y-2) £ Ay -22 -4 -4y +4)
5 .
Ast, después de sacar las cuentas, la seccion conica representada por la ecuacion dada consiste del
par de rectas coincidentes

x—y+2=0 y x—y+2=0.

10x% — 3xy — 4y? — 32x + 36y — 32 = 0 (ver la figura 8.6)

20 -3 -32
Como A3 = |-3 -8 36| =0yA; = (=32—-4-10-(-4) = 169 > 0, tendremos que esta
-32 36 -64

ecuacion representa una seccion conica impropia tipo hipérbola. Para hallar las ecuaciones de las
rectas correspondientes, consideramos la ecuacion dada como una ecuacion de segundo grado en
la variable x

10x% — By +32)x — 4> + 36y —32=0

y calculamos sus raices

Gy +32) + By + 32)2 — 40(—4y? + 36y — 32)
20 '

Ast, después de sacar las cuentas, la seccion cénica representada por la ecuacion dada consiste del
par de rectas concurrentes

Sx-4y+4=0 y 2x+y—-8=0.
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®)

(9)
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5x% 4+ 2xy + 10y> — 12x =22y + 17 =0

10 2 -12
Como Az = | 2 20 22 = 0y A, =22-4-5-10 = —196 < 0, tendremos que esta
-12 -22 34

ecuacion representa una seccion conica impropia tipo elipse. Para encontrar las coordenadas del
punto resultante, aplicamos las formulas para hallar el punto al que debemos trasladar el sistema
de coordenadas para eliminar los términos lineales de la ecuacion dada, es decir

_2CD-BE _ _2AE—BD_1
= A—z = = A—2 =
Asti, la seccion conica representada por la ecuacion dada consiste en el punto (1, 1).
3x% = 2xy + 32 + 2V2x — 6 V2y + 2 = 0 (ver la figura 8.6)
6 -2 2V2
Como Az =| -2 6 —6V2| =256 <0, Ay = (-2)>-433=-32<0yA; =343 =6>0,
2V2 -6V2 4
tendremos que esta ecuacion representa una seccion cénica propia y, mds especificamente, una
elipse. Al trasladar los ejes de coordenadas al punto (0, V2) y rotarlos por un dngulo 6 = 45,
tendremos que su ecuacion canénica es

h 1y &k

v )
X_+y_:1
2 1

que corresponde a una elipse con centro (0, \2) y eje focal perpendicular al eje y.

8x% + 8xy — Ty?> — 35 = 0 (ver la figura 8.6)

16 8 0
ComoA; =|8 —14 0 |=20160#0yA; =8> —4-8-(=7) =288 > 0, tendremos que esta
o 0 =70

ecuacion representa una seccion conica propia y, mds especificamente, una hipérbola. Al rotar los
ejes de coordenadas por un dngulo 6 = % arctan(%) ~ 14.036, tendremos que su ecuacion canonica
es

2 1
3535
5 %

que corresponde a una hipérbola con centro (0,0) y eje focal perpendicular al eje y.

x% 4+ 2xy + y* + 8x — 8y + 16 = 0 (ver la figura 8.6)

2 2 8
Como Ay =12 2 -8 =-512#0yA;, = 22 _4-1-1 = 0, tendremos que esta ecuacion
8 -8 32

representa una seccion conica propia y, mds especificamente, una pardbola. Al rotar los ejes de
coordenadas por un dngulo 6 = 45 y trasladarlos al punto (0, V2), tendremos que su ecuacion
candnica es

P -4V25=0

que corresponde a una pardbola con vértice en (0, V2) (respecto a los ejes rotados) y eje focal
perpendicular al eje X.

QEE <
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OBSERVACION 8.1 (SECCION CONICA PROPIA QUE PASA POR CINCO PUNTOS NO COLINEALES TRES A TRES)

Se puede veriﬁcar<5> que, si los puntos P1 = (x1,y1), P» = (x2,y2), P3 = (x3,43), P4 = (x4,y4) ¥
Ps = (xs,ys) son no colineales tres a tres, entonces existe una seccion conica propia que los contiene y
ésta se puede representar por la ecuacion

x2 xy y2 X y
Xoxy oyioxoy
2oy ¥ ox op

(83) : -0,

2

X3 X3Y3 Y3 X3 Y3
2

Xy X4Ys Yy X4 Y4

2
-x5 X5Ys Y5 X5 Ys

—_— e e e e

Por tanto, existe al menos una seccion conica propia que contiene a los cinco puntos dados: la que tiene
por ecuacion

8.4) Ax*> +Bxy+Cy*> +Dx+Ey+F =0

para la que A, B, C, D, E y F son los menores complementarios de los términos de la primera fila,
respectivamente, con la alternancia de signo correspondiente.

Por otro lado, si
(8.5) Aox? + Boxy + Coy? + Dox + Egy + Fg = 0

es la ecuacion de una seccion conica propia que pase por esos cinco puntos tendriamos, para cualquier
punto (x,y) de ella, que

A())C2 + Boxy + Coy2 + Dox + Eoy +Fo=0

on% + Box1y1 + Coy% + Dox; + Eoyl +Fp=0
on% + Box2y2 + CO!/% + D())Cz + Eoyz + F() =0
A()X% + Box3y3 + Coyg + Dox3 + E0y3 +Fo=0
oni + B()X4y4 + Coy?l + D())C4 + E0y4 + F() =0
A()X% + Box5y5 + Coyg + Doxs + E0y5 +Fo=0

Asi las cosas, los coeficientes Ay, By, Co, Do, Eg y Fo serian una solucion no trivial de ese sistema
homogéneo de seis ecuaciones lineales con seis incognitas; y sabemos que la condicion necesaria y
suficiente para que tal solucion exista es que se satisfaga la ecuacion (8.3).

Pero ademds, y esto es lo crucial, sabemos que existe un niimero real A no nulo tal que

Ag=A1A, Byp=4B, Cyp=4C, Dy=4AD, Ey=1E Y Fy=4F.

Luego, la ecuacion (8.5) es equivalente a la ecuacion (8.4) y, en consecuencia, ambas representan la
misma figura geométrica.

Por tanto, sélo hay una seccion conica propia que contiene a los cinco puntos dados.

>» EJempLo 8.2
Encontremos la ecuacion de una seccion conica propia que pase por los puntos (-5,0), (-2,2), (0, 1),
(19 _2) y (2’ _1)
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La ecuacion de la conica buscada es

2 xy oytox oy 1
25 0 0 -5 0 1
4 -4 4 -2 2 1| _ 5 s )
o 0 1 0 1 1 =29x" + Tlxy + 96y~ + 107x + 94y — 190 = 0,
1 -2 4 1 =21
4 -2 1 2 -1 1
que corresponde a una elipse. QEE <

§8.3 Recta tangente a una seccion coénica en uno de sus puntos

Consideremos una seccion conica S de ecuacion

(8.6) Ax’> +Bxy+Cy> +Dx+Ey+F =0
(A#0,B#0,0C #0)

y uno de sus puntos P = (u, v).

Nos preguntamos si existe alguna recta [, tangente a S, que no sea perpendicular al eje X y que pase
por P.

Ahora, al pasar [ por Py no ser perpendicular al eje x, tendremos que [ se puede representar por una
ecuacion de la forma
y—v=m(x—u.

El problema se transforma entonces en saber si existe m tal que / sea tangente a S.

Para resolver este problema, despejamos y en la ecuacioén anterior,
y=m(x—u)+v,
y sustituimos el lado derecho por y en la ecuacidon (8.6), obteniendo la siguiente ecuacion en la variable x

Ax? + Bx(m(x — u) + v) + C(m(x — u) + v)> + Dx + E(m(x —u) + v) + F = 0.

Por otro lado, como P estd en S, tendremos que

Au? +Buv+Cv* + Du+Ev+F = 0.

Restando estas dos tltimas ecuaciones tendremos que
A(x2 - uz) + B(x — u)(mx + v) + C((m(x — u) + v)2 - vz) +D(x—u)+Em(x—u)=0,
lo cual, después de factorizar adecuadamente, se transforma en

(x — u)(A(x + u) + Bmx + v) + Cm(m(x —u) + 2v) + D + Em = 0.
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Ahora, para que / sea tangente a S, esta ecuacion debe tener dos soluciones iguales en la variable x,
es decir
(Cm? + Bm + Au = (Cm* — A)u — (B + 2Cm)v — D — Em;

de donde, después de sacar las cuentas, tenemos que

__2Au+Bv+D
© Bu+2Cv+E’

En consecuencia, existird una recta tangente a S, no perpendicular al eje x, en el punto P siempre y
cuando Bu + 2Cv + E # 0; en cuyo caso, la ecuacién de dicha recta es

Aux+B(uy;Ux)+va+D(x;u)+E(yTH)+F:O.

En caso de que Bu + 2Cv + E = 0, la Geometria analitica no nos brinda las herramientas suficientes
para encontrar una recta tangente a S por el punto P: en algunos casos tenemos una recta tangente a S
en el punto P, pero perpendicular al eje x (en los vértices de una elipse con eje focal perpendicular al eje
Yy, por ejemplo), y en otros casos no obtenemos ninguna recta tangente (en el caso de algunas secciones
cénicas impropias, por ejemplo). Este problema se resuelve definitivamente con las herramientas del
Cilculo diferencial.

>» EJempLo 8.3
Encontremos la ecuacion de la recta tangente a la seccion conica

3 +4xy+ 27 +3x+y—-5=0

en el punto (—1,—1) (ver la figura 8.7).
En primer lugar, evaluamos la coordenadas del punto en el lado izquierdo de la ecuacion dada, obte-
niendo
3= +4(=D)(=1) +2(=1)* +3(-1) + (-1) = 5 = 0;
con lo que el punto dado estd sobre la seccion conica.
Asi, la ecuacion de la recta buscada serd

3(=1)x + 4(—(—1)14 ; (_l)x) +2(-Dy+3 (x +§_1)) + (y +§_1)) ~5=0,

esdecir, x+y+2=0.

Como
6 4 3
As=4 4 1 |=-98<0,
3 1 -10
Ay=(4)P?-4-3.2=-8<0
y

A=34+2=5>0,

tendremos que esta ecuacion representa una seccion conica propia y, mds especificamente, una elipse.
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Al trasladar los ejes de coordenadas al punto (—1, %) y rotarlos por un dngulo 6 = % arctan(4) ~ 37.98,
tendremos que su ecuacion candnica es

2 i _,
I

4G+V17)  4(5-V17)
que corresponde a una elipse con centro (—1, %) y eje focal perpendicular al eje X.

y

s

<
S

Ficura 8.7 Seccion cénica del ejemplo 8.3

QEE <
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Problemas

8.1 Determine si las siguientes ecuaciones cuadréticas en dos variables representan alguna seccién
coOnica propia o impropia, especifique su tipo y represéntela graficamente.
(@) 4x> —24xy + 11y* + 56x — 58y + 95 = 0.
(b) 4x>—20xy +25y* +4x— 10y + 1 = 0.
() 2x2—12xy+18y> +x -3y —-6=0.

(d x> +3xy—8y> +5x+13=0.

(e) 2x2—3xy+5y>+4y=0.

(H 16x>+ 12xy+3y°+x—y+1=0.

(@) 4x*—13xy+2y> +3x—4y+5=0.
(h) 46x% +48xy + 32> + 5x+ 12y =7 = 0.
(i) 9> —6xy+y>+12x+6y+4=0.

() xy+2y>+31=0.

(k) x%-— Sxy + 16 =0.

() x*—dxy+4y>-4=0.

(m) 3x2+xy+3y>-27=0.

(n) 2x>+3xy+4y> +2x-3y+5=0.

(A) 8x% —4xy + Sy*> — 8x— 16y — 16 = 0.
(0) 9x% +30xy + 25y*> — 170x + 102y = 0.
P) xX*—2xy+y*>+8x+8y=0.

(@) 3x2 + 8xy —3y> — 40x + 30y — 80 = 0.
(") 5x*+2xy+10y> — 12x - 22y + 17 = 0.
(s) x*+8xy+16y>—4x—16y+7=0.

M x> +542+2x-20y+25=0.

8.2 Encuentre la ecuacién de la seccion conica que contiene cada uno de los conjuntos de puntos dados.

@ (=1,6),(2,5),3,4), 4 1Dy (=5,4).
(b) (1,1),(2,0),(1,-1),(0,0) y (2, =D).
(€ (0,0),(1,2),(0,4), (-1, Dy (=1,-1).
@ (0,0), (=1, 1),(2,4),(=3,9y (3,9.
(e) (4,2),(6,3),(1,0), (0, 1) y (-1,2).
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8.3

8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

8.10
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Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal, y las longitudes de la tangente, normal,
subtangente y subnormal, de las secciones conicas dadas en el punto dado.

(a) x2—2xy+y2+4x—y—3:O;(1,2).
(b) x> +2xy+y*+2x—6y=0;(1,1).

(¢) x*—4xy—2y*+4x—-2y+31=0;(1,3).
(d x> —xy+y*>+x-3y+2=0;(0,1).
e) xy+2x—-4y—-2=0;2,1).

Verifique que, para la ecuacién cuadratica en dos variables Ax? + Bxy + Cy?> + Dx+ Ey + F = 0, si
AC < 0, entonces la ecuacion representa una seccidon cénica del tipo hipérbola.

Verifique que, para la ecuacién cuadrética en dos variables Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0, si
B # 0, y AC = 0, entonces la ecuacién representa una seccion conica del tipo hipérbola.

Si f(x,y) = 0y g(x,y) = 0 son dos ecuaciones cuadriticas en dos variables que representan a
sendas secciones cénicas que se cortan, entonces f(x,y) + Ag(x,y) = 0 representa una familia de
secciones conicas que contienen la interseccion de las secciones conicas que determinan la familia.

Dada la ecuacién cuadritica en dos variables Ax? + Bxy + Cy? + F = 0, verifique que

(a) laecuacién A2 — Ajd+ A, = 0 tiene raices A; y A, reales.

(b) A3 =Aysi,ysélosi, A=CyB=0.
Si la ecuacién cuadratica en dos variables Ax*>+Bxy+Cy*>—1 = 0 se transforma en Ax*>+Cj>—1 =0
por una rotacion y, ademads, A, # 0, verifique que
@ 15=7x
1,1 _ 4
(b) Z+6—A2(A+C).
141

() zygson los dos valores de la expresion %(A +C+ +(A-C)? +B?).

SiA; > 0y Ay < 0 para la ecuacién cuadritica en dos variables Ax> + Bxy + Cy? — 1 = 0, verifique
que dicha ecuacion representa una elipse.

Encuentre los valores de B para los que la ecuacién cuadratica en dos variables Bxy + Cy? — 1 = 0
representa:

(a) un circulo.
(b) una elipse.
(c) una hipérbola.

(d) dos rectas paralelas.

(GEOMETRIA ANALITICA PLANA ‘ 301



capftuLo 8 | Secciones cénicas y ecuaciones cuadraticas

Comentarios

(1) No estd al alcance de este estudio mostrar los detalles de la equivalencia entre esa definicion y las dos anteriores.
Como informacién podemos decir que una de las maneras de probar esa equivalencia se debe al matemdtico belga Germinal
Pierre Dandelin (Le Bourget, 12/04/1794 — Bruselas, 15/02/1847), quien la enunci6 en 1822 de la siguiente manera: si un cono
es intersectado por un plano en una conica, entonces los focos de la conica son los puntos donde ese plano es tocado por las
esferas inscritas en el cono.
El lector interesado puede ver un desarrollo del cominmente llamado método de las esferas de Dandelin en Lehmann Ch. H.,
Geometria analitica, Limusa, S. A., 27¢ reimpresion, 1999, pp. 233-236. Algunas referencias electrénicas sobre dicho método
pueden encontrarse en:
http://hypo.ge-dip.etat-ge.ch/www/math/html/node86.html
http://xavier.hubaut.info/coursmath/2de/belges.htm
http://www.dovepresent.com/Articles %20word/Dandelin %20Spheres

Otra manera de probar dicha equivalencia puede verse en Medicci Héctor J. y Cabrera Emanuel S., Geometria analitica, Libreria
del Colegio, 1956, pp. 389-397.

(2) Las ilustraciones 8.1 — 8.5, que presentamos a continuacion, pudimos realizarlas gracias a la experiencia en el manejo del len-
guaje PostScript, la generosidad, y la buena disposicion que nos presté el profesor de Fisica francés Manuel Luque, animador
de la seccion PSTricks del sitio http://melusine.eu.org/syracuse/mluque.

(3) Todos parecen estar de acuerdo en que el descubrimiento de las cénicas se debe al matemadtico griego Menaijmos, c. 375-325
a. C. (discipulo de Platén y de Eudoxos), al tratar de resolver el problema de la duplicacion del cubo o problema deliano
(de Delos, ordculo del dios Apolo): él encontrd la solucién a dicho problema a través de la interseccion de dos pardbolas. El
matemadtico griego Apolonio de Perga (El Gran Gedmetra), 262-190 a. C., estudi6 en detalle las secciones cénicas y escribié
sus resultados en ocho libros llamados Conicas, expuestos en 487 proposiciones, cerrando pricticamente este estudio para
todos los futuros matemadticos; €l fue el primero que las describié como intersecciones de planos con un cono circular recto (u
oblicuo), y fue también él quien les dio el nombre a la elipse, la pardbola y la hipérbola, allanando el camino a muchos otros
para el desarrollo de ideas basadas en secciones coénicas (v. g. Kepler, Newton, Galileo, etc.).

Hacemos notar que el estudio de las conicas a través de ecuaciones algebraicas, del cual ninguno de los gedmetras griegos tuvo
nocidn, no aparecié en la escena de la Geometria hasta el siglo XVII. El tratamiento de las cdnicas por parte de los griegos
estaba mds bien relacionado con el problema de “adaptacion de dreas”, ya perfilada en los Elementos de Euclides: elipse,
o adaptacién por defecto, por insuficiencia, por omisién, por incompletitud (con el mismo origen que el término gramatical
elipsis, que consiste en omitir en una oracién una o mds palabras que la recta construccidn gramatical exige, pero no la claridad
del sentido de lo expresado); pardbola, o adaptacion exacta o justa (con el mismo origen que el término gramatical parabola,
que consiste en presentar una idea metaféricamente, alegéricamente, por semejanza, comparacion, acercamiento, paralelismo
o similitud); e hipérbola, o adaptacién por exceso (con el mismo origen que el término gramatical hipérbole, que consiste en
aumentar o disminuir excesivamente aquello de que se habla, exageracion de una circunstancia, relato o noticia). Estas mismas
relaciones que originan sus nombres pueden notarse en la excentricidad de cada una de ellas (que puede pensarse como un
indice que mide cudnto se desvian de un circulo), es decir, en la razén entre la distancia de un punto al foco y su distancia a
la directriz: cuando la primera es menor, tenemos una elipse; cuando ambas son iguales, tenemos una pardbola; y cuando la
primera excede a la segunda, una hipérbola. También se puede establecer una relacion andloga comparando la abertura del cono
y el dngulo de inclinacién del plano con el que es cortado, con respecto al eje del cono, tal como veremos de inmediato en el
desarrollo de la teorfa de este capitulo.

La Geometria proyectiva, iniciada por Desargues, La Hire y Pascal, tiene actualmente a las cénicas como las figuras geométricas
fundamentales, tal como lo son los circulos en la Geometria euclidiana.

(4) Para poder ser concisos en el desarrollo posterior, tenemos que permitir que una ecuacion lineal en dos variables pueda tener
coeficientes complejos.

(5) La prueba de la siguiente afirmacion se escapa de los alcances de nuestro texto, ya que se requiere de las herramientas elemen-

tales de la llamada Geometria proyectiva o del Algebra geométrica; el lector interesado puede encontrar dicha prueba en el
texto Geometry Revisited. Coxeter, H. S. M. and Greitzer, S. L. The Mathematical Association of America. 1967.
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COORDENADAS POLARES

9.1 Sistema de coordenadas polares en el plano

9.2 Coordenadas polares y cartesianas

9.3 Rectas, circulos y conicas en coordenadas polares
9.4 Representacion grafica de una ecuacion polar

9.5 Incidencia en coordenadas polares

PRoBLEMAS

COMENTARIOS

El sistema de coordenadas cartesianas rectangulares (introducido por los franceses Pierre Fermat y
Rene Descartes), que hizo posible el Céalculo y fundament6 la Geometria analitica, permite representar,
en referencia a un sistema de ejes ortogonales, cada punto del plano por un par ordenado de nimeros
reales que indican, correspondientemente, las coordenadas de sus proyecciones sobre esos ejes.

Otra manera de representar los puntos del plano por pares ordenados de nimeros reales (introducida
por el inglés Isaac Newton‘V) es a través del llamado sistema de coordenadas polares, el cual permite
describir el movimiento de los cuerpos de una manera mds natural y que estudiaremos a continuacion.

Como veremos, hay figuras geométricas para cuyo estudio analitico, la introduccién de este nuevo
sistema de coordenadas presenta enormes ventajas.

Notard el lector que algunos de los procedimientos expuestos para la manipulacién de ecuaciones,
en referencia a este nuevo sistema, tienen caracteristicas sui generis que no aparecieron en el trabajo que
hemos desarrollado en referencia a un sistema de coordenadas cartesianas.

§9.1 Sistema de coordenadas polares en el plano

—

Un sistema de coordenadas polares esta constituido por el rayo OU de un eje Op con unidad U
cualquiera (es decir, el origen del eje y el sentido positivo respecto al origen en dicho eje); de este sistema,
al punto O lo llamaremos el polo y al rayo mismo, que denotaremos mediante Op (tal como denotamos
al eje completo), lo llamaremos el eje polar'®.

O p

Ficura 9.1 Sistema de coordenadas polares
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Tal como hemos convenido en la observacién 1.2.(b), en las representaciones gréificas del eje polar
no destacaremos la unidad U.

La fijacién de un sistema de coordenadas polares Op cualquiera en el plano siempre da lugar, de
manera natural y esencialmente dependiente de ella, a una correspondencia biunivoca entre el plano (%)
y, ya no todo el conjunto R?, sino el conjunto

F={uv) eR>: u>0y0<v< 271 U{0,0)}>

Dado que su uso es casi universal en el Calculo, en este capitulo utilizaremos el radidn como unidad
de medida de los dngulos, expresando la medida de un dngulo con un nimero real sin ninguna indicacién
de unidad, y entendiendo por un radidn la medida del dngulo central que inscribe un arco de un circulo
cuya longitud coincide con la de su radio®™®.

Dicha correspondencia se puede definir como sigue. Al polo O le hacemos corresponder el par
ordenado (0, 0); y a cada punto P del plano, distinto del polo O, le hacemos corresponder el par ordenado
de niimeros reales (r,8), con r > 0y 0 < 6 < 27, definido de la siguiente manera (ver la figura 9.2):

e res el radio del circulo con centro O y que pasa por P (es decir, r es la distancia OP);

e 6 es la medida principal® del angulo orientado cuyo lado inicial es el eje polar y cuyo lado final es

el rayo OP.

Ficura 9.2 Coordenadas polares

Esta correspondencia es biunivoca porque la correspondencia siguiente es su inversa. Al par (0, 0)
le hacemos corresponder el polo O; y a cada elemento (r, 6) del conjunto
{u,0) €R?: u>0y0<v<2n)
le hacemos corresponder el punto P del plano que resulta del corte entre:

« el circulo con centro O y radio r, y
e el rayo s con origen en O y tal que el dngulo de lado inicial en el eje polar y lado final en s tenga
medida principal ¢,
Los nimeros reales r y 6 seran llamados las coordenadas polares principales del punto P, respecto
al sistema Op: r es el radio polar del punto P, y 0 es el dngulo polar del punto P,

De esa correspondencia que hemos descrito, esencialmente vinculada al sistema de coordenadas
polares que se fije en el plano, diremos que identifica al plano () con el conjunto ¥, y a cada punto del
plano con un tnico par ordenado de nimeros reales (sus coordenadas polares principales); en virtud de
esa identificacion, abusaremos del signo de igualdad y escribiremos

P=(0)
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para indicar que las componentes del par ordenado (r, ) son las coordenadas polares principales del
punto P (es decir, que el punto P y el par ordenado (r, 8) son correspondientes bajo esa identificacion).

Con el propésito de evitar confusiones en la rotacion que usaremos en el resto de este capitulo,
insistimos en que cada vez que escojamos una letra latina mayuscula para identificar algtin
punto del plano, digamos Q, y escribamos Q = (s, ¢), con el signo de igualdad, entenderemos
que (s, ¢) son las coordenadas polares principales del punto Q.

En la siguiente observacién precisamos qué coordenadas polares principales corresponden a los
puntos del sistema mismo de coordenadas polares.

OBsERVACION 9.1 (COORDENADAS POLARES PRINCIPALES DE LOS PUNTOS DE LA RECTA P MENOS EL POLO)

(@) Un punto C, distinto del polo, estd en el eje polar Op si, y sélo si, su dngulo polar es O.
La justificacion de esta afirmacion estriba en el Principio E.6 y en el hecho de que la medida
principal de un dngulo orientado es 0 si, y solo si, los lados coinciden.

(b) Un punto C, distinto del polo, estd en el rayo opuesto al eje polar Op si, y solo si, su dngulo polar
es .
La justificacion de esta afirmacion estriba en el Principio E.6 y en el hecho de que la medida
principal de un dngulo orientado es r si, y solo si, los lados son rayos opuestos.

Con argumentos similares, en la siguiente observacidn precisamos qué coordenadas polares princi-
pales corresponden a los puntos de una semirrecta con origen en el polo, y de su opuesta.

OBSERVACION 9.2

Consideremos un punto P = (r, 0), distinto del polo; de donde r >0y 0 < 6 < 27

(@) Un punto Q, distinto del polo, estd en el rayo OP si, y sélo si, su dngulo polar es 6.
(Por el Principio E.6 y el hecho de que la medida principal de dos dngulos orientados que tienen
un lado comiin coincide si, y solo si, los otros dos lados coinciden).

(b) Un punto Q, distinto del polo, estd en el rayo opuesto al rayo OP si, y solo si, su dngulo polar es:

0+ m, encasode que 0 < 0 <m; 0—m, en caso de que m < 6 < 2n.
(Por el Principio E.6 y el hecho de que dos dngulos orientados que tienen un lado comiin forman
un par lineal si, y sélo si, la diferencia entre sus medidas principales es 7).

Coordenadas polares en general

Con lo que hemos desarrollado hasta aqui surge un primer problema: bajo la asignacién de coorde-
nadas polares principales a los puntos del plano anteriormente descrita, no todo par ordenado de niimeros
reales (r,0) corresponde a un punto del plano, v. g., el par (-1, —r); pero ademds, y esto lo crucial, se
presentardn situaciones para las que no encontrariamos solucién, a pesar de que sabemos de antemano
que la hay, si s6lo consideramos las coordenadas polares principales de los puntos del plano.

Este problema se puede resolver extendiendo la asignacién de pares ordenados de nimeros reales
a puntos del plano de la manera que vamos a describir en lo que sigue; para tal fin, debemos hacer uso
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del siguiente resultado cuya prueba, para no recargar la exposicion, exponemos en la seccién A.5 del
Apéndice A, a la que referimos al lector interesado.

Lema 9.1
Dado cualquier niimero real a, existe un vinico par de niimeros reales b y n tales que 0 < b < 21, n es un
niimero entero, y

a=>b+2nn.

Al niimero real b lo llamaremos el representante canonico de a.

OBsERVACION 9.3
(@) El procedimiento para calcular el representante canonico, b, de un niimero real a, y el correspon-
diente niimero entero n, estd descrito en la prueba del lema 9.1 y se puede sintetizar como sigue:

n es la parte entera'® del cociente 3=y b=a-2nnm
/g
(b) Dado cualquier niimero real a, es fdcil verificar que 0 < a < 2r si, y sélo si, el representante

canonico de a es el mismo a.

(¢) Es facil verificar’® que dos niimeros reales tienen el mismo representante candnico si, y sélo si, la
diferencia entre ellos es un miiltiplo de 2.

(d) En particular, dado cualquier niimero real a, el representante canonico de a + r coincide con el de
a-—m.

Asociaremos un punto del plano a cada elemento del conjunto R? mediante el siguiente procedi-
miento:

(1) alos pares de la forma (0, v) se les hace corresponder el polo O;

(2) al par (&,v) con u > 0, se le hace corresponder el punto del plano de coordenadas polares princi-
pales (u, @), donde « es el representante candnico de v;

(3) al par (—u,v) con u > 0, se le hace corresponder el punto del plano de coordenadas polares
principales (u, @), donde « es el representante canénico de v + 7.

7
-7 T T~ 7
~ /7
;7 % (r,0)
y 1« ARV
/ TN,
| // AN AR
RN T p
\\ \ /
4 /
s
(_r’g)\/\ //
// \\ //
¥

Ficura 9.3 Primera componente negativa
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OBSERVACION 9.4
(@) Note que al par (r,0), con r > 0, le corresponde el punto que estd a distancia r del polo sobre el
rayo que forma, con el eje polar, un dngulo cuya medida es el representante canonico de 0.

(b) Note que al par (—r,8), conr > 0 (ver la figura 9.3), le corresponde el punto que estd a distancia r
del polo, pero en el rayo opuesto de aquel que corresponde al punto (r, 9).

Fijado un punto P, y un sistema de coordenadas polares Op, cualquier par ordenado de niimeros
reales (u, v) que podamos asociar a P, mediante el procedimiento descrito, serd llamado un par de coor-
denadas polares de P (respecto al sistema Op).

OBSERVACION 9.5 (COORDENADAS POLARES PRINCIPALES Y REPRESENTANTES CANONICOS)

(@) Gracias a la observacion 9.3.(c) tendremos, para un punto P distinto del polo, que (r,0) y (r,6)
(con la misma primera componente) son coordenadas polares de P si, y solo si, 8 — 6y = 2k para
algtin niimero entero k.

(b) Gracias a la parte anterior tendremos, para un punto P distinto del polo, que (r,0) y (-r,8y) (con
primeras componentes opuestas) son coordenadas polares de P si, y solo si, 0 — 6y = (2k + 1)r para
algtin niimero entero k.

(c) En particular, si (r,0y) son las coordenadas polares principales de un punto P del plano, distinto
del polo, y (r,0) es un par de coordenadas polares de P, entonces 0y es el representante canonico
de 6 (es decir, existe un niimero entero k tal que 6 = 6y + 2kn).

En el siguiente ejemplo aplicaremos el procedimiento descrito para encontrar las coordenadas po-
lares principales de un punto del plano a partir de cualquier par de coordenadas polares del mismo.

>» EJempLo 9.1
Fijado un sistema de coordenadas polares Op, encontremos las coordenadas polares principales de los
puntos que tienen coordenadas polares

(3,25, (5,310, (V2.-9), (-2V3.%) y (-5.9).
(@ (3.%)

Primero, chequeamos el signo de la primera componente: como 3 > 0, el radio polar es 3.

Luego, chequeamos si la segunda componente estd en el intervalo [0, 21); como %T > 2n, calcula-

mos el representante candnico « de 93—” por el procedimiento descrito en la observacion 9.3.(a).

93
La parte entera del cociente 277 es 6y, en consecuencia, @ = 93—” - 2(6)r = 97”.

Por tanto, las coordenadas polares principales buscadas son
3, %),

(b) (5,310)
Primero, chequeamos el signo de la primera componente: como 5 > 0, el radio polar es 5.
Luego, chequeamos si la segunda componente estd en el intervalo [0, 2rr);, como 310 > 2n, calcula-
mos el representante canonico « de 310 por el procedimiento descrito en la observacion 9.3.(a).
La parte entera del cociente 32%? es 49y, en consecuencia, @ = 310 — 2(49)mr = 2.1239199.
Por tanto, las coordenadas polares principales buscadas son

(5,2.1239199).
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(c)

(d)

(e)

(V2.3

Primero, chequeamos el signo de la primera componente: como V2 > 0, el radio polar es V2.
Luego, chequeamos si la segunda componente estd en el intervalo [0, 2rr); como —% < 0, calculamos
el representante candnico a de 7% por el procedimiento descrito en la observacion 9.3.(a).

T
La parte entera del cociente =+ es —1'y, en consecuencia @ = =% = 2(=1)m = 74—".

Por tanto, las coordenadas polares principales buscadas son
(V2,50

Primero, chequeamos el signo de la primera componente: como —2\3 < 0, procedemos a trans-
formar el par de coordenadas original, cambiando el signo a la primera componente y sumando n
a la segunda: (2 V3, %”).

Como 23 > 0, el radio polar es 2 V3.

Luego, chequeamos si la segunda componente estd en el intervalo [0, 2rr); como si lo estd, el dngulo
polar es %”.

Por tanto, las coordenadas polares principales buscadas son

2V3,7).

(=5, %)

Primero, chequeamos el signo de la primera componente: como -5 < 0, procedemos a transformar
el par de coordenadas original, cambiando el signo a la primera componente y sumando 7 a la
segunda: (5, %).

Como 5 > 0, el radio polar es 5.

Luego, chequeamos si la segunda componente estd en el intervalo [0, 2r); como lé—” > 2nx, calcula-

mos el representante canonico « de % por el procedimiento descrito en la observacion 9.3.(a).

1ir
La parte entera del cociente % es 1y, en consecuencia, @ = % -2(Hr=1%

z
Por tanto, las coordenadas polares principales buscadas son
(5,%).

QEE <

Ahora bien, la solucién que hemos dado al primer problema que planteamos, hace surgir un segundo

problema con el que tendremos que convivir: ciertamente, a todo par ordenado de nimeros reales (7, 6) le
corresponde un tnico punto del plano (en referencia al sistema Op); pero no es cierto que a un punto P del
plano le corresponda un tnico par de nimeros reales pues, haciendo uso del procedimiento anteriormente
descrito y de la observacion 9.3, para calcular las coordenadas polares principales del punto P, se puede
verificar que los infinitos pares ordenados

9.1) (r,0); (r,0+2nm)yconne”Z; y (-r,0+@2k+1)mr)conkeZ

son coordenadas polares del mismo punto P que tiene coordenadas polares (7, 6).
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Para encontrar otras coordenadas polares del punto con coordenadas polares (r, 6), procedemos
de la siguiente manera: si tenemos que conservar el signo de r, sumamos a 6 cualquier multiplo
par de 7; si tenemos que cambiar el signo de r, sumamos a 6 cualquier multiplo impar de .

En el siguiente ejemplo aplicaremos el procedimiento que acabamos de describir para encontrar
otras coordenadas polares de un mismo punto, bajo condiciones de signo de la primera componente.

> EJempLo 9.2
Calculemos otros cuatro pares de coordenadas polares del punto que tiene coordenadas polares (1, 1),
dos con primera componente positiva, y dos con primera componente negativa.

(@) Conservando el signo de la primera componente, sumamos a la segunda cualquier miltiplo par de
7, por ejemplo, 2y 4n.
Asi, (1,1 +2m) y (1, 1 + 4r) son otros dos pares de coordenadas polares, con primera componente
positiva, del punto que tiene coordenadas polares (1, 1).

(b) Cambiando el signo de la primera componente, sumamos a la segunda cualquier miiltiplo impar
de m, por ejemplo, 3m 'y Sm.
Ast, (=1,1+3m) y (=1, 14+57m) son otros dos pares de coordenadas polares, con primera componente
negativa, del punto que tiene coordenadas polares (1, 1).

QEE <

La representacion grafica de puntos de un plano respecto a un sistema de coordenadas polares se
facilita considerablemente, si:

o calculamos las coordenadas polares principales que les corresponden.

« utilizamos una malla polar como la de la figura 9.4, compuesta por circulos concéntricos con centro
comtn en el polo y radio un nimero natural, y rectas concurrentes en el polo con inclinaciones,
respecto al eje polar, que van incrementdndose en una fraccion prefijada de n (en la de la figura, la
fraccion es ﬁn) a partir del eje polar.

En la figura 9.4 puede observarse la representacion grafica de los puntos considerados en el ejem-
plo 9.1.

OBSERVACION 9.6
Consideremos un punto Py = (rg, 0y), distinto del polo; de donde ro > 0y 0 < 8y < 2n. Gracias a la
observacion 9.5, tendremos lo siguiente.

—

(@) Un punto P de coordenadas polares (r,0), con r > 0, estd en el rayo OPy si, y solo si, 8 = 0y + 2kn
para algiin niimero entero k.

(b) Un punto P de coordenadas polares (r, ), con r > 0, estd en el rayo opuesto al rayo OPy si, y sélo

si, 8@ = 6y + (2k + 1) para algiin niimero entero k.
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Ficura 9.4 Puntos del ejemplo 9.1

Como tendremos ocasion de constatar en repetidas ocasiones, esta falta de univocidad en el sistema
polar trae como consecuencia que algunos procedimientos difieran de los que ya hemos establecido
usando un sistema de coordenadas rectangulares.

Presentamos de inmediato las dos primeras situaciones que ocasiona la multiplicidad de coordena-
das polares de un mismo punto con relacién al estudio de las ecuaciones en coordenadas polares, que no
se presenta en el de las ecuaciones cartesianas.

Diremos que la ecuacién f(u,v) = 0 es: una ecuacion cartesiana, si consideramos que (u, v) repre-
senta las coordenadas de un punto del plano en referencia a algin sistema de coordenadas cartesianas
prefijado; una ecuacion polar, si consideramos que (u,v) representa las coordenadas de un punto del
plano en referencia a algtin sistema de coordenadas polares prefijado.

Consecuentes con lo que ya hemos establecido en el Capitulo 1 (ver la pagina 8), diremos que una
figura geométrica G estd representada por la ecuacion cartesiana f(u,v) = 0, si G coincide con el
conjunto de los puntos cuyas coordenadas cartesianas estdn en su gréfico, es decir, cuyas coordenadas
cartesianas satisfacen dicha ecuacién.

Ahora, el par de coordenadas polares principales (2, ) de un punto del plano estd en el gréfico de

porque sus componentes satisfacen esa ecuacién; pero, sin embargo, el

., - 2
la ecuacién polar r = T—cos0’
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par de coordenadas polares (-2, 3%) que representa al mismo punto no estd en dicho grafico, porque sus
componentes no la satisfacen.

Del mismo modo, el par de coordenadas polares principales (%T”, 7) de un punto del plano no estd

en el grafico de la ecuacién polar r = 6, porque sus componentes no satisfacen esa ecuacidn; pero, sin
embargo, el par de coordenadas polares (%’T, 27”) que representa al mismo punto estd en dicho gréafico,

porque sus componentes la satisfacen.

Por esta razéon debemos replantear la nocion de representacion de una figura geométrica por una
ecuacion polar.

Diremos que una figura geométrica G estd representada por la ecuacion polar f(u,v) = 0, si
G coincide con el conjunto de los puntos que tienen al menos un par de coordenadas polares
(no necesariamente las principales) en su grafico, es decir, un par de coordenadas polares que
satisfacen dicha ecuacion.

Consideremos ahora dos ecuaciones cartesianas f(u,v) = 0y g(u,v) = 0.

Consecuentes con lo que ya hemos establecido en el Capitulo 2 (ver la pagina 35), diremos que
dos ecuaciones cartesianas son equivalentes, si sus graficos coinciden, es decir, si cada par ordenado
del gréfico de una de ellas estd en el grafico de la otra: por esta razéon hemos dicho que dos ecuaciones
cartesianas equivalentes representan la misma figura geométrica.

Ahora, el par ordenado (0, 0) estd en el grafico de la ecuacion polar r = sen(%’), pero no lo estd en
elder = cos(g). Sin embargo, el par ordenado (0, ), que es un par de coordenadas polares del mismo
punto de coordenadas polares (0, 0), si estd en el grafico de la segunda ecuacion.

De hecho, para cualquier par ordenado (a, ) que esté en el grafico de la primera ecuacion, existe
un par ordenado (7, 8) en el grafico de la segunda que es par de coordenadas polares del mismo punto
que (a,?): basta tomar r = —a'y 0 = t + . Y viceversa, para cualquier par ordenado (a, ?) que esté en
el gréifico de la segunda ecuacidn, existe un par ordenado (r, 8) en el grifico de la primera que es par de
coordenadas polares del mismo punto que (a, f): basta tomar r = —a 'y § = t — . En consecuencia, esas
dos ecuaciones representarian la misma figura geométrica.

Por esta razén debemos replantear la nocidn de ecuaciones polares equivalentes.

Diremos que dos ecuaciones polares son equivalentes, si cada par ordenado del grafico de
una de ellas es un par de coordenadas polares de al menos un punto que tiene un par de
coordenadas polares en el grafico de la otra.

Ahora, si se tenia una ecuacién cartesiana que representaba una figura geométrica, encontrar una
ecuacion cartesiana equivalente se reducia, por lo general, a una simple manipulacién algebraica (operar
con el mismo operando en ambos lados de la igualdad, por ejemplo); pero, encontrar ecuaciones polares
equivalentes a una dada no se reduce exclusivamente a ese tipo de manipulaciones, sino que estd intima-
mente ligado a las definiciones de las razones trigonométricas. La clave para realizar esta tarea estd en
(9.1): se puede verificar que

92  fre)=0; fr0+2nm)=0conneZ; vy f(-r0+Qk+r)=0conkeZ

son ecuaciones polares equivalentes.
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Para encontrar otras ecuaciones polares equivalentes a la ecuacién polar f(r,0) = 0, proce-
demos de la siguiente manera: si conviene conservar el signo de r, sustituimos a 6 por € més
cualquier multiplo par de m; si conviene cambiar el signo de r, sustituimos a 6 por 6 mas
cualquier multiplo impar de 7.

En el siguiente ejemplo aplicaremos el procedimiento que acabamos de describir para encontrar

otras ecuaciones polares equivalentes a una ecuacion polar dada.

>» EuempLo 9.3
Calculemos otras ecuaciones polares equivalentes, y distintas*'?, a las ecuaciones polares

(a)

(b)

(c)

r=2, r=senf y r:cos(g).

r=2

Consideremos la relacion polar f(r,0) = r — 2.

Como, para todo niimero entero n, la ecuacion f(r,0) = 0 coincide con la ecuacion f(r, 8+2nm) = 0,
tendremos que por esta via no obtenemos una ecuacion equivalente a la original y distinta de ella.
Como, para todo niimero entero k, la ecuacion f(—r,0 + (2k + 1)) = O resulta —r = 2 o, lo que es
lo mismo, r = =2, tendremos que por esta via r = =2 es la uinica ecuacion equivalente a la original
y distinta de ella.

r=sen@

Consideremos la relacion polar f(r,0) = r — sen 6.

Como, para todo niimero entero n, la ecuacion f(r, ) = 0 coincide con la ecuacion f(r,0+2nm) = 0,
tendremos que por esta via no obtenemos una ecuacion equivalente a la original y distinta de ella.
Como, para todo niimero entero k, la ecuacion f(r,0) = 0 coincide con la ecuacion f(r,0 + 2k +
1)) = 0, tendremos que por esta via no obtenemos una ecuacion equivalente a la original y distinta
de ella.

r= cos(g)

Consideremos la relacion polar f(r,0) = r — cos(g).

Como, para todo niimero entero n par, la ecuacion f(r,0) = 0 coincide con la ecuacion f(r,0 +
2nm) = 0y, para cualquier niimero entero n impar, la ecuacion f(r,0+2nn) = O resultar = — cos(g),
tendremos que por estaviar = — cos(g) es la una iinica ecuacion equivalente a la original y distinta
de ella.

Como, para todo niimero entero k par, la ecuacion f(r,0 + 2k + 1)m) = 0 resulta r = sen(g) Y, para
para cualquier niimero entero k impar, la ecuacion f(r,0 + (2k + 1)m) = 0 resulta r = — sen(g),
tendremos que por esta via r = sen(%) yr=-— sen(g) son las tinicas dos ecuaciones equivalentes a
la original y distintas de ella.

QEE <

OBSERVACION 9.7

Puede suceder, como veremos mds adelante que, si f(r,0) = fi(r,0)fa2(r,0) tengamos, al plantear la
ecuacion f(r,0) = 0, que todos los pares que satisfacen la ecuacion polar f,(r,0) = 0 también satisfacen
la ecuacion polar f1(r,0) = 0; en consecuencia, la ecuacion polar f(r,0) = 0 es equivalente a la
ecuacion polar fi(r,0) = 0.

312 ‘ GEOMETRIA ANALITICA PLANA



capituo 9 | Coordenadas polares

§9.2 Coordenadas polares y cartesianas

Puede suceder que el estudio de una misma figura geométrica resulte més fécil al representarla por
una ecuacién polar, que por una ecuacion cartesiana, o viceversa. Por esta razén es conveniente saber
como transformar las coordenadas de un punto, o la forma de una ecuacién, de un sistema al otro, y
escoger el sistema que mas convenga.

A

Ficura 9.5 Sistemas de coordenadas polares y de cartesianas rectangulares simultaneos

El problema general se puede plantear de la siguiente manera: si tenemos fijados en el plano un
sistema de coordenadas polares Op y un sistema de coordenadas cartesianas '5(\6’57 (ver la figura 9.5),
(habra algun procedimiento que permita obtener las coordenadas de un punto respecto a uno cualquiera
de los sistemas, si se tienen sus coordenadas respecto al otro sistema?

Ficura 9.6 Sistema xOy de ejes rectangulares asociado al sistema Op

Este problema general se resuelve utilizando un sistema de ejes rectangulares xOy intimamente li-
gado al sistema de coordenadas polares Op, y que se construye de la siguiente manera: el origen coincide

—

con el polo; el rayo Ox coincide con el eje polar; y el eje y coincide con la recta perpendicular al eje polar
por el polo (que, por su relevancia en el estudio de coordenadas polares, llamaremos la recta normal al

BN
sistema Op, y que denotaremos por n), orientado de tal manera que el rayo Oy determina, junto con el
eje polar como lado inicial, un dngulo de medida 5 (ver la figura 9.6). Este sistema de ejes rectangulares
que hemos construido serd llamado el sistema de ejes rectangulares asociado al sistema Op.
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En el cuadro 9.1 se expone un procedimiento que permite obtener las coordenadas de un punto
respecto a uno cualquiera de esos sistemas, si se tienen sus coordenadas respecto al otro sistema; es de
notar que la férmula para calcular el dngulo polar, a partir de las coordenadas cartesianas de un punto,
estd expresada de tal manera que arctan(%) se calcula en la rama principal de la tangente (es decir, en el
intervalo (—%, ’%)), tal como se obtiene en las calculadoras.

y Cartesianas a polares
) :
Polares a cartesianas ;= x> +ys, six20
e —Vx2+y? six<O0
x=rcosf /P ) .
i arctan(=), six#0
y=rsend <, | x .
’9 }y 0= 7 six=0yy>0
d ! X 0, six=0yy=0
© ’ P I six=0yy<0
2> =Uy¥y

Cuabro 9.1 Transformacion de coordenadas entre Op y xOy

Por esta via se resuelve el problema general planteado, porque ya sabemos como transformar las
coordenadas entre el sistema XQOy y el sistema xOy.

Desde este punto en adelante, cada vez que hablemos de coordenadas cartesianas de un punto,
nos estaremos refiriendo a sus coordenadas respecto al sistema de ejes rectangulares asociado
al sistema Op.

Note que la descripcién del procedimiento para calcular las coordenadas polares de un punto, a
partir de sus coordenadas cartesianas, se presenta imbricada; sin embargo, la dificultad de su aplicacién
se reduce a chequear nulidad o signo, de la abscisa o la ordenada del punto. Otra manera muy usual de
hacer este célculo, un tanto empirica a nuestro parecer, consiste en tomar siempre r = /x% + y2 (la raiz
cuadrada positiva) y luego, al calcular 6 = arctan(%), ubicar 6 en el cuadrante adecuado como para que la
abscisa y la ordenada del punto satisfagan x = rcos 6y y = rsen#, o ubicar 6 en el cuadrante adecuado
como para que sen f = \/xZTﬁ y cosf = \/x);Tyz

Por otro lado, en el procedimiento descrito, no obtenemos necesariamente las coordenadas polares
principales de un punto, si tenemos sus coordenadas cartesianas (s6lo se obtendrian para el polo y los
puntos que estdn ubicados en el primer cuadrante); en caso de no obtenerlas y necesitarlas, ya hemos
descrito en el ejemplo 9.1 cdmo obtener las coordenadas polares principales de dicho punto, a partir de
uno cualquiera de sus pares de coordenadas polares.

En el siguiente ejemplo aplicaremos el procedimiento descrito para encontrar un par de coordenadas
polares de un punto, a partir de sus coordenadas cartesianas.
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>» EuewrLo 9.4
Encontremos las coordenadas polares principales de los puntos con coordenadas cartesianas

(a)

(b)

(c)

(d)

(V2,V6), (-1,1), (3,-V3), (-3,-V3), (e,0), (0,%), (-x,0) y (0,-%)
(V2, V6)

Para encontrar el radio polar, calculamos primero \/x2 +y2=V2+6=2 V2.

Como V2 > 0, tendremos que r = 2 V2.

Para encontrar el dngulo polar, observamos que V2 £ 0 Y, en consecuencia, 6 = arctan(%) =
arctan(%) = arctan( V3) = 5

Como, para los valores encontrados, r 2 0y 0 < 6 < 2n, tendremos que las coordenadas polares
principales del punto ( V2, V6) son

2V2,%).
(=L 1D

Para encontrar el radio polar, calculamos primero \/)c2 +y2=VI+1= 2
Como —1 < 0, tendremos que r = — V2.

Para encontrar el dngulo polar, observamos que —1 # 0y, en consecuencia, 8 = arctan(%) =

arctan(_ll) = arctan(—1) = -7 (enfatizamos que debe ser calculado en el intervalo (=%, 5), pues

podria uno tomar, equivocadamente, 37” .

Observamos ahora que, para los valores encontrados, r < 0y 6 < 0, y, en consecuencia, (— \/E, —%)
no son las coordenadas polares principales buscadas; para encontrarlas procedemos como en el
ejemplo 9.1, obteniendo que las coordenadas polares principales del punto (-1, 1) son

(V2,3
(3,-V3)

Para encontrar el radio polar, calculamos primero \/x2 +y2=V9+3=2+3
Como 3 > 0, tendremos que r =2 \/§
Para encontrar el dngulo polar, observamos que 3 # 0y, en consecuencia, 0 = arctan(}%) =

arctan(%g) =-7z

Observamos ahora que, para los valores encontrados, 6 < 0y, en consecuencia, (2 \/§, —’—6r) no son
las coordenadas polares principales buscadas; para encontrarlas procedemos como en el ejem-
plo 9.1, obteniendo que las coordenadas polares principales del punto (3, — V3) son

V3, 55).
(-3,-V3)

Para encontrar el radio polar, calculamos primero \/)c2 +y2=V9+3=23
Como =3 < 0, tendremos que r = =2 V3.
Para encontrar el dngulo polar, observamos que =3 # 0y, en consecuencia, 8 = arctan(%) =

arctan(%g) = arctan(g) =%

Observamos ahora que, para los valores encontrados, r < 0y, en consecuencia, (—2 \/§ %) no son
las coordenadas polares principales buscadas; para encontrarlas procedemos como en el ejem-
plo 9.1, obteniendo que las coordenadas polares principales del punto (-3, — V3) son

2V3, ).
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() (e,0)
Para encontrar el radio polar, calculamos primero \/x* + y* = Ve =e.
Como e > 0, tendremos que r = e.
Para encontrar el dngulo polar, observamos que e # 0y, en consecuencia, 8 = arctan(%) =
arctan(g) = arctan(0) = 0.
Como, para los valores encontrados, r > 0y 0 < 0 < 2, tendremos que las coordenadas polares
principales del punto (e, 0) son
(e,0).

® (0,3
2
Para encontrar el radio polar, calculamos primero /x> + y* = \/(g) =7

Como la abscisa del punto es 0, tendremos que r = 7.
Para encontrar el dngulo polar, observamos que la abscisa del punto es 0y que 5 > 0; en conse-
cuencia, 6 = %
Como, para los valores encontrados, r > 0y 0 < 6 < 2n, tendremos que las coordenadas polares
principales del punto (0, %) son

(&,

).

NN

@ (-7,0)
Para encontrar el radio polar, calculamos primero \/x* + y> = Vn? = n.
Como —r < 0, tendremos que r = —m.
Para encontrar el dngulo polar, observamos que —n # 0y, en consecuencia, 6 = arctan(%) =
arctan(_%) = arctan(0) = 0.
Observamos ahora que, para los valores encontrados, r < 0y, en consecuencia, (—n,0) no son las
coordenadas polares principales buscadas, para encontrarlas procedemos como en el ejemplo 9.1,
obteniendo que las coordenadas polares principales del punto (—n,0) son

(m, 7).

(h) (©0,-%)

. . [(\2
Para encontrar el radio polar, calculamos primero \/x* + y* = (%) = 7.

Como la abscisa del punto es 0, tendremos que r = 7.

Para encontrar el dngulo polar, observamos que la abscisa del punto es 0y que =% < 0; en conse-
cuencia, 6 = 37”

Como, para los valores encontrados, r > 0y 0 < 0 < 2n, tendremos que las coordenadas polares

principales del punto (0, —%) son

QEE <

Estamos interesados, ahora, en saber cdmo encontrar una ecuacién polar que represente una figura
geométrica &, si tenemos una ecuacion cartesiana que la represente, y viceversa. A este respecto solo
ofreceremos los siguientes lineamientos generales de cardcter heuristico.

e Si f(x,y) = 0 es una ecuacion cartesiana de la figura geométrica G, podemos encontrar una ecuacién
polar que represente a G aplicando las transformaciones de coordenadas polares a coordenadas
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cartesianas expuestas en el cuadro 9.1: més especificamente, dondequiera que aparezca x en la
ecuacién f(x,y) = 0, la sustituimos por rcos8; y, dondequiera que aparezca y en la ecuacién
f(x,y) = 0, la sustituimos por r sen 6.

Cuando aparecen miiltiplos de x> + > en la ecuacién f(x,y) = 0, se puede simplificar el trabajo

anterior utilizando la relacién x? + y*> = r2.

Si f(r,0) = 0 es una ecuacién polar de la figura geométrica G, podemos tratar de encontrar una
ecuacion cartesiana que represente a G aplicando las transformaciones de coordenadas cartesianas
a coordenadas polares expuestas en el cuadro 9.1: mds especificamente, dondequiera que aparezca
r en la ecuacion f(r,6) = 0, la sustituimos por + +/x% + y?; y, dondequiera que aparezca 6 en la
ecuacién f(r,6) = 0, la sustituimos por arctan(%).

Cuando aparecen multiplos de sen 6, cos 8, sec o cosec6 en la ecuacion f(r,0) = 0, se puede
simplificar el trabajo anterior utilizando las relaciones sen § = +—%— y cosf = +—=

Es claro que por este medio, la ambigiiedad de signos y las restricciones sobre los valores posibles
de x y y pueden acarrear el problema de que no resulte una tnica ecuacidn cartesiana que represente
a la figura geométrica G, o que la ecuacién resultante no represente la totalidad de G, sino una parte.
Por otro lado, en el calculo de la ecuacion cartesiana se tiene la tendencia a multiplicar o dividir por
r a ambos lados de la igualdad resultante; este proceder acarrea el problema de que se puede afadir
o eliminar el polo de G, ya que r puede tomar eventualmente el valor 0 para algin valor de 8. En
consecuencia, debemos estar seguros de que, al multiplicar por r, si el polo ya estaba en G, lo siga
estando y, si no estaba, no lo esté después; lo mismo al dividir por r.

En los siguientes dos ejemplos aplicaremos los lineamientos generales que acabamos de describir

para transformar las ecuaciones que representan una figura geométrica.

>» EuJempLo 9.5
Encontremos una ecuacion polar que represente a las figuras geométricas representadas por las ecua-
ciones cartesianas

(a)

(b)

(c)

Xyt =4, 2x-2y+5=0 y xy=2.

P +yr=4
Es claro que r* — 4 = 0 es una ecuacion polar que representa a la figura geométrica representada
por la ecuacion cartesiana x* + y*> = 4; pero también lo sonr —2=0yr+2 = 0.

2x-2y+5=0
Es claro que 2r(cos 6 — sen ) + 5 = 0 es una ecuacion polar que representa a la figura geométrica
representada por la ecuacion cartesiana 2x—2y+5 = 0; pero, como veremos mds adelante, también

lo es rcos(6 — %T") - %ﬁ =0.

xy =2
Es claro que r*cosfOsenf — 2 = 0 es una ecuacion polar que representa a la figura geométrica
representada por la ecuacion cartesiana xy = 2; pero también lo es r*> sen(20) — 4 = 0.

QEE <

>» EJempPLO 9.6
Encontremos una ecuacion cartesiana que represente a las figuras geométricas representadas por las
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ecuaciones polares

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

2

rcos§—-2=0, r=9senb, r2:sen(29), r=2cos y r=-———
1-2cos@

rcosd—-2=0
Es claro que x — 2 = 0 es una ecuacion cartesiana que representa a la figura geométrica represen-
tada por la ecuacion polar rcos§ —2 = 0.

r=9send

Una manera usual de resolver este problema consiste en multiplicar por r ambos lados de la igual-
dad, puesto que de esta manera obtenemos r*> = 9rsen 6 que se transforma en x* + y> — 9y = 0;
pero, al proceder de esta manera, sélo debemos cuidar que el polo ya estaba en la figura geométrica
representada por la ecuacion polar r = 9 sen 6.

Es claro, en este caso, que las coordenadas polares principales del polo, (0,0), satisfacen la ecua-
cion r = 9sen 8y, en consecuencia, x> + y*> — 9y = 0 es una ecuacion cartesiana que representa a
la figura geométrica representada por la ecuacion polar r = 9 sen 6.

r? = sen(26)

Es claro que esta ecuacion es equivalente a la ecuacion r* = 2 sen 6 cos 6.

Una manera usual de resolver este problema consiste en multiplicar por r* ambos lados de la
igualdad, puesto que de esta manera obtenemos r* = 2(r sen 6)(r cos 0) que se transforma en (x> +
y?)? = 2uxy; pero, al proceder de esta manera, sélo debemos cuidar que el polo ya estaba en la
figura geométrica representada por la ecuacion polar r* = sen(26).

Es claro, en este caso, que las coordenadas polares principales del polo, (0,0), satisfacen la ecua-
cion r* = sen(26) y, en consecuencia, (x* + y*)*> = 2xy es una ecuacion cartesiana que representa
a la figura geométrica representada por la ecuacion polar r* = sen(26).

r=2cos6
Una manera usual de resolver este problema consiste en multiplicar por r ambos lados de la igual-
dad, puesto que de esta manera obtenemos r> = 2rcos 0 que se transforma en x> + y* — 2x = 0;
pero, al proceder de esta manera, solo debemos cuidar que el polo ya estaba en la figura geométrica
representada por la ecuacion polar r = 2 cos 6.
Es claro, en este caso, que las coordenadas polares del polo (0, %), satisfacen la ecuacion r = 2 cos @
y, en consecuencia, x*+y>—2x = 0 es una ecuacion cartesiana que representa a la figura geométrica
representada por la ecuacion polar r = 2 cos 6.

2

~ 1-2cosh
Una manera usual de resolver este problema consiste en transformarla, con las restricciones del

caso, en la ecuacion equivalente r(1 — 2 cos8) = 2, y luego, con las restricciones de signo en las
abscisas, en las dos ecuaciones + /x> + y> —=2x -2 = 0.

Manipulando algebraicamente esta ecuacion obtenemos que 3x* — y> + 8x + 4 = 0 es una
ecuacion cartesiana que representa a la figura geométrica representada por la ecuacion polar

r

2
r = ————, y que justificaremos formalmente mds adelante.
1—-2cos@ Y que justif f

QEE <

En las siguientes observaciones presentamos, sumariamente, algunos conceptos ya tratados en el

estudio de las coordenadas cartesianas, y que son relevantes en el estudio de las coordenadas polares.

318 ‘ GEOMETRIA ANALITICA PLANA



capituo 9 | Coordenadas polares

OBSERVACION 9.8 (DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN COORDENADAS POLARES)
Consideremos dos puntos P1 y P de coordenadas polares (ry,61) y (r2,6,), respectivamente.

Para calcular la distancia entre los puntos P y Py, podriamos encontrar sus coordenadas cartesianas y
luego aplicar la formula para calcular la distancia entre dos puntos en términos de dichas coordenadas.

Sin embargo, para calcularla en términos de sus coordenadas polares, podemos aplicar la formula

PP = \/}’% + r% —2rirp cos(6, — 6y),

que se puede deducir, salvo casos especiales relativamente sencillos, a partir de una simple aplicacion
del Teorema del coseno (ver la figura 9.7).

_»(r2,602)
ol

Ficura 9.7 Distancia entre dos puntos en coordenadas polares

OBSERVACION 9.9 (CRITERIO DE COLINEALIDAD EN COORDENADAS POLARES)
Consideremos tres puntos distintos P, Py y P3 de coordenadas polares (r1,61), (r2,02) y (r3,63), respec-
tivamente.

Para averiguar si los P, P, y P3 puntos son colineales, encontramos sus coordenadas cartesianas
(rycos @y, r;sen ), (r cos b, ry senby), (r3 cos bz, r3 sen 83), y verificamos si se cumple

ricos@; rysenf; 1
rpcosth rysend, 1|/=0;
r3cosf; rzsenf; 1

lo cual resulta en verificar si se cumple

rirpsen(f, — 0y) + rpry sen(63 — 6,) + r3ry sen(d; — 63) = 0.
OBsERVACION 9.10 (ROTACION EN TORNO AL POLO EN COORDENADAS POLARES)
Consideremos un niimero real 6y. Entenderemos por rotacion (en torno al polo) del sistema de coorde-
nadas polares Op por el dngulo 6y, un nuevo sistema de coordenadas polares Op (ver la figura 9.8) con

las siguientes caracteristicas:

(R1) el polo es el mismo O.

(R2) el eje Op coincide con el rayo que forma con Op un dngulo de medida 6.
Es facil verificar que:

9.3)
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Y, en consecuencia, que

94

r=r

9=9+9()

Llamaremos a estas relaciones, las formulas de rotacion de coordenadas (en torno al polo) por el
dngulo 0y: a las establecidas en (9.3), de Op a Op; y a las establecidas en (9.4), de Op a Op.

\ .
\ .
\(V,H/)/,,f\\

(r,0) x~
Ve \

Ficura 9.8 Rotacion en torno al polo en coordenadas polares

La siguiente observacion nos ayudard a identificar algunas figuras geométricas a partir de sus ecua-

ciones polares.

OBsERVACION 9.11 (TRANSFORMACION DE UNA ECUACION POLAR POR ROTACION)
Consideremos una figura geométrica G representada por una ecuacion polar f(r,6) = 0.

(a)

(b)

(c)

La ecuacion polar f(r,0 — 6y) = 0 representa a la misma figura geométrica G, pero rotada por un
dngulo 6y en torno al polo.

En otras palabras, al sustituir 0 por 6 — 0y en la ecuacion polar f(r,6) = 0, se obtiene una ecuacion
que representa a la misma figura geométrica G, pero rotada por un dngulo 6y en torno al polo.

Si la ecuacion polar f(r,0) = 0 contiene a 6 solo en la forma cos 0 (es decir, como argumento del
coseno), entonces la ecuacion polar que se obtiene al sustituir cos 8 por sen, —cos6f o —sen®b,
. o . n 3
representa a la misma figura geométrica G, pero rotada por un dngulo 5, w o 5 en torno al polo,

respectivamente

(por el hecho de que cos(f — 5) = sen 6, cos(f — ) = —cos 6y cos(d — 37”) = —senb).

Consideremos un niimero racional q.

Si la ecuacion polar f(r,0) = 0 contiene a 0 sélo en la forma cos(q0) (es decir, como argumento

del coseno, pero multiplicado por un niimero racional q), entonces la ecuacion polar que se obtiene

al sustituir cos(q6) por sen(q8), — cos(q) o — sen(qh), representa a la misma figura geométrica G,
3n

. r oz ;
pero rotada por un dngulo 350 ¢ O 3 €ntomo al polo, respectivamente

(pues cos(q(6 - 5.)) = sen(gf), cos(q(6 — 7)) = — cos(qf) y cos(g(6 — 3—’;)) = —sen(g6)).

Fijemos, de ahora en adelante, un sistema de coordenadas polares Op en el plano.
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§9.3 Rectas, circulos y conicas en coordenadas polares

En esta seccidn estudiaremos de nuevo las figuras geométricas que ya hemos estudiado en coorde-
nadas cartesianas, pero en referencia a un sistema de coordenadas polares en el plano.

Rectas

Consideremos una recta / cualquiera.

Si [ corta a la recta p en el punto C, entenderemos por dngulo de inclinacion de la recta [, el
angulo que tiene vértice en C, lado inicial el sentido positivo de C en p, lado final en /, y medida en el
intervalo [0, 7). Llamaremos inclinacion de [ al nimero real « que representa la medida de su dngulo de
inclinacidn; si / es paralela a la recta p, diremos que su inclinacién es 0.

Como toda recta queda determinada por su distancia al polo y la inclinacién de cualquiera de sus
perpendiculares, consideremos la distancia d de la recta [ al polo, y la inclinacién w de cualquier perpen-
dicular a /.

Ficura 9.9 Ecuacién normal de una recta

Consideremos un punto P de coordenadas polares (r, 6) en [. Aplicando la definicién del coseno en
las diferentes configuraciones, tendremos que / se puede representar por la ecuacion polar

d

©-5) "= cos(f — w)

que llamaremos ecuacion normal de la recta [.

OBSERVACION 9.12
(@) Como la inclinacion, a, de la recta l satisface @ = w + 5, tendremos que la ecuacion (9.5) se puede
expresar, en términos de «, mediante r sen(6 — @) = d.

(b) (Rectas que pasan por el polo)
Por la parte anterior, si la recta | pasa por el polo tendremos, por la observacion 9.7 al tomar d = 0,
que | se puede representar por la ecuacion polar sen(6 — a) = 0; pero, como es fdcil comprobar,
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esta ecuacion es equivalente a la ecuacion polar
0= a.

Asi, cada recta que pasa por el polo coincide con el conjunto de los puntos (r,60) para los que 6
es constante e igual a a (conjunto que, si consideramos a (r,6) como coordenadas cartesianas,
corresponde a una recta perpendicular al eje y).

(¢) De acuerdo con la observacion 9.11, las ecuaciones polares

d ~d ~d
y r=

~ sen(d - w)’ "= cos(f — w) sen(d — w)

representan a la misma recta I, pero rotada g mTo 37” respectivamente.

(d) Con w =0, las ecuaciones

d d ~d ~d
y r=

r= s — r=
cos 6 sen 8 cos 6

B send

representan, respectivamente, una recta perpendicular al eje polar, una recta perpendicular a la
recta normal cuyos puntos tienen dngulos polares entre 0 y i, una perpendicular al rayo opuesto al
eje polar, y una recta perpendicular a la recta normal cuyos puntos tienen dngulos polares entre ©t
y 2m.

(e) Note que la ecuacion normal de una recta, asi como sus transformadas de la parte (a), se pueden
expresar en términos de la secante y la cosecante, tal como pueden aparecer en lo que sigue.

OBsERVACION 9.13 (DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA EN COORDENADAS POLARES)

Consideremos una recta | de ecuacion normal r = y un punto Py de coordenadas polares (ry, 61).

_d
cos(f-w)’

(r1,600)r
/

Ficura 9.10 Distancia de un punto a una recta

Para calcular la distancia del punto P a la recta l, podriamos encontrar la ecuacion cartesiana de 'y
las coordenadas cartesianas de Py, y luego aplicar la férmula para calcular la distancia en términos de
dichas coordenadas.
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Sin embargo, para calcularla en términos de sus coordenadas polares, podemos aplicar la formula

d(Pl, l) = |d —n COS(91 — a))I

que resulta, salvo casos especiales relativamente sencillos (ver la figura 9.10), de una simple aplicacion
de la definicion del coseno.
Circulos

Consideremos un circulo C con centro en el punto K de coordenadas polares (ry, 6p), y de radio a.

Por una simple aplicacién del Teorema del coseno en las diferentes configuraciones, salvo casos
especiales relativamente sencillos (ver la figura 9.11), se tiene que C se puede representar por la ecuacion
polar

(9.6) P - 2rrgcos(6 — 8p) + r(z) =d’.

(r,6)

|

07
///\ - - (ro, Bo)

—_

7 -

O p

Ficura 9.11 Circulo con centro (ry, 6y) y radio a

En particular, si el centro es el polo tendremos, al tomar rg = 0, que C se puede representar por la
ecuacién polar 2 — a*> = 0; pero, como es ficil comprobar, esta ecuacién es equivalente a la ecuacién
polar

9.7) r=a.

Asi, cada circulo con centro en el polo coincide con el conjunto de los puntos (7, §) para los que r es
constante e igual a a (conjunto que, si consideramos a (r, #) como coordenadas cartesianas, corresponde
a una recta perpendicular al eje x).

También en particular, si pasa por el polo tendremos, al tener que ry = a, que C se puede representar
por la ecuacién polar

9.8) r =2acos(d — 6).
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OBsERVACION 9.14
(@) De acuerdo con la observacion 9.11, las ecuaciones polares

r=2asen(d —60y), r=-2acos(@—6y) y r=-2asen(d— 06y

representan al mismo circulo C, pero rotado 3, t 0 %” respectivamente.

(b) Con 6y =0, las ecuaciones
r=2acosf, r=2asen, r=-2acosf y r=-2asenf

representan, respectivamente, un circulo con centro sobre el eje polar, sobre la recta normal cuyos
puntos tienen dngulos polares entre 0 y 1, sobre el rayo opuesto al eje polar, y sobre la recta normal
cuyos puntos tienen dngulos polares entre 'y 2.

OBsERVACION 9.15 (CRITERIO PARA DETERMINAR S| SON CONCICLICOS EN COORDENADAS POLARES)
Consideremos cuatro puntos P1, Py, Py y P4 de coordenadas polares (r1,01), (r2,602), (r3,603) y (r4,64),
respectivamente.

Para averiguar si los puntos Py, Py, P3y P4 son conciclicos, encontramos sus coordenadas cartesianas
(r1cos By, rsenby), (rpcos by, rysenbh), (r3cosbs, r3sends) y (r4cos by, rqsenby), y luego verificamos
si se cumple

rl2 rpcosfd; rysen6; 1

r% rpcosf rysenth 1|
rZor 0 03 1| 0.
3 3COS03 13 senos

ri rqacosby rqsenfy 1

En virtud de la observacién 9.15 tendremos que el circulo que pasa por el polo, corta al eje polar en
(0,0) y alarecta normal en (o, 5), se puede representar por la ecuacién polar

9.9) r=pcosf+osend (po #0).

Conicas

En virtud de la definicién de una cénica y, salvo casos especiales relativamente sencillos, gracias a
la definicién del coseno (ver la figura 9.12), es fécil verificar que una cénica G de excentricidad e, foco

. . . _ d ‘2
en el polo, y directriz de ecuacién normal r = o= S€ puede representar por la ecuacién polar

ed

9.10 =
( ) d 1+ ecos(f0 —w)

OBSERVACION 9.16
(@) De acuerdo con la observacion 9.11, las ecuaciones polares

ed ed ed
r= , r= y r=
1+ esen(6 — w) 1 —ecos(6 — w)

1 -esen(d — w)

representan a la misma conica G, pero rotada g mTo 37” respectivamente.
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Ficura 9.12 Conicas

(b) Con w =0, las ecuaciones

B ed 3 ed 3 ed ed
T T ¥ecos® | 1+4esend® | 1-—ecosf °

"= 1—esenf

representan, respectivamente, una conica con directriz perpendicular al eje polar, perpendicular a
la recta normal cuyos puntos tienen dngulos polares entre 0 y , perpendicular al rayo opuesto al
eje polar, y perpendicular a la recta normal cuyos puntos tienen dngulos polares entre 'y 2.

§9.4 Representacion grafica de una ecuacion polar

Asi como hasta ahora hemos tratado con la representacion gréfica de una figura geométrica, a partir
de una ecuacion cartesiana que la represente, s6lo en referencia al sistema de coordenadas rectangulares
que dio origen a dicha ecuacién, del mismo modo estamos interesados ahora en la representacion grafica
de una figura geométrica, a partir de una ecuacién polar que la represente, sélo en referencia al sistema
de coordenadas polares que dio origen a dicha ecuacién¢!!"’,

No ofreceremos ningiin método cuya aplicacidn permita realizar el trazado de una figura geométrica
a partir de una ecuacién polar que la represente; somos del parecer de que la habilidad para realizar
esa tarea requiere, aparte de la indispensable familiaridad con las funciones trigonométricas, de mucha
experiencia y observacion.

Sélo ofreceremos, en esta oportunidad, el siguiente procedimiento como apoyo para realizar el
trazado de una figura geométrica G de ecuacién polar f(r, 8) = 0, y s6lo lo aplicaremos a algunas familias
de ecuaciones consideradas tipicas o estdndar, que proveerdn al lector de la experiencia necesaria para
lidiar con otras ecuaciones; lejos estamos de pretender que este procedimiento resulte suficiente en todos
los casos.
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)

(2

©)

4

®)

(6)

™

@

©)

Determinar si el polo estd en G.
Planteamos la ecuacién f(0, 8) = O (es decir, la ecuacién que resulta al sustituir » por 0): el polo
estara en G, si dicha ecuacion tiene al menos una solucion en 6.

Determinar las intersecciones de G con la recta p.

Planteamos la ecuacién f(r,nm) = 0 con n € Z (es decir, la ecuacién que resulta al sustituir 6
por nm): G cortard a la recta p en todos los puntos (ry, kxr) distintos que son solucién de dicha
ecuacion.

Determinar las intersecciones de G con la recta n.
Planteamos la ecuacién f(r, (2””)”) = 0 con n € Z (es decir, la ecuacién que resulta al sustituir
6 por (2"+1)") G cortard a la recta n en todos los puntos (%, w

dicha ecuacion.

) distintos que son solucién de

Determinar si G es simétrica respecto a la recta p.

Planteamos la ecuacién f(r, —0) = 0, o la ecuacién f(—r,m —6) = 0: G serd simétrica respecto a la
recta p, si alguna de estas ecuaciones es equivalente a la ecuacién f(r, 6) =

Saber que G es simétrica con respecto a la recta p nos permite restringir los valores de 8 a los
que estan entre 0 y 7, pues el trazado para los valores entre 7 y 27 estard formado por los puntos
simétricos respecto a la recta p de los puntos del trazado entre O y 7.

Determinar si G es simétrica respecto a la recta n.

Planteamos la ecuacion f(r, 7 —6) = 0, o la ecuacién f(—r, —6) = 0: G serd simétrica respecto a la
recta n, si alguna de estas ecuaciones es equivalente a la ecuacioén f(r, 0) =

Saber que G es simétrica con respecto a la recta n nos permite restringir los valores de 6 a los que
estdn entre —7 y 7, pues el trazado para los valores entre 5 y estara formado por los puntos
simétricos respecto a larecta n de los puntos del trazado entre -7 y 7.

Determinar si G es simétrica respecto al polo.

Planteamos la ecuacién f(—r,8) = 0, o la ecuacién f(r,m + 6) = 0: G serd simétrica respecto al
polo, si alguna de estas ecuaciones es equivalente a la ecuacién f(r,6) = 0

Saber que Q es simétrica con respecto al polo nos permite restringir los valores de 6 a los que
estdn entre -7 y 4 , pues el trazado para los valores entre 3” y 7T In estara formado por los puntos

simétricos respecto al polo de los puntos del trazado entre _Z y %”

Determinar los valores admisibles de 6.
Encontramos el conjunto de los valores de 6 para los cuales r es un nimero real.

Hacer una tabla asignando valores arbitrarios a 6, pero consonos con la informacion previamente
obtenida, y calculando los respectivos valores de r.

Trazar una curva suave‘'?) por los puntos encontrados.

En la siguiente observacion presentamos algunos resultados que simplifican la labor en el trazado

de una figura geométrica.

OBSERVACION 9.17

(a)

Note que en el andlisis de los puntos de interseccion de G con la recta p y con la recta n, puede
suceder que G las corte a ambas en el polo, y éste no aparezca como solucion de las ecuacio-
nes correspondientes, pues los criterios (2) y (3) propuestos son condiciones suficientes, pero no
necesarias.

Ahora bien, si el polo estd en G, éste seria uno de los puntos de corte de G con dichas rectas.
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(b) Note que si f(r,0) = 0 contiene a 0 solamente en la forma cos(a) (a niimero real), G es simétrica
respecto a la recta p
(como cos(—af) = cos(ab), la ecuacion f(r,—0) = 0 es equivalente a la ecuacion original).

(c) Note que si f(r,8) = 0 contiene a r solamente en potencias pares, G es simétrica respecto al polo
(como (—r)* = r?* (k entero), la ecuacion f(=r,0) =0 es equivalente a la ecuacion original).

(d) Note que la multiplicidad de coordenadas polares de un mismo punto puede ocasionar que G tenga
simetrias no discriminables por medio de los criterios (4), (5) y (6), pues éstos son condiciones
suficientes para la simetria correspondiente, pero no necesarias; por la misma razon anterior, los
intervalos a los que se podrian restringir los valores de 6, como consecuencia de las simetrias,
pueden contener mds valores que los estrictamente necesarios para completar el trazado de G.

(e) Note que si G tiene dos de las tres simetrias estudiadas, también tiene la tercera; en consecuencia,
si no tiene una de esas tres simetrias, deja de tener alguna de las otras dos.

() Si obtenemos algiin punto de corte de G con la recta m, cuyo simétrico respecto al polo no es punto
de corte de G con n, podemos asegurar que G no es simétrica respecto a la recta p.

(9) Siobtenemos algiin punto de corte de G con la recta p, cuyo simétrico respecto al polo no es punto
de corte de G con p, podemos asegurar que G no es simétrica respecto a la recta n.

A continuacién ofrecemos algunos ejemplos en los que aplicaremos el procedimiento descrito, y
que proveerdn de alguna experiencia al lector en la tarea de trazar una figura geométrica representada por
una ecuacién polar.

>» EJempLo 9.7
Tracemos la figura geométrica G representada por la ecuacion polar r* = 3 cos(26).

Consideremos la relacion polar f(r,6) = r2 — 3 cos(20).

Planteemos la ecuacion f(0,6) = 0, es decir, 3 cos(20) = 0. Esta ecuacion tiene infinitas soluciones,
a saber: 20 = g + krt o, lo que es lo mismo, 6 = Z{ + k% con k € Z. En consecuencia, tomando una
cualquiera de esas infinitas soluciones, digamos 6 = 7, concluimos que G contiene al polo.

Planteemos la ecuacion f(r,nm) = 0, es decir, r* = 3 cos(2nn) (n € Z,). Cualquiera sea el niimero entero
n, la ecuacion correspondiente tiene dos soluciones, a saber: r = — V3 yr= V3. En consecuencia, G

corta a la recta p en los puntos ( V3, 0)y( V3, ).

Planteemos la ecuacion f(r, (2"#) = 0, es decir, r* = 3cos((2n + Dn) (n € Z). Cualquiera sea el

niimero entero n, esta ecuacion no tiene solucion. Sin embargo, por la observacion 9.17.(a), G corta
solo en el polo a la recta n.

Por la observacion 9.17.(b), G es simétrica respecto a la recta p. Asi, podriamos restringir los valores
de 6 a los que estdn entre O y .

Por la observacion 9.17.(c), G es simétrica respecto al polo. Asi, podriamos restringir los valores de 0 a
los que estdn entre =% y %Tﬂ'

Por la observacion 9.17.(e), G es también simétrica respecto a la recta n. Asi, podriamos restringir los
valores de 0 a los que estdn entre =7y 7.

Dadas las simetrias de G, podriamos restringir los valores de 6 a los que estdn entre 0y 3.

Ahora, para que r sea un niimero real debe cumplirse cos(26) > 0 y, en consecuencia, construiremos una
tabla asigndndole valores a 0 entre 0y §, conr > 0 (ver la figura 9.13). QEE <
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0 0 Z I s n Sn i In 2n Py
36 18 12 9 36 6 36 9 4
ri|l~173 | ~171 | 167 | ~161 | ~151 | ~138 | ~122 | ~101 | ~0.72 |0
iy
3
JT
Ly
3
s
6 n
3
T
9
12
T
18 5
36
0

Ficura 9.13 Tabla y representacion gréfica correspondiente al ejemplo 9.7

En general, y tomando en cuenta la observacién 9.11, las figuras geométricas representadas
por una ecuacion polar de la forma

2

?=+acos20) o  r*==zxasen20)  (a>0),

son llamadas lemniscatas'>.

>» EuempLo 9.8
Tracemos la figura geométrica G representada por la ecuacion polar r = 3 + 2 cos 6.

Consideremos la relacion polar f(r,0) = r —3 —2cos 6.

Planteemos la ecuacion f(0,0) = 0, es decir, 3 + 2cos8 = 0. Esta ecuacion no tiene soluciones, pues
—1 < cos@ < 1. En consecuencia, G no contiene al polo.

Planteemos la ecuacion f(r,nm) = 0, es decir, r = 3+ 2 cos(nr) (n € Z.). Para cada niimero entero n par,
la ecuacion correspondiente tiene como solucion r = 5, y para cada niimero entero n impar, la ecuacion
correspondiente tiene como solucion r = 1. Asi, G corta a la recta p en los puntos (5,0) y (1, x).

Planteemos la ecuacion f(r, (2"#1) =0, esdecir,r =3+ 2005((2”#) (n € Z). Cualquiera sea el

niimero entero n, esta ecuacion tiene como solucion r = 3. En consecuencia, G corta a la recta n en los
T 3n
puntos (3’ _) y (37 _)

Por la observacion 9.17.(b), G es simétrica respecto a la recta p. Asi, podriamos restringir los valores
de 6 a los que estdn entre 0 y .

Por la observacion 9.17.(g), y el hecho de que G corta a la recta p en el punto (5,0), y no la corta en su
simétrico (5, ) respecto al polo, podemos asegurar que G no es simétrica respecto a la recta n; ademds,
por la observacion 9.17.(e), podemos asegurar que G no es simétrica respecto al polo.

Ahora, como r es un niimero real para cualquier valor de 0, construiremos una tabla asigndndole valores
aBentre Oy m, conr >0 (verla figura 9.14). QEE <
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2 5
010 & |53]2|3F| % |7
r{|5| =473 14 |3] 2 | =1206]|1
T

2 2 T

3 3
Sn n
6 6

n 0

Ficura 9.14 Tabla y representacion grafica correspondiente al ejemplo 9.8

>» EJempLo 9.9
Tracemos la figura geométrica G representada por la ecuacion polar r = 3 + 3 cos 6.

Consideremos la relacion polar f(r,60) = r —3 — 3 cos 6.

Planteemos la ecuacion f(0,60) = 0, es decir, 3 + 3 cos 8 = 0. Esta ecuacion tiene infinitas soluciones, a
saber: 0 = (2k + 1) con k € Z.. En consecuencia, tomando una cualquiera de esas infinitas soluciones,
digamos 0 = n, concluimos que G contiene al polo.

Planteemos la ecuacion f(r,nm) = 0, es decir, r = 3 + 3 cos(nn) (n € Z,). Para cada niimero entero n par,
la ecuacion correspondiente tiene como solucion r = 6, y para cada niimero entero n impar, la ecuacion
correspondiente tiene como solucion r = 0. En consecuencia, G corta a la recta p en los puntos (6,0) y
(0, ) (que es el polo).

Planteemos la ecuacion f(r, W) =0, esdecir,r =3+ 3cos(@) (n € Z). Cualquiera sea el
niimero entero n, la ecuacion correspondiente tiene como solucion r = 3. En consecuencia, G corta a la
recta n en los puntos (3, %) y (3, 37 ademds, por la observacion 9.17.(a), G corta en el polo a la recta
n

Por la observacion 9.17.(b), G es simétrica respecto a la recta p. Asi, podriamos restringir los valores
de 6 a los que estdn entre O y .

Por la observacion 9.17.(g), y el hecho de que G corta a la recta p en el punto (6,0), y no la corta en su
simétrico (6, 1) respecto al polo, podemos asegurar que G no es simétrica respecto a la recta n; ademds,
por la observacion 9.17.(e), podemos asegurar que G no es simétrica respecto al polo.

Ahora, como r es un niimero real para cualquier valor de 0, construiremos una tabla asigndndole valores
aBentre Oy m, conr >0 (verla figura 9.15). QEE <
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Ficura 9.15 Tabla y representacion grafica correspondiente al ejemplo 9.9

>» EJempLo 9.10
Tracemos la figura geométrica G representada por la ecuacion polar r = 2 — 4 cos 6.

Consideremos la relacion polar f(r,0) = r — 2 + 4 cos 6.

Planteemos la ecuacion f(0,6) = 0, es decir, 2 — 4 cos 8 = 0. Esta ecuacion tiene infinitas soluciones,
a saber: 8 = § +2kmro 0 = %’r + 2kn, con k € Z. En consecuencia, tomando una cualquiera de esas
infinitas soluciones, digamos 6 = %, concluimos que G contiene al polo.

Planteemos la ecuacion f(r,nr) = 0, es decir, r = 2 — 4 cos(nn) (n € Z.). Para cada niimero entero n
par, la ecuacion correspondiente tiene como solucion r = —2, y para cada niimero entero n impar, la
ecuacion correspondiente tiene como solucion r = 6. En consecuencia, G corta a la recta p en los puntos
2,7m)y (6,n).

Planteemos la ecuacion f(r, @r) =0, esdecir, r = 2 — 4003(@) (n € Z). Cualquiera sea el
niimero entero n, la ecuacion correspondiente tiene como solucion r = 2. Asi, G corta a la recta n en los
puntos (2,%)y (2, 32 ademds, por la observacion 9.17.(a), G corta en el polo a la recta n.

Por la observacion 9.17.(b), G es simétrica respecto a la recta p. Asi, podriamos restringir los valores
de 0 a los que estdn entre 0 y .

Por la observacion 9.17.(g), y el hecho de que G corta a la recta p en el punto (6, 1), y no la corta en su
simétrico (6, 0) respecto al polo, podemos asegurar que G no es simétrica respecto a la recta n; ademds,
por la observacion 9.17.(e), podemos asegurar que G no es simétrica respecto al polo.

Ahora, como r es un niimero real para cualquier valor de 0, construiremos una tabla asigndndole valores
a O entre 0y m (ver la figura 9.16). QEE <
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5 2 5
6 0 6 i 500% |25 %7
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3

Ficura 9.16 Tabla y representacién gréafica correspondiente al ejemplo 9.10

En general, y tomando en cuenta la observacién 9.11, las figuras geométricas representadas
por una ecuacion polar de la forma

r=azxbcosf 0 r=axbsenf (a>0yb>0),

son llamadas caracoles!*: si a > b, tenemos un caracol (si a < 2b, con hendidura; y si
a > 2b, convexo); si a = b, una cardioide; y si a < b, una trisectrix o caracol con un lazo.

>» EJemprLo 9.11
Tracemos la figura geométrica G representada por la ecuacion polar r = 5 cos(36).

Consideremos la relacion polar f(r,6) = r — 5 cos(36).

Planteemos la ecuacion f(0,60) = 0, es decir, 5cos(30) = 0. Esta ecuacion tiene infinitas soluciones, a
saber: 6 = ¢ + k% con k € Z. En consecuencia, tomando una cualquiera de esas infinitas soluciones,
digamos 6 = %, concluimos que G contiene al polo.

Planteemos la ecuacion f(r,nn) = 0, es decir, r = 5cos(3nn) (n € Z.). Para cada niimero entero n par,
la ecuacion correspondiente tiene como solucion r = 5, y para cada niimero entero n impar, la ecuacion

correspondiente tiene como solucion r = —=5. En consecuencia, G corta a la recta p soélo en el punto
(5,0) (pues (=5, ) representa el mismo punto).
Planteemos la ecuacion f(r, %) =0, es decir, r = 5cos(3 %) (n € Z.). Cualquiera sea el niimero

entero n, la ecuacion correspondiente tiene como solucion r = 0. En consecuencia, G corta solo en el
polo a la recta n.
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Por la observacion 9.17.(b), G es simétrica respecto a la recta p. Asi, podriamos restringir los valores
de 6 a los que estdn entre O y .

Por la observacion 9.17.(g), y el hecho de que G corta a la recta p en el punto (5,0), y no la corta en su
simétrico (5, ) respecto al polo, podemos asegurar que G no es simétrica respecto a la recta n; ademds,
por la observacion 9.17.(e), G no es simétrica respecto al polo.

Ahora, como r es un niimero real para cualquier valor de 0, construiremos una tabla asigndndole valores
a6 entre Oy m (ver la figura 9.17).

5 7 2 3 5 11
ollo] & 2] 5 [35] % [s] % [%] % [=2] % [~
ryf5|=353|0|~-353|-5|~-353|0|~353|5 |=353| 0 |=~-353]|-5
Iz L 5r
o 12 2 2
3 3
3 T
4 4
R4 T
6 6
1z \ i
12 12
Sl
Ficura 9.17 Tabla y representacion grafica correspondiente al ejemplo 9.11
Ahora es evidente que hubiera bastado asignar valores a 6 entre 0y 3. QEE <

>» EJempLo 9.12
Tracemos la figura geométrica G representada por la ecuacion polar r = 5 cos(20).

Consideremos la relacion polar f(r,0) = r — 5 cos(26).

Planteemos la ecuacion f(0,0) = 0, es decir, 5cos(20) = 0. Esta ecuacion tiene infinitas soluciones, a
saber: 8 = % + k% con k € Z. En consecuencia, tomando una cualquiera de esas infinitas soluciones,
digamos 0 = 7, concluimos que G contiene al polo.

Planteemos la ecuacion f(r,nm) = 0, es decir, r = 5 cos(2nn) (n € Z.). Cualquiera sea el niimero entero
n, la ecuacion correspondiente tiene como solucion r = 5. En consecuencia, G corta a la recta p en los
puntos (5,0) y (5, m).
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Planteemos la ecuacion f(r, 0, es decir, r = 5 cos((2n+ 1)r) (n € Z.). Cualquiera sea el niimero
entero n, la ecuacion correspondiente tiene como solucion r = —5. En consecuencia, G corta a la recta

n en los puntos (5,%) y (5, 3,

(2n-;1)7r) —

Por la observacion 9.17.(b), G es simétrica respecto a la recta p. Asi, podriamos restringir los valores
de 0 a los que estdn entre 0 y .

Planteemos la ecuacion f(r,m — 0) = 0, es decir, r = 5cos(2n — 26). Como cos(2n — 26) = cos(26),
tenemos que esta ecuacion es equivalente a la original. En consecuencia, G es simétrica respecto a la
recta n. Asi, podriamos restringir los valores de 6 a los que estdn entre =7y 3.

Por la observacion 9.17.(e), G es también simétrica respecto al polo. Asi, podriamos restringir los valo-
res de 6 a los que estdn entre =75 y %’r.

Dadas las simetrias de G, podriamos restringir los valores de 0 a los que estdn entre 0y 7.

Ahora, como r es un niimero real para cualquier valor de 6, construiremos una tabla asigndndole valores

a@entre 0y 5 (verla figura 9.18). QEE <
5 7
010 2% | 1 8 | 5 | % |i| m
ri|5| =48 | ~43 | =35 |25 |~13]0|=-1.3

3n 51 Uz | z
8 12 24 2

x L sy
2

Ficura 9.18 Tabla y representacion grafica correspondiente al ejemplo 9.12
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En general, y tomando en cuenta la observacién 9.11, las figuras geométricas representadas
por una ecuacién polar de la forma

r = +acos(k6) o r = +asen(kf) (a>0yk>1€eN),

son llamadas rosas; si k es impar, tiene k pétalos; si k es par, tiene 2k pétalos.

>» EJempLo 9.13
Tracemos la figura geométrica G representada por la ecuacion polar r = eToox,

Consideremos la relacion polar f(r,0) = r — eToox,

Planteemos la ecuacion f(0,60) = 0, es decir, e100= = 0. Esta ecuacion no tiene soluciones, pues e # 0.
En consecuencia, G no contiene al polo.

., . n_ . .
Planteemos la ecuacion f(r,nm) = 0, es decir, r = e (n € Z.). Cualquiera sea el niimero entero n, la
., . . .. o .
ecuacion correspondiente tiene como solucion r = e10. En consecuencia, G corta a la recta p en los
& ke .
puntos (e10,0) para k entero par, y (e10, ) para k entero impar.

Planteemos la ecuacion f(r, 0, es decir, r = e20 (n € Z). Cualquiera sea el niimero entero n,

Qn+Dry _

=)=
.. . . .. 2n+1 .

la ecuacion correspondiente tiene como solucion r = e20 . En consecuencia, G corta a la recta n en los

2+l 2t .
puntos (e 20, 7) para k entero par, y (e 20, 32—”) para k entero impar.

., 1

Por la observacion 9.17.(f), y el hecho de que G corta a la recta n en el punto (e™, 3), y no la corta en
o L L

su simétrico (e™ , 3X) respecto al polo, G no es simétrica respecto a la recta p.

Por la observacion 9.17.(g), y el hecho de que G corta a la recta p en el punto (1,0), y no la corta en su
simétrico (1,m) respecto al polo, G no es simétrica respecto a la recta n.

Cualquiera de los dos argumentos anteriores permite asegurar que G no es simétrica respecto al polo.

Ahora, como r es un niimero real para cualquier valor de 6, construiremos una tabla asigndndole valores
a 0 entre —nt y 2n. (ver la figura 9.19). QEE <

La figura geométrica que acabamos de trazar es un caso particular de las representadas por una
ecuacion polar de la forma

r = ae” (a#0yb+0), (espiral exponencial o logaritmica).

Otras espirales que aparecen frecuentemente son las siguientes.

r=ab (a #0) (espiral arquimediana)
r*=a’0 (a#0) (espiral parabélica)

r= g (a #0) (espiral hiperbdlica).
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o = [ =[x [0 5[5 ]%
rf~04|=~05|=06|=08|1|~13|~1.6]|=~2.1
5 3 7
6 T Tﬂ 7” Tﬂ 21
ril =27 |=~35|=45| =58 |74
T
2
3n n
4 4
n 0
Sn In
4 7
3
2

Ficura 9.19 Tabla y representacion grafica correspondiente al ejemplo 9.13

§9.5 Incidencia en coordenadas polares

Describiendo las figuras geométricas por sus ecuaciones cartesianas, el estudio de la incidencia en-
tre las figuras geométricas G| y G» de ecuaciones cartesianas fi(x,y) = 0y fo(x,y) = 0, respectivamente
(entendiendo por incidencia la consideracion de los siguientes dos asuntos: si se intersectan o no dos
figuras geométricas; y, en caso de que lo hagan, cudl es su interseccion), equivale a la consideracién de
la existencia de pares ordenados (x, y) de niimeros reales que satisfagan, simultdneamente, las siguientes
dos condiciones

filky) =0y folx,y) =0

0, lo que es lo mismo, a la consideracién de la existencia de soluciones del sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas

filx,y) =0

flx,y) =0
(entendiendo por solucién de este sistema, un par (x, y) para el que las igualdades que lo conforman son
satisfechas).

Hacemos mencion expresa de dos situaciones que se presentan en el estudio de las ecuaciones

polares, y que no se presentan en el de las ecuaciones cartesianas.
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In Sz
12 12

Lnx z

12 12

13n 237

12 12
177 197

1 1

Ficura 9.20 Puntos de corte entre una rosa y un circulo

Consideremos las figuras geométricas G y G, representadas, respectivamente, por las ecuaciones
r = 4 sen(26) (una rosa de cuatro pétalos) y » = 2 (un circulo de centro en el polo y radio 2), y el sistema
de ecuaciones polares

©.11) { r = 4 sen(20)

r=2

Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacién en el lado izquierdo de la primera, obtenemos la
ecuacion 2 = 4 sen(26) o, equivalentemente, sen(26) = %, es decir, 0 = 1—”2 +krof= ?—’zr +kr (k € Z). Asi,
de acuerdo con el sistema (9.11), G| y G» se intersectarian s6lo en cuatro puntos distintos de coordenadas
polares: (2, ), (2,32), (2, %) y 2, 1),

Sin embargo, tal como puede observarse en la figura 9.20, son ocho los puntos de corte entre G| y
G»: (cOmo obtenemos los otros cuatro puntos que no son solucién del sistema planteado? Tenemos, de
hecho, que G, puede representarse también por la ecuacién » = —2. Planteando el sistema

9.12)

r = 4sen(26)
r=-2

y haciendo la misma sustitucién anterior, obtenemos que 8 = % +krof= %r + kr (k € Z); con lo que,

de acuerdo con el sistema (9.12), G| y G» se intersectarian s6lo en cuatro puntos distintos de coordenadas
polares: (2, ), 2, 1), (2. ) y 2, &5).

Sélo considerando el conjunto de todas las soluciones de los sistemas (9.11) y (9.12), obtenemos
realmente todos los puntos de corte entre G| y G».
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IS

Ficura 9.21 Puntos de corte entre dos circulos que pasan por el polo

Por otro lado, consideremos las figuras geométricas G| y G» representadas, respectivamente, por las
ecuaciones r = cos 8 (un circulo que pasa por el polo y tiene el centro sobre el eje polar) y » = sené (un
circulo que pasa por el polo y tiene el centro sobre la recta n), y el sistema de ecuaciones polares

r =cosf
©.13) { r=sené

Al sustituir el lado derecho de la segunda ecuacién en el lado izquierdo de la primera, obtenemos la
ecuacion senf = cos 6, es decir, § = 7 + kn (k € Z). Asi, de acuerdo con el sistema (9.13), G1 y G» se

2 m)

Sin embargo, tal como puede observarse en la figura 9.21, son dos los puntos de corte entre G y
G»: c6mo obtenemos el otro punto que no es solucién del sistema (9.13)?

intersectarian s6lo en el punto (

Intentando aplicar el mismo procedimiento del caso que acabamos de estudiar, no obtenemos nuevos
puntos de corte entre G| y G», pues no tenemos ecuaciones que representen a esas figuras geométricas
distintas de las ya ofrecidas.

Ahora, como al calcular » = 0 en cada una de las ecuaciones del sistema (9.13) se tiene como
solucién § = kx 'y 6 = k5 (k € Z), respectivamente, tenemos que el polo estd en G1 y en G> y, en
consecuencia, estd en su interseccion.

Por esta razén debemos replantear la nocion de incidencia entre dos figuras geométricas en coor-
denadas polares. Ofreceremos, en esta oportunidad, el siguiente procedimiento general para encontrar
todos los puntos de interseccidn entre dos figuras geométricas G| y G» representadas por las ecuaciones
polares fi(r,0) = 0y fo(r, ) = 0, respectivamente.

(1) Determinar si el polo estd en G| y G».
Planteamos las ecuaciones f1(0,0) = 0y f>(0, 8) = 0: el polo estard en la interseccién de G| y G2,
si cada una de esas ecuaciones tiene al menos una solucion en 6 (no necesariamente la misma).

(2) Determinar las intersecciones ordinarias de G| y G».
fi(r,0) =0

f(r,0)=0
(r, By) distintos que son solucién de dicho sistema.

Planteamos el sistema de ecuaciones { : G1 y G» se intersectardn en todos los puntos
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(3) Determinar las intersecciones extraordinarias de G| y G.
Sélo si se tiene la sospecha de que ain quedan algunos puntos de interseccidon por determinar (por
haber observado las representaciones grificas de G| y G», por ejemplo), planteamos el sistema de
fi(r,0) =0
fi(r,0) =0

ecuaciones que se obtiene al reemplazar alguna de las dos ecuaciones del sistema {

por una ecuacion equivalente, y procedemos como en el paso anterior.

Los elementos del conjunto formado por las soluciones obtenidas en los pasos (1), (2) y (3) del
procedimiento descrito seran todos los puntos de corte entre las figuras geométricas G| y G».

A continuacién ofrecemos algunos ejemplos en los que aplicaremos el procedimiento descrito, y
que proveerdn de alguna experiencia al lector en la tarea de encontrar los puntos de corte entre dos
figuras geométricas representadas por sendas ecuaciones polares.

>» EuempLo 9.14
Calculemos los puntos de corte entre las figuras geométricas representadas por las ecuaciones polares
_ 9 _

r=2cos(3)yr=1

Como r # 0 para todos los pares que satisfacen la segunda ecuacion, tendremos que el polo no estd
en la figura geométrica representada por dicha ecuacion y, en consecuencia, las figuras geométricas en
cuestion no se cortan en el polo.

r=2 cos(g)

| , es decir, la ecuacion 2COS(%) = 1 o, equivalen-
r =

Planteemos el sistema de ecuaciones {

temente, cos(g) = % Esta ecuacion tiene infinitas soluciones, a saber: 6 = 27” +4kmro 0 = 4?” + 4k,
(keZ).

Asi, las intersecciones ordinarias de las figuras geométricas que estamos estudiando son (1, %) y (1, 4?”).

Pero, al observar la representacion grdfica de esas figuras geométricas en la figura 9.22, tenemos que
ellas se cortan en cuatro puntos.

. . = 2cos(¢ . ..
Planteemos entonces el sistema de ecuaciones { | (2) , es decir, la ecuacion 2cos(g) = -1
r=-—
o0, equivalentemente, Cos(g) = —%. Esta ecuacion tiene infinitas soluciones, a saber: 6 = 2{ + 4k o

4
0 =3 +4dkn, (k€ Z).
Asi, las intersecciones extraordinarias de las figuras geométricas que estamos estudiando son (-1, Z) y
(-1,%) 0, lo que es lo mismo, (1,%) y (1, 37y
(dicho sea de paso, estos iltimos dos puntos se obtienen también como soluciones del sistema
6
r=2sen(s .. ..
{ r=1 ) , al sustituir la ecuacion r = 2cos(g) por —r = ZCOS(@)).

Por tanto, los puntos corte buscados son (1, %), (1, 2—”), (1, 4—’r) y(, 5—”).

QEE <
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2 z
3 3
4n Sz
3 3

Ficura 9.22 Representacion grafica correspondiente al ejemplo 9.14

>» EJempLo 9.15
Calculemos los puntos de corte entre la espiral arquimedianar = 0y la recta 6 = 7.

Consideremos las relaciones polares fi(r,0) =r—0y fo(r,0) = 0 - 7.

Como f1(0,6) = 0 tiene como solucion 6 = 0, y f2(0,6) = 0 tiene infinitas soluciones, en particular
0 = %, tenemos que las figuras geométricas en cuestion se cortan en el polo.

. r=40 . L . L
Como el sistema { - equivalear = %, la tinica interseccion ordinaria es (%, %).

9=Z

La representacion grdfica de dichas figuras (figura 9.23) muestra que se cortan en infinitos puntos.

. . r=20 r=20 )
Como todas las soluciones de los sistemas . » (n€Z)seobtienen
0+ 2nm =% 0+ Q2n+ D=7
. . r=40 P .
como soluciones del sistema { 0_kp== (k € Z.), resolvamos entonces este iiltimo sistema de ecua-
- -7

ciones polares, es decir, la ecuacion r = 5 + kn. Asi, las intersecciones extraordinarias de las figuras
geométricas que estamos estudiando son los infinitos puntos (3 + kr, 5 + kr) (k € Z.).

Ademds, en la figura 9.23 (la linea pespuntada corresponde a los valores negativos de 0), observamos
que (0,0) y (5 + kn, ;. + kn) (k € Z) son todos los puntos de corte buscados. QEE <

Ficura 9.23 Representacion grafica correspondiente al ejemplo 9.15
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Problemas

9.1 Encuentre las coordenadas polares principales de los puntos que tienen las siguientes coordenadas
polares, y represéntelos graficamente.
@ G.§ (@ (V5,0) m 22
(b) (0.%) (h) (V3,3 (m) (V2, V2)
© @F M) (=v2,0 m (1.3
(d (-3,% (i) (r,7) (R) (2,3m)
@ (=2,-3) K (55 (0 2,75
® 25 ® (3.-3)

9.2 Si un cuadrado de lado 2a tiene su centro en el polo y dos de sus lados son paralelos al eje polar,

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

340

encuentre el par de coordenadas polares principales de cada uno de sus cuatro vértices.

Si dos de los vértices de un tridangulo equilatero son (0, ) y (1, 7r), encuentre el par de coordenadas
polares principales del tercer vértice.

Un hexagono regular tiene su centro en el polo y dos lados paralelos al eje polar. Si la longitud de
un lado es igual a dos unidades, encuentre el par de coordenadas polares principales de cada uno
de sus seis vértices.

Para cada uno de los puntos del ejercicio 9.1, encuentre:

(a) otros cuatro pares de coordenadas polares, dos con radio positivo y dos con radio negativo.

(b) sus coordenadas cartesianas.

Encuentre las coordenadas polares principales de los puntos que tienen las siguientes coordenadas
cartesianas.

(@ (-2V3,-2) ® 6.-12) 0 LD

®) (1, V3) @ (22,8 K (2V3,-2)

(© (V2,-V2) h (281 M -L-V3

(d) (0,0 i (1,-1) (m) 3,4)

(e) (0,-4)

Represente graficamente, respecto a un sistema de coordenadas polares, la figura geométrica re-
presentada por:

@ r>1 () 0<r<2y3<f<n () 3<r<d4yz<b<n
(b) 0<O<% d 1<r<3yZ<0<Z (f -1<r<lyf<o<
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9.9

9.10

9.11

9.12

9.13
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Verifique si los puntos representados por las coordenadas polares dadas estdn en la figura geomé-
trica representada por la ecuacién correspondiente.

(@ r*=send:; (1, %), (-1,m). (© r=sen($) (£, F) (2 H).
(b) r*=cos6; (1,7, (-1,m), (1,2 @ r=%G. P

Para cada una de las ecuaciones cartesianas siguientes, encuentre una ecuacion polar que represente
la figura geométrica correspondiente.

(@ x-4y+2=0 d x+y=0 (90 y=x+1
() x=0 e »*+y*=16 (hy xX*+y*>=25
() y=-5 ) y>=4px i -y =1

Para cada una de las ecuaciones polares siguientes, encuentre una ecuacidn cartesiana que repre-
sente la figura geométrica correspondiente.

(a) 9:% (d) r—6cos68=0 (g) 7> —6r(cosf+senf)+9=0
b) r=2 (€) rsenf-4=0 (h) r*cos(26) =9
(¢) rcosf+6=0 (f) r=csch (i) r2—8rcos@—4rsenf+11=0

Encuentre la distancia entre cada uno de los pares de puntos cuyas coordenadas polares son:
(@ 2,my,3-mn). () (5,30 y(=Ln). (e) (3,2m)y (-1,2n).
(b) 3,27y (-1,0). d @2mnyd,3-n). ® G.2yEL%.

(Punto que divide un segmento en una razon en coordenadas polares)

Consideremos dos puntos distintos P; y P, de coordenadas polares (r1,61) y (r2, 62), respectiva-
mente. Para calcular el punto que divide al segmento P P; en la razén 4, podriamos encontrar sus
coordenadas cartesianas y luego aplicar la formula para calcular ese punto en términos de dichas
coordenadas.

Verifique que, para calcularlo en términos de sus coordenadas polares, podemos aplicar la férmula

P73+ @213 + 2abrir cos(6: — 61)

a+b

brysen0; + ar; sen 6,

, arctan
brycos0; + ary cos 0

(Punto medio de un segmento en coordenadas polares)

Consideremos dos puntos distintos P; y P, de coordenadas polares (r1,61) y (r2,6,), respectiva-
mente. Para calcular el punto medio del segmento P;P;, podriamos encontrar sus coordenadas
cartesianas y luego aplicar la férmula para calcular ese punto en términos de dichas coordenadas.

Verifique que, para calcularlo en términos de sus coordenadas polares, podemos aplicar la férmula

\/1’2 + r% + 2]’11’2 COS(QZ - 91)

1 riysenf; + rp sen b,

, arctan
2 71 cos 8y + rycosbr
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9.14

9.15

9.16

9.17

9.18

9.19

9.20

9.21

342

Encuentre el punto medio del segmento determinado por cada uno de los pares de puntos del
ejercicio 9.11.

(Punto simétrico de un punto respecto al polo en coordenadas polares)
Si (7,6) es un par de coordenadas polares de un punto P del plano, verifique que el punto P’,
simétrico de P respecto al polo, tiene coordenadas polares (r, 6 + 7) y, también, (—r, ).

Encuentre el punto simétrico de cada uno de los puntos del ejercicio 9.1.

Verifique si son colineales cada una de las ternas de puntos siguientes.

(@ V2,5, 2V2,0y*3, 3, © 2.5, 6V2Hy(-10,-%).
(b) (10.%), (105 1)y (-5, -1) (d) (0.5), (L, &)y (-1 1)

Encuentre el dangulo por el que hay que rotar el sistema de coordenadas polares para que las ecua-
ciones polares dadas se transformen en la ecuacién polar requerida.

(@) r=4-2cosf,r=4+2senfyr=4-2sené se transformen en r =4 + 2 cosd
(b) 1% = —4cos(26), r* = 4sen(20) y r? = —4 sen(26) se transformen en 2 = 4 cos(26).
(c) r=—cos(30), r =sen(36)y r = —sen(30) se transformen en r = cos(36).

(d) r=—cos(66), r =sen(68)y r = —sen(66) se transformen en r = cos(66).

(Ecuaciéon punto-punto de una recta)
Verifique que la recta [ determinada por los puntos distintos Py y P; de coordenadas polares (7, 6y)
y (r1, 01), respectivamente, se puede representar por la ecuacion

r(ro sen(d — 6y) — ry sen(d — 61)) = rirgsen(6; — 6p)
llamada ecuacion punto-punto de la recta [.
(Ecuacion punto-corte de una recta)

Verifique que la recta / que pasa por el punto Py de coordenadas polares (rg, 8p) y corta a la recta p
en un punto de coordenadas (p, 0) se puede representar por la ecuacién

prosendy

"= psenf — rgsen(d — )

llamada ecuacion punto-corte de la recta [.

(Ecuacién punto-inclinacion de una recta)
Verifique que la recta [ que pasa por el punto Py de coordenadas polares (rg, 8p) y tiene inclinacién
a se puede representar por la ecuacién

rsen(6 — a) = rosen(6y — @)

llamada ecuacion punto-inclinacion de la recta /.
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(Ecuacion corte-inclinacion de una recta)
Verifique que la recta [ que corta a la recta p en un punto de coordenadas polares (p,0) y tiene
inclinacién a se puede representar por la ecuacién

_ lolsena
~ sen(a — 6)

llamada ecuacion corte-inclinacion de la recta [.

Verifique que la recta [ que pasa por el punto Py de coordenadas polares (7, 8y) y es perpendicular
a la recta n se puede representar por la ecuaciéon

ro sen 6y

sen @

Verifique que la recta [ que pasa por el punto Py de coordenadas polares (7, 8y) y es perpendicular
a la recta p se puede representar por la ecuaciéon

7o cOs By
r=——.
cosd

Encuentre una ecuacion de la recta que verifica las respectivas condiciones.

(a) pasa por los puntos (%, 3y (=5,-%).
(b) pasa por el polo y el punto (2 V2, Z).

. . . ., 3
(c) pasa por el punto (— V2, %) y tiene inclinacién =F.
(d) es paralela al eje polar por el punto (7, £).
(e) es perpendicular al eje polar por el punto (7, Z).

(f) dista 2 del polo y es perpendicular a la recta sen(8 — %”) =0.

Verifique que el drea de un tridngulo cuyos vértices son el polo, y los puntos (r1,61) y (12, 6>), estd
dada por %Irlrzsen(ez - 01).

Encuentre una ecuacion polar del circulo que verifica las respectivas condiciones.

(a) centro (2,7)y radio 5.

(b) centro (0, %) y radio 2.

(c) pasa por el polo y tiene radio 3.

(d) pasa por el polo y tiene centro (4, 7).
(e) centro (2,7) y contiene a (4, %).

() pasa por el polo, corta al eje polar en (2,0) y corta a larectanen (4, 7).

(GEOMETRIA ANALITICA PLANA ‘ 343



capfruo 9 |  Coordenadas polares

9.28 Encuentre una ecuacién polar de la conica que tiene foco en el polo y las correspondientes excen-
tricidad y directriz.

(@ e=2yrcosd=-5. d e=1yl: rcos@@-%=1.
(b) e=1yl: rcosf=-4. € e=1lyl: rcos(d-%)=2v2.
(c) e:%yl: rcosd = 2. f) e=2yl: rcos(0+§):3.

9.29 Realice el trazado de las figuras geométricas representadas por las siguientes ecuaciones polares.

(a) Rectas, circulos y cénicas.

(1) — 3 (12) r=-3

g_Z
cozs( 9 (13) r=—4cos(6 - %)
2 r= cos 0 (14) r = —6c¢cos0
3 4 (15) r=-2send
@) r= sen 6 (16) r= 3e
4 9:__” - 1 +ecos(d—7%)
’ 3 Aan 2
_ ;=
®) r=—m> 1+ecosf
cos( — 7) . Ao
y = —
6) r= —2 1 +esenf
cosf (19) r= —3e
7 r= _40 TE 1+ecos(0— %
sen
-2
8) r=23 20) r= —2
©) 1+ecosf
(9) r=4cos(0— Z{) @1) 1= —4e
(10) »r =6c¢cosf 1+esenf

(11) r=2senf (22) r*cos(20) =9

(b) Lemniscatas, caracoles, rosas y espirales

(1) 7* =4cos(20) (11) r=4+2senf
(2) * =9sen(20) (12) r=4-2senf
(3) r* = —4cos(20) (13) r=2+4senf
(4) * = -9sen(20) (14) r=2—-4senf
(5) r=4+2cosf (15) r=2+2senf
6) r=4—-2cos6 (16) r=2—-2senf
(7) r=2+4cosf (17) r = 2cos(56)
(8 r=2-4cosf (18) r = 2cos(46)
9) r=2+2cosf (19) r =2sen(76)
(10) r=2-2cosf (20) r = 2sen(26)
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(21) r =46 con 6 > 0 (arquimediana) (24) r= e conf >0 (logaritmica)
-1 ; ; 2

(22) r = 50 con 6 > 0 (arquimediana) @25) r= > con 6 > 0 (hiperbélica)

(23) r = ¢’ con 6 > 0 (logaritmica)

-1
(26) r= 7 con 8 > 0 (hiperbdlica)

(c) Miscelaneas

1) r= sen(g) (9) r=3-2sen(50)

2) r=-2cos(¥) (10) r = cos(§)

(3) r*=send (11) r =4 + 2sec6 (Concoide)

(@) r* =cos6 (12) r = sen@tan @ (Cisoide de Diocles)
(5) r*sen(26) = 1 (13) 2 =2cosf

6) r=1-2sen(50) (14) r = secd — 2 cos 6 (estrofoide)

(7) r=2-3sen(56) (15) r= cos(%)

(8) r=2-sen(56) (16) 6Hcos6

9.30 Encuentre los puntos de corte entre las figuras geométricas representadas por los pares de ecuacio-
nes polares dadas.

(1) 2r=5;r=send (13) r = cos(26); r = sen(20)
2 r= V3;r=2cosf (14) r? = 4cos(20); r = 2cos b
(3) r=4(1+sen6); rsenf =3 (15) 2 =9cos(26);r =3 V2sen6
(4) r=2senf;rcosf=-1 (16) r2=4sen(20);r:2\/§cos,8
5) r=2(1 —senf), r=2(1 —cosb) 17) r= %Ose;rcos€= 1
(6) r=1;r=cos(20) (18) r=csc?($); 3r = 8(1 + cos6)
(7) rsenf=1;r=2-send (19) r—2rcosd=1;r=senf
(8 r=3cosH;r=1+cosd (20) r? = 4cos(20); r* = —4 sen(26)
(9) r =sen; r = sen(26) (21) r= m; r=4senf

(10) » =sen(260); r = % (22) r= %; r=>5

(11) r+cos8=0;4r+3sec6d=0 (23) r=mr=%

(12) r* =2cosb;r=1

9.31 Encuentre los puntos en los que la figura geométrica representada por la ecuacién polar dada se
corta a si misma.

() r=2cos(?) () r=sen(30) (@) r=1+2cos20) @& r=0

9.32 (Traslacién en coordenadas polares)
Consideremos un punto 7" de coordenadas polares (rg, p) respecto al sistema de coordenadas po-
lares Op, distinto del polo. Entenderemos por traslacion del sistema de coordenadas polares Op al
punto T, un nuevo sistema de coordenadas polares Op con las siguientes caracteristicas:

(GEOMETRIA ANALITICA PLANA ‘ 345



capfruo 9 |  Coordenadas polares

(T1) el polo O es el punto 7.

(T2) el eje Op es paralelo al eje Op.

(T3) el sentido positivo del eje Op coincide con el del eje Op.
(T4) la escala del eje Op es la misma que la del eje Op.

Verifique que se cumplen las siguientes relaciones

P = \/r2 + r(2) — 2rrg cos(6 — 6p)

é — arctan(rsené)—ro senHo)

rcos 8—rg cos 6y

y, €n consecuencia, que

r= P2+ 12+ 2 cos@ - fy)

0= arctan(?senéwoseneo)

¥ cos O+rg cos 6y

llamadas las formulas de traslacion de coordenadas al punto de coordenadas polares (ry, 60p).
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Comentarios

(1) Paladin de los fisicos modernos, que present el conjunto de los conocimientos de la Fisica a la manera Cartesiana de la
Geometria, en su obra Principia (Principios), reconocida como el mds grande libro cientifico jamds escrito.

Sir Isaac Newton, quien se entusiasmé por el estudio profundo de las Matemadticas gracias a
las lecturas de las exposiciones de la Geometria hechas por Euclides y por Descartes, estudio
que realiz6 tratando de entender la 6ptica y la astronomia; de esos estudios trajo a la luz sus
fundamentos del Célculo diferencial e integral, para calcular dreas, rectas tangentes, longitudes
de arcos de curvas, y mdximos y minimos de funciones. Sus mds contundentes aportes pertene-
cieron al drea de la Fisica, particularmente en sus descubrimientos sobre la naturaleza de la luz
y el color, y en mecdnica celeste, que culminé en su Teoria de la gravitacién.

Sir Isaac Newton
(04/06/1643 Woolsthorpe -
31/03/1727 Londres)

(2) Como observara el lector, en esta ocasion estamos abusando de la palabra eje, al usarla para denominar un rayo y no una recta.

—
Para diferenciarlos, algunos autores prefieren llamar a esta figura geométrica un semieje, pero es casi universal llamar a Op eje
polar, y no semieje polar.

(3) Note que el conjunto F coincide con el conjunto
(0, +00) x [0, 2m)) U {(0, 0)}.
Para reconocerlo mejor, pudiéramos representarlo cartesianamente mediante el siguiente diagrama.

y

o) X

(4) La medida en grados de un angulo, que corresponde a la division de un circulo en 360 arcos congruentes, es completamente
circunstancial; para ser mds precisos, su origen estd ligado, exclusivamente, a circunstancias de caricter histérico: al hecho de
que los antiguos babilonios manejaban un sistema de numeracion sexagesimal (de base 60).

Por el contrario, la medida en radianes de un dngulo, que corresponde a la divisién de un circulo en 27 (aproximadamente
6.2831854) arcos congruentes, aunque parezca un poco extravagante, es mas esencial y de uso casi universal en el Cdlculo.

La palabra radian es una manera abreviada de decir “unidades radio”, en el que se toma como unidad de medida de longitud
para medir un arco de un circulo, el radio mismo del circulo: indica el nimero de unidades radio contenidos en un arco del
circulo.

Precisemos un poco més. Cuando se dice que un circulo tiene radio r, este niimero (siempre positivo) estd expresado en funcién
de una unidad de medida de longitud previamente fijada: indica que la razén entre el radio en cuestién y la unidad de medida
es r. Igualmente, cuando se dice que un arco de un circulo mide s, este nimero (siempre positivo) estd expresado en funcién de
una unidad de medida de longitud previamente fijada (por lo general, la misma que se fij6 para medir el radio): indica que la
razo6n entre la longitud del arco en cuestion y la unidad de medida es s.

Por otro lado, se sabe que la longitud de un arco de un circulo es proporcional al radio, y se sabe también que la razén de
proporcionalidad es la medida del 4ngulo central que inscribe ese arco. Es natural pedir, entonces, que la medida del dngulo se
exprese en una unidad que no dependa de la unidad de medida con la que se midié el radio y el arco, sino que sea intrinseca del
circulo, que dependa sélo del arco y del radio.

Para tal fin se propone que se tome como unidad de medida de longitud al radio, y que se mida el arco con dicha unidad, pues
esto trae como consecuencia que la razén de proporcionalidad entre ellas, que es la medida del dngulo central que inscribe ese
arco, se puede medir sin recurrir a nada més: el nimero que indica la medida del dngulo coincide con el nimero que indica la
longitud del arco.
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En conclusién: un radian corresponde a la medida del dngulo central que inscribe un arco de un circulo cuya longitud coincide
con la de su radio, es decir, cuando ese arco mide una “unidad radio”.

Convendremos en que una cierta cantidad de radianes negativa corresponde a un arco cuya longitud es el valor absoluto de esa
cantidad, sélo que medido en el sentido horario.

De esta manera tendremos que:
longitud de un circulo = 27 radianes (aproximadamente 6.2831854 radianes) = 360 grados;

de donde

180
1 radidn = — grados (aproximadamente 57.2957787 grados)
bis

1
1 grado = mn radianes (aproximadamente 0.0174453 radianes).

longitud del arco = 1 radio

Por lo general se expresa la medida de los dngulos en radianes como multiplos de x; convencién que resulta natural, ya que el
radidn surge de una divisién del circulo en 27 arcos congruentes y, al multiplicar por 7 nos quedariamos con el factor que lo
acompana.

(5) En este texto, entendemos por medida principal aquella en la que se considera positivo el sentido antihorario, y que es mayor o
igual que 0 y menor que 27.

(6) Para garantizar la existencia de este rayo tendriamos que apoyarnos en el Principio E.25 del Apéndice E, realizando los ajustes
necesarios para medir los dngulos en radianes y concebirlos como en la Trigonometria.

(7) En algunos textos, los nimeros reales » y 6 son llamados las coordenadas polares elementales; r es llamado radio vector, o
intensidad; y 6 es llamado dngulo vectorial, argumento, anomalia, acimut o azimut.

(8) Es decir, el mayor entero menor o igual que el nimero dado.

(9) Como ayuda al lector acucioso recordamos que: la parte entera de la suma de un nimero real x y un nimero entero n es igual a
la suma de la parte entera de x y n; y, si la diferencia de un niimero real x menos un nimero real y es 1, entonces la diferencia
de la parte entera de x menos la parte entera de y es 1.

(10) Como observard el lector, usaremos este término de manera laxa; al decir “distintas” queremos significar que una de ellas no es
un multiplo de la otra, ni que se obtiene de la otra por operaciones algebraicas o sustituyendo, por ejemplo, tan 6 por .8

cosf”

(11) Hacemos esta aclaratoria porque hemos tenido la ocasién de ver que algunos autores han tenido interés en la representacion
cartesiana de la ecuacion polar de una figura geométrica, denominando adecuadamente los ejes del sistema de coordenadas
rectangulares involucrado.

(12) Cuando decimos suave, queremos significar que haremos el trazo continuo, pero no poligonal. Técnicamente hablando, este
término se refiere a una curva para la cual existe la primera derivada en todos sus puntos, y ésta es continua.

(13) Esta palabra es de origen latino, proveniente del adjetivo calificativo femenino lemniscata, que deriva a su vez del sustantivo
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lemniscus, y se usaba para identificar una faja o cinta que adornaba las coronas de los vencedores en alguna batalla, o los
convidados a ciertos banquetes.

(14) Este nombre proviene de la palabra francesa limagon, cuyo origen es la palabra latina limax, que se traduce al espaiol como
caracol, y que fue el nombre que le dio el gedmetra francés Gilles-Personne Roverbal en 1650 a estas curvas que fueron
descubiertas por Etienne Pascal al tratar de ejemplificar su método para graficar rectas tangentes a una curva.

Orientacion para resolver los problemas del Capitulo 9

A continuacion ofrecemos ayudas para algunos de los problemas.

9.19: Use la observacién 9.9 con un punto P de coordenadas polares (r, §) genérico en /.

9.21: Use el Teorema del seno en las diferentes configuraciones.
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PRUEBAS DE ALGUNAS AFIRMACIONES

§ A.1 Correspondientes al Capitulo 1

Probaremos a continuacioén los tres criterios de colinealidad que hemos ofrecido en el Capitulo 1.

TeorReMA 2 (PRIMER CRITERIO DE COLINEALIDAD)
Tres puntos distintos son colineales si, y solo si, se cumple una de las siguientes condiciones:

(@) los tres puntos tienen la misma abscisa.

(b) los tres puntos tienen abscisas distintas entre si y, al ordenar sus abscisas de menor a mayor,
la suma de las distancias entre los dos pares de puntos con abscisas consecutivas es igual a la
distancia entre los dos puntos de abscisas extremas; en otras palabras, si el ordenamiento de las
abscisas de los tres puntos es x| < X» < X3, y A es el punto de abscisa x, B el de abscisa x, y C el
de abscisa x3, se tiene que AB + BC = AC.

B PRUEBA

Consideremos tres puntos P, Q y R distintos.

(=) Supongamos que P, Q y R son colineales.

Si P, Q' y R no tienen la misma abscisa, entonces las abscisas de cualesquiera dos de ellos son distintas
(si acaso dos de ellos, digamos Py Q, tuvieran la misma abscisa, digamos 4, tendriamos, por la obser-
vacién 1.4.(d), que la tnica recta que los contiene, digamos /, seria perpendicular al eje x. Asi, por la
observacién 1.3.(a) y el hecho de que R debe estar en /, tendriamos que la abscisa de R es también £,
contrario a lo supuesto).

Consideremos el conjunto formado por las abscisas de P, Q' y R, y llamemos x; al menor de los elementos
de dicho conjunto. Consideramos ahora el conjunto formado por las abscisas de P, Q y R distintas de x,
y llamemos x; al menor de los elementos de dicho conjunto. Asi, x; < x» < x3.
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0] I x1 I Xo ' x3
B ek

Ficura A.1 Proyecciones de puntos colineales sobre el eje Ox

De los tres puntos considerados, llamemos A al de abscisa xj, B al de abscisa x; y C al de abscisa x3, y
llamemos A’, B’ y C” a las proyecciones de A, By C sobre el eje x, respectivamente (ver la figura A.1).
Como A’B" = xp — x1, BC' = x3 —x3, A’C" = x3 —x1,yA’B" + B'C’ = A’C’ tendremos, por la
definicién de interposicion de puntos de una recta, que B’ estd entre A’ y C’ en el eje x. Asi, como las
rectas perpendiculares al eje x por los puntos A, By C son paralelas entre si, tendremos que B estd entre
Ay C en larecta que los contiene (ver el Principio E.18 en el Apéndice E). Por tanto, AB + BC = AC.
(&) Si se cumple (a) tendremos, por la observacion 1.4.(d), que los tres puntos estdn sobre una recta
perpendicular al eje X y, por tanto, son colineales.
Si se cumple (b) es claro, por la Desigualdad del tridngulo (ver el Principio E.22 en el Apéndice E), que
los tres puntos son colineales.

QEP H

TeoREMA 3 (SEGUNDO CRITERIO DE COLINEALIDAD)
Tres puntos distintos son colineales si, y solo si, se cumple una de las siguientes condiciones:

(@) los tres puntos tienen la misma abscisa.

(b) los tres puntos tienen la misma ordenada.

(c) los tres puntos tienen abscisas, asi como ordenadas, distintas entre si, y son proporcionales las
diferencias entre las coordenadas de uno de esos puntos y las coordenadas homonimas de los otros
dos; en otras palabras, si las coordenadas de los tres puntos son (x1, Y1), (x2,y2) y (x3,y3), se tiene,
para uno de ellos, digamos el de coordenadas (x3,y3), que

X3—X1 _ Y3 -y
X3=X2  Y3—iy

B PRUEBA

Consideremos tres puntos P = (x1,y1), Q = (x2,42) ¥ R = (x3,y3) distintos.

(=) Supongamos que P, Q y R son colineales.

Por el mismo argumento que desarrollamos en la primera parte de la prueba del Teorema 2, si P, Q 'y
R no tienen la misma abscisa, entonces las abscisas de cualesquiera dos de ellos son distintas; y, si no
tienen la misma ordenada, entonces las ordenadas de cualesquiera dos de ellos son distintas.
Supongamos, sin perder generalidad, que, x; < x; < x3. Consideremos las rectas perpendiculares al eje
x por los puntos P, Q y R (que, a la sazdn, son paralelas entre si) y las rectas perpendiculares al eje y por
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Ficura A.2 Proyecciones de puntos colineales sobre los ejes

los puntos P, Q y R (que también, a la sazén, son paralelas entre si). Llamemos P’, Q" yR',y P”, Q" y
R”, las proyecciones de los puntos P, Q y R sobre los ejes X y y, respectivamente (ver la figura A.2).

Por una doble aplicacién del Teorema de Thales tenemos que

PR PR PR _P'R"
oR QK 7 QR QR”
de donde
PR P'R"
QR ~ Q'R”
es decir

x3—x1 _ |yz—yil

x3-x  lys =l
Por el mismo argumento que desarrollamos en la primera parte de la prueba del Teorema 2 tendremos,
por el hecho de que Q' estd entre P’ y R, que Q estdentre Py R,y Q" estd entre P y R”. Asi tendremos
que y; < y» < Y3, 0 Y3 < Y2 < y1, Yy, en cualquiera de los dos casos, que

X3 — X1 Y3 —Yi
X3 — X2 Yz — Y2

(<) Si se cumple (a) tendremos, por la observacién 1.4.(d), que los tres puntos estin sobre una recta
perpendicular al eje x y, por tanto, son colineales.

Si se cumple (b) tendremos, por la observacion 1.4.(e), que los tres puntos estdn sobre una recta perpen-
dicular al eje y y, por tanto, son colineales.
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Si se cumple (c) podemos suponer, sin perder generalidad, que x; < x; < x3. Al convenir en que

= % = % tendremos, por el hecho de que los puntos son distintos, que k > 1y que

. :kxz—xl :kyz—yl
3T k-1 B=r

Por la férmula del cédlculo de la distancia entre dos puntos, tendremos que
2 2
kxy — x ky> —y; 1
R = - == 7 =—P
Q \/( k-1 x2)+(k—1 | =P

2 2
kxy — x1 kys — y1 k
PR = (220 _ =y )2 K po.
\/( k-1 xl) +( k=1 Y Tt

Asi, como PQ + QR = PR tendremos, por el Teorema 2, que P, Q y R son colineales.

QEP W

TeoREMA 4 (TERCER CRITERIO DE COLINEALIDAD)

Tres puntos distintos son colineales si, y solo si, es nulo el determinante de la matriz que tiene la primera
columna formada por las abscisas de esos puntos, la segunda columna formada por las ordenadas
correspondientes, y la tercera por niimeros uno (1); en otras palabras, si las coordenadas de los tres

puntos son (x1,y1), (x2,y2) y (x3,y3), se tiene que

x1 oy 1
X2 Yz 1| =0.
x3oys |1

H PRUEBA
Consideremos tres puntos P = (x1,y1), O = (x2,4y2) y R = (x3,y3) distintos. Hacemos notar, en primer
lugar, que

1 !/1 1 X X X
(A1) oy 1= xz Y| xl Y1 + xl Y1
3 oy 1 3 Y3 3 U3 2 Y2

(al desarrollar el determinante por la tercera columna)

= (x2y3 — x3y2) + (X3y1 — X1y3) + (X1Y2 — X241)
= —x3y2 — X1y3 + X142 — (—=X3y1 — X2y3 + X2y1) + X3Y3 — X3Y3

(al distribuir, reagrupar, sumar y restar x3y3)

(A2) =(x3 —x)W3 —y2) — (y3 — y1)(x3 — x2).

(=) Supongamos que P, Q y R son colineales. Asi tendremos que se cumple (a), (b) o (c) del Teorema 3.
Si se cumple (a) o (b), es claro que el determinante (A.1) es nulo.
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Si se cumple (c), tendremos que {1=1 = % es equivalente a

(x3 —x1)(y3 —y2) — (y3 —y)(x3 — x2) = 0.

Asi en este caso también, por (A.2), el determinante (A.1) es nulo.

(<) Supongamos ahora que el determinante (A.1) es nulo.

Si xp = x3 tendremos, por el hecho de que Q # R, que y» # y3. Como, por (A.2), (x3 —x1)(y3 —y2) =0y
y3 —y» # 0, tendremos que x; = x3. Asi, en este caso, x; = x» = x3. Por la observacién 1.4.(d), los tres
puntos estdn sobre una recta perpendicular al eje X y, por tanto, son colineales.

Si xp # x3, tendremos dos casos mds que estudiar: y» = y3 y y2 # y3.

Siyp = y3 tendremos, por (A.2), que (y3—y1)(x3—x2) = 0. Como x; —x3 # 0, tendremos que y; = y3. Asi,
en este caso, y; = ya = y3. Por la observacion 1.4.(e), los tres puntos estdn sobre una recta perpendicular
al eje y y, por tanto, son colineales.

Si y, # y3 tendremos, por (A.2), que 2%2 = % Asi, por la parte (c) del Teorema 3 y el hecho de
que los tres puntos tienen abscisas, asi como ordenadas, distintas entre si, también en este caso los tres
puntos son colineales.

QEP H

§A.2 Correspondientes al Capitulo 2

Deduciremos a continuacion la férmula para obtener la tangente de la medida del dngulo entre dos
rectas [ y [, con dngulos de inclinacién a; y a;, respectivamente, especificado en cada caso, y bajo los
supuestos (1), (2) y (3) indicados en la seccioén 2.3.5.

Teorema 11 (ANGULOS ENTRE DOS RECTAS)

Cualquiera de los dos dngulos B determinados por las rectas | y I que tienen lado inicial en la recta l,
lado final en la recta I, y medida no negativa entre 0y 180 (que en las condiciones establecidas 8 # 0 y
B # 90), es tal que

A B
(A3) Ay B
. tanf = ——.
F A B
-By A
M PRUEBA
Como tanaj = —g—} ytanap = ‘%’ bastard verificar que
(A4) tan S = tan(ay — ay).

Consideraremos primero el caso en que alguna de ellas es perpendicular al eje y.

Supongamos que /; es perpendicular al eje y; de donde @; = 0. Como /; corta a /1 (en P), y [} coincide
con, o es paralela a, el eje X, tenemos que / debe cortar al eje x, digamos en el punto Q. Asi, el 4ngulo
en P correspondiente al dngulo de inclinacidn de [, en el corte de /; y el eje x por la secante /5, mide
B = a> = a» — a1, obteniendo asi el resultado deseado.

(GEOMETRIA ANALITICA PLANA ‘ 355



apennice A | Pruebas de algunas afirmaciones

a1

fo o /R X

0)

Supongamos ahora que [, es perpendicular al eje y; de donde @y = 0. Como [/ cortaa l, (en P),y I,
coincide con, o es paralela a, el eje x, tenemos que /; debe cortar al eje x, digamos en el punto R. Asi,
el dngulo externo en P, que es la pareja lineal externa del correspondiente al 4ngulo de inclinacién de [,
en el corte de I, y el eje x por la secante /{1, mide 8 = 180 — @; como tan 8 = tan(180 — @;) = —tana| =
tan(—a) = tan(ayp — a@y), tenemos el resultado deseado.

Consideraremos ahora el caso en que ninguna de las rectas es perpendicular al eje y; de donde las rectas
l1 'y I cortan al eje x, digamos en los puntos R y Q, respectivamente.

Si R = Q, entonces P coincide con el punto de corte de ambas rectas con el eje x. Asi, el dngulo formado
por los puntos que estan sobre las rectas, y tienen ordenada positiva, mide |ay — a1l; en caso de que
ay > a1, tomamos como S a dicho dngulo, obteniendo el resultado deseado; en caso de que ay < aj,
tomamos como S a la pareja lineal externa de dicho dngulo que conserva los puntos de /; con ordenada

positiva: como tan 8 = tan(180—(a| —ay)) = —tan(a; —ay) = tan(a, —ay ), tenemos el resultado deseado.
y y
12 l] ll 12
B
a) — ar
(0%} a1
(e31 (&%)
o /N ol BN

Si R # Qy Q estd delante de R, entonces el opuesto por el vértice del dngulo ZRPQ mide § = a» — a1,
obteniendo el resultado deseado.

y
lz\

|

ll\

s

ll y 12

0)

/R

an
O\ x

0)

/0

a|
R\ X

Si R # Qy R estd delante de O, entonces el interno alterno del dngulo a», en el corte de /1 y el eje x por
la secante /5, mide, por ser angulo externo del tridngulo ARPQ en el vértice P, 8 = 180+ (a; —1); como
tan(180 + (ay — 1)) = tan(a, — @), tenemos el resultado deseado.

QEP H
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Probaremos a continuacion el resultado que nos ofrece la representacion analitica de los semiplanos
determinados por una recta.

Consideremos una recta

[: Ax+By+C=0
(A, By C niimeros reales con A? + B? # 0);

el gréfico de la inecuacién Ax + By + C > 0, es decir, el conjunto
H:={(x,y) e R*: Ax+By+C>0};
el grafico de la inecuacién Ax + By + C < 0, es decir, el conjunto

H :={(x,y) € R*: Ax+By+C <0};

>

y la recta ON cuyas caracteristicas estdn especificadas en el ejercicio 2.43.
Por otro lado, consideremos un punto Py = (xg, yo) fuera de [, y la recta ly paralela a [ por Py (ver la
figura A.3); por la observacion 2.21, Iy puede ser representada por la ecuacién

Ax+By+Dg=0
(Do = —Axo — Byo).

Lema A.1
(@) El punto Py estd en H si, y solo si, Dy < C.

(b) El punto Py estd en H’ si, y solo si, Dy > C.

M PRUEBA
(a) Como Axg + Byg + C > 0si, y s6lo si, =Dy + C > 0 y esto sucede si, y s6lo si, Dy < C, tenemos que
Py estaen H si, y sélo si, Dy < C.
(b) Este resultado se prueba de manera anéloga al de la parte anterior.
QEP H

OBsERVACION A.1
(@) Note que H coincide con la union de todas las rectas Ip de ecuacion Ax + By + D =0 con D < C.

(b) Note que, todas las rectas Ip, con D # G, son paralelas a la recta | y perpendiculares a la recta

ON.

R d

Llamemos Q y Qp a los puntos de corte de las rectas [ y [y con la recta ON, respectivamente (ver la
figura A.3). Por el ejercicio 2.43.(c), tenemos que

0=(FsAwed) v =(mpAmeb)

Lema A.2
(@) El punto Py estd en H si, y solo si, el punto Qg estd en H.

(b) El punto Py estd en H' si, y solo si, el punto Qg estd en H'.
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% N = (A,B)
N
W
~
\ /

H/ \* lo

Ficura A.3 Orientacion positiva del eje ON

Hl PRUEBA

(a) Como AA;EEZA + BA;ESZ B+ C > 0si, y solo si, =Dy + C > 0y esto sucede si, y sélo si, Dy < C,
tendremos, por el lema A.1, que Py estd en H si, y s6lo si, el punto Qg estd en H.

(b) Este resultado se prueba de manera andloga al de la parte anterior.

QEP H
Lema A.3
(a) El punto Py estd en H si, y sélo si, Qg estd delante de Q en el eje ON.
(b) El punto Py estd en H' si, y solo si, Qg estd detrds de Q en el eje ON.
Hl PRUEBA
(a) Como, por el lema A.1, A;TD?BZ > ﬁ%z, tendremos que este resultado es consecuencia directa del
lema A.2.(a) y el ejercicio 2.43.(f).
(b) Este resultado se prueba de manera andloga al de la parte anterior.
QEP W

Lema A.4
(@) H es convexo.

(b) H’ es convexo.

B PRUEBA
(a) Consideremos dos puntos distintos P; y P, en H, y un punto Pz que estd entre P y P;.
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Por la definicion de conjunto convexo, verificar que H es convexo equivale a verificar que P3 estid en H;
verifiquemos entonces que Pz estien H.

Consideremos las rectas [ y [, paralelas a [ y que pasan por los puntos P, y P», respectivamente (ver la
figura A.4).

Consideremos Q1 y Q5 los puntos de corte con ON de [; y [, respectivamente.
Por el lema A.3.(a), Q1 y Q> estdn delante de O en el eje ON.
Si Q1 = O, tendremos, por el Postulado de las paralelas, que /; = [,. Como Py, P, y P3 son colineales

tendremos, en este caso, que P3 estd en /1 (o [»); de donde, por el lema A.3.(a), tendremos que P3 estd en
H.

Supongamos, ahora, que Q; # Q> ¥, sin perder generalidad, que Q; estd entre Q 'y Q.
Consideremos la recta /3 paralela a [ y que pasa por P3, y el punto Q3 de corte entre /3 y ON.
Como [, I, y I3 son paralelas, y /3 corta a la secante P;P, en el punto P3 que estd entre P; y P»,
tendremos, por el Principio E.18 en el Apéndice E, que Qs estd entre Q1 y QO».
Asi, O3 estd delante de Q en el eje ON y, por el lema A.3.(a), Pz estien H.
(b) Este resultado se prueba de manera andloga al de la parte anterior.
QEP H

Ficura A.4 Convexidad de H

Lema A.5
Si un punto estd en H y otro estd en H’, el segmento determinado por ellos corta a l en un punto que estd
entre ellos.
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B PRUEBA
Por comodidad consideraremos en H al mismo punto P; de la prueba anterior, y un punto cualquiera de
H’, digamos Pj.

>

Debemos probar que P P4 corta a [ en un punto que estd entre Py y Py.
Consideremos la recta /4 paralela a / y que pasa por Py.

«—

Consideremos el punto Q4 de corte entre I, y ON.
Por el lema A.3.(b), Q estd delante de Q4 y, en consecuencia Q estd entre Q1 y Qa.

«—

Como /1, l 'y I4 son paralelas, y / corta a la secante ON en el punto Q que estd entre Q) y Q4, tendremos,

por el Principio E.18 en el Apéndice E, que [ debe cortar P; P4 en un punto S que estd entre Py y Py.
QEP H

Teorema 12 (REPRESENTACION ANALITICA DE LOS SEMIPLANOS DETERMINADOS POR UNA RECTA)
Si la ecuacion general de la recta | es Ax + By + C = 0 (A% + B # 0), entonces los conjuntos

H:={(x,y) e R*: Ax+By+C >0}
H ={(x,y) e R*: Ax+By+C <0}
coinciden con los semiplanos determinados por la recta l.

N
Ademds, la orientacion ON, donde N = (A, B), indica geométricamente cudl es el semiplano H.

H PRUEBA

Es claro, por la tricotomia del orden de los nimeros reales, que el conjunto de los puntos que no estan
en [ se puede representar como la unién de Hy H'.

Por el lema A.4, H y H' son convexos.

Por el lema A.5, si el punto R estd en H y el punto T estd en H’, entonces R(—)T corta a [ en un punto que
estdentre Ry T.
Asi, por el Principio E.15, H'y H’ son los semiplanos determinados por /.
El resto del Teorema es consecuencia directa del lema A.3.
QEP H

§ A.3 Correspondientes al Capitulo 4

Verifiquemos lo afirmado en la parte (f) de la observacion 4.4.

Az = 8ACF + 2BDE - 2CD? - 2AE? - 2FB 2
= 8AC(Ah® + Bhk + Ck?> + Dh + Ek + F)
+ 2B(2Ah + Bk + D)(Bh + 2Ck + E)
— 2C(2Ah + Bk + D)? — 2A(Bh + 2Ck + E)?
— 2(Ah* + Bhk + Ck*> + Dh + Ek + F)B?
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= h*(8A>C — 2B?A — 8CA? — 2AB? + 4AB?)
+ k*(8AC? + 4B>C — 2CB? — 8AC? — 2B%C)
+ hk(8ABC + 8ABC + 2B — 8ABC — 8ABC — 2B?)
+ h(8ACD + 4ABE + 2DB? — 8ADC — 2B’D — 4ABE)
+ k(8ACE + 2EB? + 4BCD — 4DBC — 2B’E — 8ACE)
+ 8ACF + 2BDE - 2CD? — 2AE? — 2FB?

Verifiquemos que, en el sistema (4.27), A# 00 C # 0.

En caso de que A C tendremos que 6 = 45 y, en consecuencia, A = 2(A +B+C)=A+5 B y
(A B+C) = 1B pero como B # 0, concluimos que, si A = 0, entonces C # 0. Por tanto
AiOoC#O

En caso de que A # C tendremos que tan(26) = 32 y, en consecuencia: 26 # 90; y sen(26) _ _B

cos(20) — A-C’
es decir, Bsenfcos 0 = 2(5—EC)(COSZ 0 — sen? 6). Sustituyendo en el sistema (4.27), tendremos que

2A% — 2AC + B? 2C2? - 2AC + B?
A=222 2F TF c0s20— 2p
2A-C) cos 2A-C) sen

: 2C?-2AC+B* ,  2A?-2AC+B> ,
C=- >A-0C) cosQ+Wsen9

Siacaso A =0y C = 0, tendremos que A — C = 0; con lo que

2A° -2AC +B* 2C*-2AC+B’ cos(260) = 0
2(A-C) 2(A-C) -
es decir,
(A-Cy+8B
(A-C)

Pero esto contradice el hecho de que % # 0 (pues (A—C)> +B2 = 0si, y sélosi, A=CyB=0).

Por tanto, también en este caso, A 00 C # 0.

Verifiquemos lo afirmado en la observacion 4.5.

Supongamos que B = 0, y veamos que (4.29) es cierta.

Si A = C, tendremos: por un lado, que i\/(:i;c% = 0; y, por (4.25), que cos(260) = cos(2 - 45) =
cos 90 = 0. Por tanto, en este caso, (4.29) es cierta.

Si A # C tendremos, por (4.25), que tan(26) = C Asi, cos(20) = SBC}M) = im =
i\/%. Ahora, como 0 < 268 < 180 vy, asi, sen(26) > 0, tendremos que tan(26) y cos(26) deben
tener el mismo signo. Pero, como \/(Al'i;(:% > 0, tendremos que cos(26) = \/(Alli;C% si y sélo si,
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tan(26) = % > 0,y cos(20) = —\/% siy sélo si, tan(26) = % < 0. Por tanto, también en este

caso, (4.29) es cierta.
Supongamos ahora que (4.29) es cierta, y veamos que B = 0.

DA 5 A-cl _
Si A = C, tendremos que B = (C — A)sen(20) + B Nrwoars 0

Si A # C, tendremos que sen(26) = /1 — cos%(26) (pues, para 0 < 26 < 180, sen(26) > 0). Después
de sustituir el término del lado derecho de (4.29) en esta tltima igualdad, y efectuar las simplificaciones

de rigor, tendremos que sen(26) = ﬁ. Ahora, la condicién % > 0 equivale a decir que B y
A — C tienen el mismo signo, es decir, que: |B| = B si, y sélo si, |[A—C| = A-C; y que |B| = —B si, y sélo

si, |[A — C| = C — A. Del mismo modo, la condicién % < 0 equivale a decir que B y A — C tienen signos
opuestos, es decir, que: |B| = B si, y sélo si, [A—C| = C—A; yque |B| = -Bsi, y s6losi, |JA—-C| = A-C.
Con estas observaciones es facil verificar que se cumple (4.28).

Asi, al poner f = i\/% (+, si % > 0; —, en cualquier otro caso), d = w/l%f ye= wll%f
tendremos, por el hecho de que cos @ = w/“%b(z“) y sena = wll_%b(z“) para 0 < @ < 90 en general,

que, una rotacion del sistema xOy por un dngulo 6, con 0 < 6 < 90, es tal que B = 0 si, y sélo si,
x=dx—ey
y=ex+dy

son las férmulas de rotacién de coordenadas (4.4) correspondientes a dicho dngulo.

Verifiquemos lo afirmado en la parte (d) de la observacién 4.6.

El lector puede verificar ficilmente que, para tres ndmeros reales a, b y ¢ cualesquiera, es cierta la
siguiente igualdad
a* —4bc = a* + (b - c)* = (b + )%

an A =B>+(A-CP?-(A+C)? y A =B’+(A-C)P?-(A+0)>
Por comodidad escribiremos
m=-cos, n=senf, p=cos(20) y g =sen(20);
dedonde m?> +n> =1, p> +g*> =1, m> —n> = p,mn = %q y, ademads,
B2 = (C - A)¢* + 2(C — A)Bpqg + B*p?
(A-C)? = (A-C)*p? +2(A - C)Bpg + B>¢*
A+C)? =(A+C)> (por la invariancia del discriminante lineal)

Ahora es ficil ver que

Ay=B*+(A-CP?-A+C?=B>+(A-CP’-(A+C)Y = A,.

Verifiquemos lo afirmado en la parte (e) de la observacién 4.6.
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El lector puede verificar ficilmente que, para seis ndmeros reales a, b, ¢, d, e y f cualesquiera, es
cierta la siguiente igualdad

8acf + 2bde — 2cd* — 2ae* — 2fb* = =2f(b* — 4ac) — (a + ¢)(d* + €*) + 2bde + (a — ¢)(d* — €°);
y asi,
A3 = —2F(B?> — 4AC) — (A + C)(D? + E?) + 2BDE + (A — C)(D? - E?)
Az = —2F(B* —4AC) — (A + C)(D? + E?) + 2BDE + (A - C)(D? - E?)
Como D? + E? = D? + E? tendremos, por la invariancia de los discriminantes lineal y cuadratico, que
—2F(B? — 4AC) — (A + C)(D? + E?) = —2F(B? — 4AC) — (A + C)(D? + E?).
Adoptando la misma convencion sobre m, n, p 'y g de la parte anterior, tendremos que

2BDE = 2DE(C - A)pg — (C — A)(D? - E*)¢* + 2BDEp? — B(D? - E?)pg
A-C=A-C)p+Bgq
D? - E2 = (D* - E*)p + 2DEg

Ahora es ficil ver que
2BDE + (A — C)(D? — E?) = 2BDE + (A - C)(D? — E?).

Por tanto, A3 = A3.

§ A.4 Correspondientes al Capitulo 8

Verifiquemos lo afirmado en el Teorema 27.
Teorema 27 (CRITERIO DE CLASIFICACION DE LAS SECCIONES CONICAS IMPROPIAS)

S es una seccion conica impropia y distinta del conjunto vacio si, y solo si, Az = 0.

Ademds, en caso de que A3y = 0, tendremos que:

(@ SiA; =0, entonces S es del tipo pardbola (es decir, dos rectas paralelas o coincidentes).

(b) Si Ay < 0, entonces S es del tipo elipse (es decir, un punto o, lo que es lo mismo, dos rectas
imaginarias concurrentes en un punto real).

(c) SiA; >0, entonces S es del tipo hipérbola (es decir, dos rectas concurrentes).
H PRUEBA
Consideremos la ecuacién cuadratica en dos variables

(AJS) Ax*> +Bxy+Cy?> +Dx+Ey+F =0
(A#0,0B#0,0C#0)

y la figura geométrica S representada por ella, y llamemos A, y A3 a los discriminantes cuadratico y
cubico de dicha ecuacién, respectivamente.
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Realizaremos la prueba considerando tres casos, que cubren todas las posibilidades: A # 0; A =0y
C+0;A=0yC=0.

Caso I: supongamos que A # 0.

Por simple manipulacién algebraica, la ecuacién (A.5) resulta equivalente a la ecuacién

(A.6) Ax* + By + D)x+ Cy* + Ey + F = 0.

Factorizando esta ecuacion en términos de la variable x tendremos, por el hecho de que A # 0, que la
ecuacién (A.5) resulta equivalente a la ecuacién

By+D- VA By+D+ VA
A. =
(A7) A(x+ A )[x+ A 0,
donde
(A.8) A = (B? — 4AC)y” + 2(BD — 2AE)y + (D? — 4AF).

Ahora, la ecuacidn (A.7) representard un par de rectas, distintas o coincidentes si, y sé6lo si, cada uno
de sus factores es equivalente a una ecuacion lineal en dos variables; y esto sucede si, y sélo si, A es
un trinomio cuadrado perfecto; lo cual equivale, a su vez, a que su discriminante como ecuacion en la
variable y sea nulo, es decir, después de sacar las cuentas, a que

—2A(8ACF + 2BDE — 2CD? — 2AE? — 2FB?) = 0.
Pero, como A # 0, tendremos que S es una seccién cOnica impropia y distinta del conjunto vacio si, y
sélo si, A3 = 0.

Ademas, si éste es el caso tendremos, por simple manipulacion algebraica, que la ecuacion (A.5) resulta
equivalente

By+D-— \/( VB2 - 4ACy + VD2 — 4AF)?

A9 A
(A-9) X 2A

By+D + \/( VB2 — 4ACy + VD2 — 4AF)?
+
2A

X

0, lo que es lo mismo, a la unién de las rectas (posiblemente imaginarias)

2Ax + (B — VBZ—4AC)y + D — VD2 — 4AF = 0
2Ax + (B + VB2 - 4AC)y + D + VD% — 4AF = 0.

Caso II: supongamos que A=0y C # 0.

Después de tener un sistema de ejes rectangulares xOy, por reflexion del sistema XOy rotacién del sistema
xOy por el angulo 90, y cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio de la férmula de
reflexion de coordenadas (4.15), las coordenadas de los puntos de S satisfaran la ecuacién

(A.10)

Aj? +Biyi+Ci> + Dy +Ex+F =0

0, equivalentemente,
Ci> +Biy+ A +Ex+Dy+F =0,
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en la que se han permutado los lugares de las abscisas y las ordenadas de la ecuacién (A.S).

Pero esta tltima ecuacion se encuentra en las condiciones del Caso I 'y, en consecuencia, representard una
conica degenerada si, y solo si, Az = 0 (donde Aj es su discriminante cibico). Ahora, como el discrimi-
nante cibico de una ecuacién cuadritica es invariante por transformacién de coordenadas y, ademads, las
figuras geométricas no cambian al transformar las coordenadas, tendremos probado el Teorema también
en este caso.

Caso III: supongamos que A =0y C = 0; con lo que B # 0.

Después de tener un sistema de ejes rectangulares XOy, por rotacién del sistema xOy por un dngulo 6,
con 0 < 6 < 90, cualquiera, y cambiar las coordenadas de los puntos del plano por medio de las férmulas
de rotaciéon de coordenadas (4.4), las coordenadas de los elementos de S satisfaran la ecuacién

(A.11) Ai® +Biy+Ci* + Di+Ey+F =0,
en la que, después de sacar las cuentas, se tiene que

(A.12) A =Bsen6cos6.

Pero, como B # 0y 0 < 6 < 90, la ecuacién (A.11) se encuentra en las condiciones del Caso I y, en
consecuencia, representard una cénica degenerada si, y sélo si, A3 = 0 (donde A3 es su discriminante ct-
bico). Ahora, como el discriminante cibico de una ecuacién cuadrética es invariante por transformacién
de coordenadas y, ademas, las figuras geométricas no cambian al transformar las coordenadas, tendremos
probado el Teorema también en este caso.

Probemos ahora la segunda parte del Teorema. Supongamos que Az = 0.

Si A, = 0 tendremos que las rectas representadas por las ecuaciones descritas en (A.10) se transforman

en
2Ax +By+D—- VD2 - 4AF = 0

2Ax + By + D + VD? — 4AF =0,

que son, claramente, las ecuaciones de dos rectas paralelas o coincidentes; en cuyo caso la figura geomé-

trica S es una seccion conica impropia del tipo pardbola.

2CD-BE 2AE-BD

SiA; <0, la figura geométrica S se reduce al punto (F5=7x5 - Br-7ac

S es una seccion conica impropia del tipo elipse.

); en cuyo caso la figura geométrica

Si Ay > 0 tendremos, claramente, que las rectas representadas por las ecuaciones descritas en (A.10) son
dos rectas concurrentes; en cuyo caso la figura geométrica S es una seccién conica impropia del tipo
hipérbola.

QEP H

Verifiquemos ahora lo afirmado en el Teorema 28.

Teorema 28 (CRITERIO DE CLASIFICACION DE LAS SECCIONES CONICAS PROPIAS)
S es una seccion conica propia o es el conjunto vacio si, y solo si, Az # 0.

Ademds, en caso de que A3 # 0, tendremos que:

(@) Si A, =0, entonces S es una pardbola.
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(b) SiA; <0yAA3 <0, entonces S es una elipse.
(c) SiAr, <0yAjA; >0, entonces S es el conjunto vacio.

(d) SiA; >0, entonces S es una hipérbola.

W PRUEBA
Consideremos la ecuacién cuadratica en dos variables

(A.13) Ax> +Bxy+Cy?> +Dx+Ey+F =0
(A#0,0B#0,0C#0)

y la figura geométrica S representada por ella, y llamemos Aj, A, y A3z a los discriminantes lineal,
cuadratico y cibico de dicha ecuacién, respectivamente.

Como consecuencia inmediata del Teorema 27 tendremos que S es una seccién cénica propia o es el
conjunto vacio si, y s6lo si, Az # 0.

Probemos ahora la segunda parte del lema. Supongamos que Az # 0.

Sabemos (ver el corolario 4.1) que, por transformacién de coordenadas, la ecuacién (A.13) es equivalente
a una de la forma

(A.14) AP +Ej+E=0
(A £ 0),
si Ay = 0, o de la forma

(A.15) A2+ CP+F=0
A£0yC20),

si Ay # 0.
Como los discriminantes lineal, cuadrético y ctibico de las ecuaciones cuadraticas en dos variables son
invariantes por transformacién de coordenadas, tendremos que

(A.16) Ai=A+C=A, A =B -4AC=0, y As=-2AE2#0

para el primer caso, y

vy v

(A.17) Ai=A+C=A+C vy, Ay=B?-4AC=-4AC, A;=8ACF#0

para el segundo caso.

Si A, = 0 tendremos, por el hecho de que —2AE? # 0 y A # 0, que E #0 y, en consecuencia, la
ecuacion (A.14) (o, lo que es lo mismo, la ecuacién (A.13)) representa una pardbola.

vy v

Si A, < 0 tendremos, por el hecho de que —4AC < 0,A+C= A+C y As = 8ACF # 0, que las parejas
formadas por Ay C, Ay A1, y Fy A3, tienen el mismo signo. Como, por simple manipulacién algebraica,
la ecuacidn (A.15) es equivalente a la ecuacién

72 k)
(A.18) S A

b

A
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tendremos que la ecuacioén (A.18) (o, lo que es lo mismo, la ecuacién (A.15) o la ecuacién (A.13))
representa: una elipse, si A;A3 < 0; el conjunto vacio, si AjAz > 0.

Si A, > 0 tendremos, por el hecho de que —4,&6 > 0, que A y é tienen signos contrarios. Asi, la
ecuacion (A.18) (o, lo que es lo mismo, la ecuacién (A.15) o la ecuacion (A.13)) representa una hipérbola.
QEP H

§ A.5 Correspondientes al Capitulo 9

Verifiquemos ahora lo afirmado en el lema 9.1.

Aprovecharemos la tricotomia del orden de los nimeros reales para realizar la prueba en dos casos:
primero el caso a > 0, y luego el caso a < 0

Consideremos un nimero real a > 0. Por la propiedad arquimediana del orden de los nimeros
reales, sabemos que existe p € N tal que p - (27) > a; esto garantiza que el conjunto

A:={keN: a< 2kn}

es no vacio. Por el Principio del buen orden de los niimeros naturales, sabemos que el conjunto A tiene
minimo; llamemos m = min A.

Sim =1, entonces 0 < a < 27y, en consecuencia, con b = a y n = 0 logramos lo que queriamos.

Supongamos ahora que m > 1, es decir, que m — 1 € IN. Como m € A, se tiene que a < 2mu; de
donde a — 2mn < 0y, en consecuencia, a — 2mn + 2n < 2. Por tanto, a — 2(m — 1) < 2. Por otro lado,
si acaso a —2(m— 1)r < 0, tendriamos que a < 2(m — 1)x, es decir, que m— 1 € Ay m— 1 < m; contrario
al hecho de que m es el minimo de A. Asi,con b = a—2(m—1)ry n = m—1 logramos lo que queriamos.

Consideremos ahora un nimero real a < 0. Como —a > 0 tendremos, por lo que acabamos de
probar, que existe un nimero real b con 0 < b < 27, y un nimero entero 7 > 0, tales que —a = b + 2ir;
de donde a = —b — 2an.

Si b = 0, entonces a = 2(—ii)n y, asi, con b = 0y n = —ii logramos lo que queriamos.

Si b # 0, entonces a = (27 — b) + 2(=ir — 1)m. Como 0 < b < 2x, tendremos que —27 < —b < 0; de
donde 0 < 27 — b < 27. Asi,con b = 2r — by n = —ii — 1 logramos lo que queriamos.
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TRIGONOMETRIA

Definicion de las razones trigonométricas

(seno) sen(a) = BC =

SN I

(coseno) cos(a) = OB = X

r
(tangente) tan(a) = AD = y
X
(cotangente) cot(@) = EF =

(cosecante) csc(a) = OD =

Qlﬁwl><

(secante) sec(a) = OF = r
X

Signo de las razones trigonométricas

0<a<90 | 90<a<180 | 180 <a <240 | 240 < a < 360
Seno y cosecante + + — —
coseno y secante + - — +
tangente y cotangente + - + —
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Identidades trigonométricas fundamentales

1
sec(a) = cos(@)
o= 22

sen?(a@) + cos?(a) = 1

+1

V1 + tan?(a)

cos(a) =

csc(@) = sen(@)

1 cos(a)
cot(a) = tan(e)  sen(@)

1 + tan®(@) = sec?(a)

+tan(a)

V1 + tan?(a)

sen(a) =

Identidades trigonométricas de reduccion

sen(—a) = — sen(@)
sen(90 + @) = cos(a)
sen(a + 90) = —cos(a)
sen(180 + @) = F sen(a)
sen(a + 180) = + sen(a)
sen(270 + @) = — cos(a)
sen(a + 270) = cos(a@)
sen(360 + @) = +sen(a)

sen(a + 360) = F sen(a)

Razones trigonométricas de sumas y diferencias de angulos

cos(—a) = cos(a)
c0s(90 + @) = Fsen(a)
cos(a = 90) = Fsen(a)
cos(180 + @) = —cos(@)
cos(a + 180) = —cos(a)
cos(270 + a) = +sen(@)
cos(a +270) = +sen(a)
cos(360 + a) = cos(a)

cos(a + 360) = cos(a)

sen(a + 8) = sen(a) cos(B) = cos(a) sen(B)

cos(a = B) = cos(a@) cos(B) F sen(@) sen(B)

tan(a) + tan(B)

tan(a £ f8) =

1 ¥ tan(a) tan(B)

Razones trigonométricas del doble de un angulo

sen(2a) = 2 sen(a) cos(a)

cos(2a) = cos?(a) — sen®(a) = 1 — 2sen?(a) = 2 cos?(a) — 1

2 tan(a)

tan(2cx) = Tnz(a)
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1 + cot?®(@) = csc?(a)

tan(—a) = —tan(a)
tan(90 + @) = F cot(@)
tan(a + 90) = + cot(a)
tan(180 + @) = + tan(a)
tan(a + 180) = F tan(a@)
tan(270 + @) = ¥ cot(a@)
tan(a + 270) = + cot(a@)
tan(360 + @) = tan(a)
tan(a + 360) = F tan(a)



Razones trigonométricas de la mitad de un angulo

1 — cos(a)
2

cos) = 2 L)

sen(3) = +

tan(2) = + I —cos(e)  sen(@)  1-—cos(e)
227 "N 1+cos(@) 1+cos(e)  sen(a)

Ecuaciones trigonométricas

Ecuacién Soluciones

cos6 =0 =7 +knconkeZ

cosf =1 0 =2kmconke”Z

cosf =-1 0=QR2k+1)rconkeZ

cosgz% 9:§+2k7r09=%”+2k7r,conkel

cost—% 9=%”+2k7ro€=%”+2k7r,conkel
senf =0 O=krconkeZ

senf = 1 0 =7 +2knconkeZ

senf = —1 9=37”+2k7rconk€Z

sen0=% 0:%+2k7r09=%”+2k7r,conkel

senHz—% 0:%”+2k7109:“7”+2k7r,00nkel

Teorema del seno y Teorema del coseno

apennice B | Trigonometria

b c

sena senf seny

=b*+c* = 2bccosa
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Trigonometria

Valores de las razones trigonométricas para los angulos notables

seno | coseno | tangente | secante | cosecante | cotangente

0 0 0 1 0 1

1 V3 V3 2V3
6 30 | 3 > 3 =5 2 V3
45 | 2 2 1 V2 V2 1

V3 1 2V3 V3
I b V3 2 5 3
90 | 1 0 1 0
2 V3 1 2V3 V3
3 1200 5 | -3 -V3 -2 = 3
o35 | 2| - -1 —\2 V2 ~1
5 1 V3 V3 243
5 10 2 | % | -3 | ~F 2 - V3
x 180| 0 -1 0 -1
7 | Vi Vi 243
5 210 -3 | % 3 -3 -2 V3
Stogps | - 2 1 V2 | -\2 1
4 V3 1 2V3 V3
3 240 -5 | -3 V3 -2 -5 3
270 | -1 0 -1 0
5 V3 1 23 V3
3 3005 3 -V3 2 5 3
;o35 | -2 2 -1 V2 ~\2 1
7 1 V3 V3 2V3
5 330 -3 | 7 5 5 -2 — V3
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ECUACION DE SEGUNDO GRADO
EN UNA VARIABLE

Las dos soluciones de la ecuaciéon general de segundo grado en una variable y coeficientes reales
ax’> +bx+c¢=0 (a, by c nimeros complejos con a # 0)

son

_ —b+ Vb2 —dac

—-b— Vb? - 4ac
2a )

2a

Dichas soluciones reciben también el nombre de raices del polinomio de segundo grado con coefi-
cientes complejos

X1 y X2 =

px) = ax® + bx + c,

el cual se puede factorizar mediante
p(x) = alx = x)(x — x2).
Esas soluciones tienen la propiedad de que

&
X1 +X2=—— y X1X2 = —.
a a

Del producto de las raices resulta que, en caso de que el lado izquierdo de la ecuacién sea un

. . 2
trinomio cuadrado perfecto, entonces f7 =<

Ademas, las soluciones son

reales y distintas, si A >0
reales e iguales,si A =0
imaginarias, si A<O

donde A = b? — 4ac, y es llamado el discriminante de la ecuacion.
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CONSTRUCCION DE UN SISTEMA
DE EJES RECTANGULARES

En la literatura sobre Geometria analitica que hemos tenido ocasién de revisar (toda la cual se
encuentra recopilada en la Bibliografia al final del libro), no se encuentra presentado explicitamente, ni
por la via de referencia, ninglin método para construir un sistema de ejes rectangulares en el plano, sino
que se parte de que éste estd dado. Aunque pueda resultar chocante para algunos de nuestros lectores,
preferimos exponer un método de construccion de dichos ejes, con el propésito de que se pueda tener al
menos una referencia explicita de su construccion.

Para determinar los dos ejes de uno de esos pares de ejes rectangulares, basta con fijar dos puntos
distintos cualesquiera del plano.

El procedimiento para construirlos se puede describir de la siguiente manera. Fijamos dos puntos
distintos, O y U, cualesquiera del plano (ver el Principio E.1 en el Apéndice E), y:

o consideramos la Unica recta que pasa por los puntos O y U (ver el Principio E.3 en el Apéndice
E), a la que representaremos por X; y escogemos un sistema de coordenadas en la recta x, con la
particularidad de que al punto O le corresponda el nimero real cero (0), y al punto U le corresponda
el nimero real uno (1). Destacando, en la recta x, el punto O como indicador del origen, el punto
U como indicador de la unidad, y el sistema de coordenadas que acabamos de mencionar, tenemos
construido el primero de los ejes, que denominaremos el eje X.

(0] U
0 1 X

o consideramos, ahora, la recta perpendicular al eje Ox por el punto O (ver el Principio E.7 en el
Apéndice E), a la que representaremos por y, y uno de los dos puntos U’ de la recta y que satisfacen
OU’ = OU'; y escogemos un sistema de coordenadas en la recta y, con la particularidad de que al

'Hay varias maneras de justificar la existencia de dicho punto; la mas sencilla, a nuestro parecer, es considerar el circulo
con centro O y radio OU, y apoyarnos en el Principio E.12 del Apéndice E. Como la recta que estamos considerando contiene
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punto O le corresponda el niimero real cero (0), y al punto U’ le corresponda el niimero real uno (1).
Destacando, en la recta y, el punto O como indicador del origen, el punto U’ como indicador de la
unidad, y el sistema de coordenadas que acabamos de mencionar, tenemos construido el segundo
eje, que denominaremos el eje y.

“—>
El punto U, ademds de servirnos para determinar la direccién OU (es decir, la recta X) y, en ésta,

o—>
indicar el sentido positivo respecto al origen, OU, también fija la escala, o unidad de longitud, con la que
mediremos las distancias sobre ambos ejes (y, por ende, determina también la unidad de medida de area,
con la que mediremos las regiones del plano definidas respecto a dicho sistema de ejes rectangulares).

al centro del circulo, que estd en su interior, dicha recta cortard al circulo en exactamente dos puntos y, ademds, cada uno de
ellos esta a distancia OU de O.
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PRINCIPIOS ELEMENTALES
DE LA GEOMETRIA EUCLIDIANA

Principio E.1
El plano contiene al menos tres puntos no colineales.

Principio E.2
Toda recta tiene infinitos puntos distintos.

Principio E.3
Para cada par de puntos distintos, existe exactamente una recta que los contiene.

Principio E.4
Dos rectas son iguales si, y solo si, coinciden en dos puntos distintos.

Principio E.5
Para dos rectas cualesquiera se tiene que se cumple una, y solo una, de las siguientes posibilidades:

(@) son iguales (coinciden);
(b) son paralelas;

(c) son concurrentes.

Principio E.6
Dos rayos son iguales si, y solo si, tienen el mismo origen y un punto interior en comiin.

Principio E.7
Dada una recta y un punto cualquiera, se tiene que existe una unica recta perpendicular a la recta dada
que pasa por el punto dado.
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Principio E.8
La distancia de un punto P a una recta l es definida como la distancia desde P hasta su proyeccion sobre
I, es decir, como el niimero PQ, donde Q es la proyeccion de P sobre I.

Principio E.9
Si dos rectas distintas son perpendiculares a una misma recta, entonces son paralelas.

Princirio E.10
Dos rectas son paralelas si, y solo si, son distintas y los puntos de una de ellas equidistan de la otra.

Principio E. 11
Si una recta es perpendicular a una de dos rectas paralelas, entonces es perpendicular a la otra.

Principio E.12
Una recta es secante a un circulo si, y solo si, tiene un punto de su interior.

Principio E.13 -
Fijado un sistema de coordenadas en la recta AB tal que al punto A le corresponde el cero (0) y al

N o—>
punto B le corresponde el uno (1), el rayo AB, menos su origen (la semirrecta AB), estd compuesto por
—

los puntos de la recta cuyas coordenadas son positivas, y el rayo opuesto a AB, menos su origen, estd
compuesto por los puntos de la recta cuyas coordenadas son negativas.

Principio E.14 (PoSTULADO DE SEPARACION DEL PLANO)
Dada una recta m, el conjunto de los puntos que no estdn en m se puede representar como la unién de
dos conjuntos Hy y Hy que tienen las siguientes propiedades:

(0 Hi y Hy son convexos (entendiendo por convexo: que contiene los segmentos que unen a cuales-
quiera dos de sus puntos distintos), y

«—>
(n) si A estd en Hy y B estd en H,, entonces AB corta a m en un punto que estd entre A 'y B.

A Hy y H, se les llama lados de (o semiplanos determinados por) m, y diremos que uno es el opuesto
del otro, o simplemente que son opuestos; a m se le llama borde (frontera o arista) de cada uno de sus
lados.

Principio E.15
Los semiplanos determinados por una recta son tnicos.

Principio E.16
Dado un rayo con origen en una recta, se tiene que uno de sus puntos estd en uno de los lados de la recta
si, y solo si, todos sus puntos, excepto el origen, estdn en ese mismo lado de la recta.

Principio E.17

Dos rectas son paralelas si, y solo si, una de ellas estd contenida en uno solo de los semiplanos determi-
nados por la otra.
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Principio E.18

Sily || b, t) secante al; y I, en A y B, respectivamente, t, secante a l| y I en C y D, respectivamente, y
I3 || Iy corta a t; en un punto E que estd entre A y B, entonces I3 corta ty en un punto F que estd entre C
y D.

Principio E.19 (TEOREMA DE THALES)
Tres rectas paralelas determinan segmentos proporcionales en cualesquiera dos secantes.
En otras palabras: si ly || I || ls; t; y t» son secantes a 11, I y I3 en los puntos A, B, C, y A’, B, C’,

respectivamente, entonces
BC BA

B C’  BA

Principio E.20 (TEOREMA DE PITAGORAS)
(@) Siun tridngulo es rectdngulo, entonces el cuadrado de su hipotenusa es la suma de los cuadrados
de sus catetos.

(b) Si, en un tridngulo, el cuadrado del lado opuesto a un dngulo es la suma de los cuadrados de los
otros dos lados, entonces el tridngulo es rectdngulo con dicho dngulo recto.

Principio E.21 (CRiTERIO AA DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS)
Si existe una correspondencia biunivoca entre los vértices de dos tridngulos con la propiedad de que dos
pares de dngulos correspondientes son congruentes, entonces la correspondencia es una semejanza.

En otras palabras: si B
(A=/D,y
/B = /E, F D

entonces v

AABC ~ ADEF. A c )4

Principio E.22
La longitud de un lado de un tridngulo es menor que la suma de las longitudes de los otros dos, y mayor
que su diferencia.

Principio E.23
Dos rectas son concurrentes si, y solo si, cada una de ellas contiene puntos en ambos lados de la otra.

Principio E.24
Al cortar dos rectas paralelas por una secante, los dngulos correspondientes son congruentes.

Principio E.25 (PosTuLADO DEL TRANSPORTADOR)
(a) (Medida del dngulo)

Cada dngulo tiene asociado un tinico niimero real comprendido estrictamente entre 0y 180, al que
llamaremos la medida del dngulo.
Si denotamos a un dngulo con el simbolo La, denotaremos su medida por m/a.

(b) (Construccion de dngulos)

BN
Dado un rayo AB en el borde de un semiplano H, y un niimero real r estrictamente comprendido

-
entre 0y 180, se tiene que existe exactamente un rayo AC, con C en H, tal que m/CAB = r.
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(c) (Adicion de dngulos)
La suma de las medidas de dos dngulos adyacentes es la medida del dngulo abarcante.
(d) (Del par lineal)

La suma de las medidas de los dngulos de un par lineal es 180.

Principio E;26 .
El rayo AD es bisector del dngulo /BAC si, y sélo si, la recta perpendicular a AD por A contiene los
bisectores de los adyacentes lineales de / BAC.

Principio E.27

Dado un punto D del tridngulo ABAC, se tiene que el rayo AD es bisector del dngulo /A interior si, y

solo si, D estd entre By C, y Iﬂ—g = %.

Principio E.28
Ningiin circulo tiene tres puntos distintos y colineales.

Principio E.29
Todo circulo tiene infinitos puntos distintos.

Principio E.30
Dos circulos son iguales si, y solo si, coinciden en tres puntos distintos.

Principio E.31
Dos circulos son iguales si, y solo si, tienen el mismo centro y el mismo radio.

Principio E.32
Tres puntos no colineales determinan un vinico circulo.

Principio E.33
Una recta | y un circulo C son tangentes si, y solo si, | es perpendicular al radio de C con extremo
exterior en el punto de corte

Principio E.34
Una recta l'y un circulo C son tangentes si, y solo si, la distancia del centro de C a l es igual al radio de
C.

Princirio E.35
Una recta l'y un circulo C no se cortan si, y sélo si, la distancia del centro de C a l es mayor que el radio
de C.

Principio E.36
Una recta l 'y un circulo C son secantes si, y solo si, | tiene un punto en el interior de C.
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Princirio E.37
Una recta l y un circulo C son secantes si, y solo si, la distancia del centro de C a l es menor que el radio
de C.

Principio E.38

Dos circulos Ck, r, ¥ Ck,,r, son tangentes si, y solo si, la suma de dos de los niimeros r1, r; y K1 K es
igual al tercero: r1 + ry = K| K,, tangentes exteriormente; r| + K| Ky = ry, tangentes interiormente con
C1 dentro de Cyp; y ry + K1 Ky = ry, tangentes interiormente con C, dentro de C.

Principio E.39

Dos circulos Ck, r, y Ck,,r, 00 se cortan si, y solo si, la suma de dos de los niimeros r1, r» y K1 K> es
menor que el tercero: ry + ry < K1K», cada uno de ellos estd en el exterior del otro; r1 + K1 K> < 1y, Cy
dentro de C»; r + K1 K> < r1, C dentro de C;.

Principio E.40

Dos circulos Ck, », v Ck,.r, Son secantes si, y solo si, cada uno de los nimeros ry, r, y K1 K> es menor
1-71 2,72

que la suma de los otros dos.
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ALFABETO GRIEGO

’ mindscula ‘ mayuscula | denominacién ‘ transliteracion ‘ sonido (al leerla en griego) ‘

o A alfa a a larga o breve

B B beta b b

Y r gamma g/gu g suave (ga, gue...)
) A delta d d

€ E épsilon e e breve

¢ Z dseta/zeta z ds (z italiana)

n H eta e e larga
/% C] theta th z (za, ce, ci, zo, zu)

1 I iota i i

K K kappa k/c/qu k (ka/ca, ke/que ...)
A A lambda 1 l

n M my m m

v N ny n n

£ B xi X x

0 0] Omicron 0 o0 breve

T IT pi P P

p P rho r r
o/s z sigma S s

T T tau t t

v Y/T ypsilon u/y u francesa o i alemana
0/9 ® f f f

X X i chyj j

L b4 psi ps s

0 Q omega 0 o larga
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Cometemos el abuso de escribir la letra y acentuada (¥) para indicar que este simbolo debe pronun-
ciarse como la u francesa o la @i alemana.

Las dos formas de la theta mintscula, 0 y 0, asi como de la fi mindscula, ¢ y ¢, se utilizan indistin-
tamente.

De las dos formas de la sigma mintscula, 6 y ¢, ¢ se utiliza siempre al final de la palabra y ¢ en los
demas casos; en ciencias se emplea preferentemente G.

De las dos formas de la ypsilon mayuscula, Y y Y, se utiliza preferentemente Y.

Transliterar significa transcribir un texto haciendo uso de un sistema signos diferente del original.
La transliteracion no intenta ofrecer una interpretacion fonética del texto (tal como si lo haria una trans-
cripcidn), sino reproducir el original signo por signo, de manera que se pueda reconstruir el texto en su
grafia original al tener a mano los dos sistemas de signos.

No estd demds advertir al lector de que la transliteracién que hemos expuesto del alfabeto griego no
necesariamente se ajustan a las normas técnicas que actualmente estdn en uso en los sistemas internacio-
nales, especialmente en lo que se refiere a los cambios que ha sufrido el griego en la modernidad.

384 ‘ GEOMETRIA ANALITICA PLANA



BIBLIOGRAFIA

[1] Ballou, Donald H. y Steen Frederick H., Analytic geometry, Xerox College Publishing, Lexington,
1974 (Inglés).

[2] Burdette, A. C., Analytic geometry, Academic Press, New York, 1971 (Inglés).

[3] Kindle, Joseph H., Geometria analitica, McGraw-Hill, México, 2001 (Espaiiol).

[4] Lehmann, Charles H., Geometria analitica, Limusa S. A., México, 1999 (Espafiol).

[5] Leithold, Louis, El Cdlculo, séptima ed., Oxford University Press, México, 1998 (Espafiol).

[6] Lima, Elon Lages, Coordenadas no Plano, Sociedade Brasileira de Matematica, Rio de Janeiro,
1992 (Portugués).

[7] Maxwell, E. A., Elementary coordinate geometry, Oxford, Glasgow, 1958 (Inglés).

[8] Medici, Héctor J. y Cabrera, Emanuel S., Geometria analitica, Libreria del colegio, Buenos Aires,
1956 (Espaiiol).

[9] Protter, Murray H. y Morrey, Charles B., Cdlculo con Geometria analitica, Fondo Educativo Inter-
americano S. A., Bogotd, 1980 (Espaiiol).

[10] Purcell, Edwin J., Rigdon, Steven E. y Varberg, Dale, Cdlculo, octava ed., Pearson Educacién,
México, 2001 (Espaiiol).

385






INDICE

A

abscisa en el origen de una recta: 39
abscisa(s)
de un punto: 7
eje de las: 6
angulo
de direccién de una recta: 45
de inclinacién de una recta: 45
en coordenadas polares: 321
polar: 304
asintotas de una hipérbola: 254
avance: 43

baricentro de un tridngulo: 27

C
caracoles: 331
cardioides: 331
con hendidura: 331
con un lazo: 331
convexos: 331
trisectrix: 331
cardioides: 331
centro de una
elipse: 205
hipérbola: 247
circulo(s): 95
centro de un: 95
coincidentes: 97, 109
concéntricos: 97
congruentes: 97
definicion clasica: 288
determinado por tres puntos: 120
ecuacion canoénica de un: 96
ecuacion de un: 95
ecuacion general de un: 95
eje radical de dos: 114
el didmetro de un: 95
el radio de un: 95
en coordenadas polares: 323
centro en el polo: 323
pasa por el polo: 323
exterior de un: 98
extremo exterior de un radio de un: 95
familia de: 118

pardmetro(s) de una: 118

iguales: 97, 109

incidencia entre dos: 109

interior de un: 98

longitud de la normal en un punto: 126

longitud de la subnormal en un punto: 126

longitud de la subtangente en un punto: 126

longitud de la tangente en un punto: 126

parametrizacién de un: 130

que no se cortan: 109

que pasan por dos puntos: 117

recta de los centros de dos: 98

recta normal a un: 106

recta que no corta a un: 100

recta secante a un: 100

recta tangente a un: 100, 103

secantes: 109

tangentes: 109

un didmetro de un: 95

un radio de un: 95

una cuerda de un: 95
circuncentro de un tridngulo: 25
coeficiente angular de una recta: 46
coincidencia de dos

circulos: 97, 109
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