MERIDA

CIENCIAS

UNIVERSIDAD DE LOS ANDES

VENEZUTETLA

Unidad 1: Calculo en espacios euclidianos

Licenciatura en Matematicas

’ Temas

|

Objetivos especificos |

Estrategias metodologicas

1.1 El espacio euclidiano.

(1) Entender las operaciones basica®Rten = 2, 3.

(a) Repasar las estructuras basica®Réry enR3: es-

propiedades.

1.2 Vectores tangentes.

(1) Entender qué es un vector tangente y cuales of
ciones se pueden realizar entre ellos.

(2) Entender cual es la diferencia con los vectores "1
males".

(3) Entender que aunque se pueden "dibujar"Rn
ellos viven eriR?”.

(b) Explicar como dibujar vectores tangentesrer.
@dc) Definir las estructuras basicas en el espacio t
gente en cada punto: espacio vectorial, productq
terno, norma de un vector, producto vectorial.

1.3 Derivadas Direccionales.

Eliminado

1.4 Isometrias.

(1) Entender las isometrias &, n = 2,3 como trans-
formaciones que nos distorsionan la distancia Y
forma.

(2) Saber calcular la parte ortogonal y la parte trag
cional de una isometria.

(3) Saber demostrar si dos figuras ( triangulos, céni
etc. ) son congruentes

(4) Saber calcular las simetrias de figuras.

(a) Definir Isometrias.
(l?) Demostrar el Teorema de caracterizacion: Isome

sie) Mostrar los ejemplos basicos en el plano y el es

cas, ciones de éstas.

(d) Demostrar el Teorema de clasificacion
isometrias planas y enunciar el de isometr
espaciales.

(e) Explicar lo que son figuras congruentes e ilustra
concepto con triangulos y conicas. Explicar que $
invariantes geométricos.

€e9-Definir vectores tangentes y el espacio tangente.

= transformacion ortogonal seguida de traslacion

pacio vectorial, producto interno, norma de un vec-
tor, producto vectorial, producto triple. Repasar sus

an-
n-

tria

pa-

cio: rotaciones, reflexiones, inversiones y combina-

de

fas
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Unidad 1: Calculo en espacios euclidianos

|

Temas

|

Objetivos especificos

|

Estrategias metodologicas

1.5 Orientacién el el espacio euclidi
no

1{1) Saber cuando dos bases Ré tienen la misma
orientacion.
(2) Entender cémo encajan las definiciones vistas
cursos anteriores con las dadas aqui.
(3) Saber cuando una isometria invierte o no la oriel
cion.

(a) Definir la relacién de equivalencia "tener las misi
orientacion” en el conjunto de basesRie
@n Definir la orientacion deR™ y decir cuando esta
positivamente orientado. Mostrar que ésto es
ta- convencién y por tanto es arbitraria.

orientabilidad de una base con el producto vecto
y el producto triple.

(d) Definir la orientacién de una isometria en términ
del determinante de su parte ortogonal.

(c) Mostrar, en el caso d&>, como se relaciona la

/|
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Unidad 1: Calculo en espacios euclidianos

Estrategias de evaluacion:

¢ La evaluacion de estos temas sera hecha con un examen escrito.

¢ Se evaluaran directamente la comprension de las definiciones, teoremas ( lemas, corolarios, proposiciones ) dados en clase.
¢ La evaluacién sera el viernes de la semana siguiente a la semana en que se terminan las exposiciones de los temas.

¢ Laevaluacion valdra el 8 % del total de la nota.

Recursos:

¢ Pizarrény tiza.

¢ Al menos tres ejemplares de los libros recomendados en la bibliografia.

¢ Acceso a internet.

¢ Licencias de los programas Mathematica y Maple, usados para graficar los objetos estudiados en este curso.

Cronologia:
Cuatro clases ( 2 semanas ).
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Unidad 2: Curvas

Licenciatura en Matematicas

|

Temas

|

Objetivos especificos

|

Estrategias metodoldgicas

2.1 Curvas parametrizadas.

(1) Entender la nocién de curva, como un conjuntd
cual es descrito por un parametro.
(2) Entender las diferencias con objetos unidimens
nales.

@) Definir curvas parametrizadas

(b) Presentar los siguientes ejemplos: punto, re
5io- , conicas, hélices, cicloides, epicicloides, hipo
cloides, tractrices.

ctas
Ci-

CO.

2.2 Curvas regulares y longitud de g

rel) Entender la recta tangente a una curva.

(2) Entender la nocion de longitud de arco y que mi

(3) Saber decidir cuando una curva es repara
trizacion de otra.

(4) Saber decidir si una curva tiene una reparal

(a) Definir curvas parametrizadas regulares.

d@n) Definir la recta tangente a un punto de una cu
me- regular. Mostrar con un ejemplo por qué es ne
saria la hipétesis de regularidad.
me) Definir la funcion longitud de arco. Motivar I

tes.

trizacioén por longitud de arco. definicién usando el hecho que laimagen de la g
va puede ser aproximada por curvas poligonales.
(d) Definir reparametrizacion de una curva. Mostrar
ejemplos de cuando una reparametrizacion pres
y cuando ésta invierte la orientacion.
(e) Demostrar que toda curva regular se puede rep
metrizar por longitud de arco.

2.3 La teoria local de las curvas parg-l) Entender la forma local de una curva. (a) Definir la curvatura, la torsion, vector unitario, vec-
metrizadas por longitud de argd2) Saber calcular la curvatura y torsion de una curyay tor normal y el vector binormal. Calcular explicita-
( curvatura, torsion, el triedro de como éstos determinan la forma de ella. mente un ejemplo: la hélice circular.

Frenet, ecuaciones de Frenet). | (3) Saber determinar cuando dos curvas son congrp@m-Mostrar su interpretacion geométrica: curvatlira

cero = rectas, torsion cero = curva plana.
(c) Mostrar el significado del signo en la torsién.

rva

erva

ara-



Unidad 2: Curvas

|

Temas

Objetivos especificos

Estrategias metodoldgicas

(d) Explicar que la curvatura, la torsion y el triedro ¢
Frenet son invariantes por congruencias. Demos
el teorema fundamental de curvas.

rior a curvas regulares no necesariamente parg
trizadas por la longitud de arco. Demostrar las f
mulas para calcular curvatura, torsion, triedro
Frenet en este caso. Mostrar ejemplos: hélices

2.4 Propiedades Globales de las ¢
vas planas.

u(1) Entender la diferencia entre propiedad global y
cal de una curva.

(2) Saber el significado geométrico del signo de la g
vatura plana.

I¢a) Definir la curvatura plana signada, demostrar la g
acterizacion de esta como la derivada del ang

ur- que hace la velocidad con una direccion fija.

(b) Presentar formula de célculo de la curvatura en
minos de la velocidad y la aceleracion.

(c) Demostrar la desigualdad isoperimétrica.

(d) Demostrar el teorema de los cuatro vértices.

e
trar

(e) Explicar como se traslada todo el aparataje ante-

me-

or-

de

ar-
ulo

tér-



Unidad 2: Curvas

Estrategias de evaluacion:

¢ La evaluacion de estos temas sera hecha con un examen escrito.

¢ Se evaluaran directamente la comprension de las definiciones, teoremas ( lemas, corolarios, proposiciones ) dados en clase.
¢ La evaluacién sera el viernes de la semana siguiente a la semana en que se terminan las exposiciones de los temas.

¢ Laevaluacion valdra el 8 % del total de la nota.

Recursos:

¢ Pizarrény tiza.

¢ Al menos tres ejemplares de los libros recomendados en la bibliografia.

¢ Acceso a internet.

¢ Licencias de los programas Mathematica y Maple, usados para graficar los objetos estudiados en este curso.

Cronologia:
1
5 clases @5 semanas ).
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Unidad 3: Superficies

Licenciatura en Matematicas

Temas

| |

|

Objetivos especificos

Estrategias metodoldgicas

3.1 Superficies regulares.

(1) Saber decidir cuando un subconjuntoRiees una
superficie.

(a) Definir parametrizaciones locales de una superfi
Definir una superficie.

(b) Mostrar ejemplos basicos y construir parametri
ciones en cada caso: plano, esfera, cono trunca

(c) Usar el cono truncado y la superficie cilindri
construida a partir de la cun(a, sen(2), para dis-
cutir dos conjuntos que no son superficies.

(d) Demostrar que el conjunto de nivel de una func
con gradiente no nulo es una superficie.

(e) Como aplicacién del item anterior mostrar alg
nas superficies cuadricas y verificar los ejemplos
presentados anteriormente.

3.2 Cambio de coordenadas; fu
ciones diferenciables entre supég
ficies..

n€l) Manejar el lenguaje de cambios de coordenada
2(2) Saber decidir cuando una funcién, aplicacion
diferenciable.

5(a) Demostrar el teorema de rectificacion de supe
es cies. Como consecuencia obtener una definig
equivalente de superficie.
(b) Definir cambios de coordenadas. Mostrar algut
ejemplos con las parametrizaciones de los ej¢
plos ya mencionados. Demostrar que los camk
de coordenadas son diferenciables
(c) Definir funciones escalares diferenciables y f
ciones entre superficies diferenciables. Defi
difeomorfismos. Mostrar ejemplos entre las supe
cies antes mencionadas ( restricciénes de funcig
diferenciables de abiertos d®?, restricciones de
funciones diferenciables entre abiertosRfe).

e.

7a-
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MERIDA

CIENCIAS

UNIVERSIDAD DE LOS ANDES

VENEZUTETLA

Unidad 3: Superficies

Licenciatura en Matematicas

|

Temas

|

Objetivos especificos

|

Estrategias metodoldgicas

3.3 El plano tangente; la diferencid
de una funcién diferenciable ent
superficies.

(1) Saber qué es es un vector tangente y su re

e sentacion geométrica @&v.

(2) Saber manejar el calculo diferencial entre supe
cies: célculo de vectores y espacios tangentes,
cular derivadas.

piee)> Definir vector tangente como el vector velocidad

una curva adaptada en la superficie. Definir es

rfi- cio tangente en un punto. Mostrar los ejemplos
cal-plano, la esfera, el conjunto de nivel de una func
escalar con gradiente no nulo.

(b) Demostrar las propiedades del espacio tangentg
un espacio vectorial de dimension 2y construir U

base asociada a una parametrizacién dada.

(c) Definir la diferencial de una funcion escalar y
una aplicacién ( mapa, mapeo ) entre superfic
Mostrar ejemplos.

(d) Mostrar como el teorema de los multiplicador]
de Lagrange encaja en este lenguaje. Presenta
demostracién con este lenguaje.

de

pa-
el

on

2. €S
na

e
es.

es
[ una

3.4 La primera forma fundamental,(1) Entender el concepto de &rea en superficies.

area de una superficie.

(2) Saber calcular areas de superfcies.

(a) Repasar Integracion Riemann en dos variables
particular el teorema de cambio de variable.
(b) Definir celdas en superficies y enunciar el teore

de descomposicion en celdas ( sin demostracif

Mostrar ejemplos en la esfera, el toro y en una
perficie no compacta.

(c) Definir el &rea de una superficie. Calcular direg
mente con la definicion el area de una esfera y
un toro. Mostrar un ejemplo de una superficie
compacta con area finita y uno de una superficie
acotada con érea finita.

en

ma

Su-

ta-
de

no




Unidad 3: Superficies

|

Temas

|

Objetivos especificos

| Estrategias metodoldgicas

3.5 Orientacion de superficies.

(1) Entender qué es una orientacion de una superfi
(2) Saber decidir cuando una superficie es orientab)

Ci@) Definir campos vectoriales diferenciables.
riales diferenciales normales. Mostrar ejemplos
plano, la esfera. Mostrar que la Banda de M6b
diferenciable con gradiente no nulo.

ficies en términos de cambios de coordenadas
determinante positivo.

€b) Definir orientacion en términos de campos vecto-

el
ius

no es orientable. Usar esto para mostrar que na to-
da superficie es el conjunto de ceros de una func

on

(c) Presentar la definicion de orientabilidad de super-

con




Unidad 3: Superficies

Estrategias de evaluacion:

¢ La evaluacion de estos temas sera hecha con un examen escrito.

¢ Se evaluaran directamente la comprension de las definiciones, teoremas ( lemas, corolarios, proposiciones ) dados en clase.
¢ La evaluacién sera el viernes de la semana siguiente a la semana en que se terminan las exposiciones de los temas.

¢ Laevaluacion valdra el 8 % del total de la nota.

Recursos:

¢ Pizarrény tiza.

¢ Al menos tres ejemplares de los libros recomendados en la bibliografia.

¢ Acceso a internet.

¢ Licencias de los programas Mathematica y Maple, usados para graficar los objetos estudiados en este curso.

Cronologia:
6 clases § semanas).

10
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Unidad 4: Operadores de forma

Licenciatura en Matematicas

’ Temas

| |

Objetivos especificos

Estrategias metodoldgicas

4.1 El operador de forma de una s
perficie.

uFl) Entender cédmo se dobla o tuerce una superficig]

.(a) Definir el operador de forma asociado a un cam
vectorial normal. Mostrar los ejemplos: plano, €
fera, cilindro.

(b) Discutir las propiedades del operador de forma:
nealidad, simetria.

(c) Definir la Segunda Forma Fundamental de una
perficie, discutir las diferencias entre el caso orig
table y el no orientable.

4.2 Curvatura normal.

(1) Entender la relacién entre la curvatura de una cu
en una superficie y la manera como ésta se tue

rizg Definir la curvatura normal de una curva en una

ce. perficie. Demostrar el teorema de Meusnier. Cal
lar la curvatura normal en los ejemplos del item &
terior.

(b) Definir las curvaturas principales y los vectores
curvatura principal.

po
2 G-

Su-
eN-

SU-
cu-
AN-

de

4.3 Curvatura Gaussiana.

(1) Entender los diferentes invariantes asociadod
operador de forma.

(2) Entender como la curvatura gaussiana mide cus
se dobla o tuerce una superficie.

(3) Entender la forma local de una superficie.

5 (@) Definir la curvatura gaussiana como el deterr
nante de un operador de forma. Calcularla en
Anto ejemplos mencionados anteriormente.

(b) Definir puntos elipticos, hiperbdlicos y parabdlic
de una superficie. Mostrar ejemplos de éstos e
esfera, el plano, el cilindro. Presentar la forma
cal de una superficie en términos de las curvaty
principales.

(c) Demostrar que la curvatura gaussiana es un i
riante por congruencias.

mi-
los

0S
nla
0_

Iras

nva-

11



Unidad 4: Operadores de forma

|

Temas

|

Objetivos especificos

| Estrategias metodoldgicas

4.4 Técnicas de célculo.

(1) Saber calcular los invariantes de una superfcie:
vatura gaussiana, curvatura media.

ra en términos del operador de forma y una b
del espacio tangente, como corolario obtener
la curvatura gaussiana es una funcién diferen

del toroy el elipsoide.

(b) Célculo de la curvatura gaussiana dada una p
metrizacion de la superficie. Obtener las formu
clasicas.

C(a) Presentar la férmula para el célculo de la curvatu-

ase
que
Cia-

ble. Usar esta férmula para calcular los ejemplos

ara-
as

4.5 Curvas especiales en superficie

U7

(a) Presentar en la Unidad 5, tema 5.2y 5.3

12



Unidad 4: Operadores de forma

Estrategias de evaluacion:

¢ La evaluacion de estos temas sera hecha con un examen escrito.

¢ Se evaluaran directamente la comprension de las definiciones, teoremas ( lemas, corolarios, proposiciones ) dados en clase.

¢ La evaluacién sera el viernes de la semana siguiente a la semana en que se terminan las exposiciones de los temas.

¢ Laevaluacion valdra el 8 % del total de la nota.

¢ En la mitad de esta unidad se hard una evaluacién integral con un peso del 30 % y que abarcara las unidades 1,2,3 y parte de ésta.

Recursos:

¢ Pizarrény tiza.

¢ Al menos tres ejemplares de los libros recomendados en la bibliografia.

¢ Acceso a internet.

¢ Licencias de los programas Mathematica y Maple, usados para graficar los objetos estudiados en este curso.

Cronologia:
4 clases @ semanas ).

13
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Unidad 5: La Geometria intrinseca de una superficie

Licenciatura en Matematicas

|

’ Temas

|

Objetivos especificos

Estrategias metodologicas

5.1 El Teorema de Gauss

(1) Entender qué se entiende por geometria intrinse
(2) Entender que la curvatura gaussiana es un invai

te intrinseco.

ian- plos y demostrar sus propiedades.

¢a) Definir la derivada covariante éki*, mostrar ejem-

(b) Definir la derivada covariante intrinseca y hacer
por qué no se puede definir como la definida en
item anterior; mostrar cémo se calcula en coorde

ver

el

na-

das y presentar sus propiedades ( sin demostracion

esto Ultimo, se deja como ejercicio ).
(c) Definir los simbolos de Christoffel y present

algunos ejemplos especificos.

plos en la esfera.

14

ar

ejemplos: el plano, la esfera ( usar coordenadas es-
féricas ), el toro ( superficies de revolucion ).
(d) Demostrar que la derivada covariante es intrinseca
y a partir de aqui demostrar el teorema Egregium de
Gauss.
5.2 Transporte paralelo; geodésicas|.(1) Entender la derivacion direccional de campos en|ga) Definir campos en curvas.
perficies. (b) Definir la derivada covariante de campos en curvas,
(2) Entender la nocién de paralelismo en una superficie presentar las propiedades basicas y dejarlas como
y saber compararla con la nocién de paralelismg en ejercicios.
el plano. (c) Definir campos paralelos y mostrar la ecuacion
(3) Entender qué es una geodésica y saber calcularja endiferencial lineal que los determina. Mostrar ejem-



Unidad 5: La Geometria intr

inseca de una superficie

|

Temas I

Objetivos especificos

|

|

Estrategias metodologicas

(4) Entender la diferencia entre propiedades intrinse
y extrinsecas de una superficie.

(5) Saber decidir cuando dos superficies son congrl
tes.

2¢dp Definir geodésicas, presentar ejemplos: el plang

esfera, el cilindro, superficies de revolucion ( teo

len- ma de Clairaut ). Enfatizar que una geodésica ti
que estar parametrizada por longitud de arco. K
sentar la ecuacion diferencial que rige el comp
tamiento de las geodésicas. Demostrar la existe
y unicidad de una geodésica fijada un punto y
velocidad por éste. Propiedades.

(e) Presentar el Teorema Fundamental de Superfici
su demostracion.

,la
re-
ene
)re_
or-
ncia
la

esy

5.3 Teorema de Gauss-Bonnet y s
aplicaciones.

U4) Entender como la curvatura gaussiana incide e
geometria local de una superficie.

(2) Entender la relacion que existe entre la curvatiuitd Enunciar y demostrar la féormula de Gauss-Bon

gaussianay la topologia de una superficie.

(3) Entender qué es un invariante topoldgico para
superficies, en particular como la caracteristica
Euler clasifica las superficies compactas.

n(¢&8 Definir la curvatura geodésica de una curva, mos
su relacién con la curvatura de la curva.

para celdas triangulares.
Iy Definir la caracteristica de Euler de una superfi

Calcularla en la esfera y el Toro.

(d) Demostrar la version global de teorema de Gal
Bonnet, usar este teorema para demostrar qu
caracteristica de Euler esta bien definida ( no
pende de la triangulacion ).

(e) Presentar algunas aplicaciones del Teorema
Gauss-Bonnet como la incidencia que tiene la @
vatura en la suma de los angulos internos de
triangulo y como incide la curvatura en la topolog
de la superficie.

de compacta, via la triangulacién de una superfi¢

trar

net

cie
e.
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Unidad 5: La Geometria intrinseca de una superficie

Estrategias de evaluacion:

¢ La evaluacion de estos temas sera hecha con un examen escrito.

¢ Se evaluaran directamente la comprension de las definiciones, teoremas ( lemas, corolarios, proposiciones ) dados en clase.
¢ La evaluacién sera el viernes de la semana siguiente a la semana en que se terminan las exposiciones de los temas.

¢ Laevaluacion valdra el 8 % del total de la nota.

Recursos:

¢ Pizarrény tiza.

¢ Al menos tres ejemplares de los libros recomendados en la bibliografia.

¢ Acceso a internet.

¢ Licencias de los programas Mathematica y Maple, usados para graficar los objetos estudiados en este curso.

Cronologia:
6 clases § semanas).

16
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Licenciatura en Matematicas

Unidad 6: Geometria Diferencial Global

’ Temas | Objetivos especificos | Estrategias metodologicas

6.1 Larigidez de la esfera (1) Entender como en algunas superficies compactagguDefinir superficies rigidas €R?.
geometria intrinseca determina su forma como syby Caracterizar la esfera y el plano como las Unicas
conjunto deR?, superficies que tienen todos sus puntos umbilicos.

(c) Demostrar el lema de Hilbert.
(d) Demostrar que toda superficie compacta con cur-
vatura constante positiva y de aqui deducir|la
rigidez de la esfera.

6.2 Superficies de Curvatura Gaug-l) Saber decidir cuando una superficie es desafr@) Demostrar que no existen superficies compactas
siana Cero. lable. con curvatura gaussiana no-positiva.
(2) Saber que las unicas superficies con curvatura ggibg-Definir superficies desarrollables y presentar ejem-
siana nula son las superficies desarrollables y erften- plos.
der porqué ésto es asi. (c) Enunciar y discutir el teorema: las Unicas superfi-
cies con curvatura gaussiana cero son las superficies
desarrollables cerradas.

6.2 El teorema de Hilbert. (1) Saber cudles son las superficies con curvatura gg@a3-Enunciar y discutir el teorema de Hilbert: una gu-
siana constante positiva. perficie cerrada con curvatura constante positiva es
una esfera.

17



Unidad 6: Geometria Diferencial Global

Estrategias de evaluacion:
¢ Este tema sera evaluado en una evaluacion integral con un peso del 30 % y que abarcara las unidades 4,5,6.

Recursos:

¢ Pizarrény tiza.

¢ Al menos tres ejemplares de los libros recomendados en la bibliografia.

¢ Acceso a internet.

¢ Licencias de los programas Mathematica y Maple, usados para graficar los objetos estudiados en este curso.

Cronologia:
1
3 clases (15 semanas).
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