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Resumen

Sean w, v palabras sobre algin alfabeto, diremos que v < w si v es un factor de w. Esta
relacion define un orden sobre el alfabeto, llamado orden factorial. GG,, denota la mayor
longitud de un factor repetido de w. Estudiaremos un problema que fue resuelto en [1] el
cual asegura que si los ordenes factoriales, de longitud menor o igual a G, + 2, de dos
palabras w y v son isomorfos, entonces w y v son iguales 6 v es igual a la inversa de w,
luego de renombrar sus letras. Analizaremos un problema similar al anterior, considerando
el multiconjunto de factores de una palabra (es decir, considerando el conjunto de factores
con repeticiones). Veremos que si los multiconjuntos de factores, de longitud menor igual
|w]

a [5] 4+ 1, de dos palabras w y v son iguales, entonces w = v.



Introduccion

Entre los problemas que estudia la combinatoria de palabras, se encuentra el de determinar
cuanta informacién sobre una palabra es necesaria para la reconstruccion de la misma. El
problema principal que hemos estudiado responde a un problema més especifico que el
anterior. Este consiste en determinar cuanta informacion sobre los factores de una palabra
necesitamos conocer para reconstruir la palabra.

El problema de reconstruccion de palabras a partir de sus factores, trata de responder
dos preguntas. La primera: Dado M, un subconjunto de palabras de longitud menor o
igual a k, jexiste una palabra v tal que M es igual al conjunto de factores de v de longitud
menor igual a k7. Y la segunda: en caso de que exista, jes v Unica?. Si ambas respuestas
son afirmativas, decimos que v es reconstruible a partir de sus factores (de longitud menor
igual a k).

Analizaremos dos versiones del problema descrito anteriormente. Primero estudiaremos
el resultado de [1], el cual afirma que para poder reconstruir una palabra f a partir de sus
factores, es suficiente conocer los factores de longitud menor o igual que Gy + 2, donde G
es la mayor longitud de un factor que se repite en f. En este caso, con dicha informacion la
reconstruccion es unica salvo similaridades. En otras palabras, las clases de isomorfismos

de los factores de f, de longitud menor o igual a Gy + 2, determinan a f o a una palabra



similar a f. Ademas, si los factores de dos palabras f y g son iguales hasta cierta longitud,
entonces f = g. La Seccién 1 del Capitulo 4 esta dedicada al estudio de [1].

Generalmente, los factores de una palabra pueden estar repetidos. Por esta razon,
hemos analizado una segunda versiéon del problema anterior. En ésta consideramos el mul-
ticonjunto de factores de la palabra, es decir, consideramos el conjunto de factores con
repeticiones. Tratamos de responder entonces ;jcuénta informacion sobre el multiconjunto
de factores de una palabra, es suficiente para reconstruirla?. La Seccién 2 del Capitulo 4
reune algunos resultados que obtuvimos al respecto. Uno de éstos afirma que si dos pal-
abras tienen los mismos multiconjuntos de factores, de longitud menor igual a [@] +1,
entonces las palabras son iguales.

El Capitulo 1 esta dedicado a los preliminares. En él enunciamos algunas definiciones
y resultados bésicos que usaremos a lo largo del trabajo.

Para la demostracion de algunos de los resultados principales de este trabajo, nece-
sitaremos resolver algunas ecuaciones de palabras. Por esta razén dedicamos el Capitulo
3 al estudio y resolucién de algunas ecuaciones. Una herramienta de gran utilidad para la
resolucién de algunas ecuaciones de palabras es el Teorema del Defecto, que enunciaremos
en el Capitulo 2. El enunciado de este Teorema necesita de algunas definiciones y resultados

previos, por ello dedicamos todo el Capitulo 2 al Teorema del Defecto.



Preliminares

CApPIiTULO 1

Preliminares

En este capitulo enunciaremos algunas definiciones y resultados bésicos que usaremos a
lo largo del trabajo. En los capitulos siguientes se enunciaran de nuevo algunas de estas

definiciones, cuando sea necesario.

Sea A un cojunto no vacio que sera llamado alfabeto. Los elementos de A seran llamados

letras. Una palabra sobre A es una sucesion finita de elementos de A
a1as...ay,, a; € A.

La longitud de una palabra w = ajas...a,, a; € A es el numero n de letras de las

cuales w es producto y sera denotada por |w| = n.
[e.9]

El conjunto de todas las palabras sobre A serd denotado por A*, A* = A™ donde
n=0

A™ es el conjunto de palabras de longitud n.

La palabra vacia (sucesion vacia) serd denotada por 1. El conjunto A* esta equipado
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con la operacién binaria de concatenacion, definida por

(alag...an)(blbg...bm) = alag...anblbg...bm

w=wl = 1w, paratoda w € A*.

La inversa de una palabra w = ajas...a,, a; € A, es la palabra w™ = ay,...asa1.

Un monotde es un conjunto M equipado con una operacién binaria asociativa y que
posee un elemento neutro denotado por 1p;. A* con la operaciéon de concatenaciéon y la
palabra vacia como elemento neutro es un monoide. Un semigrupo es un conjunto con
una operacion binaria asociativa. Para nuestros propositos AT = A*\{1} es llamado el

semigrupo libre sobre A.

Ejemplo 1.1.1 El alfabeto A = {a,b,c}, esta conformado por las letras a,b, c. Algunas
palabras sobre A son w = abbbca y w' = bbb. Ademas, w € A® (Jw| =6) y |w'| = 3. La
palabra ww’ € AY es la concatenacion de w y w’, es decir, ww’ = abbbcabbb. La inversa de

w es w~ = acbbba.

Definiciéon 1.1.2 Sean M y N monoides. Un morfismo (respectivamente, antimorfismo)

de monoides es una funciéon ¢ : M — N tal que
p(mn) = p(m)e(n)
(respectivamente  p(mn) = ¢(n)p(m)) para m,n e M y
o(1a) = 1n.
Proposicion 1.1.3 Para cualquier funcién « del alfabeto A en un monoide M, existe un
tnico morfismo ¢ de A* en M tal que
p: A*— M

v(a) =ala) para a € A.

Reconstrucciéon de palabras a partir de sus factores 8
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Llamamos a A* el monoide libre sobre A.
Demostraciéon. Sea « una funcién de A en un monoide M. Definamos ¢ : A* — M

por

v(a) =ala) para a€ A
o(arag...an) = a(ar)a(az)...a(a,) para a; € A
¢(1) = 1u.

Claramente ¢ es un morfismo. Falta ver que ¢ es tnica. Para ello supondremos que
existe otro morfismo ¢ : A* — M tal que ¥(a) = a(a) para todo a € A. Sea w € A*
cualquiera. Haremos induccion en la longitud de w para mostrar que ¥ (w) = ¢(w) para
toda w € A*. Y asi ¢ = ¢.

Sea w € A*, si |w| = 0 se tiene w = 1 y (w) = ¢(w) = 1ps pues ¢ es morfismo. Si
|lw| =1, entonces w € Ay p(w) = a(w) = P(w).

Supongamos que ¥(v) = ¢(v) para toda v € A* con |v| < n. Sea w € A"+

w = a1ag...an0p+1-

Haciendo uso de la hipotesis inductiva y del hecho de que ¢ y ¢ son morfismos, se tiene
que

p(w) = p(aras...anan+1) = p(aras...an)p(an+1)
= @b(alag...an)w(an—kl) = w(ala?“a”a"”‘l) = w(w)

O

Observacion 1.1.4 Dado un morfismo de monoides ¢ : A* — M, deducimos de la

Reconstrucciéon de palabras a partir de sus factores 9
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Proposicion anterior que ¢ esta univocamente determinada por ¢|4.

Ejemplo 1.1.5 Consideremos el conjunto (N, +,0) de los nimeros naturales, el cual es un

monoide, y la funcién

x: A" — N
xX(wu) = |w| + |ul.
Para u, w palabras sobre el alfabeto A. y es un morfismo y también un antimorfismo.

Definicion 1.1.6 Una palabra v € A* es un factor de una palabra x € A* si existen
palabras u y w en A* tales que

I = uvw.

Diremos que v es un factor propio de x si x # v. Diremos v es un factor izquierdo
(respectivamente, factor derecho) de x si existe w € A* tal que © = vw (respectivamente,
x = wv). A un factor izquierdo (respectivamente, derecho) también se le llama prefijo
(respectivamente, sufijo). La relacion “v es factor de x” es un orden en A*, es llamado
el orden de los factores u orden factorial y serd denotado por v < x. Denotaremos por
Fact(w) al conjunto de todos los factores de una palabra w € A* y por F,,(w) al conjunto
de todos los factores de w de longitud menor igual que n, donde n € N. Para cada palabra
w € A*, el conjunto Fact(w) estd ordenado parcialmente con respecto al orden de los
factores y nos referimos a dicho conjunto como los factores parcialmente ordenados de w.

Dada w € A*, el alfabeto de w es el conjunto Fact(w) N Ay lo denotamos al f(w).

Ejemplo 1.1.7 Consideremos el alfabeto A = {x,y, 2z} y v = xyzzax € A*. Entonces yz es
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Preliminares

un factor propio de v, xy es un prefijo de v y zzx es un sufijo de v. Ademas,

Fs(v) = {1,z,y,z,2y,yz, 22, 20, 2Yz, Y22, 222}
Fact(v) = F3(v)U{zyzz,yzzz, vyzza}.
El alfabeto del factor yzz de v es alf(yzz) = {y, z}.

Definicién 1.1.8 Sea M un monoide, y N C M tal que

nn' € N, si n,n €N

1y € N.

En ese caso decimos que N es un submomoide de M.

Ejemplo 1.1.9 Sean A = {a,b,c} y
N={we A" :alf(w) C {a,b}}.

N es un submonoide de A*.

Definicion 1.1.10 Sea X C A* llamaremos al conjunto X ™ el submonoide de A* generado

o
por X. Es decir, X* = |J X"
=0
Si X = {z} para z € A*, denotaremos X* por z*.

Definicién 1.1.11 Un monoide M se llama libre si existe un alfabeto B y un isomorfismo

@ de B* sobre M.

Ejemplo 1.1.12

Reconstrucciéon de palabras a partir de sus factores 11
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1. Consideremos el monoide (N, +,0) y el alfabeto A = {a}. Cada elemento w de A* es

de la forma w = @™ para algin n € N. Definimos ¢ : A* — N, por

Claramente ¢ es biyectiva y es un morfismo. Luego (N, +,0) es un monoide libre.

2. Sean w € A* y B = {b} para b € A. Consideremos el monoide

w* ={w" :n €N}

y ¥ : B* — w* definida por ¥ (b") = w".

También es claro que 9 es un isomorfismo, y por lo tanto w* es un monoide libre,

para toda w € A*.

3. Sean A ={a,b} y Y ={a,ab,ba}. Y* no es un monoide libre. Para ver ésto, supong-
amos que Y* es libre. Entonces existe un alfabeto B y un isomorfismo ¢ : B* — Y'*.

Luego, existen z,y, z € B* tales que

Por otro lado, ya que ¢ es morfismo y b ¢ Y* se tiene que z,y,z € B, lo cual
asegura que xz # yz. Ademas, aba = ¢(xz) = ¢(yzr) = aba, y ésto ultimo contradice

la inyectividad de ¢. Luego Y* no es libre.
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Definicién 1.1.13 Sea X C AT tal que

Si T122...Tn = Y1Y2---Ym, N,M > 07 Ti, Yj € X7 (1 1)

entonces n=m y x;=y;, 1<i<n.
Decimos que X es un cdadigo.

Definiciéon 1.1.14 Sea (P, <) un conjunto ordenado y D C P. Se dice que D es una

anticadena, si para todo p,q € D se tiene p £ q y ¢ £ p.

Las relaciones “v es un sufijo de w” y “v es un prefijo de w” para w € A*, también son
ordenes en A*. Nos referimos a dichos ordenes como el orden de los sufijos y el orden de

los prefijos, respectivamente.

Lema 1.1.15 Sea X C A* una anticadena con respecto al orden de los sufijos o al orden

de los prefijos. Entonces, X es un codigo.

Demostracion. Sea X C A* una anticadena con respecto al orden de los prefijos. Sea

T1T2...Tn = Y1Y2--Ym, nN,m >0, x3,y; € X.

Y supongamos x1 # 1. Entonces x1 debe ser prefijo de y1 6 y1 debe ser prefijo de 1,
pero ésto contradice el hecho de que X es una anticadena de prefijos. Luego, x1 = yi, €
inductivamente podemos verificar que n = m y x; = y; para 1 < ¢ < n. Asi, X es un
codigo.

Se razona analogamente si X es una anticadena con respecto al orden de los sufijos.

O
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Ejemplo 1.1.16
1. En el alfabeto A = {a, b}, el conjunto X = {a,b} es un codigo.

2. Sean A = {z,y,z} y X = {zx,zy,x2,y,2}, X es un codigo. Este hecho se verifica
directamente del Lema anterior, ya que X es una anticadena con respecto al orden

de los prefijos.

3. En el alfabeto A = {a,b}, el conjunto Z = {a, ab,ba} no es codigo, pues la palabra

aba = a(ba) = (ab)a tiene dos representaciones distintas en Z.

Definicion 1.1.17 Una palabra x € A* se llama primitiva si ésta no es potencia de otra

palabra. Esto es, x # 1 y si « € z* para z € A* entonces = = z.

Definicion 1.1.18 Dos palabras x e y se llaman conjugadas si existen palabras u,v € A*
tales que

T =uv, Y =vuU.

Definicién 1.1.19 Sean P y @Q dos conjuntos ordenados. Un isomorfismo de orden entre

P y @, es una funcién biyectiva 6 de P sobre @) tal que

O(u) < 6(v), siysolosi, u<w, para u,v€ P

Reconstrucciéon de palabras a partir de sus factores 14
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CAPITULO 2

Teorema del Defecto

El Teorema del Defecto, que enunciaremos y demostraremos en este capitulo, es una her-
ramienta de gran utilidad. En nuestro trabajo servirda de gran ayuda para la resolucién de
ecuaciones en palabras como veremos mas adelante. El enunciado de este Teorema necesita
de algunas definiciones y resultados previos. Por todo lo anteriormente dicho, dedicamos

el presente capitulo al Teorema del Defecto.

Proposicion 2.1.1 Para cada submonoide P de A* existe un tnico conjunto X que gen-
era a P, es decir X* = P, y es minimal con respecto a la inclusiéon de conjuntos. Mas

precisamente, X es el conjunto

X = (P\{I)\(P\{1})*.

Demostracién. Sea P un submonoide de A*. Tomemos X = (P\{1})\(P\{1})2. Primero

Reconstrucciéon de palabras a partir de sus factores 15



Teorema del Defecto

o0
veremos que X* = P. Recordemos que X* = |J X". Para ver que X* C P, basta ver que
n=0
X™ C P para todo n > 0. Verificaremos ésto ultimo por induccién sobre n. Para n = 0,
X% = {1} C P, pues P es un submonoide de A*.

Supongamos que para todo k < n, se tiene X¥ C P. Queremos ver X"t C P, pero
X" = X"X C PP, (por hipétesis inductiva)

Y PP C P, pues P es un submonoide. Luego X"t! C P. Asi, X* C P.

Ahora veremos que P C X* haciendo induccién en la longitud de w € P. Si |w| = 0,
entonces w =1y w € X* pues 1 € X°.

Supongamos que para toda x € P con |z| < n se tiene x € X*. Sea w € P tal que
|lw| =n+ 1. Si w € X, entonces w € X*. Si w ¢ X, entonces existen u,v € P\{1} tales
que w = wv. Pero 0 < |u|,|v|] < n, asi por hipotesis inductiva w = wv € X*X* = X*.
Luego P C X*.

Hemos probado entonces que X* = P. Veremos ahora que X es minimal con respecto
a la inclusién de conjuntos. Sea Y C X* tal que Y* = P. Entonces Y* = X*y X C Y*.
Luego para todo w € X = (P\{1})\(P\{1})?, existen n > 0y y1,%2,...,4n € Y C P tales
que

w = Yiy2...Yn-

Pero como w ¢ (P\{1})? y w # 1, se tiene que w = y; para algin 1 < i < n. Luego,
weY y X CY. Dealli, X es minimal con respecto a la inclusién de conjuntos.

Por dltimo, si existiera otro generador minimal Z de P, se tendria X C Z por lo visto
anteriormente y Z C X por ser Z minimal, es decir Z = X. Asi, existe un dnico conjunto

X que genera a P y es minimal con respecto a la inclusién de conjuntos.

Reconstrucciéon de palabras a partir de sus factores 16
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Al conjunto X como antes se le llama el generador minimal de P.
Ejemplo 2.1.2

1. Sean A = {a,b}, X = {a,b,ab}. El generador minimal de X* es {a,b}.

2. Sean A = {a,b}, Y = {a,ba,ab}. Y es el generador minimal de Y™*.

Proposicion 2.1.3 Sea P un submonoide de A* y X su conjunto generador minimal.

Entonces P es libre, si y sé6lo si, X es un cédigo.
Demostracion. Sean P C A* un submonoide libre y X su generador minimal. Entonces
existe un alfabeto B y un isomorfismo ¢ : B* — P. Supongamos que

T1T2...Tn = Y1Y2---Ym, n,m >0, x;,y; € X.

Como X es el generador minimal de P, en especial X C P. Asi, para cada z;,y; € X
existen a;,b; € B* tales que ¢(a;) = 2; y ¢(b;j) = y;. Ademaés, como ningun elemento de
X se escribe como concatenacion de dos elementos de P, pues X = (P\{1})\(P\{1})?, y
¢ es morfismo se tiene que a;,b; € B.

Luego,

p(ar)p(az)...o(an) = p(b1)p(b2)...0(bm)
o(ajaz...an) = @(biba...by,).

Por la inyectividad de ¢, se tiene

a1as...ay = b1ba...by,.

Reconstrucciéon de palabras a partir de sus factores 17
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Y como B es un alfabeto, la dltima igualdad implica n = m y a; = b;. De donde
x; =y;, 1 <1 <n.Porlotanto, X es un codigo.

Reciprocamente, tomamos B = X como alfabeto y definimos ¢ : B* — P por
o(z) = x para x € B. Esta funcién estd bien definida pues B* = X* = P y por la
condiciéon (1.1). Claramente ¢ define un isomorfismo de B* sobre P. Por lo tanto P es

libre. O

Corolario 2.1.4 Un conjunto X es codigo, si y sélo si, el monoide P = X* es libre y X

es su generador minimal.

Demostracion. Sea X un coédigo, tomemos P = X*. Veamos que X es el generador
minimal de X™.

Supongamos que existe Y C X tal que X* = Y*. Entonces, para todo x € X existen
Y1, Y2, ---, Yn € Y tales que x = y1y2...y,. Pero como X es codigo, la tltima igualdad implica
r=yryn=1 Asi,x €Y y por lo tanto X =Y.

Luego X es el generador minimal de P = X* y X verifica (1.1), asi por la proposicion
anterior P es libre.

Reciprocamente, si P es un submonoide libre de A* y X es su generador minimal,

entonces por la proposicion anterior X es un codigo.

O

Proposicion 2.1.5 Un submonoide P de A* es libre, si y so6lo si, para cualquier palabra
w € A* tal que existen p,q € P con pw,wq € P se tiene w € P. En otras palabras, P es
libre si y soélo si

YVw e A*[ (3p,q € P pw,wq € P) = we P . (2.1)
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Demostracion. Supongamos que P es un submonoide libre de A* y que existen w € A*,
p,q € P tales que pw,wq € P. Sean B un alfabeto, ¢ : B* — P un isomorfismo y

x,y, 2, t € B* tales que

o(x) =p, @ly)=wq, ©(z)=pw, t)=q.

Entonces,

o(zy) = p(x)e(y) = pwg = ©(2)p(t) = p(zt).

Y por la inyectividad de ¢ se tiene xy = zt. Entonces, = es prefijo de z 6 z es prefijo

de z. Si x es prefijo de z, existe u € B* tal que z = zu. Asi

Esto tltimo implica w = ¢p(v) =1 € P.

Reciprocamente, sea P un submonoide de A* que satisface (2.1) y X su generador
minimal. Por la Proposiciéon 2.1.3, para ver que P es libre, basta mostrar que X es un
codigo. Si

T1T2...Tn = Y1Y2..Ym, n,m >0, x;,y; € X.
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Podemos suponer sin pérdida de generalidad que x1 = y;w para algin w € A*. Asi,

WIr2...Tn = Y2.--Ym, L, Yj €X.

Luego, wxs...xn, y1w € P = X* y por (2.1) ésto implica w € P. Pero x1 = yyw € X
con yj,w € P,y como en X ningan elemento es 1 ni producto de elementos en P\{1}
tenemos w = 1. Por lo tanto, 1 = y.

Haremos induccién en n + m para mostrar m = n y x; = y; para 1 < i < n. En efecto,
para n—+m = 2 se tiene n = m = 1 (y trivialmente z; = y;) 6 n =0y m = 2, en el ultimo
caso 1= y; = yo y se puede suponer n = m.

Supongamos que paran+m < ksetienem =ny x; =y; parat <n.Sin+m=k+1,

entonces razonando como se hizo al principio, obtenemos x1 = y; y

WT2...Ty = Y2.-.Ym, L5, Yj € X.

De donde, por hipétesis inductiva, obtenemos n = m y z; = x; para 2 <7 < n.

Asi, X es codigo y por la Proposicion 2.1.3, P es libre.

Corolario 2.1.6 La interseccion de submonoides libres de A* es un submonoide libre.

Demostracion. Sea P = [ P;, donde cada P; es un submonoide libre de A*. Claramente
i€l

P es un submonoide de A*. Supongamos que existen p,q € P tales que pw,wq € P.

Entonces p, q,pw,wq € P; para todo ¢ € I, por la Proposicién anterior, ya que cada P;

es libre, se tiene que w € P; para todo ¢ € I. Por lo tanto, w € P y de nuevo por la

Proposicién anterior P es libre.
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O

Definicion 2.1.7 Sea X C A*. El Corolario anterior nos asegura la existencia del menor

submonoide libre de A* que contiene a X. Dicho submonoide sera (| F donde

F={MCA*":XCM y M esunsubmonoide libre de A*}.

Y su generador minimal serd llamado la cdpsula libre de X.

Ya estamos listos para enunciar y probar el Teorema principal de este capitulo. En
inglés este Teorema es llamado “The Defect Theorem”, de alli que nos referiremos a él
como el Teorema del Defecto. En el siguiente capitulo veremos algunas de sus aplicaciones

en la resoluciéon de ecuaciones en palabras.

Teorema 2.1.8 (Teorema del Defecto) Sea X un subconjunto finito de A* que no es

codigo y Y su capsula libre. Entonces

V] < |X| - 1.

Demostracién. Sea z € X, como Y* DO X existen yi,¥y92,...,yn € Y tales que

L =Y1Y2---Yn-
Por otro lado, Y es el generador minimal de un monoide libre, por lo tanto es un coédigo,

asi que la representaciéon de z en Y es tinica. Definimos o : X — Y por

a(r) =y

Donde, z y y; son como antes. Veremos que « no es inyectiva y es sobreyectiva para
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obtener la desigualdad deseada. Como X no es cédigo existen x;,y; € X tales que z1 # y1

y

T1X2..-Tn, = Y1Y2---Ym,-

Podemos suponer que x; es prefijo de y;. Entonces, a(z1) = a(y1). Por lo tanto, o no
es inyectiva.

Para ver que «a es sobreyectiva, supongamos que no lo es. Entonces existe
yo € Y\a(X). Consideremos el conjunto Z = (Y\{yo})ys. Es decir, un elemento z € Z* es

de la forma

Z =1y vy YRy ", Yi Yo para i # 0.

Por lo tanto, X C Z*, pues los elementos de X se escriben de la forma anterior haciendo

n; = 0 cuando sea necesario. Ademas, Z* C Y*, pero yg € Y™, yo ¢ Z*. Es decir,
XCzZrCYy™
Por otro lado, Z es codigo pues si
2129...2p = z'lzéz,'n con zi,z;» e Z.

k; l;
=Yy, 4 =vivs con y,yi € Y\{yo}-

k k kn l l lm
Luego,  y1¥o Y20 - Un¥o™ = Y190 YoYo Yo" -

Como Y es codigo y1 =y} y como ya2,yh # yo se tiene k1 = l;.Luego, z; = z}. De alli,

k ko 11 Im
Y2yg? - Ynlo" = YaUs - Ymlg"-
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Inductivamente, podemos concluir que n =m y z; = z,. Por lo tanto Z es un codigo.
Por el Corolario 2.1.4 ;, Z* es libre. Ademéas Z* contiene a X. Por lo tanto, Z* O Y™,
y ésto contradice el hecho de que Z* # X*. Asi, a es sobreyectiva y no inyectiva, y como

X es finito se tiene que | X| > |Y|. Es decir,

Y| <|X|-1.

O

Corolario 2.1.9 Cada conjunto de dos palabras {z,y} en A* es un codigo a menos que z

y y sean potencias de una sola palabra z € A*. Es decir, existe z € A* tal que {z,y} € z*.

Demostracion. Si X = {z,y} no es codigo y Y es la capsula libre de X. Entonces por

el Teorema del Defecto

Y| <|X|-1=1

Pero |Y] # 0 pues Y* D X. Asi, |Y| = 1. Por lo tanto, existe z € A* tal que Y = {z}.

Luego, {z,y} C 2.
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CAPITULO 3

Ecuaciones de Palabras

Entenderemos por ecuaciones de palabras igualdades del tipo wu = ww, 2" = 2™, w?vw3 =
vwov?, donde las variables w,u,z,v € A* son desconocidas. Si r,s € A* son tales que
rs = sr, decimos que r y s satisfacen la primera ecuaciéon o que w = r y u = s es una
solucién de la misma.

Algunos de los resultados principales de este trabajo, los cuales veremos en el siguiente
capitulo, necesitan la resolucién de algunas ecuaciones de palabras en sus demostraciones.
Por ésta razén dedicamos el presente capitulo al estudio y resolucién de algunas ecuaciones,
haciendo uso del Teorema del Defecto y de algunas otras herramientas.

Como consecuencia inmediata del Teorema del defecto tenemos el siguiente Corolario

y algunos otros resultados.

Corolario 3.1.1 Sean v,w € A* tales que wv = vw. Entonces v y w son potencias de una

misma palabra.
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Demostracion. Sean v, w € A* tales que wv = vw. Si v = w el resultado es inmediato.
Supongamos v # w y consideremos el conjunto X = {v,w}. Ya que la palabra wv € X*
tiene dos representaciones distintas en X, X no es un codigo. Luego, por el Corolario 2.1.9,
u y v son potencias de una misma palabra.

O

Observacion 3.1.2 Dos palabras satisfacen la ecuacion wv = vw, si y solo si, éstas son
potencias de una misma palabra. Decimos que dos palabras v y w conmutan, si éstas

satisfacen la ecuaciéon anterior.

Ejemplo 3.1.3 Sean v,w € A* dos palabras que satisfacen la ecuacién w?vw? = vwov?.

Entonces, el conjunto X = {v, w} no es un codigo y existe z € A* tal que X = {v,w} € z*.

Por lo tanto, existen p,q € N tales que

v=2z y w=2z%

Sustituyendo v y w en la ecuacién obtenemos

224,P 39 — ,P,9,7P

De donde, p = 2¢. Por lo tanto, v = 227 y w = 29. Luego, dos palabras v, w € A* satis-

2 3

facen la ecuacion w?vw?® = vww?, siy solo si, existe z € A* y ¢ € N tal que v = u??

yw = 2%

Recordemos que una palabra x € A* se llama primitiva si ésta no es potencia de otra

palabra. Esto es, x # 1 y si x € z* para z € A* entonces = = z.
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Proposicion 3.1.4 Si z" = ¢y™; y,x € A*; n,m > 0, entonces existe una palabra z tal
que z,y € z*. En particular, para cada palabra w € AT, existe una tinica palabra primitiva

x tal que w € x*.

m

Demostraciéon. Supongamos que " = 3™, x # y. Entonces el conjunto X = {z,y} no
es codigo y existe z € A* tal que {z,y} C z*.

Por otro lado, sea w € A", si w es primitiva no hay nada que probar. Si w no es
primitiva existe una palabra primitiva z € A* y n > 1 tal que w = x™. Supongamos que

existe otra palabra primitiva y € A* y m > 1 tal que w = y"". Entonces 2™ = ™ y por lo

anterior existen z € A* y k,r > 1 tales que z es primitiva y

Pero como x e y son primitivas se tiene que x = z = y. Por lo tanto existe una tnica
palabra primitiva x tal que w € x*.

O

Corolario 3.1.5 El conjunto de todas las palabras que conmutan con una palabra x € AT

es un monoide generado por una séla palabra primitiva.

Demostracién. Seax € AT y y € AT una palabra que conmuta con z. Entonces, existe
2z € AT tal que x,y € z*. Ademaés, por la proposicién anterior existe una tinica palabra

primitiva ¢ tal que z € t*. Luego, existen n,m,k > 1 tales que

Ast, z =ty =tk Por lo tanto, {y € A* : xy = yx} = t*.
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Es decir, el conjunto de palabras que conmutan con x es el monoide t*, generado por
la palabra primitiva ¢.
O
Todas las soluciones que hemos visto hasta ahora han sido potencias de una palabra,
estas soluciones se llaman soluctones ciclicas.
Recordemos que dos palabras x y y se llaman conjugadas si existen palabras u,v € A* tales
que

T =uv, Y =U.

Proposicion 3.1.6 Sean x,y € A" y z,t las palabras primitivas tales que = € z*, y € t*.
Entonces x e y son conjugadas, si y sblo si, z y t son conjugadas. En éste caso, existe un

tinico par (u,v) € A* x AT tal que z = uv y t = vu.

Demostracion. Siz = y el resultado es inmediato. Supongamos x # y, x =rs,y = sr

y x = zF, para algunos r, s € A* y k € N. Luego, rs = zF. Tomemos

k1 = max{p € N: 2P es prefijo de r}.

ko méax{p € N: 2P es sufijo de s}.

Entonces, existen u,v € A* tales que

Por la definicién de k; y ks, se tiene que |ul, |v| < |z|. Luego,

2 = PPy (3.1)
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k|z| = k12| + |u| + |v]| + kal2|
(k — k1 — ko)|z| = |ul + |v] < 2|7]
k—k — ko <2.
Pero k — k1 — ko # 0, pues de lo contrario de (3.1) se deduce u = v =1y x = rs =
k k1

Zhtke — o =y Luego, k — k1 — ko = 1. Y como 2F = zFuvz*?, se tiene que z = uv.

Por otro lado,

y = sr = vzF2 M0 = v(u)*2 (wo)ru = (vu)Fr TR = (pu)F.

Debemos notar que como z es primitiva, todas sus conjugadas son también primitivas.
Pues si suponemos que existen u’, v’ tales que z = v/v" y 2/ = vt/ no es primitiva. Entonces

existe w € A* primitiva y ¥’ € N tal que 2/ = w* . Con un razonamiento analogo al hecho

. . / !
antes, se tiene que existen ki, k) € Ny s,/ € A* tales que v/ = whs', u' = r'wh2 y

w = s'r’. Luego, z = (r/s/)k/ y 2z no es primitiva. Por lo tanto todas las conjugadas de z
son primitivas. En especial, vu es primitiva.

Asi, y € t*, y = (vu)* y por la Proposicion 3.1.4 se tiene ¢t = vu. Luego, t y z son
conjugadas.

Reciprocamente, si t y z son conjugadas, existen u,v € A* tales que t = vu 'y z = wv.

Como x € z*, y € t*, existen k,r € N tales que

T = Zk _ (uv)k — (uv)kiluv, y = 7 = (UU)T = U(uv)rilu_

Ademés, por hipotesis x,y € A™ por lo cual k = r y asi e y son conjugadas.
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Por tultimo supongamos que existe otro par (u’,v’) tal que

Entonces, si z = z122...7, existen 1 < ¢ < 5 <[ tales que

Z = Z1R244Zj R4 1R R = R1R244 R Bj 25414 2]

t = Bl Rj 241+ RIR1R2 4. 2) = Zj41.+-R]R1R2.+-Zj G412

donde u = 2122...25, 0 = Ziq1...2j...21, U = 2129...25...25, V' = Zj11...2.

Luego, las palabras zjyi1...212122...2; ¥ Zi41...2j—1%; conmutan. Por lo tanto existen
w € A* primitiva y p,q € N, tales que zj11..212122..2i = wP 'y 2jp1...zj125 = wi.

De alli, t = wP™? lo cual contradice que t es primitiva. Luego, el par (u,v) tal que

z =uv y t = vu es Unico. [l

Proposicién 3.1.7 Dadas dos palabras z,y € A", las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
i) x e y son conjugadas.
i1) Existe z € A* tal que zz = zy.
iii) Existen u,v,z € A* tales que z = wv, y =vu y z € u(vu)*.

Demostracion. (i = ii) Si x e y son conjugadas, existen u,v € A* tales que z = v,
y = vu. Luego, zu = uy y basta tomar z = u.

(71 = 4i1) Supongamos que existe z € A* tal que xz = zy. Esto implica |z| = |y|. Por
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otro lado, 2%z = 2z = 2y = 2yy = 29> e inductivamente se tiene que

Sea n € N el menor ntmero natural tal que n|z| > |z|. Entonces,

(n = Dlz| <|z| < nfx| = nly|.

1 1

La dltima ecuacién junto con la igualdad ™ 2z = x"z = zy" indica que " es

prefijo de z y z es sufijo de y™. Luego, existen u,v € A* tales que

Ademas, 2"z = zy" = zvz, por lo tanto 2" = zv. Por otro lado, zv = 2" 'uwv. De las

-1 1

dos tltimas igualdades obtenemos 2" = 2" tuv . Dealliz = uvy z = 2" 'u = (uv)" lu =
u(vu)? L
Por dltimo, 4" = vz = va" lu = v(uww)" tu = (vu)™. Y ya que |y| = |z| = |uv| =
lvul, se tiene y = vu.
(711 = i) Es claro, pues z = uv y y = vu.
]

Corolario 3.1.8 Sean z,t,y,2 € Ay w,w' € A" con n > 1. Si tzw' = wyz y

yzw = wtr entonces w =w' 6 w' = (2y)*z y w = (yz)*y para k > 1.

Demostracion. Sean z,t,y, z, w y w’' como en las hipotesis y consideremos § = tx, 3 = yz.

Sustituyendo los valores de § y 3 en las ecuaciones txw’ = w'yz y yzw = wtz obtenemos
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ow' = w3y fw = wd y por la Proposicion 3.1.7 existen «a, vy, o', € A* tales que

6 = v, B=ay, y v ey(ay)
Bo=Ad, d=dy vy wey(dy)
Por otro lado, como 3 = yz no se puede tener al mismo tiempo a =1y v = 1. Debemos
considerar entonces los casos a =1, vy =1y a,v # 1.
Si o =1, se tiene v = yz, w' € v* = (yz)*. Por hipotesis |w'| > 1, por lo tanto existe
k > 1 tal que w’ = (yz)*. Asi, |w'| es par y como |w’| = |w| se concluye o/ =1 6« = 1.
En cualquier caso, w € (yz)*. Por lo tanto, w' = w = (yz)¥. Analogamente, se obtiene
w =wsiy=1.
Si o,y # 1, entonces a = y y v = 2. Luego, w’ € z(yz)* y |w’| es impar. Esto implica

o,y #1ywe y(zy)*. Ademas, existe k > 1 tal que

w =z2(y2)k = (zy)Fz, w=ylzm)" = 2)"y.
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CAPITULO 4

Un Problema de Reconstrucciéon de Palabras

Un problema que estudia la combinatoria de palabras, es determinar cuanta informaciéon
sobre una palabra es suficiente para reconstruirla. En este capitulo estudiaremos la recon-
strucciéon de palabras a partir de sus factores. Veremos que si conocemos un subconjunto
distinguible de los factores de una palabra, podemos reconstruirla. Es decir, este subcon-
junto determina de manera dnica a la palabra.

Estudiaremos dos problemas relacionados con la reconstruccién de palabras a partir
de sus factores. El primero a partir del orden de los factores y el segundo a partir del

multiconjunto de factores de la palabra.
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4.1. Una propiedad del orden de los factores de una palabra.

En esta seccion veremos algunos de los resultados [1] que se han obtenido sobre la recon-
struccion de palabras a partir del orden de sus factores. El resultado principal se resume en
los Teoremas 4.1.9 y 4.1.18. Primero veremos que conociendo las clases de isomorfismos de
Fact(w) podemos reconstruir a la palabra w o a una palabra similar a ella. Luego veremos
que al restringirnos a los factores hasta cierta longitud obtenemos de nuevo similaridad de
las palabras.

Los resultados de esta seccion provienen de [1], todos éstos fueron enunciados con
demostracién, excepto el Lema 4.1.15. Proporcionamos la demostracién de dicho Lema en

esta seccion.

Definicién 4.1.1 Dos palabras u y v son similares si existe un isomorfismo o un anti-

isomorfismo (de monoides) de (alf(u))* sobre (alf(v))* que envia u en v.
Ejemplo 4.1.2 Las palabras w = abbcd, caadb, w™ = dcbba, xyzzt son todas similares.
La relacion de similaridad es una relacion de equivalencia en A*.

Definicién 4.1.3 Dados u,v € A*, decimos que u y v estan relacionados bajo la relacién
de equivalencia = en A*, y lo denotamos por u ~ v, si al menos una de las siguientes

condiciones se verifica
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3. Existen a,b € A, a # b, k > 1, tales que u = (ab)*a y v = (ba)*b.
Observacion 4.1.4 Siu = v, u,v € A*, entonces u y v son similares.

Lema 4.1.5 Sean w y w’ dos palabras de longitud n > 1. Denotemos por u, v los factores
de w de longitud n — 1 y por «/,v’ los factores de w’ de longitud n — 1. Siu~u' y v = v/,

entonces w ~ w'.

Demostraciéon. Sean w,w’ € A" con n > 1y u,v,u',v" € A" ! factores de w,w’,
respectivamente. Considerando las longitudes de u, v se deduce que uno de estos factores
es prefijo y otro es sufijo de w. Y analogamente v’ y v’ para w’. Supondremos sin pérdida
de generalidad que u y u’ son los prefijos y v, v’ son los sufijos de w y w’, respectivamente.

Entonces existen x,y, z,t € A tales que

w = ur = Yv, w =z =t. (4.1)

Primero supondremos que u =~ v’ y v &~ v'. Debido a la definicién de la relacion ~,
debemos considerar tres casos. Supongamos primero que existen a,b € A, a # b, k > 1

tales que u = (ab)¥a y v’ = (ba)*b. Sustituyendo u y u’ en (4.1), obtenemos

w = (ab)fazx = yv, w' = (ba)kbz = tv'. (4.2)

De alli deducimos que y = a, t =b. Y por lo tanto

v = (ba)*e, v = (ab)*z. (4.3)

De las ultimas igualdades se observa claramente que v # v y v~ # v/, pues x,z # 1y
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a # b. Pero como v = v/, concluimos de (4.3) que x = by z = a. Luego, de (4.2) se tiene

w = (ab)*, w' = (ba)**t = w™.

Asi, w' ~ w. Si suponemos v = (ab)¥a y v = (ba)*b para a,b € A, a # b, k > 1, con
un razonamiento analogo concluimos de nuevo que w’ = w™.

Supongamos ahora u = u'. De (4.1) podemos concluir que y es prefijo de u y z es sufijo
de v’. Por lo tanto existen s, s’ € A* tales que u = ys y v' = s’2. Sustituyendo éstos valores
en (4.1) podemos concluir también que v = sz y v’ = ts’. Ya que estamos suponiendo
u =1/, se tiene s = s’. Queremos ver que = z. De no ser asi, v y v’ serfan distintas y por
lo tanto v/ = v™. De alli, v/ = s’z = v~ = xs™. Por lo tanto, = es prefijo de s’ = s. Luego,

existe r € A* tal que s’ = s = xr y rz = s™. Por lo tanto,

s =(axr)” =rTx=rz.
Esto dltimo implica 2 = z, lo cual contradice nuestra suposicion. Asi, z = z y de (4.1)
— ! o
se concluye w = w'. Luego, w ~ w'.
El altimo caso que queda por considerar es v’ = ™~ y v/ = v~. Suponiendo ésto y

haciendo uso de (4.1) obtenemos
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Por otro lado, txw' = txu™~z = tv~yz = w'yz, asi obtenemos la ecuacion

trw' = w'yz. (4.4)
Ademas, w™zy = zu”zy = xtv~y = xtw”™. O de manera equivalente,

yzw = wtz. (4.5)

Por el corolario 3.1.8 las ecuaciones (4.4) y (4.5) se verifican sumutaneamente si w = w’
6w = (zy)*z y w = (yz)*y para k > 1. Por lo tanto w ~ w'.

Hasta ahora hemos considerado u =~ v’ y v =~ v'. Si u = v’ y v = v/, entonces de (4.1)

se tiene
w” =zxu” =0Ty
/ / !/
w =uz=1tv
Consideremos, v" = u™ y v” = v™. Entonces, v/ ~ u ~ v y v’ ~ v ~ «/. Ademas,

u” es prefijo y v” es sufijo de w™, respectivamente. Razonando para w’ y w™ como antes,

obtenemos w’ ~ w™. Pero por definicién de ~ se tiene w™ ~ w. De alli, w’ ~ w.

O

Recordemos que si Py @ son dos conjuntos ordenados, entonces un isomorfismo de orden
entre P y (), es una funcién biyectiva 6 de P sobre @) tal que

O(u) < 6(v), siysolosi, u<w, para u,v€E P.

Lema 4.1.6 Sean A y B alfabetos y ¢ : A* — B* un isomorfismo (respectivamente,
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anti-isomorfismo). Entonces, ¢ es un isomorfismo de orden.

Demostracion. Sean Ay B alfabetosy ¢ : A* — B* un isomorfismo (respectivamente,
anti-isomorfismo) de monoides.
Consideremos u, w € A* tales que u < w (donde < denota el orden factorial). Entonces,

existen 7, s € A* tales que w = rus. Por lo tanto p(w) = ¢(r)p(u)e(s), (respectivamente,

p(w) = o(s)p(u)p(r)). Luego, p(u) < p(w).

Lema 4.1.7 Sean A y B alfabetos y # : A* — B* un isomorfismo de monoides. Si

w € A" y u € Fact(w) con |u| = k < n, entonces 7(u) € Fact(m(w)) y |m(u)| = k.

Demostraciéon. Sean 7 : A* — B* un isomorfismo de monoides, w € A™ y ujus...up =
u € Fact(w) de longitud k < n.

Entonces existen r,s € A* tales que w = rus. Como 7 es isomorfismo m(w) =
mw(r)m(u)mw(s). Asi, w(u) € Fact(m(w)).

Para ver que |m(u)| = k haremos induccion en k. Si k = 0, entonces u = 1 y como
7 es isomorfismo, m(u) = 1. Luego, |r(u)| = 0. Si k = 1, entonces u € A y como 7
es isomorfismo, 7(u) € B. Pues si w(u) = bibs...by para | > 1, entonces por lo menos
dos b; son distintos de 1 . Por lo tanto, al menos dos 7~ 1(b;) son distintos de 1, de alli
u = 7 (byba...by) tiene longitud mayor que 1 y ésto contradice que k = 1. Asi, n(u) € B
y [m(u)] = 1.

Tomemos k > 1 y supongamos que para todo v € Fact(w) con |[v| = m < k se tiene

| (v)| = m. Entonces,

m(u) = mw(up)m(ug)...m(ug) = w(ugug...up—1)m(ug)
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Luego, |m(u)| = |7 (ujug...uk—1)| + |7(ug)| y por hipétesis inductiva |m(ujug...ux—1)| =
k—1y |r(ux)| = 1. Por lo tanto, |w(u)| = k.
]

Lema 4.1.8 Sean f,g € A*. Si 0 : Fact(f) — Fact(g) es un isomorfismo de orden,
entonces 6 preserva la longitud. Esto es, |#(u)| = n para todo u € Fact(f) tal que |u| = n,

y para todo n € N.

Demostracion. Sean f,g € A* 6 : Fact(f) — Fact(g) un isomorfismo de orden y
n = | f|. Haremos induccion en n para ver que 6 preserva longitudes.

Sin =0, entonces f = 1. Supongamos que |[0(f)| > 0. Entonces, 1 < 6(f). Como 6 es
un isomorfismo de orden, se tiene #~1(1) < f = 1. Por lo tanto, §71(1) = 1 = f y ésto
contradice que |[0(f)| > 0. Luego, |0(f)| =0 y 6 preserva la longitud de f.

Supongamos que para toda f € A* con |f| < n, 6 preserva longitudes.

Consideremos f € A"T!. Para cada h € F,(f) definamos

0y, : Fact(h) — Fact(0y(h)) por
Op(w) = 0(w), paratoda w € Fact(h) C F,(f).

Como  Ox(h) = 6(h) < 0(f) = g, 0}, es sobreyectiva. Y ya que 6}, es una restriccion
de 6, 0}, es inyectiva y preserva el orden. Por lo tanto, ), es un isomorfismo de orden y por
hipo6tesis inductiva 6y, preserva longitudes.

Luego, si w € Fact(f) y |lw| = k < n, entonces |#(w)| = |0, (w)| = k. Por otro lado,
Fact(f) = F,(f) U{f}. Por lo tanto, para ver que 6 preserva la longitud sélo hace falta
verificar que |0(f)] =n + 1.

Para ver ésto tltimo razonaremos indirectamente. Supongamos que |[0(f)] > n + 1.

Entonces [0(f)| = |g| > n + 2. Por lo tanto, existe w € Fact(g) con |w| = n + 1. Pero
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para toda v € F,(f), se tiene |#(v)| < n. Luego, w no tiene preimagen, y ésto es una
contradiccion pues 6 es sobreyectiva. Supongamos que |6(f)| < n + 1. Entonces |0(f)| =

lg] <n. Sea w € Fact(f) de longitud n. Entonces

O(w) <0(f) =g

Por lo tanto, |g| > |0(w)| = n. Luego, |g| = n. Por lo tanto, (w) = g = 6(f). Lo cual
contradice la inyectividad de 6.
Luego, |0(f)| =n+ 1y 6 preserva longitudes.
]

Teorema 4.1.9 [1| Sean f,g € A*. Los conjuntos ordenados Fact(f) y Fact(g) son iso-

morfos, si y s6lo si, f y ¢g son similares.

Demostracion. Sea 0 : Fact(f) — Fact(g) un isomorfismo de orden y definamos

7 : (alf () — (alf(g)* por
m(a) = 6(a) paratodo a € alf(f).

Por la Proposicion 1.1.3 la funcién 7 estd bien definida y por el Lema 4.1.8
m(a) € alf(g). Ademas, m es un isomorfismo de monoides.

Para ver que f y ¢ son similares, veremos primero que w(w) =~ 6(w) para todo
w € Fact(f).Y para ello haremos induccion sobre |w].

Sea w € Fact(f). Si |w| < 1, entonces m(w) = #(w) por la definicion de 7. Y por lo
tanto m(w) &~ O(w). Supongamos que para toda v € Fact(f) con 1 < |v] < n se tiene
m(v) = 6(v). Y sea w € Fact(f) de longitud n + 1.

Sean u,v los factores de longitud n de w. Ya que 6 preserva el orden, 6(u),0(v) son

factores de 8(w). Y ya que 6 preserva longitudes, |0(u)| = |0(v)| = n.
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Por otro lado, ya que 7 es isomorfismo, 7(u) y m(v) son factores de longitud n de
7(w). Por hipétesis inductiva, m(u) ~ O(u) y 7(v) ~ 6(v). Luego, por la Proposicion
4.1.5, m(w) =~ O(w). Por lo tanto, m(w) ~ O(w) para toda w € Fact(f). En especial,
w(f) = 0(f) = g. Asi, w(f) y g son similares. Ademas, f y m(f) son similares por definicion
de similaridad . De alli, f y g son similares.

Reciprocamente, supongamos que f y ¢ son similares. Entonces existe un isomofismo
o un anti-isomorfismo de monoides 7 : (alf(f))* — (alf(g))* tal que 7(f) = g. Por el

Lema 4.1.6, 7 es un isomorfismo de orden. Ademas, Fact(f) C (alf(f))*. Consideremos

7T’Fact(f) : FCLCt(f) - FaCt(Tr(f))'

Como 7(f) = g, 7| pact(s) €s in isomorfismo de orden de Fact(f) sobre Fact(g). Luego,
Fact(f) y Fact(g) son isomorfos.

([l

En el Teorema 4.1.18 veremos que al restringirnos al isomorfismo de los factores de f

y ¢ hasta cierta longitud, también tendremos similaridad de f y g.

Definiciéon 4.1.10 Sean w € A* y u € Fact(w). Decimos que u es un factor repetido de
w si existen 7,17, 5,8 € A*, r # 1’ tales que w = rus = r'us’. Es decir, hay dos ocurrencias
distintas de v en w. Si un factor u de w tiene una tnica ocurrencia en w, decimos que w
no se repite. La mayor longitud de un factor repetido de una palabra w # 1 es denotada

por G,.

Ejemplo 4.1.11 Consideremos la palabra w = abbbca sobre el albabeto A = {a, b, c}. Los
factores 1, a,b y bb son los tinicos factores repetidos de w. Por lo tanto, G,, = 2. Algunos

factores que no se repiten en w son abd, c y ca.
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Definiciéon 4.1.12 Seaw € A* y u € Fact(w). Una palabra de la forma ua € Fact(w) (re-
spectivamente, au) es llamada una extension derecha (respectivamente, extension izquier-
da) de u en w , donde a es una letra. Por extension, sin expecificacion, se entiende extension

derecha o izquierda.

Ejemplo 4.1.13 Consideremos w como en el ejemplo anterior. Los factores bbb y abb son
extensiones izquierdas de bb en w. El factor abb es también una extension derecha del factor

ab en w. Ademas, ab no tiene extension izquierda en w.

Definicion 4.1.14 La funcidén de complejidad A\, de una palabra w € A* es la funcién

Aw : N— N, definida por

Aw(n) = [{v € Fact(w) : |v]| = n}|, paratodo n e N.

De la definicion de Gy, los factores de w de longitud n, con G, +1 < n < |w|, no se
repiten. De este hecho se deduce A\, (n) = |w| —n+1 para G, +1 < n < |w| y a partir de

alli se deducen facilmente las siguientes ecuaciones para Gy, +1 < n < |w|

Aw(n +1) = Ay(n) — 1. (4.6)

Ao(Go + 1) = |w] — Ga. (4.7)

Lema 4.1.15 La funcién de complejidad A, de una palabra w € A*, es no decreciente
para 0 < n < Gy + 1 y estrictamente decreciente para G, + 1 < n < |w|. Por lo tanto, A,

alcanza en G, + 1 su méximo valor.

Demostracion. Sea w € A*, de la ecuacion (4.6) se deduce que \,, es estrictamente decre-

ciente para G+1 < n < |w|. Debemos probar que A\, (n+1) > A\, (n) para0 < n < G, + 1.
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Sea 0 < n < Gy + 1 y supongamos que \,(n) = [{v € Fact(w) : |[v| = n}| = k. Cada
extension derecha de los elementos del conjunto {v € Fact(w) : |v]| = n} es un factor
de longitud n + 1 de w y estas extensiones son todas distintas. Luego, si todo factor de
w de longitud n tiene extension derecha se tiene A,(n + 1) > k& = A\,(n). Razonamos
analogamente si todo factor de w de longitud n tiene extension izquierda.

Supongamos que existe un factor s de w de longitud n que no tiene extensiéon derecha,
entonces la tnica ocurrencia de s en w es como sufijo. Sea v € Fact(w) el factor de mayor
longitud que se repite en w, entonces |v| = G,,. Ademas, dos de las ocurrencias de v en
w o ambas tienen extensiones derechas o ambas tienen extensiones izquierdas, pues de lo
contrario v seria un prefijo y un sufijo de w. Por otro lado, como |s| = n < Gy, se tiene que
s es sufijo de v. Luego, s se repite y ésto contradice que s no tiene extension derecha en w.

Consideremos dos ocurrencias distintas de v en w y sea u un sufijo de v de longitud
n. Si ambas ocurrencias de v tienen extension derecha vz y vy, entonces ux y uy son dos
extensiones derechas u en w. Ademés, éstas son distintas pues de lo contrario vz seria
un factor que se repite de longitud mayor que G,,. Asi, existe un factor u de longitud n
con mas de una extension derecha. Por lo tanto, si consideramos las extensiones derechas
de todos los elementos de {v € Fact(w) : |v| = n} tendremos al menos k de ellas, de
alli Ay(n 4+ 1) > Ay(n). En el caso en que v tenga dos extensiones izquierdas se razona
analogamente, considerando todas las extensiones izquierdas del conjunto {v € Fact(w) :
lv] =n}.

O

Lema 4.1.16 Sean f,g € A* yny = Gy +2.5i Ag(n) = A¢g(n) para 0 < n < ny, entonces

f vy g tienen la misma funcién de complejidad, la misma longitud y Gy = Gy,.
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Demostracién. Por hipotesis Af(n) = A\g(n) para 0 <n < ny y en el intervalo Gy 4+ 1 <
n < |w| se verifica (4.6). Haciendo uso de (4.6) se obtiene recursivamente que A¢(n) = Ag(n)
para n > G+ 1. Por lo tanto, Ay = Ay. En especial, Ay y A\, alcanzan su méaximo valor en
el mismo punto. De alli, Gy = G. Luego, de (4.7) se deduce |f| = |g|.

O

Lema 4.1.17 Sean f,g € A*, ny=Gy+2 y 0:F,(f) — Fy(g) un isomorfismo
de orden. Entonces 6 puede ser extendida de manera tnica a un isomorfismo de orden

0 : Fact(f) — Fact(g).

Demostraciéon. Ya que 6 es un isomorfismo de orden y preserva longitudes, se tiene
Ar(m) = Ag(m) para todo 0 < m < ny. Asi, por el Lema 4.1.16, f y g tienen la misma
funcion de complejidad, la misma longitud y Gy = G4. Ademés, comony —1 =Gy +1 =
G4 + 1, cualquier factor de f o de g de longitud ny — 1 es un factor que no se repite.
Tomamos 6,,, = ¢. Haremos inducciéon en n para ver que 0y, : E,.(f) — Fn(g) puede
ser extendida de manera tnica a un isomorfismo de orden 60,41 : F41(f) — Fn+1(9),
para todo ny < n <|f|. Luego, tomamos 6 = 07| v conseguimos el resultado deseado.

Supongamos que existe un isomorfismo de orden
On : Fp(f) — Fo(g) para ny <n <|f|.

Queremos extender #,, a una funcion definida en F,1(f). Por lo tanto, debemos definir
la extencion de 6,, en los factores de f de longitud n + 1.

Sea w € Fy11(f) con |w| =n+ 1. Ya que n > ny = Gy + 2, se tiene n > 2. Por lo
tanto, existen a,b € Ay s € A"! tales que w = asb. Ya que |s| =n —1 > Gy+1, ses

un factor de f que no se repite. Luego, as # sb. Pues si as = sb, como w € Fact(f) exiten
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u,v € A* tales que

f = uwv = uasbv = usbbv.

Y ésto ultimo contradice el hecho de que s no se repite en f. Por lo tanto, as # sb.

Por otro lado, como 6, es inyectiva se tiene 6, (as) # 0, (sb). Ademas, 0,,(s) < 0,(as),
pues 0, preserva el orden. Pero, |0,,(s)| =n — 1y |0,(as)| = n, por lo tanto 6, (as) es una
extension de 6,(s). Analogamente, 0,,(sb) es una extension de 6,,(s). Como |0, (s)| =n—1,
0, (s) es un factor de g que no se repite y como 6,,(sb) # 0,,(as) el conjunto {6,,(as), 0,(sb)}
consta de una extension derecha y una extension izquierda de 6,(s). Ademas, existen

¢,d € A unicos tales que ¢, (s)d € Fact(g). Luego,

{0n(as),0,(sb)} = {cb,(s),0,(s)d}.

Definimos entonces 0,41 : Fpy1(f) — Fht1(g) por

Ont1(w) = On(w) para we Fu(f), vy

Op+1(w) = cby(s)d para w € Foy1(f) con |w|=n-+1,

donde ¢, d y s son como antes y estdn univocamente determinados por w.

Ya hemos definido 6,41 la extension de 6,,. Ahora veremos que 6,41 es un isomorfismo
de orden. Para ver que 6,1 es inyectiva, supongamos que existen w,w’ € F,11(f) de
longitud n + 1 tales que

Opt1(w) = Onr (w').

Entonces, existen a,b,c,d,a’,b/,c,d € Ay s,s" € A1 tales que

w=asbh, w =dst y (4.8)
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cbn(s)d = Op1(w) = 01 (W) = 0, (s")d

Luego, 0,(s) = 0,+1(s') y por la inyectividad de 6,, se tiene s = §’. Por lo tanto, de
(4.8) deducimos que w = w’, pues de lo contrario habrian dos ocurrencias ditintas de s en
f. Por lo tanto, 6,41 es inyectiva.

Por otro lado, como f y g tienen la misma funcién de complejidad se tiene |Fp,+1(f)| =
|Fr+1(g)|. Luego, 6,41 es sobreyectiva.

Para ver que 6,11 es isomorfismo de orden sblo hace falta verificar que

Op+1(v) <Opy1(w) < u<w

para u € F,(f) vy w € F41(f) de longitud n+ 1.

Sean u € F,(f) y w € F,4+1 de longitud n + 1 tales que u < w. Entonces, existen

a,b,c,d€ Ay se A" ! tales que w = asb y

Opt1(w) = cby(s)d
Ont1(u) = 0, (u).

Luego, u < as, u < s 6 u < sb. Si u < as, entonces 0,11(u) = 6,(u) < 0,(as). Pero

On(as) € {cOp(s),0n(s)d}. Por lo tanto

On+1(u) < 0y(as) < clp(s)d = Opi1(w).

Siu < s06u< sb, razonamos analogamente y obtenemos de nuevo 6,41 (u) < 6,41 (w).
Reciprocamente, supongamos 6, (u) = 6,41(u) < 0p41(w) = b, (s)d. Entonces

L. 0 (u) < cbn(s),

2. Qn(u) < Hn(s)a o
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3. On(u) < 6,(s)d.

Pero, {0, (as),0,(sb)} = {cbOn(s),0,(s)d}. Luego, en los casos 1 y 3 se tiene que
On(u) < 0n(as) 6 6,(u) < 0,(sb). Como 6, es isomorfismo de orden, se tiene u < as 6
u < sb, respectivamente. De alli, u < asb = w. Del caso 2. deducimos u < s < asb = w.

Luego, 6,11 es un isomorfismo de orden que extiende a 6,,. Falta ver que 6,,11 es tnico.
Supongamos que existe otro isomorfismo de orden x : F,41(f) — Fn+1(g) que extiende

a 6,. Entonces

Op+1(v) = 0,(v) = x(v) paratoda v € F,(f).

Debemos verificar que 6,41(w) = x(w) para w € F,41 de longitud n + 1. Sea
w € Fyi1(f) con |w| = n + 1. Existen a,b,c,d € Ay s € A" ! tales que w = asb y
On+1(w) = By (s)d.

Por otro lado, supongamos x(w) = v1vs...05Vn+1. Entonces vovs...v, € Fy(g). Por lo

tanto, existe u € F,(f) tal que 0, (u) = vous...v,. Luego,

X(w) =10, (u)anrl .

Ademas, 6, (u) es un factor que no se repite en g pues |6,(u)| = n — 1. Por lo tanto,

con un razonamiento analogo al hecho anteriormente podemos concluir

{v10n (1), On(w)vni1} = {On(a’w), On(ub')}.

para a’, b’ € A tales que w = a’ub’.

Por lo tanto, w = asb = a’ub’. De alli, u = s y x(w) = v16,(8)vp41. Pero el factor 6,,(s)
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tampoco se repite en g, por lo cual c =v; y asi  Op41(w) = x(w).
Luego, el tnico isomorfismo de orden que extiende a 6,, es 0,,1.
O

De ésta Proposicion y del Teorema 4.1.9 se deduce rapidamente el siguiente Teorema.

Teorema 4.1.18 [1] Sean f,g € A* y ny = 2+ Gy. Los conjuntos ordenados F,(f) y

F

ns(g) son isomorfos, si y solo si, f y g son similares.

Demostracién. Si F, . (f) y Fn,(g) son isomorfos, por la Proposicion 4.1.17, Fact(f) y

Fact(g) son isomorfos y por el Teorema 4.1.9 se tiene que f y g son similares.
Reciprocamente, si f y g son similares, por el Teorema 4.1.9 Fact(f) y Fact(g) son

isomorfos. Por lo tanto, existe un isomorfismo de orden 6 : Fact(f) — Fact(g). Luego,

0|an(f) es un isomofismo entre F, (f) v Fy,(9).

El Teorema anterior nos dice, que de ser posible reconstruir una palabra f a partir de
alguna informacién sobre sus factores, es suficiente conocer los factores de longitud menor
o igual que ny para poder reconstruirla. En este caso con dicha informacion la reconstruc-
cion es tnica salvo similaridades. En otras palabras, las clases de isomorfismos de F;, f( f)

determinan a f o a una palabra similar a f.

Ejemplo 4.1.19

1. Las palabras f = abcc y g = cbdd son similares, Gy = 1. Podemos observar el

isomorfismo entre F3(f) y F3(g) en los siguientes diagramas.
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F3(f)
abc bee
cc
c
1
Fi(g)
cbd bdd
dd
d
1
2. Para w = abbbb, n,, = 5 = |w|. Asi que, en éste caso debemos conocer todos los

factores de w para poder reconstruirla.
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3. Para v = abcdryzt, G, = 0y n, = 2. Opuesto al caso anterior, la palabra v no tiene
letras repetidas. Sin importar que tan larga sea una palabra de éste tipo, necesitamos

la menor informacién posible sobre sus factores para poder reconstruirla.

Podemos notar también, que el conjunto Fj(v) no es informacion suficiente para
reconstruir a v. Pues, por ejemplo ab y abb son palabras con los mismos factores de

longitud 1, y sin embargo no son similares.

Los ejemplos 2 y 3 muestran que las palabras con factores repetidos de menor longitud

son estructuralmente mas rigidas.

4. Consideremos las palabras f = abacbcbacba y g = abacbcbacbebacba. En este ejemplo,
tomado de [2|, podemos ver que F5(f) = F5(g) y sin embargof y g no son similares.

En este caso ny = 6.

Estos dos tltimos ejemplos muestran que el nimero n ¢ del Teorema 4.1.18 es 6ptimo.
Corolario 4.1.20 [2] Sean f,g € A*. Si F,,,(f) = Fy,(g), entonces f = g.

Demostracién. Si en la Proposicion 4.1.17 consideramos F,,(f) = F},,(g) en vez de iso-

ng
morfismo y tomamos 6,, igual a la funcién identidad para todo ny < n < |f|, concluimos

Fact(f) = Fact(g) y de alli f=g.
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4.2. Reconstrucciéon de una palabra a partir de un multicon-

junto de sus factores.

En esta seccién enunciaremos algunos resultados sobre reconstruccion de palabras a partir
de un multiconjunto de sus factores. Es decir, ahora consideraremos no sélo un subconjunto
de factores de la palabra, sino ademas las repeticiones de los factores. Veremos que un sub-
conjunto de factores de este tipo, determina de alguna manera la estructura de la palabra.
Es decir, si dos palabras w y v tienen igualdad de sus multiconjuntos de factores hasta
cierta longitud k, entonces w y v son estructuralmente muy parecidas. Ademés veremos

que si k = [%] + 1, entonces w = v.

Definiciéon 4.2.1 Dada w € A*, denotaremos por My (w) al multiconjunto formado por
todos los factores de w de longitud k, considerando repeticiones. Nos referiremos a dicho

multiconjunto como el multiconjunto de factores de longitud k de w.

Ejemplo 4.2.2 Sea w = abbcbbcab, entonces M (w) = {a,a,b,b,b,b,b,c,c} y My(w) =
{ab, bb, be, cb, bb, be, ca, ab}.

Observacion 4.2.3 La funcion de complejidad de una palabra w, definida en la seccién
anterior, cuenta la cantidad de factores de longitud k de la palabra, para 0 < k < |w|.
Haciendo analogia en éste caso, ya que en My (w) consideramos las repeticiones de los
factores, se tiene que My (w)| = |w| — k + 1. De alli, si dos palabras w y v son tales que

My (w) = M (v) entonces |w| = |v].
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Lema 4.2.4 Sean w = wjws---w, y v = v1vy---v, dos palabras. Si M;(w) = M;(v)

para ¢ = k — 1, k, entonces

{wiwg -+ - Wg—1, Wp—pr2Wn—gt3 - wp} = {VIV2- - Vk_1, Un—kt2Un—k+3- - Un} ¥

My_1(wows - -wp—1) = Mg_1(vav3---vp_1).

Demostraciéon. Sean wy v como en las hipotesis. Consideremos el conjunto My, _1 (M (w)),
es decir, tomamos los factores de longitud k—1 de cada factor de longitud k£ de w. Notemos
que cada factor de w de longitud k genera dos factores de longitud k£ — 1, (un prefijo y un
sufijo). Notemos también que en My_;(My(w)) estamos considerando dos veces el factor
waws - - - W, €l cual es sufijo de wyws - - - wy y prefijo de waws - - - wiy1. Mas atn, todos los
factores de w de longitud k — 1 comprendidos en wows - - - wy,_1 se estan considerando dos

veces en M1 (Mg (w)). Por lo tanto,

2My 1 (w) = M1 (Mg (w)) U{wjws « - - Wg—1, Wp—goWp_k+3 - -~ Wy}, (donde 2M denota

el multiconjunto obtenido al duplicar cada elemento de M)

Por otro lado, como por hipotesis My (w) = Mg (v) y Mg_1(w) = Mg_1(v), se tiene que

2M—q (w) = Mp_1 (Mg (w)) U{wiwg - - - Wk—1, Wp—g4-2Wp—k+3 - - - Wy } =

2Mk_1(v) = Mk—l(Mk(U)) U {U1U2 ©Uk—1, Un—k+2Un—k+3 ° * 'Un}

De alli,

{wiws -+ - W1, Wp— g 2Wn g3+ - Wp } = {V1V2 - Vp—1, Vp—k+2Vn—k+3 - * - Un }-
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Ademas, My_i(w) = Mp_1(wow3z - wp_1) U {wiws - Wg—1, Wy—k4-2Wp—k43 - Wy }.

De ésto, de la igualdad M_1(w) = M_1(v) y de la igualdad anterior se tiene que

M1 (wows - - - wp_1) =

M1 (vov3 - - - Vp—1).

O

Lema 4.2.5 Sean w,v € A* tales que M;(w) = M;(v) para i =k — 1, k, k + 1. Entonces,

My _o(w) = M_o(v). En particular, M;(w) =

Demostraciéon. Sean w = wiwsg - wy, y w

k — 1,k y luego para k, k + 1 obtenemos

{’U)]_U}Q cc Wh—1, wn_k+2wn_k+3 e wn}
Mkfl('wzw?) . 'wn—l)
{w1UJ2 Wy, Wy — -1 W — k2 ° wn}

My (waws - - - wp—1)

M (v) para todo i < k + 1.

= v1vg - - - vy, Aplicando el Lema 4.2.4 para

{v1v2 -+ Vg1, Un—k42Un—k+3 - - Un } (4.9)

= Mk,1(02U3 ce Un—l) (4.10)

{v1va - Uk, V1 Vn—p2 - v} (411)

Mk(vgv;:, s Un—l) (4.12)

De (4.10) y (4.12), aplicando el Lema 4.2.4 a wows -+ - wp—1 ¥ V203 - - - Up—1 Obtenemos

{wows - - - Wi, Wy ey 1Wn—kr2 - - Wp—1} = {V203 - Vg, Vp— ke 1Un—k42 - * - Un—1}-

(4.13)

Ahora, tomando los factores de longitud k£ — 2 en (4.9), (4.11), (4.13) obtenemos

{w1w2 o We—2, W2W3 + -t Wg—1, Wn—k42Wn k43 ** " Wn—1, Wp—k4+3Wn—k+4 " " * wn} =
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{vivy -+ - vk_2, V203 -+ Vk—1, Un—k42Un—k43 " ** Un—1, Un—k+3Un—k+4 " " Un}

{wiwy - - W_g, Wow3 - - - W1, W3Wy4 -+ Wk, Wp— 1 Wr— 42 * - Wp—2,
Wr— k4 2Wn— k43 * * - Wn—1, Wn— k4 3Wn—ftd - - Wn } = {0102+ - - Vp—2,
VU3 + - Up—1, V304 - * * Uk, Up— k- 1Vn—k+2 * * * Un—2,

Un—k+2Un—k+3 " Un—1,Un—k+3Un—k+4 " ** Un}

{wows - - - wg_1, W3W4 -+ - W, Wy— et 1Wp— 2+ * Wp—2, Wy— g 2Wp— 43 * * * Wp—1 } =
{vovs - - VE_1,V3V4 - - Uk, Up— ket 1Un—k+2 * * - Un—2, Un—k+2Un—k+3 - - Un—1}

De las dos ultimas igualdades, se tiene

{wiwg -+ - Wg_2, Wp—f+3Wn_fta - - Wp } = {0102 - - Vp—2, Vp—k+-3Vn—kt4 - - Un}

Y de ésta junto con la primera igualdad, se tiene

{wows - - - w1, Wy 2Wn 43 - - Wn—1} = {V2V3 - - Vp—1, Un—k+2Vn—k43 " - Un—1}
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Luego,

2Mly o (wow3 -+ - wp—1) =
My —o(Mg_1 (wows - - - wp—1)) U {wows - - - Wg—1, Wy—fp2Wp—ft3 - Wp—1} =
Mg—o(Mg_1(v2v3 - - - vp—1)) U {vov3 - - - Ug—1, Up—k42Un—k+3 - * - Un—1} =

2M,_2(vov3 - - vp—1)

De alli, Mk_g(w2w3 < -wn,l) = Mk_Q(’UQ’Ug < -Unfl).

Ademas,
My —2(w) = My_o(wow3 - - - wp—1) U{wiws - - - Wg—2, Wp—g43Wp—fya - W} =

My_2(vovg - - - vp—1) U{v102 - - - Vk—2, Un—k+3Un—k+4a - - - Un} = Mp_2(v).

Asi, My_o(w) = Mg_o(v). Repitiendo el proceso se tiene M;(w) = M;(v) para todo
1< k+1.
U

Lema 4.2.6 Sean w = wjws---w, y v = v1vy---v, dos palabras. Si M;(w) = M;(v)

parat =k — 2,k — 1, k, entonces

M (wjwjq1 -+ wp—jr1) = My(vjvj41 -+ vp—j41) paratodo 1<j<k y I<k—j+1.

Demostraciéon. Por el Lema 4.2.5 basta probar que Mj(wjwj---wnp—jt1) =

M (vjvj1 - Un—jy1) Paral =k —j+ 1,k —j,k—j— 1.
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Primero probaremos que bajo las hipotesis se verifica

M—j1(wjwj1 - Wp—j1) = Mg—jp1(Vj0j41 - Un—jt1)- (4.14)

En efecto, notemos que por el Lema 4.2.5 se tiene M;(w) = M;(v) para todo

1 < k. Por otro lado, por el Lema 4.2.4 se tiene

M—1(wows - - - wp—1) = My_1(v2v3 - - - Up—1)

{wiws - - wp—1, Wp—pg2Wn—p43 -~ wn} = {V1V2 Vg1, Vp—kt2VUn—k43 - Vn} (4.15)

Tomando los factores de longitud k£ — 2 en (4.15) se tiene

{wiwy - - W_g, Wow3 - - - Wp—1, W 2Wp—ft3 * *  Wp—1, Wp— 1 3Wn—fyd - - Wy} =

{v1va - - - Vp_2, V203 - - - Vk—1, Up— k4 2Un—k43 " " Un—1, Vn—k+3Un—k+4 -~ Un} (4.16)

Por otro lado,

M _2(w) = My_g(wawy - - - wp—2) U{wiws - - - w_a, wows - - - W_1,

Wp—k+42Wn—k+3 - Wn—1, Wpn—k+4+3Wn—k4+4 " wn}

Ademas, My_s(w) = Mj_o(v). De alli, y de (4.16) se tiene My _o(w3wy - wp_2) =

My _2(v3vg -+ - Vp—2).
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Si ahora tomamos en (4.15) los factores de longitud k — j + 1 y razonamos como antes,

obtenemos
Mi—jr1(wjwjpr - wn—ji1) = Mr—j1 (vjvj41 - Onjiga). (4.17)

De alli,
M—j(wjp1wjsa - wn—j) = Mg_j(vj+10542 - Vn—j). (4.18)
Mg—j-1(wjtowjss - wp—j—1) = Mg—j_1(vj4+20j43 - Vn—j_1). (4.19)

Por otro lado, notemos que

Mp—1(wjwjsr -+ wn—j1) = Mp_1(Mp(wjwjpr - wp—jt1)) \ Mp—1(wjriwjiz - wn—j)

De alli se tiene, parap =k — j + 1 y k — j repectivamente, que

M —j(wjwj1 - wn—jy1) =

My, (Mg —j 1 (wjwjpr - wn—jy1)) \ Mg—j(wjp1wjo - wp—jz) (4.20)

M- j—1(Wjwjt1 - Wp—jt1) =

Mg —j 1 (Mg —j (wjwj1 - - wnji1)) \ Mp—j1(wjpr1wjpg - - wn—j)  (4.21)

My—j—1(wjp1wjs2 -+ Wp—j) =

My—j—1 (Mg—j (wjt1wjp2 -+ wn—j)) \ Mg—j—1(wjpowjys -+ wn—j1) (4.22)
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Ademas, de (4.17), (4.18) y (4.20) se deduce

Mk_j(ijj+1 s wnfjJrl) = Mk—j(UjUjJrl T U”*jJrl)' (4'23)

De (4.18), (4.19) y (4.22) se deduce

M1 (wjrrwjte - wn—j) = Me—j-1(vj 410542 - - Un—j)- (4.24)

Y de (4.21), (4.23) y (4.24) se tiene

Mip—j—1(wjwjs1 - wp—jr1) = Mp_j_1(vjvj41 - Vnjg1)-

Proposicion 4.2.7 Si M;(w) = M;(v) para i = k — 2,k — 1,k, entonces w = rfs y
v=r0's 6v=s0r donde My(0) =M;(#) y |r|=|s| =k —1.

Demostracion. Tomemos j = k en (4.14) para obtener

My (Wpwp41 - - - Wn—g+1) = M1 (VpUk41 -+ Vn—kt1)

Considerando ésto y (4.15) obtenemos el resultado deseado, donde r = wjws - - - wg_1,

8 = Wn_kt2Wn—k43 " Wn, 0 = WpWhy1 - W pp1 ¥ 0 = OpUky1 - Vp_py1-
O
El siguiente Teorema es similar al Corolario 4.1.20, s6lo que en éste consideramos el

multiconjunto de factores de la palabra. Veremos que el multiconjunto de factores de lon-
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|w]

gitud menor o igual que [5'] + 1 determina univocamente a w.

Teorema 4.2.8 Sean w,v € A"y kg = [@] Si M;(w) = Mj;(v) para i = ko— 1, ko, ko + 1,

entonces w = v.

Demostracion. Sean w,v € A*. Consideraremos por separado los casos |w| par e impar.
Supongamos primero que |w| = 2kg y M;(w) = M;(v) para i = ko — 1, ko, ko + 1. Por la
Proposicion 4.2.7, para n = 2kg v k = kg + 1, se tiene que w = rsy v = rs 6 v = sr
donde 7 = wiwy - - Wiy ¥ 8§ = Why4+1Wky+2 * - - Wy Veremos que si v = sr también se tiene
igualdad de v y w.

Por el Lema 4.2.6 se tiene

Mko <w2w3 e wn_l) = Mko (Ugvg s 'Un—1)~

Mg, —1(waws - - - wyp—1) = My 1 (vov3 - - vp—1).
Esto tltimo implica, por el Lema 4.2.4 aplicado a wows - - - Wp_1 ¥ Va3 - - - Up_1, quUE
{wows -+ - Wiy, W 41Whot2 * - Wn—1} = {V203 - - Uy, Ukg+1Vko 42 * * * Un—1} (4.26)

Para facilitar la notacion, tomaremos f = wows:--Wk,, § = Wky+1Wko+2 " ** Wn—1,
/ / !/
fr=vv3- -V, § = Ukgt1Vko+2 " - - Un—1. Entonces, w = wy fgw, =rsy v = v f'g'v, =

sr. De (4.26) se desprenden dos casos:

i) Primer caso f = 'y g = ¢'. De aqui se tiene v = vy fgv, = sr. Por lo tanto,
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r=wf=gv,ys=uvf=gw, Deall, v, =Wk, = Wy, ¥

w = w fgw, = gu,gw, = gwpgwy,

v = ’Ulfg’l)n = JWpgun = gWpgWwy, = W.

ii) Y segundo caso f = ¢’ y g = f'. De aqui deducimos v = vigfv, = sr y de alli
r=wif = fu,, s = v1g = gw,. Luego, por la Proposicion 3.1.7 w1 = vy, v1 = Wy,

ko

few*ygewv*. Porlo tanto, w = w*0v1% y v = v;*w*. Pero como My, (w) =

My, (v) se tiene

ko

k 1 ko—2 ko—1 . k
{w1™, w0 oy, w T vy, - w0 0} =

ko

k —1 ko—2 ko—1 .k
{vi™, 0 wi, v fwiwy, e, viwy 0 w0}

De alli, wi =1 yw=v= wy 2ko.

Para el caso |w| impar, supondremos que |w| = 2ky + 1 y M;(w) = M;(v) para

i = ko — 1,ko, ko + 1. Por el Corolario 4.2.7, para n = 2kg + 1y k = ko + 1, se

tiene que w = r'wg,418 y v = r'ogg418 6 v = g7, donde = wiwy - wy,
/ 2 .

y 8 = Wgy4oWkyt3 - - Wy Ademas, My (wry41) = Mj(vgy41), es decir, wgy+1 = Ugyt1-

Siv = svgyp1r’ = s'wi,4+17r’ razonamos como en el caso par, para concluir que o bien

ko

_ oy A _ k _
W = gWpWhy+1gWn = UV 0 W = W1 OWpy41w1"° = 0.

Los siguientes ejemplos muestran que ko es 6ptimo. En estos ejemplos M;(w) = M;(v)

para i < kg y v # w.
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Ejemplo 4.2.9

1. Sean w = abbab y v = ababb. Entonces, ko = 2

M;(w) = {a,a,b,b,b} = M;(v)

Msy(w) = {ab,bb,ba,ab} = Ms(v)

Y M;z(w) # M3(v), pues aba € Mz(v) \ Mz(w).

2. Sean w = aaabaa y v = aabaaa. Entonces, kg = 3

M;(w) = {a,a,a,a,a,b} = M;(v)
My(w) = {aa,aa,ab,ba,aa} = My(v)

Ms(w) = {aaa,aab,aba,baa} = M3(v)

Pero My(w) # My(v) pues baaa € My(v) \ My (w).

Hasta ahora hemos visto que si dos palabras w y v son tales que M;(w) = M;(v) para
todo ¢ menor igual que cierto k, entonces w y v son estructuralmente muy parecidas. El
Lema 4.2.4 muestra que con igualdad de s6lo dos de los multiconjuntos de factores, las pal-
abras o bien comienzan y terminan igual o w comienza como v termina y viceversa. Para
terminar esta seccién enunciaremos un resultado donde consideramos el dltimo caso an-

teriormente descrito y veremos que en este caso w y v tienen una estructura bastante rigida.
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Teorema 4.2.10 Sean w = wyws -+ w, = s y v = vive---v, = s0'r dos palabras,
donde r = wiwg -+ Wi_1 Y § = Wp—_k12Wn_f+3 - Wy. Si M;(w) = M;(v) para todo i < k,

entoncesr =so6r=r"ys=s".

Demostraciéon. Por el Lema 4.2.6 se tiene que

M (wjwjy1 - wp—j1) = My(vjvjq1 - vp—j1) paratodo j < k. (4.27)

Por otro lado,

My (wjwjsr - Wp—j+1) = Mi(wj—1wj - Wp—jr1Wn—j+2) \ {wj—1, Wn—j42}

De alli, y de (4.27) se tiene que {wj_1, wn—jt2} = {vj—1,Un—j12} para todo 2 < j < k.

Ademas,

r o= wiw2-:-Wkg-1 = Un—k4+2Un—k+3° " "Un Y
§ = Wp—fk4+2Wp—k+3 " Wp = V102 " Vg1
Por lo tanto,
{wi,we} = {vi,vn} = {wp—pt2, we—1}
{w27 wnfl} = {’U27'Un71} = {wn—k+3>wk—2}
{ws,wp—2} = {vs3,vn—2} = {wn_pya, w3}
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{wj,wn—jy1} = {vj,vn—ji1} = {Wn—pyjr1, wr—j}

{wkflawn7k+2} = {kalavnkarZ}:{wnawl}

Diremos que w; es de tipo 1 si wj = wyp_gyj41 Y Wn—jt1 = Wg—j.

® ® cee & &
@ @ A @

wj Wk—j Wn—k+j+1  Wn—j+1

Y diremos que w; es de tipo 2 si wj = wg_j Y Wp—j41 = Wp—f4ji1-

wj - Wk—j Wn—k+j+1  Wn—j41

Veremos que en w todas las letras w; para j < k — 1 son de un mismo tipo. Para ésto
consideraremos w; y wj41. Si ambas son del mismo tipo, no hay nada que probar. Si w;

es de tipo 1 y wj41 es de tipo 2, entonces

w; = Wp—k4j+1 =T
Wn—j+1 = Wg—j =Y
Wil = Wg—j-1 =1
Wn—j = Wp—k+j+2 =2

xt tyY Tz zY
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Vj = Un—k+j+1 =7
Un—j+1 = Uk—5 =Y
Vj4+1 = Vg—j—1 =2
Un—j = Up—ktjt2 =1

Ademas, de nuevo por el Lema 4.2.6 se tiene que

Mo (Wg—j—1Wk—j * * * Wn—ktj i1 Wn—k+j+2) = Mo(Vk—j—1Vk—j  * Un—ktj+1Vn—k+j+2)

M (wg—jwg—j41 - Wp—pyjr1) = Mo(Vk—jOk—j41 Vn—ktjt1)

Por otro lado,

Mo (Wh—jWh—jg1 - Wp—ktj+1) =

MQ(wkfjflwkfj T wn—k+j+1wn—k+j+2) \ {wkfjflwkfja wnfk+j+1wnfk+j+2}

De alli,

{ty, z2} = {wp—j1Wp—j, Wn ke jr1Wn—kijr2) =

{Uk—j—lvk—ja Un—k:+j+1vn—k+j+2} = {2y, xt}

Y por lo tanto ¢ = z. Esto indica que w;1 también es de tipo 1.
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Supongamos ahora que w; es de tipo 2 y no es de tipo 1, y que wjy1 es de tipo 1.

Entonces,

w; = Wg—j =T
Wn—j+1 = Wpn—k+j+1 =Y
Wiyl = Wp—kyj42 =1
Wp—j5 = wk_j_l =z

xt zx Yyt zY

Vi = V- =Y
Un—j+1 = Up—k+j+1 =<
Vjtl = Up_gyji2 =1

Vg—j—1 = Up—j =2

Yyt zY Tt zx

Razonando como antes, vemos que ésto implica {zz,yt} = {zy,zt} y de alli, x = y lo
que contradice que w; no es de tipo 1.
Hemos probado entonces, que todas las letras w; son del mismo tipo. Por lo tanto, si

wy es de tipo 1, entonces w; es de tipo 1 para toda 1 < j < k —1.Y si w; es de tipo 2,
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entonces w; es de tipo 2 para toda 1 <j <k — 1.
Ahora veremos que dependiendo del tipo que sean las letras wj, r y s serdn iguales 6

r =1~y s = s". En efecto, supongamos que w; es de tipo 1 para toda 1 < j <k — 1.

Entonces,

w1 = Wp—k+2

w2 = Wp—k+3
Wg—2 = Wnp-—1
Wr—1 = Wn

Y de alli, r = s. Ahora supongamos que w; es de tipo 2 para toda 1 < j < k —1,

entonces
w1 = Wg—1 Wn = Wp—k+2
Wy = Wg—2 Wp—1 = Wn—k+3
w3 = Wg-3 y Wp—2 = Wp—k+4
Wp—1 = W1 Wn—k4+2 = Wn

Ydealli, r=7r"ys=s".

Ejemplo 4.2.11

1. Sean w = abcabcaab y v = abcaabcab. Entonces, M;(w) = M;(v) para todo i < 3. En

este caso r = s = ab.
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2. Sean w = aaabaa y v = aabaaa, en este caso M;(w) = M;(v) para todo i < 3y

r=s8s=Tr =S8 =aa.

Finalizaremos con la siguiente seccién, cuyo contenido es el enunciado de algunas con-

jeturas que se han obtenido a lo largo del estudio de los resultados expuestos en el trabajo.

4.3. Problemas abiertos.

A través del estudio de la reconstruccion de palabras a partir de sus factores, hemos obser-
vado ciertas estructuras en las palabras. Al explorar el multiconjunto de factores de una
palabra, hemos encontrado varias propiedades de la misma. Algunos de éstos resultados
han sido incluidos en este capitulo, sin embargo otras varias conjeturas han quedado atn

sin responder. A continuacién enunciamos algunas de ellas.

= El ejemplo 4.2.9 muestra que kg es 6ptimo, en ambos ejemplos, y en algunos otros,
observamos que las palabras con esta propiedad son conjugadas. Sean w y v dos
palabras tales que M;(w) = M;(v) para todo i < kg, donde ko = [l%l] ison wy v
conjugadas?.

= Con respecto al Teorema 4.2.10, hemos encontrado ejemplos donde r = sy r =r"~ =

s = s~, como lo ilustran los ejemplos. Pero, ;es posible hallar w y v, bajo las hipotesis

del Teorema 4.2.10, tales que r =™, s = s~ y r #£ s7.

= Sean w = wiws W, y UV = V12 - - - Uy dos palabras que tienen iguales sus multicon-

juntos de factores de longitud menor o gual a k. Hemos visto, que éstas comienzan
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y terminan de manera muy similar. Sin embargo, la mayor informaciéon que hemos
obtenido sobre los factores wiwg41 - - Wrp—k+1 ¥ VkVk+1 * - - Un—k+1, de w y v respecti-
vamente, es igualdad de sus multiconjuntos de factores de longitud uno. Si anadimos
hipoétesis extras a estos factores o al alfabeto que estamos considerando, ;Podremos
obtener mayor informacién sobre dichos factores?, ;Es esta informacién relevante

para la reconstruccién de las palabras?.

= Al considerar el multiconjunto de factores de una palabra w, en vez del conjunto de
factores sin repeticion, esperabamos mejorar la cota G, del Teorema 4.1.18, puesto
que se tiene mayor informacién al considerar las repeticiones de los factores. Atun no

estd muy clara la relacion que pueda existir entre este numero y kg. Es claro que

cuando G, es mucho mayor que [%'], el resultado del Teorema 4.2.8 es “mejor” en

cierto sentido, pues necesitamos conocer menos factores para recontruir a la palabra,
s6lo que en este caso necesitamos concer también las repeticiones de los factores.

;Bajo que condiciones es “mejor” kg7, § bajo cuales lo es G4,7 y jen que sentido?.

» Los Teoremas 4.1.9, 4.1.18, 4.2.8 y el Corolario 4.1.20 nos aseguran la unicidad de
la recontrucciéon de la palabra, en algunos casos salvo similaridades. Sin embargo,
ninguno de los resultados nos indica la manera de reconstruir la palabra. Aunque en
algunos casos parece evidente, en algunos otros podria resultar bastante laborioso.
El conjunto de factores, sea con repeticiones de los factores o no, es un conjunto
(multiconjunto) finito, pues estamos considerando palabras de lonfitud finita. Por lo
tanto, el proceso de recontrucciéon siempre es posible, pues es un proceso finito. ; Es
posible realizar un algoritmo, el cual a partir de los factores de la palabra determine

a la misma?.
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