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Resumen

En este trabajo se estudia la existencia de soluciones periddicas de la
conocida Ecuacion Reducida de Van der Pol

x = —x+ Acos(p)
¢ = (2" — Nw

donde (z,) € R x S! y el parametro 0 < A < 1. El flujo generado por
este sistema es conocido en la literatura como Flujo Reducido de Van der Pol
y ha sido estudiado en [6]. En este trabajo, se prueba la existencia de una
solucion periddica no trivial para este sistema, para lo cual fue necesario hacer
una extension del famoso Teorema de Poincaré-Bendixson sobre el cilindro

(—1,1) x St
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Introduccion

A comienzo de 1940 la ecuacion de Van Der Pol,

ez + (22— 1)z + e x = bAcos(\.t) (1)

tomo importancia, ya que esta ecuacion modela las oscilaciones del potencial
de la cavidad del magneton, este dispositivo fue usado para generar altas
frecuencias en los radares; es decir, la ecuacion (1) describe las oscilaciones
de la corriente en un circuito eléctrico con un feedback y una fuerza externa
periodica. Por ello, desde entonces se viene estudiando el comportamiento
cualitativo de dicha ecuaciéon, como es: la existencia de soluciones acotadas,
soluciones periodicas, existencia de atractores y en general la dinamica de
dicha ecuacion.

Para el caso en que b = 0, tenemos un sistema auténomo cuyo compor-
tamiento es bien conocido. Es decir, si hacemos b = 0 en la ecuacion (1),
., " 2 / 1
obtenemos la ecuacion x + k(z® — 1)x +2 = 0, con k = - > 0, la cual es
equivalente al sistema de ecuaciones diferenciables en el plano

{r29 2)

y =—x—k(z* -1y,

el cual tiene una orbita periddica no trivial para todos los valores del parametro

9
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escalar k > 0 (ver [2]). Para ver esto, se usa el famoso Teorema de Poincaré-
Bendixson; en tal sentido, se debe construir una region positivamente invari-
ante mediante una curva cerrada C' alrededor del origen, y usar el hecho que
el origen es el tinico punto critico, el cual es inestable debido a que los au-
tovalores del sistema linealizado son k =+ iv/1 — k2. Este estudio es realizado
con detalles en (ver [8],2]).

Este ciclo limite de la ecuacion de Van der Pol corresponde a una valvula
oscilante que da lugar a una forma ondulada, la cual va hacia arriba y hacia
abajo repetidamente. El ciclo limite en el oscilador de Van der Pol tiene im-
portantes consecuencias para la tecnologia.

Ahora para el caso b # 0 se complica el comportamiento drasticamente,
ocasionando ésto grandes sorpresas. En este caso la dinamica es muy rica y
mucho se a hecho para estudiarla. (ver [3], [6], [9] )

Entre las nuevas técnicas desarrolladas para atacar este problema, en los
parametros donde no se conoce muy bien el comportamiento de la dinamica,
aparece un sistema de la forma (ver [6]):

{ r = —x+ Acos(p) (3)

¢ = (2"~ Nw

donde (z,¢) € R xS, llamado flujo reducido de la ecuacion de Van der Pol.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar el comportamiento de las
soluciones para valores del parametro A donde el sistema (3) no presenta
puntos criticos . Queremos estudiar la existencia de soluciones periddicas no
triviales. Para lograr esto, adaptaremos una version del Teorema de Poincaré-
Bendixson a una superficie cilindrica. Observemos que R x S' no es simple-
mente conexo, es por ello que no podemos aplicar directamente el teorema de
Poincaré-Bendixson.

Finalmente, este trabajo esta estructurado de la siguiente manera:
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En el Capitulo 1, se presenta, sin demostracion, algunos resultados basicos
de la Teoria de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias como son; el Teorema de
Existencia de Soluciones Globales, el Teorema del Flujo Tubular y el Teorema
de la Curva de Jordan.

En el capitulo 2, se presenta una prueba geométrica del Teorema de Poincare-
Bendixson en el plano, la cual nos ayudara a entender este Teorema en su-
perficies mas generales, como es el caso de una superficie cilindrica.

El Capitulo 3, es el capitulo principal, pues alli se demuestra el resultado
mas importante de este trabajo; es decir, se prueba la existencia de una oérbita
periodica del sistema (3), y para ello se extiende el Teorema de Poincare-
Bendixson sobre el cilindro D = (—1,1) x St
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Capitulo 1

Preliminares

Dado que el problema estudiado en este trabajo versa sobre la existencia
de soluciones periddicas para la ecuacion reducida de Van der Pol, la cual es
un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias, en este capitulo
nos referiremos fundamentalmente al estudio de los sistemas auténomos de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Todos los resultados expuestos en este
capitulo fueron tomados de [7] y [8].

1.1. Existencia, Unicidad y Prolongabilidad de Solu-
ciones

Los resultados que seran expuestos en esta seccion valen para una super-
ficie diferenciable.

Consideremos el siguiente sistema auténomo:

' = f(x), (1.1)

donde f : U — R" es una funcién de clase C!, definida en un abierto
U CR"

13
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Una solucion de la ecuacion diferencial (1.1) es una funcion diferenciable
u : I — R", definida en un intervalo abierto I, tal que u(t) € U para cada
tely
u'(t) = f(u(t); Ytel.
En particular, v es continuamente diferenciable.

Ahora, dado ¢ € U, entenderemos por una soluciton del siguiente
problema de valor inicial ( abreviado P.V.I)

a' = f(z),
{ 2(0) = 1 (1.2)
una solucion u : I — R"™ de (1.1) tal que u(0) =z¢y 0 € 1.

Asi, dado xy € U, denotamos por u(t, xg) la solucion del problema de valor
inicial (P.V.I) (1.2)

Teorema 1 (Teorema de existencia y unicidad local)

Si f: U — R" es una funcion de clase C1, entonces para cualquier punto
xg € U existe 6 > 0 tal que el P.V.I (1.2) tiene una tnica solucion u(t)
definida en el intervalo I = (=9, 9).

Teorema 2 .
Si f € CLU) (Donde CY(U) = {f : U — R" : f es una funcin continua y di ferenciable
entonces para cada punto xo € U hay un intervalo mazimal J en el cual el
P.V.I (1.2) tiene una unica solucion, u(t); es decir, si el P.V.I (1.2) tiene
otra solucion v(t) en el intervalo I, entonces I C J y v(t) = u(t) para todo
t € I. Ademds, el intervalo maximal J es abierto (J = («, ).

Definicion 1 (Intervalo Maximal)

El intervalo J(xzg) = (o, 8) dado por el Teorema 2 es llamado intervalo
mazimal de existencia de la solucion u(t) del P.V.I (1.2).

Teorema 3 (Prolongabilidad de las soluciones)
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Sea f € CYU) y (a, B) el intervalo mazimal de existencia de la solucion
u(t) del P.V.I(1.2). Si existe un conjunto compacto K C D, tal que u(t) € K
para todo t € (a, 3), entonces o= —o00 y [ = 00,

1.2. Dependencia Continua de los Datos Iniciales

En esta seccion presentaremos, sin demostracion, el Teorema de la depen-
dencia continua de la solucion del P.V.I (1.2) respecto a la condicion inicial x.

Teorema 4 (Dependencia Continua de los Datos Iniciales)

Supongamos que f € CYU) y xg € U, entonces existen a > 0, 6 > 0 tal
que para todo y € Bs(xg) (Bola abierta de centro zy y radio &) el problema

o = f(x),
{ z(0) =y, (1-3)

admite una tinica solucion u(t,y) con u € CHG) y G = [—a, a] x Bs(xp).

Es decir, la aplicacion (t,x) — u(t,y) con (t,y) € [—a,a] x Bs(xg) es
continuamente diferenciable.

1.3. Propiedades de los Sistemas Auténomos

En esta seccion presentaremos algunas propiedades de los sistemas autonomos,

que seran utilizadas en los capitulos siguientes.

Lema 1 Siu : I — U es una solucion de (1.1), entonces para cualquier
T € R, u(t + 7) es también solucion de (1.1) definida en I — .

Lema 2 Siu:J — U es una solucion de (1.1) que no es inyectiva, entonces
u es periodica.
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Teorema 5 (Propiedad de Semigrupo)
Dado o € U;T € J(x0),t € J(u(T,x0)) se tiene quet + 7 € J(xg) y
u(t + 7, x9) = u(t, u(r, xg)).

Una nociéon mas general que la de sistemas autonomo, es la de sistema
dindmico, la que daremos a continuacion:

Definicion 2 (Sistema Dindmico)

Por un sistema dindmico continuo en un espacio métrico X se entiende
una funcion continua @ : D — X definida en un abierto D de R x X tal que:

1. p(0,2) =2, VaxeD.
2. p(t+T7,2) =0t p(r,x)), (t,x),(t, @(r,2)) € D.

Observacion: Supongamos que para todo xg € U el intervalo de existencia
y unicidad de u(t,z) es J(z) = R. Entonces la aplicacion ¢ : Rx U — U
dada por: ¢(t,z) := u(t, z) define un sistema dindmico en R".

1.4. Propiedades de los Conjuntos Limites

En esta seccion, u denotara una solucion maximal de (1.1) cuyo dominio
contiene un intervalo de la form |7, 00). Supongamos ademés que la clausura
de ug([7, 00)) es un subconjunto compacto en U. Estos resultados se encuen-
tran con mas detalles en [§].

Definicion 3 (Conjunto w-Limite)
Se define el conjunto w-limite de u como el conjunto
Q(u) ={p e U :u(ty) — p para alguna sucesion t; — +00}.
y el conjunto w-limite de un punto xo como el conjunto

Qxg) ={p € U : u(ty, x9) — p para alguna sucesion t — +oo}.
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Definicion 4 (Conjuntos Positivamente invariantes)

Un conjunto D es positivamente invariante respecto al sistema autdnomo
(1.1), si para todo xq€ D la solucion u(t,xg): (o, ) — R™ correspondiente
al P.V.I (1.2) satisface que u(t,x¢) € D, para todo t € [0, 3).

Teorema 6 El conjunto Q2(u) es un subconjunto compacto, conexo y no vacio
de U, el cual es invariante por (1.1), bajo la hipdtesis de que la clausura de
uo([T,00)) es un subconjunto compacto de U.

Corolario 1 Sip € Q(u), entonces u(t,p) estd definida en R.

1.5. Teorema Del Flujo Tubular

En esta seccidon presentaremos unos de los Teoremas mas importante de
este trabajo, como es el Teorema del Flujo Tubular.

Definiciéon 5 (Seccion Transversal)

Una seccion transversal a f es una funcion S : D — U de clase C defini-
da en un subconjunto abierto y conexo D de R"™ tal que S'(q)v1, S (q)va, ...,
S'(Q)vn—1, f(S(q)) es una base de R, cualquiera que sea ¢ € D y cualquiera
que sea la base vy, vy, ..., Up_1 de R"71.

Definiciéon 6 (Seccion Transversal Afin)

Una seccion transversal S : D — U a f se dice afin si existe xg € U y
una aplicacion lineal inyectiva T : R"™1 — R" tal que S(q) = z, + T(q),
qeD.

Proposicion 1 St xg € U y f(xg) # 0, entonces f posee una seccion
transversal en xq, la cual es afin.

Definicion 7 (Sistemas Topoldgicamente Conjugados)
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Sean F,G : U — R" funciones de clase C', donde U es un subconjunto
abierto de R? y po, qo son las condiciones iniciales de los siguientes sistemas:

r = F(z) v = G(x)
{ o(0)=pp, Y { c0) =g Y

Si u,v son soluciones de (1.4) y (1.5) respectivamente, entonces se dice
que estos sistemas son topologicamente conjugados en pg, qo st existen abiertos
Ve C U y Wy C U y un homeomorfismo h : V,, — W, tal que lleva
soluciones de la ecuacion (1.4) en soluciones de la ecuacion (1.5); es decir,
h(po) = qo y para todo p € V,, se tiene que h(u(t,p)) = v(t, h(p)).

Teorema 7 (Teorema del Flujo Tubular)

Sea S : D — U una seccion transversal a f y K un subconjunto compacto
y no vacio de D tal que la restriccion de S a K es inyectiva. Entonces existe
n > 0 tal que la aplicacion

estd bien definida y es un homeomorfismo sobre el abierto Im(h) de R™.

Observacion: Es importante notar que el Teorema del Flujo Tubular lo que
hace es conjugar los siguientes sistemas:

¥ = f(x) =
- (1.6) z =(1,0)
Lo e r0) = (0.9, 7
pues las soluciones de (1.7) vienen dadas por

u(t,q) = (t,q),
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luego a través del homeomorfismo dado por el Teorema del Flujo tubular nos
queda que

h(u(t,q)) = h(t,q) = u(t, S(q)).

Por lo tanto, como las soluciones de (1.7) estéan yendo a través de h en solu-
ciones de (1.6), podemos decir que estos sistemas son topologicamente conju-
gados.

Proposicion 2 Sea h el homeomorfismo dado por el Teorema del Flujo Tubu-
lar. Dado p € Im(h) existe 0 € (—n,n) tal que u(0,p) € S(D).

Proposicion 3 Supongamos que existe un punto xg € U tal que la clausura
de {u(t, zg) : t > 0} es un subconjunto compacto de U. Si S : D — U es una
seccion transversal a f y p € Q(xg) N S(D), entonces eziste una sucesion
tr, — +o0 tal que u(ty, xo) — p y u(ty, xo) € S(D) para todo k € N.

1.6. Teorema de la Curva de Jordan

El Teorema de separaciéon de Jordan, es un resultado de enunciado sim-
ple que encuentra tremenda aplicacion en la teorfa de Sistemas Dinamico al
permitir dar luz a la prueba del Teorema de Poincaré- Bendixson.

Definicion 8 (Curva de Jordan)

Una curva C, es una curva de Jordan si C es la imagen de una funcion
continua 7 : [a,b] — R? tal que 7(a) = 7(b) y la restriccion de T a [a,b) es
inyectiva.

Teorema 8 (Separacion de Jordan)

Si C' es una curva de Jordan en R?, entonces R? \ C es la union de dos
abiertos V. .y W conexos, disjuntos y no vacios de R?, tales que OV = OW =
C, donde O denota la frontera.
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Figura 1.1:

R2

Corolario 2 Sean V y W los abiertos separados por la curva de Jordan C'.
Si existe una curva continua « : [a,b] — R? tal que a(a) € V y a(b) € W,

entonces existe & € (a,b) tal que a(&) € C.

Demostracion: (Por reduccion al absurdo)

Supongamos que para todo £ € (a, b) se tiene que (&) ¢ C.

Entonces la curva I' definida por la funciéon « esta totalmente contenida en

WuVv.

Consideremos 1 € W y zo € V arbitrarios, como se muestra en la figura

1.2.

a(b) e

(¢}

Figura 1.2:

RZ
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Dado que W y V son arcoconexos, entonces existen curvas Ch7 € W'y
Cy € V' que unen los puntos a(b) con z1 y a(a) con x5 respectivamente. ver
figura

R2

a(b)
c2 T1

Figura 1.3:

Luego la curva ( = I' U C7 U () es una curva continua contenida en
W UV que une a xq con x9; asi W UV es arcoconexo, lo cual implica que
W UV es conexo y esto contradice el hecho de que W UV no es conexo.
Como la contradiccion viene de suponer que para todo £ € (a, b) se tiene que
a(§) ¢ C, entonces podemos concluir que existe £ € (a,b) tal que a(§) € C.

f

Corolario 3 Sea C' una curva de Jordan y'V y W los abiertos dados por el
Teorema de separacion de Jordan. Supongamos que existe un conjunto denso
E en un abierto H de R? tal que E C V. Entonces, H estd contenido en V.

Demostracion: (Por reduccion al absurdo.)
Supongamos que H no esta contenido en V', asi existe p € H tal que p ¢ V.

Como p ¢ V, entonces p € VC = W UC, asi HN (W UC) # 0, por lo
tanto HNW # 0 6 HNC # ().

Si HNW # (), entonces existe una bola abierta B.(p) de R? tal que
B.(p) C Hy B:(p) C W, pues H y W son conjuntos abiertos.
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Como por el Teorema de la curva de Jordan sabemos que VN W = (),
entonces V' N B.(p) = 0, luego como E C V, entonces £ N B.(p) = 0 lo cual
contradice el hecho de que E es denso en H; pues, B-(p) C H y
EN B.(p) = . Como la contradiccion viene de suponer que H Q V., entonces
podemos concluir que H C V.



Capitulo 2

Teorema de Poincaré-Bendixson

En este capitulo daremos una demostracion muy detallada y geométrica
del Teorema de Poincaré-Bendixson, siguiendo las ideas que se encuentran en
18] v |9]. Para ello haremos uso de los resultados enunciados en el capitulo
anterior y asumiremos las siguientes condiciones:

Consideremos el siguiente sistema auténomo, en el plano:

z = f(z) (2.1)

donde f : U — R? es una funcién de clase C', definida en un abierto U C R2.
Dado xy € U, denotamos por u(t, xg) la solucion de (2.1). Fijaremos xy € U
y supondremos que la solucion ug(t) := u(t, xo) esté definida en [0, 00) y que
la clausura de ([0, 00)) es un subconjunto compacto de U.

Teorema 9 (Teorema de Poincaré-Bendixson en el Plano) Si Q(x)
no contiene puntos de equilibrio, entonces el (xg) es una drbita periddica
del sistema (2.1). Es decir, Q(xo) = {u(t,yo) : t € R} para alguna solucion
periddica u(t,yy) del sistema (2.1).

Para demostrar este teorema necesitamos algunos analisis, definiciones y
resultados previos, como los siguientes:

23
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Si suponemos que wuy es una solucion periddica de (2.1), de periodo T,
entonces el resultado se tiene facilmente, pues en este caso tendriamos que

u [jo.= {u(t, z) : t > 0} = OF (o),

donde O*(z() denota la orbita positiva de la solucion u, como este conjunto
es cerrado, ¢l contiene todo sus puntos limites, y asi se tiene que:
O (xg) = (), lo cual implica que Q(xg)contiene una oérbita periodica.
Por lo tanto, supondremos que la solucion wug(t) no es periddica.
En lo que sigue S : D C R — U denota una secciéon transversal afin a f;

es decir, existe xy € U y una aplicacion lineal inyectiva T : R — R? tal que

S(q) =x0+T(q), con q€D

Es claro que en este caso dicha seccion transversal es un segmento de recta,
y por lo tanto le podemos imponer el siguiente orden: dados py = S(qo) y

p1 = S(q1) pondremos py <g p1 si o < ¢

Para continuar con la demostracion del teorema necesitaremos los sigu-
ientes lemas:

Lema 3 Sean 0 <ty < t; tales que ug(t;) € S(D) ,i=1,2.

Si ug(to) <g uo(ty), wuo(t) € S(D) para todo t € (to,t1), y ademds si
existe t >ty tal que up(t) € S(D), entonces ug(ty) < up(t)

Para demostrar este lema necesitamos hacer un anéalisis previo:

Primero veamos que la curva C' formada por el arco uy([tg, t1]) y el seg-
mento
L :={ug(ty) + %(uo(to) —up(t1)) : 0 <t <ty} C S(D) que une a up(ty) con
ug(t1) es una curva de Jordan en R?, ver la figura 2.1.

En efecto, consideremos la siguiente aplicacion:

7:[0,;] — R?
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S(D)

uo(tl)

uo([to, t1])

Figura 2.1:

T(t) _ { UQ(tl) —+ %(Uo(to) — U()(tl)), st te [O,to] (22)

UQ(t), sttt e (to, tl]

Es claro que 7 esta bien definida y ademas es continua, pues L es continua
y up(t) también lo es para todo t € (o, t1], luego

7(0) = L(0) = uo(tr) = 7(t1);

es decir, 7(0) = 7(¢1) lo que implica que 7 es una curva cerrada, falta ver
que T |[0’t1) es inyectiva. En efecto; como L es una recta, ella es inyectiva,
y como estamos suponiendo que ug(f) no es periodica entonces es inyectiva,
ademas por hipotesis sabemos que ug(t) ¢ S(D) para todo t € (g, t1) y que
L € S(D) lo cual implica que ugy(t) ¢ L para todo t € (tg,t1), por lo tanto 7
es inyectiva.

Como 7 es continua, cerrada e inyectiva en [0,¢1) y C es la imagen de esta
aplicacion, entonces C' es una curva de Jordan en R2. Asi por el Teorema de
Separacion de Jordan, C' divide al plano en dos abiertos

Viy W (2.3)
conexos y disjuntos, tales que 0V = OW = C, como se muestra en la figura
2.2

Ahora, escribamos uy(t;) = S(¢;) vy K = [qo, ¢1], es claro que S restringida
a K es inyectiva, asi por el Teorema del Flujo Tubular existe n > 0 tal que
la aplicacion
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R2

S(D)

Figura 2.2:

h:(=nn)%lgo—na+n —U
h(t,q) = u(t, S(q)),

estd bien definida y es un homeomorfismo sobre el abierto Im(h) de R".
Ver figura 2.3

Figura 2.3:

Para continuar con la demostracion de este lema necesitamos las siguientes
afirmaciones:

Afirmacion 1 Si h(t,q) € uo([to, t1]), entoncesq=qy y t>0 ¢ q¢=q
y t<0.
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Ver figura 2.4.

q1

q0

—_
=]
~—

Figura 2.4:

En efecto; de la definicion de h, tenemos que
h(t,q) = u(t, S(q)), (2.4)
y como h(t,q) € ug([to, t1]), entonces existe t* € [ty, t1] tal que
h(t, q) = uo(t"). (2.5)
Luego, de (2.4) y (2.5) se sigue que
up(t*) = u(t, S(q)),
por la unicidad de las soluciones se tiene que
uw(t* +7) =u(t+71,5(q))
tomando 7 = ¢t — £, nos queda que
up(t* +t —t) =u(t+t—1t,5(q));

es decir,
up(t* +t —1) = u(t,S(q)).

Ahora, evaluando la expresion anterior en ¢ = 0, se obtiene

up(t” — ) = u(0,5(q)) = S(q) € S(D).
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Asi, en virtud de las hipotesis del lema
UO(t* — %) = Uo(to) UO(t* — Z) = Uo(tl)

Si ug(t* —t) = up(ty), entonces por la inyectividad de ug tenemos que

t*—t:to = %:t*—to,
como t* € [to,t1], entonces tg < t* | asi t* —tg > 0y por lo tanto t > 0,

trivialmente se ve que q¢ = qq, pues

h(0,q) = u(0,5(q)) = uo(t* —1)

luego por ser h un homeomorfismo, ¢ = qq.

Con argumentos analogos se demuestra que, si ug(t* —t) = ug(t1),entonces
t<0yg=q.

Afirmacion 2 uy(t) ¢ L sit >t

En efecto, supongamos por el absurdo que existe 7 > t; (7 es el primer
instante de tiempo donde la solucion corta al segmento L) tal que u(7) € L,
asi ug(t) ¢ L VYt € (t1,7). Como se muestra en la figura 2.5

Escribamos ug(7) = S(q) con § € [qo,¢1]. Ya que ug no es periddica,
q # qo, q1- Fijemos t € (0,7) tal que 7 — t; > 2t , asf

T—t>t+t = t1+t<T—t
= [tl—f—E,T—ﬂC[tl,T]
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S(D)

uo(tl)

uo(T)

Figura 2.5:

ty +1 T—1

T T |
L |
t1 T

Figura 2.6:
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ver[ﬁ%%@n%eomorﬁsmo dado por el Teorema del Flujo Tubular, tenemos que

up(ty +1) = h(t,q1) v uo(t —t) = h(—t,q). Asi, de la afirmacion 1 se tiene
que h(t,q1) € Wy h(—t,q) € V, ver ﬁgura 2.7.

RZ

Figura 2.7:

donde V' y W son los abiertos que se consideran en (2.3), en consecuencia
up(ty +1t) € Wy up(r —t) € V. Como se muestra en la figura 2.8

Como la restriccion ug : [t +¢,7—1] — R?, es una curva continua que une
a ug(ty +1t) € W con ug(r —t) € V, entonces por el corolario 2 del capitulo
1, existe t' € (ty +t,7 —t) , tal que up(t') € C.

Como uy(t') € C, entonces uy(t') corta a ug([to,t1]) 6 ue(t’) corta a L,
pues
C' = wug([to, t1]) U L.

Como ug(t) no es periodica, ug(t') & wuo([to, t1]), asi u(t') € L, y esto
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RZ

Figura 2.8:

contradice el hecho de que 7 es el primer instante de tiempo en que la solucion
ug corta al segmento L.

Como la contradiccion viene de suponer que ug(7) € L para un cierto
T > t1, entonces podemos concluir uy(t) ¢ L si t > t; y esto concluye la
demostracion de la afirmacion 2.

f

Afirmaciéon 3 Sea Ly = {p € S(D) : p <g uo(ty)}. Si t > t1, entonces
up(t) € Lo.
Ver figura 2.9

5(D)

uo(t1)

uo(to)]

Lo

Figura 2.9:

En efecto, si el resultado fuera falso entonces, razonando como en la afir-
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macion anterior, existiria 7 > ¢; tal que ug(7) € Loy uo(t) ¢ Lo Vt € (t1,7);
es decir 7 es el primer instante de tiempo en que la solucién ug corta al
segmento L, ver figura 2.10

S(D)

Figura 2.10:

Fijemos t € (0,7n) tal que t < 7 —t1, asi t +t; < 7, lo cual implica que
(t +t1,7) C (t1,7), como se muestra en la figura 2.11

t1+1¢
T T T O B
T

t1 T

Figura 2.11:

De la afirmacion 1 y del Teorema de Flujo Tubular se sigue que ug(t,+¢) €
Wy uy(r) € V, donde V' 'y W son los abiertos considerados en (2.3). Ver
figura 2.12 y 2.13

Como la restriccion de ug : [t +7, 7] — R? es una curva continua que une
a
up(t1+t) € W con ug(t) € V, entonces por el corolario 2, existe t' € (t1+¢,7)
, tal que ug(t') € C.

Como C = ug([to, t1]) U L, entonces ug(t") corta a ug([to, t1]) 6 up(t’) corta
a L.

Si ug(t') corta a L, contradice la afirmacion 1.
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S(D)  1m(n)

q1

A
S

—

Figura 2.12:

S(D) R?

w
uo(t1 + %)

Figura 2.13:
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Y si ug(t') corta a ug([to, t1]), entonces contradice el hecho de que la solu-
cion no es periddica.
Como las contradicciones vienen de suponer que ug(7) € Ly para un cierto

T > t1, entonces podemos concluir uy(t) ¢ Lo si t > t; y esto concluye la
demostracion de la afirmacion 3.

Demostracion de Lema 3:

La prueba del lema es consecuencia de las afirmaciones 2 y 3, pues estas
nos garantizan que ug(t) no esta en L ni en Ly, para todo ¢t > t1, y como por
hipotesis ug(t) € S(D) para algin t > t;, entonces necesariamente ug(t) <
uo(ty) si t > t1, como se muestra en la figura 2.14.

Figura 2.14:

Lema 4 Q(xo) NS(D) contiene a lo sumo un punto.

Demostracion:

Supongamos que hay dos puntos py # p1, tales que

{po,p1} C Qa0) N S(D).

Como py € Q(xg) NS (D), entonces por la proposicion 3 existe una sucesion
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tr — +oo tal que
uo(ty) = po ¥y uo(ty) € S(D) Vk € N, (2.6)

Anéalogamente, Como p; € Q(zg) N S(D), entonces por la proposicion 3
existe una sucesion ¢, — +oo tal que

u(t,) —pr Yy ue(t,) € S(D) Yk eN (2.7)

Veamos que en los siguientes casos llegamos a una contradiccion.
En Efecto;

Caso 1 wuy(t) € [po, p1] para todo t € dom(uy).

Donde [po, p1] denota el segmento que une a py con p;.

Como ug(t) ¢ [po, p1] para todo t € dom(uy), entonces por (2.6) y (2.7)
podemos elegir {t;} v {t;.} tales que, sin perdida de generalidad, uy(tx) <
po < p1 < up(t),) asi, existen ty € {tx} v t1 € {t,.} tales que ug(to) < po <
p1 < wo(ty) y ademas ug(t) ¢ S(D) para todo t € (to,t1), esto ultimo se
obtiene por la continuidad de la solucion.

u(t},)

u(ty)

Figura 2.15:

Como py € (xg), por (2.6) existe k € N tal que uy(t;) € S(D) si ty > t;.
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Por lo tanto, como ug(ty) <g uo(t1), ue(t) ¢ S(D) para todo t € (to, 1)
v ug(ty) € S(D) si ty > t1, entonces por el lema 3 ug(t;) <g wuo(tr). Esto
implica que py & Q(x), lo cual es una contradiccion. Ver la figura 2.16

Figura 2.16:

Caso 2 ugy(ty) € [po, p1] para algin ty € dom(uy).
Con argumentos analogos a los del caso 1, en este caso también se llega a una
contradiccion.

Como las contradicciones vienen de suponer que existe mas de un punto
en la interseccion de Q(z) con S(D), entonces podemos concluir que si existe
un punto en (xy) N .S(D) es tnico.

f

Lema 5 Si v : R — U es una solucion periddica no trivial de (2.1) con
v(R) C Q(xg), entonces y(R) = Q(zo).

Demostracion: Supongamos por el absurdo que Q(zg) # v(R).
Afirmacion 4 Q(zg) \ 7(R) tiene un punto de acumulacion en y(R).

En efecto, con el propoésito de llegar a una contradiccion, supondremos
que Q(zg) \ 7(R) no tiene puntos de acumulacion en ~(R). Asi, para todo
y € 7(R) existe g, > 0 tal que B(y,e,) N (Q(xo) \ 7(R)) = 0.
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Como, v(R) € U Bl(y,ey) = V, entonces VN (Q(xo) \ v(R)) =0
yer(R)
Sea W = |J B(y/2,e,2), claramente W C V, como W es cerrado y V
yev(R)
es abierto, entonces W C V, ast W N (Q(z) \ v(R)) = 0, y en consecuencia

Qo) \ 7 (R) € W*.

—C —C
Como y(R) C Wy Q(z) \v(R) C W, entonces 2(xy) C WUW ™ y esto

es una contradiccion, pues €2(xg) es conexo y no puede estar contenido en dos

abiertos disjuntos. Con esta contradiccion termina la prueba de la afirmacion.

f

Sea o € Y(R) el punto de acumulacion de Q(zy) \ 7(R) dado por la
afirmacion 4. Entonces, como y(R) C Q(zg) y 2(x¢) no contiene puntos de
equilibrio, se tiene que f(yg) # 0. Asi, por la proposicion 1 dada en el capitulo
1, existe una seccion transversal S : D — U a f en y la cual es afin.

Sea h : (—n,n) x B(K,n) — Im(h) el homeomorfismo dado por el Teo-
rema del Flujo Tubular y fijemos zg € Q(z0) \ 7(R) tal que 2o € Im(h). Por
la proposicion 3, existe tg € R tal que u(ty,z9) € S(D) y como Q(xzg) es
invariante respecto al sistema (2.1), también tenemos que u(tg, z9) € Q(xp).
De aqui y el lema 4, yy = u(ty, z9) y en consecuencia, zg = u(—tg, yo) € v(R).
Esta contradiccion termina la prueba.

f

Demostracion: (Del Teorema de Poincaré- Bendixson en el Plano)
Fijemos py € Q(z(). Como (xy) es invariante respecto al sistema (2.1),
entonces u(t, po) € Q(zg) Vt € R. Luego Q(py) C Q(zp).

Ahora fijemos yy € Q2(pg), entonces existe una seccion transversal afin S :
D — U en yg. Como yy € Q(xg)NS(D), existe una sucesion ¢, — +oo tal que
u(tn, po) = Yo v u(tn,po) € S(D) Yn € N. Como u(t,,py) € Qzo) N S(D),
entonces por el lema 4 u(t,,py) = yo Vn € N y en consecuencia ~y(t) :=
u(t, po) es periddica. Ademas, «y es no trivial por que €2(xy) no contiene puntos
de equilibrio. Asi por el lema 5 se tiene que Q(zg) = v(R).
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f

Teorema 10 St K es un conjunto positivamente invariante respecto al sis-
tema (2.1) y homeomorfo a la bola cerrada de R?, entonces el sistema (2.1)
tiene un punto critico en K.



Capitulo 3

Ecuacion Reducida de la Ecuacion de
Van der Pol

En este capitulo consideraremos el siguiente sistema auténomo de ecua-
ciones diferenciales ordinarias:
x = —x+ Acos(p)
¥ = (33 )wv

donde los pardmetros A > 0y w > 0 y las variables (z,¢) € R x S!, este
sistema es llamado flujo reducido de la ecuacion de Van der Pol.

Nuestro objetivo principal en este capitulo es demostrar que el sistema
(3.1) tiene una solucién periodica no trivial en el cilindro D = (—1,1) x S,
para demostrar esto adaptaremos el teorema teorema de Poincaré - Bendix-
son a nuestro caso; es decir, daremos una version del teorema de Poincaré -
Bendixson para una superficie cilindrica. También estudiaremos la estabilidad
de dicha solucion.

Comencemos a estudiar el comportamiento de las soluciones del sistema
(3.1). Consideremos el campo vectorial del sistema (3.1) :

39
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G(z,9) = (—x + Acos(y), (z° — 1)w)

Como G € C'*, entonces G es localmente Lipschitz, asi por el Teorema de
existencia y unicidad local (Teorema 1), existe 6 > 0 tal que el P.V.I

/

v o=—at A cos(p)
p = (° = Dw (3.2)
2(0) = 2o,  ¢(0) = o;

posee una tnica solucion u(t) definida en el intervalo I = (=4, 9).
La prolongabilidad de las soluciones se obtienen facilmente aplicando la

formula de variaciéon de parametros a la variable x, pues aplicando dicha
formula obtenemos que

w(t) = e 'xg +/O e~ =% A cos(p(s))ds. (3.3)

De (3.3) es facil ver que x(t) esta definida para todo t € R, y en consecuencia
©(t) también esta definida para todo t € R; pues, ¢(t) depende de z(t).

Por lo tanto, podemos asumir que las soluciones de (3.1) estan definidas
sobre todo R.

Proposicion 4 Si A < 1 el sistema (3.1) no posee puntos criticos.

Demostraciéon: Para demostrar esto, procedamos a hallar los puntos criticos
del sistema (3.1); es decir, veamos donde el campo vectorial se anula, para
ello basta resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

—x + Acos(p) =0 (3.4)

(2 = Dw =0 (3.5)
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Como A > 0, de la ecuacion (3.4) se obtiene que;

cos(p) = % (3.6)

Como w # 0, de la ecuacion (3.5) se tiene que necesariamente

22 —1=0 RN r==+1

Luego;

v siz =1, sustituyendo en (3.6), nos queda que cos(p) = =+,
como |cos(p)|<1l = ﬁ <1 = |Al>1

v si x = —1, sustituyendo en (3.6), nos queda que cos(p) = _71,

como |cos(p)| <1l = |F[<1 = |A]>1

En consecuencia los puntos criticos del sistema (3.1) son:
* Py = (1,arccos(§)), con A > 1.

x Py = (—1,arccos(%)), con A > 1.

Por lo tanto, si A < 1 el sistema (3.1) no posee puntos criticos . Este es el
caso en que estamos interesados en estudiar.

f

Definicion 9 Un conjunto D es positivamente invariante respecto a un sis-
tema autonomo
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si para todo x, € D la solucion u(t,xy) : (o, 5) — R"™ correspondiente al
problema de valor inicial:

Ly 210

satisface que u(t,zo) € D, para todo t € [0, 3)

Proposicién 5 Si A < 1, entonces D = (—1,1) x St es positivamente in-
variante respecto al sistema (3.1).

Para demostrar esto necesitaremos los siguientes resultados:

Lema 6 Sea z: (a, ) — R de clase Cl, siz(t) <a Vte(ty,t*] C (a, F)
y x(t*) = a, entonces ' (t*) > 0.

Demostracion: (Por reduccion al absurdo).

Supongamos que z (t*) < 0, entonces existe € > 0 tal que z(t) es decre-
ciente en el intervalo (t*—e, t*] C [to, t*], por lo tanto, existe t; € (t*—e, t*) tal
que z(t*) < z(t1). Luego, como por hipotesis z(t1) < a entonces z(t*) < a
lo cual contradice la hipotesis de que x(t*) = a.

Como la contradiccion viene de suponer que z (t*) < 0, podemos concluir que
z (%) > 0.
T

Lema 7 Sea z: (a,3) = R de clase Cl, siz(t) >b V te(ty,t*] C (o, )
y z(t*) = b, entonces x (t*) < 0.

Demostracion: (Por reduccion al absurdo).

Supongamos que z (t*) > 0, entonces existe e; > 0 tal que (t) es creciente
en el intervalo (t* — €1, t¥]C [to, t*], asi, existe to € (t* — €1, t*) tal que z(t2) <
x(t*). Luego, como por hipotesis x(ty) > b entonces z(t*) > b lo cual
contradice la hipotesis de que x(t*) = b.



43 Ana Milena Moros

Como la contradiccion viene de suponer que x (t*) > 0, podemos concluir que
z (t9) < 0.

Demostraciéon de la proposiciéon 5:

Sea yo = (xo, o) € D y u(t,yo) una solucion del sistema (3.1) con condi-
cion inicial yy. Queremos ver que u(t, yo) € D, para todo t > 0. Denotaremos
la solucion u(t, yo) = (x(t), p(t)), para todo t € R.

Decir que u(t,yp) € D , para todo t > 0, es equivalente a decir que
lz(t)] < 1, para todo t > 0. Asi, mostraremos que |z(t)| < 1, para todo
t > 0.

(Por reduccion al absurdo)

Supongamos que existe t* > 0 (primer instante de tiempo donde x(t)
alcanza la frontera de D) tal que z(t*) = 1 y ademés que x(t) < 1 para todo
t€[0,t).

Como z(t) satisface las hipotesis del lema 6, entonces
z(t) >0 (3.7)

Por otro lado del sistema (3.1) se tiene que
() = —a(t*) + Acos(p(t))
= —14 Acos(p(t*))
Como |A| < 1y |cos(¢(t*))| < 1, entonces 2 (t*) < 0 y esto contradice
(3.7).
Como la contradiccion viene de suponer que existe t* > 0 tal que z(t*) = 1,

entonces podemos concluir que x(t*) < 1 para todo t > 0.

Ahora supongamos que existe t* > 0 (primer instante de tiempo donde
x(t) alcanza la frontera de D) tal que z(t*) = —1 y ademéas que x(t) > —1,
para todo t € [0, t*).

Como z(t) satisface las hipotesis del lema 7, entonces
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z (1) <0 (3.8)

Por otro lado, del sistema (3.1) se tiene que

v (1) = —a(t") + Acos(p(t"))
= 1+ Acos(p(tY))
)

Como |A| < 1y |cos(e(t*))] < 1, entonces z (t*) > 0 y esto contradice
(3.8).

Como la contradiccion viene de suponer que existe t* > 0 tal que z(t*) =
—1, entonces podemos concluir que x(t*) > —1, para todo t > 0

Por lo tanto, hemos probado que |z(t)| < 1 para todo t > 0, es decir,
u(t, yo) € D para todo t > 0, lo que implica que D es positivamente invariante
respecto al sistema (3.1).

f

Notemos que las soluciones a lo largo de la variable espacial ¢ decrecen
para todo ¢t > 0; pues, del sistema (3.1) se tiene que

!/

p(t) = (2" — Dw

Como w > 0y |z| < 1, entonces ¢ (t) < 0 para todo t > 0, lo cual implica
que ¢ es decreciente.

A continuacion presentaremos y demostraremos el resultado principal de
este trabajo; es decir, la existencia de una una solucién periddica de la
Ecuacion Reducida de Van der Pol (3.1). Este resultado es practicamente una
extension del Teorema de Poincaré-Bendixson en el cilindro D = (—1,1) x S,
y su prueba es analoga a la del Teorema de Poincaré-Bendixson en el plano.

Teorema 11 (Teorema Principal)

Sea zyg = (g, po) € D. Q(z) es una drbita periddica.
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Para demostrar este Teorema necesitamos algunas definiciones y resultados
previos.

En lo que sigue supondremos que la solucion wug(t) := wu(t, zg, po) no es
periodica y que S : I — D denota una seccion transversal a GG, donde I es un
subconjunto abierto y conexo de R. Ademés, dados py = S(qo) v p1 = S(q1)
pondremos py <g p1 si qo < q1-

Lema 8 Sean 0 < tg < t; tales que uo(t;) € S(I) , i = 1,2. Si up(ty) <s
uo(ty), ug(t) & S(I) para todot € (tg,t1) y existet >t tal que ug(t) € S(I),
entonces ug(ty) < up(t)

Demostraciéon: Sea C una curva en el cilindro D, formada por el arco
uo([to, t1]) v el segmento ¢, de la seccion transversal S(I), que une a ug(to)
con ug(t1). Como wuy(t) no es periddica, entonces C' es una curva cerrada e
inyectiva, la cual puede representarse geométricamente de dos maneras, como
se muestra en la figura 3.1

caso i) -~ ~o caso il) -~ ~q

~ _7 N _7

55(1) fs(f)

///—_\\\ ///—_\\\

N 7’ S _
Figura 3.1:

Analicemos los casos:

Caso i) : C es una curva cerrada cuya proyeccion en St no es una circun-
ferencia.

Veamos que este caso no puede darse en el cilindro D.
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Sea (t) = (p1(t), pa(t)) € Sy definamos 0(t) := arctan(zf—g%). Entonces,
como ¢ es decreciente, podemos suponer que 6 es una funciéon creciente o
decreciente. Por lo tanto, asumiremos sin perdida de generalidad que 6(t) es
creciente; es decir, supondremos que ¢ se mueve en S! en sentido contrario a

las agujas del reloj, como se muestra (%n) la figura 3.2:
Pp(t2

I

2

Sl (p1(8); p2(1))

) o(t)

II 0

w(t1)

31
2

Figura 3.2:
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Como C es una curva cerrada cuya proyeccion en S' no es una circunferen-
cia, entonces existen t; # to tal que 0(t1) = 0(2), lo cual contradice el hecho
que 6(t) es creciente. Por lo tanto, este caso no puede darse en el cilindro.

Asi, solo el caso ii) tiene lugar.

Caso ii) : C es una curva cerrada cuya proyeccion en S' es una circunfer-
encia.

Para este caso daremos primero una version del Teorema 8 (Teorema de
Separacion de Jordan) adaptado al cilindro, en particular adaptado a D, y
segundo veremos que las afirmaciones usadas para demostrar el Teorema de
Poincaré - Bendixson en el plano se siguen cumpliendo en el cilindro D.

Lema 9 La curva cerrada C' que rodea al cilindro D, lo divide en dos abiertos
V* y W* conexos y disjuntos tal que D = V*UW*U (', como se muestra
en la figura 3.3:

S
E

Figura 3.3:

La siguiente afirmacion se demuestra de manera analoga al corolario 2 del
Capitulo 1 ya que D =V*UW*UC.

Afirmacion 5 Sean V* y W™ los abiertos separados por la curva C en D. St
eziste una curva continua « : [a,b] — R? contenida en D tal que a(a) € V*
y a(b) € W*, entonces existe £ € (a,b) tal que a(§) € C.
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Como se muestra en la figura 3.4:

2

a(b)

(a)

N
__/

Figura 3.4:

Por otra parte, como el Teorema del Flujo Tubular vale para un campo
diferenciable sobre una superficie (ver |5]), entonces podemos aplicarlo en el
cilindro D. Ahora, si escribimos ug(t;) = S(¢;) v K = [qo, ¢1], entonces S
restringida a K es inyectiva; asi, por el Teorema del Flujo Tubular existe
n > 0 tal que la aplicacion

h:(=n,n) %g—1naq+n — D
h(t,q) = u(t, S(q)),

esta bien definida y es un homeomorfismo sobre el abierto Im(h) de R, como
se muestra en la figura 3.5.

Las siguientes afirmaciones se demuestran de manera anéloga a las Afirma-
ciones 1, 2 y 3 del Capitulo 2 debido a que en el cilindro D vale la afirmacion
5 y el Teorema del Flujo Tubular.

Afirmacion 6 Si h(t,q) € up([to,t1]), entonces q =qo yt >0dqg=q y
t<0
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q1

q0

—_
=]
—

Figura 3.5:

Afirmacion 7 uy(t) ¢ € sit >t

En efecto, supongamos por el absurdo que existe 7 > t; (7 es el primer
instante de tiempo donde la solucion corta al segmento ¢ ) tal que u(7) € ¢,
asi ug(t) € ¢ YVt € (t1, 7). Como se muestra en la figura 3.6

-
)

uo(to)

N
_/

Figura 3.6:

Escribamos ug(T)

= 5(g) con § € [qo,q1]. Ya que ug no es periodica,
7 # qo, q1- Fijemos t € (0,7)

tal que 7 —t1 > 2t , asi

T—tH>t+t = tH1+t<rT—1t
= [t1+t,7—1 C[t1,7]

Ver figura 3.7
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Figura 3.7:

Del homeomorfismo dado por el Teorema del Flujo Tubular, tenemos que
up(ty +t) = h(t,q1) y uo(t —t) = h(—t,q). Asi, de la afirmacion 6 se tiene
que h(t,q1) € W*y h(—t,q) € V*, ver ﬁgura 3.8

@

Figura 3.8:

Como la restriccion ug : [t +¢, 7 — ] — D, es una curva continua que une

a
up(ty +t) € W* con uo(r —t) € V* entonces por la afirmacion 5, existe

t' e (t1+1t,7—1), tal que ug(t') € C.

Como uy(t') € C, entonces ug(t') corta a ug([to, t1]) 6 ue(t') corta a £, pues
C' = w([to, t1]) U L.

Como ug(t) no es periodica, ug(t') ¢ wuo([to,t1]), asi uo(t’) € ¢, y esto
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contradice el hecho de que 7 es el primer instante de tiempo en que la solucion
ug corta al segmento /.

Como la contradiccion viene de suponer que wug(7) € ¢ para un cierto
T > t1, entonces podemos concluir ug(t) ¢ £ si t > t;.

f

Afirmaciéon 8 Sea ¢y = {p € S(I) : p <g uo(ty)}. Si t > t1, entonces
up(t) ¢ L.

De estas afirmaciones se concluye la prueba de este lema al igual que en
el Teorema 9 (Teorema de Poincaré- Bendixson).

f

Para la demostracion del Teorema Principal, es importante observar que
las propiedades del conjunto €2— limite se siguen cumpliendo; es decir, que el
conjunto 2— limite de un punto zy es compacto, conexo e invariante respecto
al sistema (3.1). Esto se debe a que el cilindro D es una region acotada y
conexa, y en consecuencia, la solucion u(t, zp) que pasa por el punto z, esté
acotada sobre [0, 00).

Ahora, como los argumentos usados para demostrar los lemas 4 y 5 del
capitulo anterior siguen siendo validos en el cilindro D y bajo las hipotesis
del Teorema 11, entonces tenemos que los siguientes lemas se cumplen:

Lema 10 Q(z9) N S(I) contiene a lo sumo un punto.

Lema 11 Si v : R — D es una solucion periddica no trivial de (3.1) con
v(R) C Q(2p), entonces y(R) = Q(zp).

Asf la demostracion de este Teorema se sigue idénticamente igual que la
del Teorema de Poincaré- Bendixson en el plano.

Demostracion: (Del Resultado Principal)

Fijemos py € Q(z). Como €2(z) es invariante respecto al sistema (3.1),
entonces u(t,py) € Q(z9) V t € R. Luego Q(py) C Q2(z0), ya que (zp) es
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compacto.

Ahora fijemos yy € €2(pg), entonces existe una seccion transversal afin
S: 1 — D enyy Como gy € (zp) NS(I), existe una sucesion t,, — +oo tal
que u(tn, po) — Yo y u(ty, po) € S(I)Vn € N. Como u(t,, py) € Qz0)NS(1),
entonces por el lema 10 u(t,,po) = yo Y1 € N y en consecuencia y(t) :=
u(t, po) es perivdica. Ademas, v es no trivial por que €2(zp) no contiene puntos
de equilibrio. Asi por el lema 11 se tiene que Q(zp) = 7(R).

f

Ahora, gracias al Teorema 11 podemos garantizar que el sistema (3.1) tiene
al menos una solucion periodica no trivial en el cilindro D = (—1,1) x S!, ya
que D es positivamente invariante respecto al sistema (3.1) y ademas dado
cualquier punto (g, o) € D el omega limite de la solucion que pasa por ese
punto no tiene puntos criticos, pues ya vimos que en D el sistema (3.1) no
contiene puntos criticos.

Observacion: La orbita periddica encontrada anteriormente no puede estar
enteramente contenida en una cara del cilindro, ya que la region del cilindro
encerrada por la 6rbita es homeomorfa a la bola cerrada de R? y positivamente
invariante respecto al sistema (3.1), asi por el Teorema 10 del capitulo2 se
tiene que en el interior de la 6rbita hay un punto critico, por lo tanto esto
contradice el hecho de que en D no hay puntos criticos.
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