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INTRODUCCION

El problema de la fusién de la informacion es un problema central en varios campos
de la ciencia. Su espectro va desde las tomas de decisiones, pasando por los diagnosticos

médicos, hasta la integraciéon automatica de varias bases de datos.

En este trabajo nosotros nos proponemos un estudio desde el punto de vista de la
logica formal de algunos aspectos de la fusion de la informacion. Bajo este paradigma, el
conocimiento es representado ya sea en teorias logicas, ya sea mediante conjuntos finitos
de formulas (bases de conocimiento). En este marco, la fusion -la fusion del conocimiento-
estudia los mecanismos de extraccion de una informaciéon coherente de un conjunto de in-

formaciones que pueden ser eventualmente contradictorias.

Recientemente se ha puesto de manifiesto, gracias a los trabajos de Konieczny y Pino
[Konieczny y Pino 1998, Konieczny y Pino 1999, Konieczny y Pino 2002] y
[Konieczny y Pino 2005] (véase también [Rot 2001]) que ciertos mecanismos de fusion pueden
ser representados por preferencias (relaciones de preorden sobre el conjunto de valuaciones)

y el resultado de la fusiéon corresponde a la construccion de una preferencia global.

Precisamente el problema de construir una preferencia global a partir de preferencias
individuales es el objeto de estudio de la Teoria de la eleccion social [Arrow 1963, Sen 1979,
Sen 1982, Kelly 1978, Kelly 1988]. En particular, esta teoria estudia las propiedades de los

sistemas de votos. Uno de los resultados mayores del area es el famoso teorema de mani-



pulabilidad de los sistemas de votos que establece que no hay un sistema ideal de votaciéon
que no sea manipulable [Gibbard 1973, Satterhwaite 1975].

Las similitudes entre los problemas de la fusion l6gica por una parte y los problemas de
agregacion de preferencias por otra son una fuente de interacciéon entre la Fusion Logica y

la Teoria de Eleccion Social (ver por ejemplo [Leal 2003]).

En ese trabajo nos proponemos extrapolar al marco de la Fusion Logica la nocién de
manipulabilidad que surge en la Teoria de Eleccion Social y que ha sido recientemente ge-

neralizada en [Pino y Leal 2006].

Més precisamente el proposito de este trabajo es, en un primer tiempo, definir una
nociéon general de manipulabilidad en el marco de la Fusién Loégica. Para ello, el pun-
to de partida sera la nocién de manipulabilidad introducida recientemente en |Leal 2005,
Pino y Leal 2005, Pino y Leal 2006].

En un segundo tiempo se hara la comparacion con el trabajo de [Everare et al. 2004,
Everare et al. 2007] en los que se definen nociones particulares de manipulabilidad y se
analizan un conjunto concreto de operadores. Se tratara de las relaciones existentes entre
las nociones particulares (via indices de satisfaccion) y las nociones generales et intrinsecas

introducidas en este trabajo.

Por tltimo se analizara el comportamiento con respecto a la manipulabilidad de algunos
operadores introducidos en la literatura en particular los que aparecen en
[Konieczny y Pino 2002, Everare et al. 2004, Everare et al. 2007].

El trabajo se organiza en tres capitulos. En el primero estéan los resultados mas bési-
cos (y ya clasicos) sobre los operadores de fusion logica esto esta basado principalmente
en los articulos [Konieczny y Pino 2002, Konieczny y Pino 2005]. En el segundo capitulo
aparece un panorama de los principales resultados de los articulos [Everare et al. 2004,
Everare et al. 2007|, en particular las nociones de manipulacion via indices de satisfaccion.
Finalmente, el ultimo capitulo lo dedicamos a la nociéon de manipulacién intrinseca y a sus

relaciones con la manipulacién via indices.



Los resultados del capitulo 3 son todos nuevos. Algunas pruebas de los capitulos 1 y 2
son nuestras y simplifican las de los autores. En particular las pruebas de que los operadores
AL ALGmaz gon de fusion y A%Me® de cuasi-fusion, utilizan propiedades de las funciones
de agregacion que hacen el trabajo més facil (de alguna manera lo factorizan). La nocion de
funcion de agregacion es més general que la que aparece en trabajos previos (en particular

en [Everare et al. 2004, Everare et al. 2007]) y esta inspirada en la funcién Gmax.



CAPITULO 1

FUSION LOGICA

1.1. Bases y Conjuntos de Creencias

Sea L el conjunto de todas las féormulas proposicionales construidas sobre el alfabeto
finito P de proposiciones atémicas. El conjunto de todas las interpretaciones es denotado

por W, y P*(W) denotaré el conjunto de todos los subconjuntos no vacios de W.

Sea ¢ una formula, [p] denota el conjunto de los modelos de ¢, es decir

[pl ={w eW |w [ p}

Dado un conjunto de formulas ® = {1, 2, ..., ¢, }, denotamos por A® la conjuncion

de los elementos de ®, es decir, A® = o1 Ao A+ A .

Lema 1 Sea M un conjunto de modelos. Entonces existe oy formula tal que [ppr] = M.

Demostraciéon: Supongamos P el conjunto de proposiciones atomicas y sea w una inter-
pretacion. Consideremos los conjuntos ® = {a € Plw = a} y ¥ = {a € Plw [~ a}. Sea
=¥ = {-ala € ¥} y tomemos p,, = A® A /A(=¥). Mostremos que [p,] = {w}.

Supongamos que existe w' € [py,] tal que w’ # w. Asi existe o/ € P tal que w = o y

w' o, o bien w £ o y w' | o, Sin perdida de generalidad supongamos que w = o' y
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w' = o (ya que el otro caso es andlogo a este). Como w' £ o/ entonces w' = A® y por lo

tanto w’ [~ @u, lo cual es una contradiccion.

Consideremos ahora M un conjunto de interpretaciones (M es finito porque el niimero
de varables proposicionales es finito de hecho si hay n variables hay exactamente 2" in-
terpretaciones) y para cada w € M consideremos la formula ¢,,, de tal forma de que w
es el unico modelo de ¢,,. Consideremos ¢j; la disyuncién de las formulas ¢,,, es decir

oM = \/ ¢w. Notemos que M C [ppr]. Por otro lado, si w' € [¢p] entonces w' = ¢y,

weM
para algtin w € M. De esta forma w' = w. Asi M = [pp]. 1

Definicion 1 Una base de creencias ¢ es un conjunto finito de formulas proposicionales

Note que si ¢ = {aj,a9,...,a,}, ese conjunto es logicamente equivalente! a
¢ ={ag ANag A--- ANay} y por lo tanto ¢ serd identificada con una sola formula a saber

ay ANag A N\ ap,.

Una base de creencias ; denotara las creencias de un agente . Supondremos que todas
las bases de creencias son consistentes, es decir, que cada agente posee informacion cohe-
rente. Como cada conjunto de creencias es considerada conjuntivamente, denotaremos ¢ a

N de aqui en adelante.

Definicion 2 Sean p1, s, ..., pn, n bases de creencias, no necesariamente diferentes. De-

nominaremos conjunto de creencias al multiconjunto VW que consiste de esas n bases de

creencias: W = {p1,p2,...,¢0n}

Supongamos ¥ = {p1,p2,...,0n} v ¥ = {¢|,¢h,..., ¢} dos multiconjuntos. La

union de los dos multiconjuntos es el conjunto W U ¥ = {p1,...,0n, ¢}, -, ¢}

Denotemos por AW a la conjuncion de las bases de W, es decir, ¥ = @1 A g A -+ A @py,.
Cuando w = AV escribimos w = .

Obsérvese que a diferencia de /\g, que siempre suponemos consistente, /AU puede ser

inconsistente. Basta con tomar ¥ = {p, ¢}, donde ¢ = {a} y ¢’ = {—a}, con a proposicion

Decimos que dos conjuntos de formulas 31 v X2 son légicamente equivalentes si Cn(31) = Cn(Z2)
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atomica.

Haciendo abuso de notacién, si ¢ es una base de creencia, ella también denotara al
conjunto de creencias ¥ = {p}. Para un entero positivo n, denotaremos por ¥ al multi-
conjunto

vy v,

n—veces

Sean ¢ € ¥ y ¢ una base de creencias, denotaremos por ¥ [%] al nuevo multiconjunto

formado al sustituir una ocurrencia de ¢ por ¢’ en W.

Definicién 3 Sean ¥, V' dos conjuntos de creencias. Diremos que ¥ y ¥’ son equivalentes,
denotado por W — W' si, y solo si, existe f: ¥ — V' una biyeccion de multiconjuntos® tal
que

Ffle) =w

para cada @ en V.

Definicion 4 Un preorden < sobre un conjunto A es una relacion sobre A reflexiva y tran-
sitiva.
Diremos que < es un preorden total sobre A si cumple que
(i) < es un preorden sobre A

(it) Para cada w, w' en A se tiene que w < w' o bien w' < w.

Definicion 5 Sea < un preorden. Definimos < la relacion estricta correspondiente como
stgue

. P . /
w < w' si, y sélo si, w <w yw £w,

y su correspondiente relacion de indiferencia ~ como
. P . /
w~w si, ysolo si, w <w yw <w.

Note que ~ es una relacién de equivalencia cuando < es un preorden total.

2SI = {p1,02,...,0n} ¥ U = {¢h, b, ..., ¢h}, entonces f(pi) = Py, con o una permutacion.
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Definicién 6 Dado < un preorden total, diremos que w € min(A, <) si, y solo si, w € A

y para cada w' € A, w < w'.

1.2. Operadores de Fusiéon

Una bases de creencias ¢ denotaré las creencias de un agente. Un conjunto de creencias

W denotaré las creencias individuales de los agentes en un grupo.

El objetivo de los operadores de fusion es determinar cuéles son las creencias de grupo a
partir de las creencias de los individuos y las restricciones impuestas por el sistema (restric-

ciones fisicas, leyes, ... ). Esas restricciones estaran codificadas en una base de creencias p.

El concepto de operador de fusion que a continuacién damos es una extension del concep-
to introducido en [Konieczny y Pino 1998]. Fue acunado en [Konieczny y Pino 1999] y am-

pliamente estudiado en [Konieczny 1999, Konieczny y Pino 2002, Konieczny y Pino 2005].

Un operador de fusion A es una funcién que envia un conjunto de creencias ¥ y una
base de creencias p (que denota las restricciones de integridad del sistema) en una bases de
creencias. Formalmente:

A:BxL—L

donde B denota el conjunto de todos los conjuntos de creencias. En vez de A(¥, u) es-

cribiremos A, (V) por simplicidad.

Definicién 7 (Operadores de Fusion IC) A es un operador de fusion con restricciones

de integridad (Operador de fusion IC) si, y sélo si, satisface lo siguiente:
(IC0) AL(T) F p.

(IC1) Sip es consistente, entonces A, (V) es consistente.

(IC2) Si AW es consistente con p, entonces A, (W) < AW A p.

(IC3) Si W — V' yu ', entonces Ay (V) «—— A,y (V).

(IC4) Siobpy¢ b, entonces Ay (@U@ )Nt/ L= A, (U )N I L.

(IC5) AL(T) A AL (W) - AL (T LT,
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(IC6) Si AL (V) ANAL (V) L, entonces A (T UY')EAL(T)AAL(T).
(ICT) Ap() A F Ay (V).

(IC8) Si A, (V) A I L, entonces Ay (W) F AL(F) A .

(ICO) asegura que el operador de fusion satisface las restricciones de integridad. (IC1)
estipula que siempre que las restricciones de integridad sean consistentes, el resultado de
la fusion sera consistente. (IC2) nos dice que, de ser posible, el resultado de la fusion es la
conjuncion de las creencias con las restricciones de integridad. (IC3) expresa que el hecho
de que el resultado de la fusion depende so6lo de las opiniones expresadas por los agentes
y no de su interpretacion sintactica. (IC4) es conocido como el postulado de equidad; el
punto es que cuando fusionamos dos bases de creencias, el operador no debe dar preferencia
a ninguna de ellas.(IC5) e (IC6) estipulan que si se pueden encontrar dos subgrupos cuyos
resultados son consistentes entonces el resultado de la fusién global serd exactamente la
conjuncion de los resultados. (ICT) e (IC8) estipulan que una alternativa que es preferida
entre las alternativas posibles (1) se mantendra preferida si restringimos las posibles esco-

gencias (u A ') y ella atin esta alli.
La figura siguiente muestra esquematicamente el comportamiento de un operador de
fusion:

Fig. 1.1: Operadores de Fusion Logica

Definamos ahora dos importantes subclases de operadores de fusion.

Definiciéon 8 (Operador de Mayoria) Un operador de fusion IC es un operador de ma-

yoria si satisface la siguiente propiedad

(May) In ALV UYE) FAL(Y))

Esta condiciéon nos dice que si una interpretaciéon w es estrictamente mas plausible que
una interpretacion w’ para un conjunto de creencias Wo, entonces para cualquier conjunto
de creencias Vi de creencias, si se repite suficientemente Wy, en ese nuevo conjunto de

creencias Uy L U4 se mantiene la misma relacion estricta entre w y w'.
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Definicion 9 (Operador de Arbitraje) Un operador de fusion IC es un operador de

arbitraje si satisface la siguiente propiedad

Am (‘Pl) — Auz (902)

Ay ) (1 U p2) = (1 < —p2)
¥ p2

pe 7 p

(Arb) = Apvps (01 U p2) «— Ay, (e1)

(May) expresa el hecho de que si una opinion tiene una audiencia grande, esta sera la
opinion del grupo como un todo. Por otro lado (Arb) trata de satisfacer cada agente como

sea posible.

Definicién 10 (Asignacion Sincrética) Una asignacion sincrética es una funcion que
envia cada conjunto de creencias V a un preorden total <y sobre las interpretaciones tal

que para conjuntos de creencias W, W1, Wy y bases de creencias o1, o cualesquiera se tiene:

/

1. SiwEY yuw =V, entonces w ~g w'.

/

2. SiwEY yw U, entonces w <y w'.
3. Si Uy «—— Yy, entonces <y, =<y,

4. VYwkEe 3w E e, w <gup, w

/

5. Siw <y, w yw <y, w, entonces w <y, 1y, W

6. Siw <y, W yw <y, w, entonces w <y, g, W

Las dos primeras condiciones aseguran que los modelos de los conjuntos de creencias
(de haber) son las interpretaciones més plausibles® para el preorden asociado al conjunto de
creencias. La tercera condicién estipula que dos conjuntos de creencias equivalentes tienen

el mismo preorden asociado.

La cuarta condicién expresa que, cuando se fusionan dos bases de creencias, para cada
modelo de la primera, existe un modelo de la segunda tal que es al menos tan buena co-

mo la primera. Esto asegura que las dos bases de creencias dadas tienen igual consideracion.

3La relacion <y se interpreta como una relaciéon de plausibilidad; asi w <¢ w’ significara que w es mas
plausible que w’
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La quinta condicién dice que si una interpretacién w es al menos tan plausible como
una interpretacion w’ para un conjunto de creencias W1, y de igual manera ocurre para un
conjunto de creencias Vo, entonces si se unen las dos bases de creencias w se mantendra

tan plausible como w’'.

La sexta condicién fortifica la condiciéon previa. Esta condicién expresa que si una in-
terpretacion w es al menos tan plausible como una interpretaciéon w’ para un conjunto de
creencias W1, y si w es estrictamente mas plausible que w’ para un conjunto de creencias Vs,

entonces si unimos las dos conjuntos de creencias w sera estrictamente mas plausible que w’.

Definiciéon 11 (Asignacién Sincrética de Mayoria) Una asignacion sincrética de ma-

yoria es una asignacion sincrética la cual satisface lo siguiente:

‘ / ‘ iy ,
7. Stw <y, w', entonces existe n entero positivo tal que w <g,uwp W

Definicién 12 (Asignacion Sincrética Equitable) Una asignacion sincrética equitable

es una asignacion sincrética que satisface:

w1 <<p1 w9

w2

8. w1 <4P2 w3 = w1 <301|J<p2

W2 = Lps W3

Esta condicion estipula que si una interpretaciéon wq es estrictamente méas plausible que
una interpretacion wsy para una base de creencias 1, si wy es estrictamente mas plausible
que ws para una base de creencias o, y ademas we y w3 son igualmente plausibles para el

conjunto de creencias @1 U 9, entonces wy tiene que ser estrictamente mas plausible que

wp y w3 para @1 L @s.

Ejemplo 1 Juan y Pedro* se perdieron del encuentro de fiitbol entre estudiantes y mineros
jugado el dia de ayer, asi que ellos no conocen el resultado. Juan escuché en la manana de
hoy que estudiantes hizo un buen partido, asi el piensa que una de victoria de estudiantes
es més plausible que un empate, y que un empate es mas confiable que una victoria de

mineros. A Pedro le dijeron que después de ese partido que mineros tiene méas chance de

“Este ejemplo es una modificacién de un ejemplo ilustrativo aparecido en [Konieczny y Pino 2005].
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ganar el campeonato. De esta informacion Pedro infiere que mineros gané el partido, o si

no que al menos empataron.

Confrontando sus puntos de vista, Juan y Pedro acordaron sobre el hecho de que los
dos equipos tienen la misma fuerza, que cualquiera pudo haber ganado. Lo que demanda
el arbitraje , con esa informacion, es que Juan y Pedro deben acordar que un empate es el

resultado mas plausible.

Teorema 1 (Teorema de representacion, [Konieczny y Pino 1999, Konieczny y Pino 2002])
Un operador es un operador de fusion IC si, y sdlo si, existe una asignacion sincrética que

manda cada conjunto de creencias ¥ en un preorden total <y sobre W tal que

[AL(P)] = min([1], <w)
Demostracion:

(=) Sea ¥ un conjunto de creencias. Definimos la relacion <g de la siguiente forma:

Vw,w' w <y w' si, y sélo siw = Ay, w,}(\IJ)

Veamos que <y es un preorden total sobre W

Totalidad Sean w,w’ € W y consideremos, en virtud del lema 1, la formula Plw,w'}s
con [pgywy] = {w,w'}. Ast bien, por (IC1) y la consistencia de ¢y, .}, se tiene
que Ay, (V) es consistente. Ademas, por (IC0), Ay (V) E gy De

esta manera w = Ay, (), o bien v = Ay, w,}(\If). De esta manera:

/w/}
w <g w', o bien w <y w
Reflexividad Supongamos w € W y consideremos la formula ¢, con [¢,] = {w}.

Asi, por ser ¢,, consistente y en virtud de (IC1), A, (V) es consistente, y ademas

de (ICO) tenemos que
07 [Ap, (9)] € {w}

Asi [Ay, (V)] = {w} implicando que Yo' € W, w <y w'. En especial w <y w.
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Transitividad Supongamos wi,we,ws € W tales que w; <g we y wy <y ws.
Mostremos que wy <y ws; para ello razonemos por el absurdo suponiendo que

wy Ly ws. De esta forma
Wi B gy (Y)

Por otro lado, de la consistencia de ¢y, w,} ¥ por (IC0) e (IC1) tenemos que
0 # [Ap, gy (B)] C {wr, ws}, y como wy & Ay, (¥), entonces

[Ap ) gy (P)] = {ws}. (1.1)
Luego, en virtud de (IC7) se tiene que

A@{w17w27w3} (\II) /\ (’D{wlvw?)} l_ A@{wl,wg} (\P)

Ya QU ©fu; wows} N Pluwnws} < Plwr,ws} ¥y €0 virtud de (IC3), A es indepen-

diente de la sintaxis. Asi, consideremos los siguientes dos casos.

° A @rwy ws) COnsistente.

P{wy,wo,wg} (\Ij)
Por (IC8) y en virtud de la hipotesis tenemos que

Aw{wlvw?,} (\P) — A@{wl,WQ,MS} (\II) /\ @{wl,wg}-

Asi, por (1.1) se tiene que [Aﬂp{wl,wz,wi;}(\:[/) A P wsy] = {ws}, v de esta

forma wy & Ay, 0 (¥). Notese ademas que [Ag, 0 (P)] # {wa}.
Asi
(4) [Aﬂp{wl,wg,wg}(\ll)] = {wq, w3}, o bien

(%) [Aiuy gy (V)] = {ws}

En el primer caso, obsérvese que por la consistencia de A (U) con

Plwr wo}s SE tlene que

P{wy,wg, w3z}

Aw{wlvava} (\P) A gp{wlyw2} - A@{wl,wQ} (\II)

en virtud de (IC3), (IC7), e (IC8).



1. Fusién logica 14

Por otro lado, como wy &= Ay, o (¥), entonces wy = Ay, o (W)A

Plwr,ws}»> Y POT lo tanto wy [~ Aﬂﬁ{wl,wz} (U); lo que contradice que wy <y ws.

Para el segundo caso, por la consistencia de Asp{wl,wz,%}(\ll) CON Doy w3} s

nuevamente por (IC3), (IC7) e (IC8), se tiene que

\P) /\ @{wz,wg} — A \II)

A@{wlvwszs}( 50{102’“)3}(

y como [A W) A @lus,wsy = {ws}, entonces wa = A U);

99{w1,w2,w3}( Sp{wzﬂ%}(

lo que contradice que we <y ws.

Aﬂﬁ{wl,wz,wg} (U) A @fusy ws) €8 inconsistente.

En este caso tenemos que A (V) «— ©uw,, y por lo tanto

Plwy,wa, w3z}
A‘P{wl ,wz,w3} (\I/) /\ ()0{’!1}1 7’[1}2} (pwz .

Ahora bien, en virtud de (IC3),(IC7) e (IC8) tenemos que

Bty gy (¥) = Bt g gy (¥) A P s}

ya que A U) es consistente con O lwy wa)s lo que indica que

So{wl,wQ,wS}(
(A ) (V)] = {w2}. De esta manera wi E A

que wy Ly wo. Contradiccion.

P{wy,wo} (\I,) 5 implicando

Asi, para cada ¥ conjunto de creencias, <y define un preorden total sobre W.

Veamos ahora que para cada p restriccion de integridad [A,(¥)] = min([u], <v).

o [Au(P)] € min([p], <w).

Sea w € [A, (V)] y supongamos que w & min([u], <w). Asi existe w’ = p tal que

w’ <g w. De la definicién de <y tenemos que

w A (). (1.2)

Plw,w'y
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Por otra parte, ya que A, (W) A @y, ) s consistente, en virtud de (IC7) e (IC8),

tenemos que

Au(\I’) VAN Plwuw'} < AW\SD{w,w/}(\I/)’ (1.3)

Como w = A,(V), en virtud de (IC0) w = g, y como w’ = p tenemos que
A Pl 'y Plwwy- Luego, de (IC3) y de (1.3) se tiene que

Au(\I/) A (p{wm/} — A \I’)

Plw,w’} (
De esta ecuacion y de (1.2) se tiene que w = A, (1)), lo que es una contradiccion.

o [8u(9)] > min([u], <w).

Supongamos w € min([u], <y). De esta manera para cada w’ modelo de p se

tiene que w <y w'. Luego, de la definicion de <y tenemos que w = Aw{w o) (D).

De (IC1) sabemos que A, (¥) es consistente, ya que p lo es. De esta manera, si
w' = AL (V) tenemos que A, (W) A @y, 0y es consistente y en virtud de (IC7) e
(IC8) se tiene que

Au(\I’) A Plwaw'} < A,u/\ap{wyw/}(\lj)
Ahora bien, como g A @y} < Plwwy, de (IC3) se tiene que
A“(\P) AN (’D{wﬂy/} — A‘P{w,w’}(ql)

Luego w = A, (W), lo que indica que w € [A,(¥)].

Consideremos asi la aplicaciéon que relaciona a cada base de creencias ¥ con su pre-

orden <y sobre W, y mostremos que dicha aplicacién es una asignaciéon sincrética.

Consideremos los conjuntos de creencias W, Wy, Wy y las bases de creencias 1, ps.

L. SiwE¥yw W entonces U A @y 7 L. De (IC2) tenemos que

A@{w,w’} (\II) — UA (tp{w,w’}a
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y como WA g, i < ©p0r) Se tiene que

Aty (W) = Oluwury

de esta manera, [Ay . (V)] = {w,w'}, implicando que w <y W'y v’ <y w.

~ /
Luego w ~y w'.

2. Siw ¥yw [E W entonces WA @, 7 L; més atin, WA @, 4 < Qu-

De esta forma, en virtud de (IC2) tenemos que
A@{w,w/}(m) — Puw

De esta manera w <g w' y w’ £y w, y por lo tanto w <g w'.

3. Supongamos que W1 «— Ws, y sean w, w’ € W tales que w <y, w’. De esta ma-
nera w = Ay, w,}(\Ifl). De (IC3) sabemos que Ay, w,}(\Ifl) — A Us),
yasiwfE A Uy). De aqui se sigue que w <g, w'.

@y (
Py (
4. Antes de demostrar esta propiedad, veamos que Ay, v, (¢1 L p2) A @2 es consis-
tente. Razonemos por el absurdo, y supongamos que no es asi. De esta forma se

tiene que
Apives(prUp2) Ao - L (1.4)

Por otro lado, en virtud de (IC0), Ay, v, (@1 U w2) F @1V @a. Asi, por (1.4) te-

nemos que Ay, v, (91 U p2) - @1 lo que nos dice que Ay, v, (1 L 2) Ay 7 L.
De (IC4) se tiene que Ay v, (@1 U 2) Ao I/ L, lo que contradice (1.4).

Continuando con la demostracion de esta propiedad, supongamos w | @1 y

. . / /
mostremos la existencia de w’ |= @9 tal que w' <y, 110, w.

Sea w' = Ay, v, (91 U p2) Az y consideremos la base de creencias ¢y, 1. Por
la consistencia de Ay, vy, (91 U 92) Ay oy v en virtud de (IC7) e (IC8) se tiene

que

Boprvips (01 L 02) N Pruwry <= Dprviea)ipy, oy (P11 U $2)

Como (@1 V 92) A Ppywy < Plww}, de (IC3) se tiene que

Apives (01 U 02) A @ty —— By, i (91U 02)
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De esta forma w' = A , (1 U 2), implicando que w' <y, w.

Plw,w
5. Sean w,w’ € W tales que w <y, w' y w <y, w'. Asi, por la definicion de <y

tenemos que w = Ay, w,}(\Ifl) Ny, w,}(\Ifg). De (IC5) se tiene que

A }(\I’l) ANA }(\I’g) FA Uy LWy,

P fw,w! P fw,w! @ sy

luego w = A@{w,w/}(\l’l L Ws). Asi w <y, w, w'.

6. Si w,w’ € W son tales que w <y, w' y w <y, w’, entonces

w ): A‘P{w,w’}(\lll) A A@{w,w’} (\Ifg) y w’ l# A‘P{w,w’}(\lll) A A@{w,w’} (\Ifg)
Por ser Ay ) (Ty) A Ay, w,}(\I’g) consistente, de (IC5) e (IC6) se tiene que
Bty (YDA B, iy (W2) e By, (P11 U )
De esta manera, w = Ay, w,}(\Ill LWy) y w Ay, w,}(\Ill LI Wy), implicando
que w <y, g, W

(<) Consideremos una asignacion sincrética que asocia a cada conjunto de creencias ¥,
un preorden total <g sobre W y definamos un operador A : P x £ — £ mediante la
ecuacion

[Au(W)] = min([u], <w). (1.5)

Mostremos que A satisface (IC0)-(IC8), para ello consideremos ¥, ¥’ conjuntos de

creencias y p, p’ restricciones de integridad

(ICO0) Directamente de la definicion [A, (V)] = min([u], <w) C [p], y por el teorema
de completitud A, (V) F p.

(IC1) Si p es consistente, entonces [u] # 0. Como existe un numero finito de in-
terpretaciones, no existe cadenas decrecientes infinitas de desigualdades, asi

min([p], <w) # 0. Luego A,(¥) es consistente.

(IC2) Supongamos que AW A p B/ L,y mostremos que [AW A u] = min([p], <y).
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(IC3)

(IC4)

(IC5)

o (AU A ] C min(ul, <u):
Notemos que si w = W, entonces, en virtud de los postulados 1 y 2, para
cualquier w’ € W se tiene que w <y w’. De esta manera si w = AV A

entonces para cualquier w’ € W w <g w’, implicando que w € min([u], <g).

o [AWA ] > min([u], <w):
Sea w € min([u],<y) y, buscando una contradicciéon, supongamos que
w E AW A p. De esta manera w £ ¥, lo que nos dice que para cualquier
w' = W se tiene que w’' <g w, en particular si tomamos w’' = ¥ A p. Luego

w & min([u], <g), lo cual es una contradiccion.

Supongamos que ¥ «— W' y que u «— p'. Para ver que min([u],<y) =
min([p'], <), basta con mostrar que min([u], <w) = min([u], <g) pues

[] = [1]. Pero esto es evidente pues por la propiedad 3, <g=<y.

Supongamos que ¢ y ¢’ son bases de creencias tales que ¢ F u, @ F uy
Au(pU¢’) ANt/ L. Mostremos que A, (e U@ ) A" i/ L.

Supongamos w = A, (¢ U ¢")Ap. Como w = A,(p U '), por la definicion de A,
para cualquier w” = p se tiene que w <y, w”. Por otro lado, en virtud del pos-
tulado 4, existe w’ = ¢’ tal que w’ <, w. Asi, por transitividad, w’ <, w”
para cualquier w” modelo de p. Luego, por definicion de A, v’ = A, (U @)y
por lo tanto w’ = Ay (p U ¢') A ¢, es decir Ay (e U@) A" I/ L.

Supongamos w = A, (¥) A A,(P’). De esta manera w = py si w' = p, en-
tonces w <y w' y w <g w'. Asi, de la condicion 5 se tiene que, si w' = p
entonces w <y w’, implicando que w € min([u], <guy’), lo que nos dice que
w = ALY LT, Luego

Ay(U)ANAL (T AL (T UT)

en virtud del Teorema de completitud.
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(1C6)

(1C7)

(IC8)

Supongamos que A, (V) A A,(P') es consistente, y demostremos que
Ay (TUY) EALT)AA, ().

Sea w = A, (¥ U W), Asi para cualquier v’ = p w <g g w'. Supongamos que
w e AL (V) AAL(TY), ast w = AL(T), o bien w = A, (F).

Sin perdida de generalidad, supongamos que w = A, (V) (el caso w = A, (¥)
se demuestra de forma analoga). En virtud de la consistencia de A, (W) AA,(T'),
podemos tomar w' | A,(PY) A A,(P), obteniendo asi que w' <y w y
w' <g w. Como consecuencia de la condiciéon 5, w’ <g g w. De esta ma-

nera w & man([p], <wuw ), y por lo tanto w = A, (¥ LI ¥'). Contradiccion.

Supongamos que w = Ay, (V) A pg. Asi:
vwl ): M1, W <y ’LU,,

en especial si w' |= g A p2. De esta manera w € min([uy A pe], <), implicando
que w = Ay au, (). Por lo tanto Ay, (W) A pio = Ay aps (V).

Supongamos que A, (¥) A pg es consistente. Asi existe w' = Ay, (¥) A po. En
bisqueda de una contradiccion, supongamos w | Ay (¥) tal que
w = Au (V) A pg. En virtud de (IC0) w = 1 A po, asi w = Ay, (¥) y por lo
tanto w’ <g w. Pero w’ = py A pa, lo que nos lleva a que w & min([u1 A psa, <)

y en consecuencia w = A au, (¥), lo que es una contradiccion. 1

El teorema 1 nos dice que un operador de fusion IC le corresponde una familia de

preordenes. De hecho, un operador esta determinado completamente por estos preordenes,

usando una funcién que envia cada conjunto de creencias a un preorden. Daremos algunos

algunos ejemplos de esto en la siguiente seccién.

Un analisis de la demostracion del teorema 1 revela que el postulado (IC6) solamente

se usO para demostrar la condiciéon 6 de la definicion de asignacion sincrética y, del mismo

modo, dicha condicion se uso para demostrar (IC6). De igual forma, (IC4) corresponde a
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la condicién 4 sobre la asignacion. Esta simple observacion nos lleva al siguiente corolario.

Corolario 1 Un operador satisface (1C0)-(IC5), (IC7) e (IC8) si, y sdlo si, puede ser rep-
resentado por una asignacion que satisface 1 —5. Un operador satisface (1C0)-(IC3), (IC5)-

(IC8) si, y sdlo si, puede ser representado por una asignacion que satisface 1 —3, 5 y 6.

Proximamente daremos una variante del Teorema 1 debilitando el postulado (IC6) y su

correspondiente condicion sobre la asignacion.

Consideremos el siguiente postulado
(IC6') Si A(V) AAL(Y) I/ L entonces A (VL) AL (T)VALT)

Esta propiedad dice que si una alternativa es tomada por un grupo, entonces si di-
vidimos el grupo en dos subgrupos (los cuales concuerdan en algo), al menos uno de estos
subgrupos tendra esa alternativa. Esta propiedad corresponde a la siguiente condicién que

es obviamente méas débil que la condiciéon 6 para las asignaciones sincréticas.
6. Siw <y w yw <g w, entonces w <y g W

Note que por ser <y y <y prebdrdenes totales el contrareciproco de 6’ se puede escribir

de la siguiente manera:
W <gpuww = w<gw o w<g w

Definicion 13 Diremos que un operador es un operador de cuasi-fusion IC si satisface
(IC0)-(IC5), (IC6%), (ICT7) e (IC8). Una asignacion cuasi-sincrética es una asignacion que

satisface las condiciones 1 —5 y 6.

Teorema 2 Un operador A es un operador de cuasi-fusion si, y sélo si, puede ser repre-

sentado por una asignacion cuasi-sincrética.
Demostracion:

(=) Supongamos A un operador que satisface los postulados (IC0)-(IC5), (IC6’), (ICT)
e (IC8), y definamos una asignacion sincrética como se hizo en la demostracion del

teorema 1. En virtud del corolario 1, la asignacion representada por A satisface las
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condiciones 1-5. De esta manera s6lo nos queda por demostrar la condicién 6.

Supongamos que w,w’ € W son tales que w <g w' y w <g w', veamos que

w <y g w. Por hipétesis tenemos que:

(1) W Ay, (W) A DG ()

(1) w' = Dy, oy (O)V Ay ()

Asi, en virtud de (IC0) e (IC6’) se tiene que

A vUT)] C[A UV Ay, (T)] € {uw},

Plw,w'} ( @{w,w’}(

y de (IC5) se tiene que

0# [Dpp oy (O)AAG ()] C Ay, (TLT)].

De esta manera [Ay . (VU U] = {w}, lo que indica que w = Doy (YU vy
w' Dy (U U’). De esta manera w <y g w'.

(<) Consideremos una aplicacién que envia a cada conjunto de creencia ¥ en un preorden
total <g sobre W que satisface 1-5 y 6’ y definamos A como en la ecuacion 1.5. Por
el corolario 1 sabemos que A satisface (IC0)-(IC5), (IC7) e (IC8), faltando s6lo por
demostrar (IC6’).

Supongamos w = A, (¥ U ¥'). Por hipotesis existe w” tal que w” = A, (P)AA,(T).
Por definicion de A, V w’ = p se tiene que w <g_ g/ w', en particular w <y g w”.
Luego, en virtud de la condiciéon 6 (su contrareciproco), w <g w” o w <g w”; de

alli se obtiene facilmente que w € min([u], <w), o bien w € min([u], <y/) es decir
w = AL(T) VALY, 1

Teorema 3 Un operador A es un operador mayoritario si, y sélo si, existe una asignacion

sincrética de mayoria tal que asocia a cada conjunto de creencia W un preorden total <y
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sobre W tal que

[Au (V)] = min([p], <w)

Demostraciéon:

(=)

Sea A un operador que satisface (IC0)-(IC8) y (May) . En virtud del teorema 1,
sabemos que existe una asignacion sincrética tal que a cada conjunto de creencias
¥ le asocia un preorden total <y. De esta manera, sélo nos falta por demostrar la

condicién de asignacion sincrética de mayoria.

Supongamos ¥ y ¥’ conjuntos de creencias, y sean w,w’ modelos tales que w <gr w.
En virtud de (IC0) e (IC1) se tiene que

Ago{w,w/} (\I’/) 7 Pw, (1.6)

y por (May) sabemos que existe n tal que Ay -~ (WU (™) - Ay,
virtud de (IC1) y de (1.6) se tiene que A

. w,}(\lf’). En

oy (P L (P)") < py. De esta manera,

In w <gy@nn w'

Consideremos una aplicaciéon sincrética de mayoria que envia cada base de creencias
U en un preorden total <y, y definamos el operador A como en la ecuacion (1.5). Por
el teorema 1 sabemos que el operador A define un operador de fusion IC, satisfaciendo
las condiciones (IC0)-(IC8). Veamos que A satisface también (May) ; para ello veamos

primero, haciendo uso del Principio de induccién, que la siguiente condicién es cierta:
w<gw = IngVn>ng w <y, v (1.7)
En efecto, si w <g w’, por la condicién 7 de mayorfa tenemos que
I np w <gyprymo W'
luego por la condicion 6 tenemos que w <y (g ynouy’ w', es decir

/
w <‘I/|J(\I/')n0+1 w,
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puesto que (U LI (U/)0) LW/ = W [ (P/)rot,

Supongamos ahora que para n > ng se tiene que w <y W', y mostremos que
para n+ 1 también se cumple que w <g gyt w'. Como w <gypryn W'y w <gr W',
en virtud de la condicion 6 se tiene que w <(gyp)n)w w'.

Luego, como (¥ L (¥/)") LW = ¥ LI (¥)"*! entonces w <y g+t w', con lo que

se demuestra nuestra afirmacion.

Ahora supongamos que Vn A, (¥ U (¥)") ¥ A,(P’) y veamos que esto nos lleva a

una contradiccién. De esta hipotesis se tiene que

Vn 3w, = p V' o, w, <guenyn w' A Jwy, b= o, w), <erwp (1.8)

Consideremos la funcion f : IN — W x W definida por f(n) = (wy,w),), donde wy,
y w), cumplen con las propiedad dada en 1.8. Por la finitud de W x W se tiene que
existe (w,w’) imagen de infinitos valores de n, es decir que para n arbitrariamente

grande, se tiene que

Jw = p Vo' = p, w <wu(wn w’ A ', w <gow,

en especial:

W Sy(gryn w' A W <grw

lo que contradice 1.7. ]

Teorema 4 Un operador A es un operador de arbitraje si, y solo si, existe una asignacion

sincrética equitable que envia cada conjunto de creencias W en un preorden total <y, tal
que [A, (V)] = min([u], <v).

Demostracion:

(=) Consideremos A un operador que satisface los postulados (IC0)-(IC8) y (Arb) . De-
finamos una asignacion sincrética como se hizo en la demostracion del teorema 1, asi

s6lo nos queda demostrar la condicién de asignacion sincrética equitable.
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/ " / 1 : /o 1
Supongamos w <, w', w <y w’ y w' ~,, w”. Notemos que si w’ = w" entonces

de la condiciéon 6 tenemos que w <y w'. Supongamos entonces que w’ # w”.

Como w <, w', entonces w' b= A, (). Asi, en virtud de (IC0) e (IC1) tenemos
que Aip{wyw/} ((70) — (1010'

De manera analoga, como w <, w'”, entonces
) © )

Ago{wyw//} (()0/) — (Pw

y por lo tanto
A@{wyw/} ((70) — A@{wyw//} ((10,) (19)

Veamos que (@'} < "P{w,w’}) < Pluw w}- En efecto, como
(P = ") = (Prowy V ewwy) A (Pww) A Prwwn))s
ademas como
(Pgww V Plww) = Plww wy Y (Pfww} N Plww) < Pu

entonces

(((p{w,w’} \ Qp{w,w”}) A _'(SD{w,w’} A @{w,w”})) T Plw! w'} (110)

Ahora bien, en virtud de (IC3) tenemos que
/ ’
A(so{w,w/}Hﬁ@{wyw”}) (4,0 U ) — A<P{w/,w~} (cp e ) (1.11)
Por otro lado, como

[Aap{w/,wu} (90 U (10,)] = min([(p{w’,w”}]v Schgo’) = {wla w”}

entonces
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Ay w,,}(gp L") < @y wry asi, en virtud de 1.10 y 1.11 tenemos que

A ary o) (U ) = (Ot & “Ppwwry) (1.12)

Ahora bien, como

Plwwy 7 @{wvw”}} (1.13)
Plw,w} }7( Plw,w'}

y w' # w”, en virtud de (Arb) , 1.9, 1.11 y 1.13, se tiene que
Doy VO (pU¢) «— TAVN () (1.14)
Por otro lado, como ¢y, iy V Opwwy < Plww wy, de (IC3) se tiene que

A@{w,w’,w”} ((70 L] (’p/) — A4P{w,w’} ((’p) (115)
y como Aw{w w'} (‘P) —— (y, se tiene que Ago{w W W'} (90 (W 90,) > (0. De esta manera

/ 1
W <l WYy W <Ly W .

Consideremos una asignacion sincrética equitable que asigna a cada conjunto de creen-
cias ¥ un preorden total <y y definamos A tomando para cada p, restriccion de
integridad, [A, (V)] = min([u], <v). Por el teorema 1 que A satisface (IC0)-(IC8),
faltando solo por demostrar (Arb) . Supongamos que se cumplen las siguientes condi-
ciones:

Au(p) —— Aw(#)

(Ao (U @) e (1= )

A=l L

A —p L
y demostremos que A,y (pU¢’) «— Au(p), para ello veamos primero que
Au(p) F ALy (e U, Por la consistencia de p tenemos que A, (@) es consistente.
Sea w tal que w = Ay(p) y supongamos que w = A,y (@ U ¢'). De esta manera
existe w' = p V' tal que w' < w.

Consideremos los siguientes tres casos:
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Caso 1.1 Supongamos que w' = pu A p/. Puesto que w = A, (p) se tiene w <, w',
y como A, () «— Ay (¢') se tiene que w <, w'. En virtud de la condicion 5

tenemos que w < W', lo cual es una contradiccion.

Caso 1.2 Supongamos que w’ = pA—p'. Como w' j£ 1/ entonces, en virtud de (IC0),
w' = A (¢'), 1o que nos lleva a que w’ = A, (). De esta manera w <, w'.

Por otro lado, como ' A =t/ L, existe w” = p/ A —p. De esta manera, w” £ u
y por lo tanto w” = A, (), implicando que w” = A,y (¢'). Asi w <y w”.

Puesto que A,y (@ U ¢") «— (p < —4), y como
(B A=)V (A=) e (p e =)

entonces w', w” € [A(,e—p) (@ U ¢)], ya que w',w” € [(uA—p) Vv (1 A—p)]. De
esta forma w' ~ w"”. Luego, por la condicion de asignacion equitable, w <, w',

lo cual es una contradiccion

Caso 1.3 Si ocurre que w' =y’ A = se procede analogamente al caso anterior.

En cualquiera de los casos hemos llegado a una contradiccion, implicando que
Au(p) F Ay (@ U "), Mostremos ahora que Ay (0 U ¢') AL (p).

Sea w = Ay (@ Uy") y, razonando por el absurdo, supongamos que w = A, (p).

En virtud de (ICO) tenemos que w = p V i1, obteniendo asi los siguientes casos

Caso 2.1 Supongamos que w = 1 A p/. Como w = A, (), entonces existe w' = p
tal que w’ <, w. Por definicion de A podemos tomar w’ tal que w’ = A, (p).
Como A,(¢) «—— A(¢') entonces w' < w, implicando que w' <y, w, en
virtud de la condicion 6. Esto nos conduce a que w & min([pV p'], <o), v por

lo tanto w = A,y (¢ U ¢'), lo que es una contradiccion.

Caso 2.2 Supongamos que w = puA—p'. Como p' I p, existe w” = p/ tal que w” = p.
Por otro lado, ya que w = A, (p) entonces existe w' = p tal que w’ <, w. Por
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definicion de A podemos suponer que w' = Ay (p). Como A, () «—— A (¢'),
entonces w' = Ay(¢'). Luego, como w” = A,(p) entonces w” = A (¢'), de
esta manera w' <y w”.

Ahora bien, como (u < —p') «—— ((u A=)V (' A —p)) entonces w y w”
son modelos de p «— —p/, y como A,y (@ U¢") < (< —p') entonces
W~y w’. De aqui se tiene w' <y w, en virtud del postulado de 8 de
asignacion sincrética equitable. Por lo tanto w ¢ min([p V 1], <gipr) v asi

w = Ay (@ U "), Contradiccion.

Caso 2.3 Si w = ¢/ A =, el estudio es andlogo al anterior.

De esta manera A,/ (@ U¢") F Au(e), y por lo tanto

A (0 U @) —— Au(e).

1.3. Algunos operadores de fusion IC

Daremos en esta seccion la definicion de tres familias de operadores. Todos estos ope-
radores estdn basados sobre una distancia entre interpretaciones que inducen el preorden

asociado a cada conjunto de creencias.

Definicién 14 (Distancia entre interpretaciones) Una pseudodistancia entre interpreta-
ciones es una aplicacion d : W x W — R™ tal que para cualesquiera w,w’,€ W se cumple

que:
v d(w,w') =d(w',w)
w d(w,w') =0 si, y sélo si, w=w'

Una distancia entre interpretaciones es una pseudodistancia que satisface la desigualdad

triangular:

» Para cada w,w',w" interpretaciones, d(w,w") < d(w,w")+ d(w",w’)
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Dos distancias muy usadas entre interpretaciones son la distancia de Dalal, denotada
por dp, el cual es la distancia de Hamming entre interpretaciones (es decir el nimero de
variables proposicionales sobre las cuales difieren dos interpretaciones), y la distancia dras-
tica denotada por dp, el cual es la distancia mas simple que se pueda definir: es cero si las

interpretaciones son la misma, y uno en otro caso.

Definiciéon 15 Para cada nimero natural n sea A, un conjunto y =<, un orden lineal sobre
Ap, y supongamos 0, = min(A,, <,). Una funcion de agregacion es una funcion total que
asocia a cada n-upla finita de nimeros reales no negativos un elemento en Ay, y es tal que

para cada T1,T2, ..., Ty, T,y de reales positivos, cumple con

Anonimato Para cualquier permutacion o,

fxy,m2,.. 0 20) = f(To(1): To@)s - - s Ta(n))
Monotonia Si x < y entonces

flay,.ooyxy oo xn) <n f(T1, 0, Yy ooy )

Minimalidad f(z1,...,2,) = 0, si, y sdlo si, 11 =+ =z, = 0.

En muchos casos las estructuras ordenadas seran todas las mismas iguales a R™ con
el orden natural. Ese sera el caso de la funcién suma y méaximo como observaremos més
adelante. Pero en otros no sera de esa manera, como en el caso de la funcion Gmaz donde
para cada n, A, serd (RT)" y el orden =, serd el orden lexicografico para los vectores de

tamano n.

Una distancia entre interpretaciones induce en forma natural una extension, que lla-

maremos distancia entre una interpretacién y una base de creencias de la siguiente manera

d(w, ) = min d(w,w")
w'l=p

Esta a su vez, en conjunto con f, induce una “distancia”’ entre una interpretacién y un

conjunto de creencias como sigue: Sea ¥ = {¢1,..., ¢}
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dd,f (wv \Ij) = f(d(w’(pl)’ s >d(wv<pn))'

Usaremos la notacion f (d(w, cp)) para esta tltima expresion.
pew

Esto nos permite definir un preorden sobre interpretaciones como sigue:
w Séjf w’ si, y solo si, das (W, V) 2, dg ¢ (w’, \IJ)

Por abuso de lenguaje y con el deseo de simplificar la notaciéon denotaremos a 0,, por 0

y a =, por = siendo claro del contexto de quien se trata.

Proposicion 1 Sea d una pseudo distancia y f una funcion de agregacion. La aplicacion

d . . . . -
U |—>§\ij cumple con las primeras cuatro postulados de la asignacion sincrética.

Demostraciéon: Consideremos W, ¥’ conjuntos de creencias y ¢ y ¢’ bases de creencias

cualesquiera.

1. Siw | U yw | U, entonces para cada ¢ € U se tiene que w = ¢ y w' = ¢. De esta
manera
Vel dw,y) =dw,¢) =0

y de la propiedad de minimalidad de f se tiene que

dd7f (w, \I/) = 6 = dd’f (w', \I’)

d
De esta manera w :\I;f w’.

2. Supongamos que w = ¥ y w' £ U. Como w = ¥, dg s (w,¥) = 0. Por otro lado
w' £ o, para algtin ¢ € ¥ y por lo tanto d(w', ) > 0. Asi de la propiedad de

minimalidad se tiene

day (W', )= f (dw',¢)) =0
pew
De esta manera tenemos

dd’f (w, \I’) < dd’f (w', \I/)

lo que indica que w <é,’f w’
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3. Supongamos que ¥ «— W', Asi existe una biyeccion g : ¥ — ¥’ tal que para

cada ¢ € U, + g(¢) < ¢. Consideremos w y w’ interpretaciones y, sin pérdida de

generalidad, supongamos que w §fl1,’f w’. De esta manera dg 5 (w, ¥) < dg 5 (w', V).

Puesto que para cada ¢ € U, - g(¢) «<— ¢ entonces,

Vel dw,yp) =dw,g(p))

para cada @ en V¥, y de la condiciéon de anonimato de f se tiene

das(w,¥) = [ (d(w,9(¢))

De la biyectividad de g y del anonimato se tiene que dg ¢ (w,¥) = f\p (d(w,¢)) v
pew’
asi

dd’f (w, \I’) = dd’f (w, \I//)

De igual manera se demuestra que dg s (w', V) = dg ¢ (w’, ¥'), lo que implica que

dd’f (w, \I//) j dd7f (w', \I//)

luego w §f£’,f w'.

4. Sea w = ¢. Mostremos que existe w' = ¢’ tal que w' <y w.

Consideremos w' = ¢’ tal que d(w,w’) = d(w, ¢’). Notemos que d(w, p) = d(w', ') =
0. Ahora bien,
d(w', ¢) < d(w,w’)

de esta manera d(w',p) < d(w,¢’). En virtud de la propiedad de monotonfa de f

tenemos que

fldw’,¢),dw’, ) = fldw',¢), d(w, ¢")).

De aqui se tiene que f(d(w',¢'),d(w’,¢)) = f(d(w,¢),d(w,¢’)), implicando que
da,f (W', U¢") 2day (w,pUy').

Esto muestra que w’ <df
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Notacién. La operacion de concatenacion de dos vectores cuyas coordenadas estdn en R

serd denotada por ©.

Definicion 16 Diremos que una funcion de agregacion f es pareto fuerte si para cua-
lesquiera vectores vy, va, v, v4 , con |vi| = |va| y |us| = |v4| se cumplen

(i) for) = fv2) A flug) 2 fva) = flor ©w3) 2 fvg ©vg);

(id) f(v1) 2 fv2) A fvs) < f(va) = fv1 ©v3) < fva ©va)

Diremos que una funcion de agregacion f es pareto débil si cumple la condicion (i)

anterior y ademds la condicion (ii’) que se enuncia a continuacion:
(i) flur) < flv2) A flus) < fua) = flur ©v3) < f(v2©v4)

Proposicion 2 Sea d una pseudo distancia. St f una funcion de agregacion Pareto fuerte
entonces la aplicacion definida por que envia a cada conjunto de creencias ¥ en un preorden

d.f . L »
§\I, es una asignacion sincrética.

La demostracion de este resultado es directa de la proposiciéon 1 y de las propiedades

(i) y (i2) de la definicion de Pareto fuerte.

Como corolario directo de esta proposicion y del teorema de representacion 1.

Corolario 2 Sea d una pseudo distancia y f una funcion de agregacion Pareto fuerte de

la proposicion 2. Entonces el operador A% es un operador de fusion IC.

Proposicion 3 Sea d una pseudo distancia. Si f una funcion de agregacion Pareto débil
entonces la aplicacion definida por que envia a cada conjunto de creencias ¥ en un preorden

~d.f , - o
>y €S una asignacion cuasi sincrética.

La demostracion de este resultado es directa de la proposiciéon 1 y de las propiedades
(i) y (i2”) de la definicion de Pareto débil.

Como corolario directo de esta proposicion y del teorema de representacion 2
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Corolario 3 Sea d una pseudo distancia y f una funcion de agregacion Pareto débil. En-

tonces el operador AT es un operador de cuasi fusion IC.

La diferencia entre las tres familias de operadores que definiremos mas adelante radica en
la manera en que la distancia entre una interpretacién y una base de creencias es usada
para definir la distancia entre una interpretacién y un conjunto de creencias, es decir en la

funcién f que se va a considerar.

Definicion 17 Sea ¥ un conjunto de creencias, w una interpretacion y d una distancia

entre interpretaciones. La distancia max es definida por

da,Maz(w, V) = max d(w, @)
pev
La funcion max es claramente una funcion de agregaciéon. Como ya vimos esto induce

un preorden sobre las interpretaciones de la siguiente manera:

d
w Sq}Max wl -~ dd,Mam (w7 \I’) S dd,Max (u/, \I/)

Ad,Mam

Definimos el correspondiente operador de fusion IC, como sigue:

(ALY ()] = min ([u], <gM*™)

Teorema 5 FEl operador A*M® es un operador de cuasi-fusion que cumple con (Arb) .

Demostracion:

Para ver que es un operador de cuasi-fusion basta ver, en virtud del corolario 3, la
funcion max es una funcién de agregacion Pareto débil. Que es de agregacion es inmediato
como ya lo observamos anteriormente. Las propiedades de Pareto débil se deducen directa-

mente de las propiedades del méximo entre conjuntos.

So6lo nos queda por ver que la propiedad de 8 (de equidad) de las asignaciones (cuasi)

sincréticas que como vimos implica (Arb) .

8 Supongamos que w,w’ y w” son interpretaciones tales que w <$’Max w,w <

~d,Max
Ly’

d,Max 1
@' w

y ademas w’ w”. De esta manera
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dd,Max (w7 90) < dd,Max (u/, (:0) ) dd,Mam (w, 90/) < dd,Max (w”, ()0/) y dd,Max (u/, ¥ U (:0/) =
daMaz (W', o U¢"). Luego

d(w, @) < maz{d(w',¢),d(w, ¢} = dipaz (W, 0 U ")
d(w, ") < maz{d(w”,¢),d(w",¢")} = danaz (W', 0 L")

lo que implica que

da,Maz (W, o U¢") = maz{d(w, ), d(w,¢")} < dgras (W', 0 U

d,Max

y por lo tanto w <y W |

La condicién 6 no necesariamente se cumple, para esto consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2 Consideremos las bases de creencias ¢ y ¢’ cuyos modelos son [¢] = {101,100, 111}
y [¢'] = {110,111}, y consideremos las interpretaciones w = 101 y w’ = 011. Si consider-
amos la distancia de Hamming (ntimero de posiciones en que las interpretaciones difieren),

dp, tenemos que:

dH(w790) =0, dH(w,cp') =1,
dp(w', ) =1, du(w',¢') =1
De esta manera w <ZH’MM w y w <i5{’Max w’. Sin embargo

maz{dg (W', ¢),du(w',¢')} =1 = maz{du(w, ), dn (w,¢')}
lo que implica dg, rraz (W, @ U @) = dg, paz (W', U¢"), y por lo tanto w :iﬁgyaw "
Ahora definiremos un nuevo operador a partir de la funcion suma (la suma de los
elementos de un vector de niimeros reales positivos). Esta funcion es claramente una funcion

de agregacion.
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Definicion 18 Sea ¥ un conjunto de creencias, w una interpretacion y d una distancia

entre interpretaciones. La distancia ¥ esta definida por

day (w, V) = Zdwcp
pev

Esto induce un preorden sobre las interpretaciones:
<d,2 / d \II < d / \II
w<gw & dyx (w, V) <dgs (v, V)
y el correspondiente operador de fusion A% definido por
4.y o d,®
[AL=(P)] = min([u], <g™)

El resultado de los operadores A%> puede ser considerado como la eleccion de la opcion

mds popular entre las restricciones de integridad.

Este operador es en realidad un operador de fusiéon mayoritario, como lo establece el

siguiente teorema, pero antes de ello mostremos la siguiente propiedad de la distancia dg .

Lema 2 Sea d una pseudo-distancia entre interpretaciones. Entonces, para cualesquiera W

y U’ conjuntos de creencias y w interpretacion se tiene que
dgqx (w, VAN \I//) =dgx (w, V) + dg s (w, \I’/)

Demostraciéon: Sabemos que

dayx (w,¥) = Zdwcp yddg w\I/ Zdwgp
pew pew’
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De esta manera:

day (w0, ) 4+ dgy, (w, V') = Z d(w, @) + Z d(w, ¢)
pew pew’

= > dw,y)

peww’
= dgx (v, ¥ UT)

Teorema 6 Para cualquier pseudo-distancia d entre interpretaciones, el operador A%> es

un operador mayoritario.

Demostracion: Para ver que el operador A%> es de fusion basta ver, en virtud del corolario
2, que la suma es una funcién de agregaciéon Pareto fuerte. Esto ultimo es bastante directo
por la conmutatividad y la monotonia de la suma en cualquiera de sus argumentos. Las
propiedades de Pareto fuerte se deducen del lema 2 y la monotonia. Asi solo falta ver que

es mayoritario, lo que es equivalente a probar la propiedad 7 de las asignaciones sincréticas.

7. Supongamos w,w’ interpretaciones tales que w <fl1,’,Z w'.

De esta manera
das (w, V') < dgx (w',¥"). Para demostrar que In w <$§(qj,)n w’ tenemos que de-
mostrar que

das (w, ¥ U (U)") <dgx (w', ¥ U @)").

En virtud del lema 2 esto ocurre si, y soélo si,

dd,g (w, \If) + nddg (w, \I’/) < dd,g (w', \If) + nchZ (w', \I’/) .

Asi basta con tomar ,
ddg (w, \I/) — ddg (w ,\I/)

dd;) (w’, \If/) — dd,Z (w, \I’/)

Note que por hipoétesis el denominador es estrictamente positivo, luego tal n existe. s

Ahora vamos a definir la funciéon Gmax. Si v es un vector de reales mayores o iguales

a cero, denotamos v | al vector obtenido de v ordenéndolo en orden decreciente. Entonces
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definimos Gmaz(v) = v |. Note asi que los conjuntos (RT)™ son enviados en (R™)™ al cual

ordenamos con el orden lexicografico. Es facil ver que Gmax es una funcion de agregacion.

Definicion 19 Sea ¥ = {p1,p2,...,0n} un conjunto de creencias y sea d una distancia
entre interpretaciones. Para cada interpretacion w construimos la lista (dY’,dY,...,dY) de
distancias entre esta interpretacion y las n bases de creencias en ¥, es decir, d’ = d(w, ;).

Sea dg ez (W, V) la lista obtenida de (dY,dy,...,dy) al ordenarla de forma decreciente.

De esta manera, si consideramos <., el orden lexicografico entre sucesiones de enteros

con la misma longitud, definimos el siguiente preorden total

d,G
w éq} e ’LU/ < dd,Gma:c (w, \Ij) <lex dd,Gma:c (w/7 \II)

y el operador A% eg definido por
max . d,Gmaz
[AGme (@)] = min([u], <§)

De hecho dg garaz ((;w), V) =Gmaz(d(w, ¢)) y AYE™M% eg el operador definido a partir
pew
de d y la funcion Gmax de la que pronto mostraremos es una funcion de agregacion Pareto

fuerte.

Supongamos Ly y Lo listas de niimeros ordenados de forma decreciente. Denotamos por
L1®Ls ala lista que se obtiene al ordenar de forma decreciente la concatenacion de L; con
Lo.

Notemos que de la definicion de dg Gmaz tenemos que si Uy W’ son dos bases de creencias,
para cualquier base de creencias w, dg Gmaz (W, ¥ UV = dg Grrax (0, ©) Odg.grraz (w, V).

También, por medio de la definicién, es facil demostrar que el operador A%Gmaz

Ad,Ma:c

€S un

refinamiento del operador

Proposicion 4 Sea d una pseudo-distancia entre interpretaciones. Para cualesquiera res-

triccion de integridad p y cualquier conjunto de creencias V, AZ’GMM(\I’) + AZ’MM(\IJ),

Demostracion: Sea p restriccion de integridad, ¥ un conjunto de creencias y supongamos

que w = AE’MM(\IJ). De esta manera w |= p, y para cada w’ |= p se tiene que w g‘fl;GM‘“ w'.

Notemos que por definicion tenemos que dg caraz (W, V) <iex da.GMax (w', ).
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Supongamos que

/

dg.Gatar (0, 9) = (d¥,dY,...,d%) y dacras (W', 0) = (@, dY,....dY").

Por definicion sabemos que d¥¥ > d¥ y d¥' > d¥', para cada 1 < i < n. De esta manera

dy = Zlg\g; d(w, )y dﬁ“, = Z}gg d(w', ), y en virtud del orden lexicografico, <., tenemos

que df < dll”’. De esta manera dg pqz (W, V) < dg prar (W', W) para todo w' = p, y por lo
tanto w = Aﬁ’Mam(\If). 1

Lema 3 Sean Li, Ly y Ls lista de niumeros enteros ordenados de forma decreciente con
|L1| == |L2| Si L1 élex LQ, entonces L1®L3 Slex LgéLg.

Demostraciéon: Por induccion en el tamano de L3. En realidad el caso interesante es

cuando |L3| = 1, pues claramente si Ls = (a1, ...,a,—1,a,) se tiene
LEL3 = (LE(ay, . .., an-1))O(an)

Si L1 = Lo es trivial. Asi supongamos que Ly # Lo, lo que nos lleva a L1 <jep Lo. luego
existe d; en la lista Ly tal que d; < d; ysik€1,j —1 % se tiene que dy, = dJ,.

Sea L3z = (I). Sil < dj, entonces | < d;-. De esta manera las primeros j elementos de
L1®L3 y Ly®Ls son respectivamente los mismos de los vectores L1 v Lo lo que implica
LiGL3 <tex LyGLs.

Por otro lado, si [ > d; vamos a considerar dos casos: | > d;- ol < dj’. En el primer
caso, como [ va a coincidir con la i-ésima coordenada de la lista Lo® L3, para algtn i en
1,7 + 1 y para ese mismo 4 [ va a coincidir con la i-ésima coordenada de la lista L& Ls.

Asi la situacion serd como se describe, més graficamente, a continuacion

dy dy ... diy L odi ... d;
I I I I I

dy dy ..od_, L od ... d

(2

5T, n denota el conjunto formado por los primeros n ntmeros naturales.
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donde se ve claramente que L1®Lg <oy La@Ls.

Sil< d;- entonces la j-ésima componente de Lo® L3 sigue siendo d;- y la j-ésima com-
ponente de LiGL3 es | (las primeras j — 1 componentes son idénticas en ambos casos a las

de Ly). Asi, recapitulando, la situacion es graficamente la siguiente:

dy dy ... dj_1 I
[ T I A
dy dy ... d;-_l d;-
de donde se ve claramente que Li®L3 <jep Lo®Ls. I

De forma anéloga al lema anterior se demuestra el siguiente resultado.

Lema 4 Sean Li, Lo y L3 lista de nimeros enteros ordenados de forma decreciente con
’Ll‘ = ‘Lg’ St L1 <jew Lo, entonces LléLg <lex L2®L3.

Como corolario de los dos lemas anteriores, se tienen:

Corolario 4 Sean Ly, L), Lo, L, listas de nimeros enteros ordenados de forma decreciente
tales que |L1| = [LY| y [Lo| = |Lj|.

(i) Si L1 <iex L} y Lo <iex LYy, entonces LiGLy <jop L1GLo.
(ii) Si L1 <iew L1 y Lo <iex L, entonces L1®Ly <jep L1®Lo.

Demostraciéon:

Demostremos solo (i); (i¢) se demuestra de forma anéloga a (i), haciendo uso del
lema 4. Supongamos que Li <j, L} entonces, por el lema 3, Li®Ly <jex L’léLg y
LoGLy <jep LHYOL,. Como LYGLy = Ly@L) y en virtud de la transitividad de la relacién
de orden <., se tiene que Li®Ly <jop LiGLY. 1

Ad,GMam

Mostremos ahora bien que los operadores son operadores de arbitraje.

Teorema 7 Para cualquier d una pseudo-distancia entre interpretaciones, el operador AGGMaz

define un operador de arbitraje.
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Demostraciéon: Para ver que es un operador de fusion basta ver, por el corolario 2, que

Gmazx es una funcion de agragacion pareto fuerte. Que es de agregacion es directo de la

definicion. Que se cumplen las propiedades de Pareto fuerte es consecuencia inmediata del

corolario 4.

Nos queda por demostrar la propiedad de arbitraje lo cual es equivalente a la propiedad

8 para las asignaciones sincréticas:

8.

d,GMax
@’

Ma

S int taciones tal d,GMaz
upongamos que wi, wa, w3 son interpretaciones tales que w; <y way, wi <

_d,GMazx <d,GMax
w3y que wy ~ iy w3, veamos que wi <

Wi para cada i = 1,2,3, y notemos que

!
w1 w2 w1 w3 : _d,GMazx
dot < dg*y d(p, < d(p,. Ahora bien, como wo ™ i

Consideremos d(w;, ) = d y d(w;, ¢') =
w3, tenemos los siguientes

Casos.

Caso 1 Si dy? = dg?, entonces:

dgt < dg? < maz{dg?,dj},

A < d% = d% <maz{d¥,d%7}).

De esta manera dd,GMax (wla‘p U (10/) <lex dd,GMax (w2790 U (10/)7 Yy por lo tanto
d,GMazx

w1 <<Pu80/

w2

Caso 2 Sidy? = dg? se tiene:

dgt < dg? < max{dg?, dj},
w w. w
dyt < dy = dg? <maz{dg? dt}

lo que implica dggmaer (W1,oU¢")  <tex  dacmaz (W2, oU¢"), vy asi
d,GMax

w1 <<pLIg0’

wa. ]

Ahora, ilustremos el comportamiento de esta familias de operadores con un ejemplo.
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Ejemplo 3 En una reuniéon de la directiva de un complejo recreacional, el presidente de
dicho complejo propone, para el ano venidero, la construcciéon de una cancha de tenis, una
montana rusa y una pista de carting. Durante la reunién la directiva se da cuenta que si
dos de estas atracciones son construidas, la renta se incrementara significativamente para

los accionistas del complejo.

Denotemos por C, M, P las construciones de la cancha de tenis, la montana rusa y la

pista de carting, respectivamente, y denotemos por I el incremento de la renta.

La directiva noté que la construccion de dos o méas de las atracciones conducira a un

importante incremento sobre la renta
u=CAM)V(CANP)V(MANP)—1T

Hay cuatro miembros de la directiva cuyas creencias seran denotadas por ¢1, w9, @3, ©4.
Asi, U = {p1,92, 3,04} Dos de los miembros de la directiva quieren construir las tres
atracciones y no les importa el incremento de la renta (91 = p2 = C A M A P). El ter-
cero de los miembros piensa que la construccién de cualquiera de las atracciones causaré, el
cualquier momento, un aumento en la renta y quiere que los accionistas paguen la renta més
baja posible, de esta forma el se opone a cualquier construccion de (3 = “C A= M A-=P=I).
El dltimo directivo piensa que el complejo en realidad necesita la cancha de tenis y la pista

de carting pero no desea un incremento en la renta (p3 = C' A P=I).

Las variables proposicionales C, M, P e I seran consideradas en ese orden para las

valuaciones. Asi:
s [p] =W —{0110,1010,1100, 1110} = [p3] = {0000}
- 1] = 2] = {1110,1111} - 4] = {1010, 1110}

Los resultados de las distancias estan en la tabla 1.1. Las Filas sombreadas correspon-
den a las interpretaciones rechazadas por la restriccién de integridad. De esta manera, los

resultados han de ser encontrados entre las interpretaciones que no estan sombreadas.

Con el operador A%#:Maz 1y distancia la distancia minima es 2 y las interpretaciones



1. Fusién logica 41

escogidas son
[AZH’MM(\IJ)] = {0010, 0011, 0100, 1000, 1001}

Asi la decision que mas se ajusta a los deseos del grupo es entonces no incrementar la
renta y construir una de las tres atracciones, o incrementar la renta y construir la cancha
de tenis o sino la pista de carting.

Podemos observar en este ejemplo por qué el operador AdzMaz

no es un operador de
.. . . . . dg M

fusion IC. Por ejemplo las interpretaciones 0010 y 0011 son escogidas por A" ™ (W),

aunque 0010 es mejor para w3 v @4 que 0011, siendo asi que estas dos son igualmente

preferidas por @1 y 2. Parece natural entonces que 0010 es globalmente preferida a 0011.

[:u] d(w7 Spl) d(w7 @2) d(wa ()03) d(w, ()04) distprar | disty distGnax
0000 3 3 0 2 3 8 (3,3,2,0)
0001 3 3 1 3 3 10 (3,3,3,1)
0010 P P 1 1 2 6 | (2,2,1,1)
0011 2 2 2 2 2 8 (2,2,2,2)
0100 P P 1 P 2 7 (2,2,2,1)
0101 2 2 2 3 3 9 (3,2,2,2)
0110 1 1 2 1 P 5 (2,1,1,1)
0111 1 1 3 2 3 7 (3,2,1,1)
1000 2 2 1 1 2 6 |(2,21,1)
1001 P P P P 2 8 (2,2,2,2)
1010 1 1 2 0 9 4 (2,1,1,0)
1011 1 1 3 1 3 6 (3,1,1,1)
1100 1 1 2 1 2 5 (2,1,1,1)
1101 1 1 3 2 3 7 (3,2,1,1)
1110 0 0 3 0 3 3 | (3,000
1111 0 0 4 1 4 5 (4,1,0,0)

Tabla 1.1: Tabla 1

La familia de operadores A““Ma® ha sido construida con la idea de que sea mas selectiva

d,Max GMaz
A

que la familia al tener estos requerimientos en cuenta. Con el operador A%
el resultado es

[Adn-GMaz(gr)] = {0010, 1000}

asi la decisién en este caso es construir la pista de carting o la cancha de tenis sin incre-

mentar la renta.
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Pero si uno escoge A%-2 para resolver el conflicto de acuerdo a los deseos de la mayoria
)

el resultado es entonces
dy,> _
[A“H (P)] = {1111}

y la decisiéon sera construir las tres atracciones e incrementar la renta.

La eleccién mayoritaria, a menudo parece més democratico que los otros métodos pero,
por ejemplo en este caso, este resultado sélo se dard a cabo si 3 acepta obedecer esta de-
cision que es totalmente opuesta a su opinion. Si g3 y a quienes representa deciden no pagar
la mensualidad, los trabajos tal vez no se lleven a cabo por la carencia de dinero. Entonces
si una decision requiere de la decision de todos sus miembros, un método més consensual,
como el arbitraje, parece adecuado. Este tipo de eventos esta altamente relacionados con

la teoria de eleccion social.

1.4. Fusion logica y la teoria de elecciéon social

Gracias al teorema de representacion, podemos resaltar un estrecho vinculo entre la
fusion logica y métodos de agregacion de preferencias. De esta manera seré interesante ver

ciertas similitudes que existen entre los operadores de fusion y la teoria de eleccion social.

Recordemos que la teoria de eleccion social estudia, grosso modo, métodos para elegir las
mejores alternativas dado un conjunto de preferencias individuales sobre esas alternativas
(ver por ejemplo [Arrow 1963], [Kelly 1988], [Sen 1979], [Sen 1982]) .

Sea X un conjunto no vacio. Los elementos de X son llamados alternativas. Estas al-
ternativas tienen que ser exclusivas, y ademés supondremos que estas son una descripcion

completa del mundo.
Usualmente cuando uno tiene que hacer una eleccién, no todas las alternativas estan
disponibles. Algunas restricciones limitan el nimero de estas alternativas a un subconjunto

V de X. Tal conjunto es llamado agenda.

Una relacion de preferencia individual es un preorden total <; sobre X que denota las
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preferencias del individuo ¢ sobre el conjunto de alternativas X.
Llamaremos perfil a un multiconjunto de relaciones de preferencias individuales.

Una funcion de eleccion C' es una funcidon que escoge entre las alternativas de una agen-
da V un conjunto de alternativas (las mejores) C(V), tal que C(V) # 0y C(V) C V.

Una regla de eleccion social es una funcion f tal que para cada perfil u, f(u) = C,
donde C' es una funcion de eleccion (ver fig.1.2). En otras palabras, una regla de eleccion

social es una funcién que asocia a cada perfil la correspondiente funcién de eleccion.

agenda
v
i Regla de Eleccion de F]lglll:ggﬁ,)ge
perilp Social -,
“ A G=ftw)

|

alternativas escogidas
G

Fig. 1.2: Operadores de Fusion Logica

Con estos conceptos establecidos, notemos que una alternativa es una interpretacion
(completa y exclusiva descripcion del mundo). Los individuos estéan de igual forma deter-
minados tanto en la la teoria de eleccidon social como en la logica de la fusion de bases, a

través de la variable 1.
Si un individuo ¢ posee una base de creencia ;, dada una distancia d, a esta base le
corresponde un preorden total §$Z_. Asi la base de creencias tomara el lugar de la relacion

de las preferencias individuales.

Un perfil es un conjunto de preferencias individuales. De esta forma a dicho conjunto le
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corresponde un conjunto de creencias.

Una agenda es un subconjunto de alternativas, es decir, una base p que representa la

restriccion de integridad para la fusion.

Las reglas que vamos a considerar son los operadores de fusion. Estos agrupan las rela-
ciones de preferencias individuales en una preferencia colectiva. Las alternativas escogidas
por la funcién de eleccién son las mismas alternativas para su relacion de preferencia colecti-
va. Esto es, las correspondientes funciones de eleccion son las funciones f,, (V) = min(V, <,),

donde el preorden u es dada por la regla de eleccion (El operador de fusion).

La correspondencia entre la teoria de eleccion social y la fusion logica es resumida en la

tablal.2 y las similitudes en su modo de operacién se ven en la figura 1.3.

Caracteristica Fusiéon Logica T.E.S
individuos i 1
preferencias personales i <
perfiles U ={p1,...,on} u=(<1,...,<p)
agenda 7 V
funcién de elecciéon <w oM
alternativas escogidas | [A,(¥)] = min([u], <w) Cu(V)

Tabla 1.2: Operadores de fusién vs. teoria de eleccién social
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-5 B

u Cflw)

> A > Au(\P)

GO

Fig. 1.3: Teoria de Eleccion Social Vs. Fusion Logica



CAPITULO 2

MANIPULABILIDAD DE LOS OPERADORES DE FUSION VIA
INDICES

En este capitulo estudiamos algunas nociones introducidas en |[Everare et al. 2004| y

|Everare et al. 2007] concernientes a la manipulacién de operadores de fusion.

2.1. Indices de satisfaccion

Una pregunta natural e importante es la siguiente: jes posible para un agente dado
mejorar el resultado del proceso de fusién con respecto a su propio punto de vista al mentir
sobre sus verdaderas metas o creencias, dado que este conoce las creencias de cada agente
del grupo y la forma en que son fusionadas? Si esta pregunta es respondida de forma afir-
mativa, entonces el operador es manipulable (el individuo puede beneficiarse al mentir).
De esta forma, un operador de fusién es manipulable si se puede encontrar un conjunto de
creencias ¥, una restriccion de integridad p y dos bases ¢ y ¢’ tal que el resultado de la
fusion de las bases en U’ (que resulta de substituir una ocurrencia de ¢ por ¢’ en W) es

mejor para el individuo cuya base esta dada por ¢, que el resultado de fusionar ¥ .
Una de las dificultades de la idea expresada en el parrafo anterior es la definicion formal

de ser mejor para . Esto se estudia en este capitulo via los indices definidos més abajo y

en el proximo capitulo via los levantamientos.

46
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Denotaremos por ¥ [%] al resultado de substituir una ocurrencia de ¢ por ¢’ en W.

Definicion 20 Seai: Lx L +—— R una funcion (un indice). Un operador A es manipulable
por i si, y solo si, existe un conjunto de creencias WV, una restriccion de integridad p, y bases

de creencias ¢ y @', con ¢ en VU tales que

i, D (¥ [2])) > i, Au(D))

A la funcién ¢ la denominaremos indice de satisfaccion. Siempre que A sea manipulable
por un indice i, a la upla formada por ¥, u, ¢, ¢’ la denominaremos situacién de manipula-
bilidad (relativa a i). Ademaés, si el operador A es manipulable por un indice ¢ por medio
de una situacion W, i, ¢, ¢, diremos que ¥ es manipulable por ¢ relativo a A, iy p. A la

base de creencias ¢ lo denominaremos base inicial.

Los indices tratan de medir cuan similares son dos bases de creencias. Més grande sera

el resultado, mas cerca estaran dos bases.

Los siguientes tres indices son significativos cuando ninguna informacién adicional esta

disponible. Denotemos por pa al resultado de la fusion, es decir, oA = A, (V).

Definiciéon 21 (Indice drastico débil)

1 si pAhoalt/ L

7 , =
dw (0, 07) {0 5 ohoab L

Este indicador toma valor 1 si el resultado de la fusién es consistente con la base ¢,
y 0 en el otro caso. Esto significa que el individuo se considera plenamente satisfecho tan

pronto como sus bases de creencias sea consistente con el resultado de la fusion.

Definicién 22 (Indice drastico fuerte)

1 si oA

Este indicador toma valor 1 si la base del individuo es una consecuencia logica del resul-

tado de la fusion, y 0 si no. Para estar plenamente satisfecho el individuo debe “imponer”
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sus creencias al grupo en pleno.

El ultimo indice que definiremos no es booleano como los anteriores. Esto nos conduce
a una nocion mas gradual de satisfaccion. El grado de compatibilidad de ¢ con @a es el

numero (normalizado) de modelos de ¢ que son modelos de A también.

Definicién 23 (Indice de probabilistico)

H(p] N [SDA” 57 [SDA] ?é @
| ) el
ZP(@) QDA) -

0 si [pal =0

ip(¢, pa) mide la probabilidad de obtener un modelo de ¢ de una muestra uniforme de
los modelos de pa. Este indicador toma su valor minimo cuando ningin modelo de ¢ es

modelo de pa, y toma su valor maximo cuando cada modelo de pa es modelo de ¢.

Hay relaciones entre estos indices en cuanto a la manipulabilidad se refiere.

Proposicién 5 Si un operador es manipulable por iq, , entonces es manipulable por i, con

la misma situacion de manipulabilidad.

Demostracion:
Supongamos que A es manipulable por 74, . Asi existe una situacién de manipulabilidad
U, 1, 0,0 tal que
id, (9, 9a) > ia, (¥, a)

donde pa = A, (V) y P = AM(\I/ [%])
De la definicion de iq4, se tiene que ¢ A pa es inconsistente y ¢ A ¢y es consistente,

implicando que [p] N [pa] =0y [¢] N [PA] # 0. De esta manera [¢/\] # 0, conduciéndonos
a que ip(p, pa) = 0 e ip(p, ¢y ) > 0. Asi A es manipulable por i,. 1

Proposicion 6 Sea A un operador que genera solo bases consistentes. Si A es manipulable

por iq,, también lo es por i, con la misma situacion de manipulabilidad.
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Demostraciéon:
Sea A un operador que genera sélo bases consistentes y supongamos que A es manipu-

lable por iy, . De esta manera existen W, u, p, ¢ tales que

id, (9, Oa) > ia, (@, o)

donde pa = AL(V) y ¢y = Ay (¥ [%D

De la definicion de iq, tenemos que wa £ ¢y @p = ¢, lo que nos dice que [pa] ¢ [¢]
y [‘P/A] C [p]. Por otro lado, puesto que pa y go’A son consistentes se tiene que [pa] # 0y
[SDIA] # ().De esta forma

Asi A es manipulable por i,,. ]

A pesar de estos dos resultados anteriores, la no manipulabilidad por i4, y no ma-
nipulabilidad por 74, son légicamente independientes, es decir, un operador puede ser no
manipulable por uno de ellos sin serlo para el otro, y puede ser manipulable para ambos o
para ninguno. Esto se serd demostrado a través de una serie de proposiciones y ejemplos

que veremos mas adelante.

Concluyamos esta secciéon con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4 Pedro, Maria y Alan siempre pasan las tardes juntos. Ellos estan planeando
que harén esta tarde. Maria no quiere salir a comer. Alan no quiere quedarse en casa, asf
que el quiere ir a cenar a un restaurant o al cine. Pedro quiere ir a un restaurante a cenar
pero no quiere ir al cine. Si uno usa el operador de fusion A%> par determinar la meta

del grupo, entonces la meta del grupo sera ir a cenar y no al cine. En efecto:

Consideremos las variables proposicionales m: ir al cine y r: ir al restaurante a cenar,
tomadas en este orden. Las metas de Maria, Alan y Pedro estan dadas, respectivamente,

por:

» ¢ = —r, cuyos modelos son {00,10}
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= 9 =m V7, cuyos modelos son {01, 10,11}
= 3 = —m Ar, cuyos modelos son {01}

La situaciéon no posee restriccion de integridad alguna: p = T.

[T] d(w> (101) d(w> (102) d(wv 903) diStE
00 0 1 1 2
01 1 0 0 1
10 0 0 2 2
11 1 0 1 2

Tabla 2.1: Tabla de calculos

La tabla 2.1 nos muestra que [AﬁH’E({gpl,goQ,gpg})] = {01} = [-m A r], implicando

que AﬁH’Z({gpl,gpg,cpg}) es inconsistente con . Sin embargo, si maria notifica que ella

quiere ir al cine y no quiere ir a un restaurante a cenar (@) = m A —r, con [¢}] = {10}),

entonces, como se observa en la tabla 2.2, [Aﬁ”’z({gp’l,gpg,cpg})] = {01,10,11}, de esta

manera AﬁH’Z({gD’I, 2, p3}) es consistente con 7. Esto nos muestra que

i, (10, AMTE ({01, 02, 03})) > i, (0, AZE ({1, 02, 03}))

Asi, el resultado que obtiene Maria mintiendo es més satisfactorio para ella.

[T] | dw, ) | dw,p2) | d(w,ps) | disty
00 1 1 1 3
01 2 0 0 2
10 0 0 2 2
11 1 0 1 2

Tabla 2.2: Tabla de calculos

2.2. Resultados de manipulabilidad

De manera general, veremos que existen familias de operadores manipulables por los

tres indices que consideramos.
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Sin embargo, imponer ciertas restricciones puede conducir a la no manipulabilidad. Una
primera restriccion atanie el nimero de bases a ser fusionadas. Un caso interesante es cuando
|¥| = 2 donde, de vez en cuando, podemos alcanzar la no manipulabilidad, mientras que

para conjuntos de creencias grandes el operador es manipulable.

Un segundo parametro es la completitud de las bases de creencias del agente que dirige
la manipulacién. En algunos casos para tales bases de creencias la manipulaciéon no es posi-
ble.

Un tercer pardmetro significativo es la presencia de restriccion de integridad. A veces
agregar una restriccion de integridad no trivial (T F# ) puede dar una posible manipulacion,
mientras que no es el caso cuando no existe restriccion de integridad alguna (u «— T).
Por otro lado, agregar una restricciéon de integridad puede impedir alguna manipulaciéon
(simplemente al escoger una restriccion g que no sea consistente con la base ¢ del individuo

manipulador) la cual podria ser posible de otra forma.

Un resultado general de no manipulabilidad para los operadores de fusiéon IC por medio
de los tres indices definidos anteriormente, se obtiene cuando la distancia drastica dp es

considerada.

Proposiciéon 7 Sea f una funcion de agregacion. AT es no manipulable por ip, id, €
iq,.

Demostracion: En virtud de las proposiciones 28 y 6, es suficiente demostrar no manipu-
labilidad del operador A%P:f por el indice de probabilidad.

Razonemos por el absurdo: supongamos que existe una situacion W, u, ¢, ¢’ tal que

ip(ip, AL (W [2])) > i (0, AP () (2.1)
De esta manera
el N [eall _ [l N [eall
|[eall |[pall

donde pa = AZD’f(‘I’) Y Pr = Aﬁmf(\l’ [%])
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Veamos primero lo siguiente.

Afirmacioéon 1

T'EZ ddp.f (w,¥) = T}iz dap,,f (w’ v [%])

Notemos primero que i,(¢, pa) # 1, pues de lo contrario i,(p, pa) toma un valor max-

imo lo que contradice (2.1).

Como iy(p, pa) < 1, tenemos que [[¢] N [pall < |[pall, implicando que al menos un

modelo de pa no satisface a . Asi

Jw' | —p A p; day, (w',\I’) = m'in dap, 5 (w, V)
wp

Por otro lado, puesto que w' = =, tenemos que dp(w', @) = 1, siendo este valor max-

imal. De esta forma obtenemos que dp(w', @) < dp(w', ¥).

Como la funcién f es no decreciente, tenemos que

ddD,f (w/v \Ij) > ddD,f (w/7 v [%])

Pero v’ = pa, es decir dg,, ¢ (W', V) = m)in dap, ¢ (w, V)
wEp

Luego, como dg,, r (w’, v [%D > m}in dap,f (w, v [%D, tenemos que
wi=p

dap,f (w/, \If) > min dqp, (w, U [%])

w=p
Asi
min dg,, ¢ (w, ¥) > min dg,,  (w, ¥ [%]) (2.2)
wi=p wEp

Por otro lado, notemos que i,(p, ¢’y ) # 0, lo que nos permite encontrar al menos un

modelo w” de ¢ A p que satisface ¢y, es decir:

Jw" EpApyda,p(w, V[g]) = Téﬁ dap,s (w0, ¥ [])

Como w” = ¢ se tiene que dp(w”,¢) = 0, y como este valor es minimal tenemos que
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dp(w”, ) < dp(w”,¢’), mas atn
dap s (w", W) < dap (", W[5 ]) = min day g (w, ¥ [5])
De la definicion de min y puesto que w” |= p tenemos que

ZQZ dap,f (w, V) < T@ dap g (w, ¥ [£]) (2.3)

De esta manera, de (2.2) y (2.3) obtenemos que

T'EZ ddp.f (w,¥) = T}iz dap,,f (w’ v [%])

Demostremos ahora que s6lo podemos incrementar el namero de modelos de = en @a,

y disminuir el nimero de modelos de ¢ en ¢/y.

— Sea w' modelo de —p el cual es modelo de pa. De esta manera dp(w', p) = 1, la cual

es una distancia maximal. De esta manera

ddD,f (w/7 J [Wl]) é ddD,i ('UJ/, I) (21)
POI' otro lado, Ccomo U)/ QOA, entonces
':

ddD,f (w', \I/) = m'i’l’L ddD,f (w, \I/) (2.5)
W=

Ahora bien de la afirmacion 1, (2.4) y (2.5) obtenemos que

iy (0 [£]) < min g (.9 [2]).

y por lo tanto
dap g (0, ¥ [£]) = min da, 7 (w, ¥ [£])
Asi, si w = p entonces dg,, f (w’,\I’ [%D < dg,. s (w,\I’ [%D, lo que nos conduce a
que
Vwk=p, o <0 w
o]

Asi, w' € [¢/5], 1o que demuestra que todo modelo de pa y de =g, es modelo de ¢y .
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De aqui se deduce que:
[=¢] N [pa] C [=e] N [PA] (2.6)

— Consideremos ahora un modelo w de ¢ y de ¢/\: w = ¢\ A .

De esta manera dp(w,¢) = 0, implicando que dp(w, p) < dp(w,¢’) y, por ser f una

funcion no decreciente
dap g (0, W) < dgp, 5 (w, ¥ [£]) (2.7)

Por otro lado, como w [= ¢/5 tenemos que dg,, s (w, ¥ [%]) = 77,1'1:71 dap ; (W', ¥ [%]) .
w'Ep
lo que junto con 2.7 nos dice:

dap,f (0, ¥) < ZZ”;L dap s (0,0 [£])

y en virtud del la afirmacion 1 tenemos que dg,,  (w, ¥) < m'z:n dap.f (W', ¥). Por lo
w'E=p
tanto

ddD,f (w,\I') = TTIl'Z:n ddD,f (w',\I’)
w=p

De esta manera w = ¢a, lo que nos permite concluir que todo modelo de ¢/y y de ¢

es modelo de pa:
el N [¥a] €[] N Al (2:8)

Ahora bien, como [p] N [-¢] = 0 tenemos que

Consideremos o = [[pa] N [¢]], B = [[ea] N[=¢]l, o' = [[PA] N[l v 8" = llga]l N [l
(2.6) y (2.8) dicen o < ay < . Ahora bien,

d<anp<pf = dB<af
= d-a+d -f<d at+a-fF
= d(a+p) <ol +7)

o o

o +p T a+p
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Como a+ 3 = [[pall y & + ' = |[¢/s]| entonces

] N [eAll _ 1] N eall
JCNI |lpall
lo que contradice nuestra suposicion. Luego A%P+f es no manipulable. I

Como vimos en el ejemplo 4, la familia obtenida al considerar la distancia de Dalal es
manipulable. Ahora hagamos un enfoque en esta familia y consideremos sucesivamente tres

operadores obtenidos al considerar ¥, Gmax y Max como funciones de agregacion.

En cuanto a A%-> ¢l nimero de bases v la presencia de restricciones de integridad son
)

significativas. Veamos primero que A%»> es manipulable en el caso general.

Proposiciéon 8 El operador A“> es manipulable para id,, Ud, € ip, incluso si hay sola-

S

mente dos bases envueltas en el proceso de fusion.

Demostracion: El siguiente ejemplo demuestra la manipulabilidad de A%#> para id,,-

Consideremos = a V b y las dos bases ¢1 y @9 definidas por sus respectivos conjuntos de
modelos: [p1] = {00,01} y [p2] = {10}.

(1] | dw, 1) | dw,p2) | dlw, ) | dists | dists,
01 0 2 0 2 2
10 1 0 2 1 2
11 1 1 1 2 2

Tabla 2.3: Tabla de calculos

Notemos que los célculos de la tabla 2.3 nos muestran que [AZH’E(gol U w9)] = {10} lo

que nos dice que AﬁH ’E(cpl LI p2) no es consistente con ¢1. De esta manera

ia, (p1, AU (01 L py)) = 0.

Por otro lado, supongamos que el agente cuya base esta dada por ¢ da como base ¢},

con [pj] = {01} es vez de 1. Asi, como se observa en la tabla 2.3,
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[AﬁH’Z(cp/l L e)] = {01,10,11}, de esta forma AﬁH’E(cp’l Ll p2) es consistente con ¢q, im-
plicando queig,, (41, AZH’E(gp’l L @s)) = 1, logrando asf la manipulabilidad de A% por el

indice drastico débil, incluso si hay dos bases en el conjunto de creencias.

Como acabamos de ver que es manipulable por i4,, por la proposicién 28, ya sabemos

que es manipulable para 7,. Asi, s6lo queda por ver que es manipulable para ig4,.

El siguiente ejemplo demuestra la manipulabilidad de A%:> por el indice 1q,. Conside-
remos la restriccion p = (a A b) V (a A =b A —¢) y las dos bases ¢1 y 2 definidas por sus
conjuntos de modelos: [p1] = {000, 111} y [¢2] = {000,001}.

(1] | d(w,@1) | d(w, @) | d(w,p2) | dists; | dists
100 1 2 1 2 3
110 1 1 2 3 3
111 0 0 2 2 2

Tabla 2.4: Tabla de calculos

En la tabla 2.4 se observa que [AﬁH’E(gol Uea)] = {100,111}, lo que nos dice que
AR (01 U ) b= 1, y por lo tanto ig, (01, A (01 U ga)) = 0.

Ahora bien, si el individuo que tiene como base ¢; cambia sus creencias por ¢}, con

[¢}] = {111}, obtenemos que [AZH’E(gp’l L p9)] = {111} (ver tabla 2.4), implicando que
d . d

AMH’E(gp’l U p9) = 1 v de esta forma ig_ (1, AMH’E(cp’l Uo)) = 1. 1

Si consideramos d una distancia cualquiera entre interpretaciones y si ninguna restric-
cion de integridad es considerada, es decir p «— T, la familia de operadores A%> es no
manipulable para los indices i4,, e 44, cuando consideramos solamente dos bases de creen-

cias; pero antes de demostrar este resultado veamos primero el siguiente lema.

Lema 5 Sean @1 y @y bases de creencias. FEntonces, para cualquier distancia d,

A[-il-’z(gpl Uwa) Apy y Afll-’z(gol Ll p2) A o son consistentes.
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Demostracion: Si ¢; es consistente con @9, entonces de (IC3) se tiene que

d
AL () U pg) e @1 A o,

con lo que culmina esta parte de la demostracion.

De esta manera supongamos que ¢ v (o son inconsistentes entre si, y consideremos

w1 = o1y ws = g tales que
d(wy,ws) = min{d(w,w)|w &= ¢1 y w' = @2}

Veamos que d(wla 902) = d(w27 901) = d(wla w2)'

Por un lado d(wi,p2) < d(wyp,wy) y para cada w | ¢ tenemos que
d(wy,wy) < d(we,w), implicando que d(wy,ws) < d(wa,p1) y por lo tanto
d(wr,p2) < d(ws,pr). Del mismo modo se demuestra que d(ws, ¢1) < d(wi,¢2) lo que
nos conduce a que d(wi,p2) = d(wz,¢1), y como d(ws,¢1) < d(we,w;) entonces que

d(wy,ws) = d(wa, ¢1).

. . d,x
Ahora bien mostremos que wy,ws € mm(W, <g1lps )

Notemos que, en virtud del lema 2,
da,s (w1, 01U p2) = d(wi, p2) = d(wz, p1) = da,x (w2, o1 U p2) . (2.9)

Ahora bien, consideremos w una interpretacion arbitraria. Para cada v’ |= @1 y w” |= @9

se tiene por desigualdad triangular y de la elecciéon de wi y wso que
d(wy,we) < d(w,w') + d(w,w"),
y de esta forma d(wq,w2) < d(w, p1)+d(w, p2). En virtud del lema 2 y de (2.9) obtenemos
da,s; (w1, 01 Up2) < das (w, 01U p2) ¥ das (02,01 U p2) < dgs (w0, 01 U o)

Luego, wy <%, w 'y ws <%= w con lo que culmina la prueba. 1

—p1Up2 @12
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Proposicion 9 Sea d una distancia. Siempre que sélo dos bases van a ser fusionadas y no

hay restricciones de integridad A%* no es manipulable por los indices id, € ld,-

Demostracion: Sean ¢ y @9 bases de creencias. Probaremos primero la no manipulabili-

dad por iq,,.

En virtud del lema 5 tenemos que Aflr’z(cpl Uwa) A1y Ac#z(gpl LI p2) A 2 son consis-
tentes. De esta manera i4, (¢, Afll—’z(gol La)) = 1 para i = 1,2; tomando de esta manera

un valor maximal para ig, . Asi A%> ¢s no manipulable por Id,, -

Veamos ahora la no manipulabilidad de A%* por 14, bajo las hipotesis de la proposicion.

Si A% es manipulable por iq, con esta situacion, podemos encontrar ¢ tal que

. 45 . 4y
ig, (1, AT (91 U 92)) > g, (01, AT (01 U p2))

De esta manera Aiz(gpl Uea) w1y A%Z(cp/l U 2) E 1. En virtud del lema 5, pode-
mos encontrar w modelo de yo tal que w = Afll-’z(go’l Ll ¢2), y como consecuencia w = .
De esta manera ¢ es consistente con ¢y, y en virtud de (1C2), Ac#z(gpl L 2) <« @1 A pa.

De esta manera Afll—’z(go’l Ll p2) E 1, lo cual es una contradiccion. 1

La proposicién anterior deja de ser cierta si se consideran més de dos bases. En efecto

tenemos lo siguiente:

Proposicion 10 Si al menos tres bases van a ser fusionadas, el operador A%-> es ma-
nipulable por los indices iq, e iq, incluso si no existe restriccion de integridad alguna in-

terviniendo en el proceso.

Demostracion: La manipulabilidad de A%> por 14, ya se vio en el ejemplo 4

La manipulabilidad de A%#-> por iq, es mostrada mediante el siguiente ejemplo: con-
sideremos tres bases @1, @2, @3, con [p1] = {000,001,111}, [p2] = {110,001} y [¢3] =
{110,000}. Asi, [A#—H’E(gpl, 2, ¢3)] tiene como conjunto de modelos {000,001, 110}, lo que
implica que

. Ay .5
ia, (1, AT (p1,02,903)) =0
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Si consideremos ¢} cuyos conjunto de modelos esta dado por {000,001} se tiene que
[AY (], 02, p3)] = {000,001} y por lo tanto

. d,»
d, ((plvATH (90/17(1027(103)) =1

[(T] | d(w, 1) | dw,¢]) | dw,@2) | dw,s) | dists; | dists
000 0 0 1 0 1 1
001 0 0 0 1 1 1
010 1 1 1 1 3 3
011 1 1 1 2 4 4
100 1 1 1 1 3 3
101 1 1 1 2 4 4
110 1 2 0 0 1 2
111 0 2 1 1 2 4

Tabla 2.5: Tabla de resultado de la fusion con AdH->

Asi A[-il—H = s manipulable con tres bases!. 1

El resultado 9 no se cumple para el indice 7, como vemos en el siguiente resultado

Proposiciéon 11 El operador A% es manipulable por el indice ip incluso si dos bases
de creencias estdn envueltas en el proceso de fusion y ninguna restriccion de integridad

interviene en dicho proceso.

Demostracion: Consideremos las bases de creencias 1, definida por el conjunto de mod-
elos {010,100,101}, y 2 definida por {000,001}. Es facil ver que [AiH’E(gpl Ua)] =
{000,001, 010, 100, 101}. Por lo tanto

. d 3
ip(p1, AT (o1 U 2)) =

Ahora bien, veamos qué pasa si el agente cuya base de creencia esta dada por (1 cambia a

¢}, con [¢}] = {010,100}. Un célculo facil muestra que Afll—H’E(gp’l LI ¢9) tiene como conjunto

'Es facil probar que agregar T al conjunto de conocimiento no cambia el resultado para ninguna de
las tres familias de operadores definidos con Max, Gmaz y % (es decir AL*(¥) = A%*(¥ U T) donde
x € {Max,Gmazx,X}). Asi cuando esos operadores son manipulables para un conjunto de conocimiento de
tamano n lo seran para conjuntos de tamano m, con m > n.
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de modelos {000,010,100}. Luego

, dp,S 2
ip(p1, A (90/1 U 902)) =3
de esta manera ip(¢1, Afer’E(gpl Upa)) < ip(ep1, AiH’E(gp’l Ll ¢2)) mostrando la manipula-
bilidad de A% por el indice ip- 1

A diferencia de A%> ¢l operador A% GMaz g manipulable en muchas més situaciones:

Proposiciéon 12 A%x.GMaz

es manipulable por los indices de satisfaccion iq, e ip, incluso
st no hay restricciones de integridad, la base inicial ¢ es completa y solo dos bases de

creencias estdan involucradas en el proceso de fusion.

GMaz o mani-

Demostracion: En virtud de la proposicion 28, basta demostar que A%
pulable por g4, .

Consideremos las bases 1 y @2, con [p1] = {001} y [p2] = {111}. Como se observa en
la tabla 2.6, [AiH’GMam(gpl Ll @9)] = {011,101}. De esta manera AiH’GMaz(gpl Uwa) y @1
no comparten ningin modelo. Luego

Afer,GMax(

id, (¥1, 01 Ug)) =0

Por otro lado, si en individuo 1 se cambia a ¢} cuyo conjunto de modelos es {000},
entonces [AXEMIT () 1] 4y)] = {001,010,011,100, 101, 110}, lo que nos dice

. dyr ,GM
ia, (01, ATV (0 L)) = 1
Ast Ad#:GMaz og manipulable por ig,, . 1
A pesar de esto, la no manipulabilidad de A%#:G4% se Jogra casi siempre como veremos

en la proposiciéon 13; pero antes veremos un resultado que nos facilitara la prueba de dicha

proposicion.
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U
—~
&

[T] | d(w,¢1)
000 1

001
010
011
100
101
110
111

o1 d(w, 2) | distGra diSt/GMax

W= N = DNDO
WNND DN~ O
O = = N~ NN

Tabla 2.6: Tabla de resultado de la fusiéon con A% .Gmaz
Lema 6 Sean @1 y @9 bases de creencias. Entonces si o1 es inconsistente con v,
AN (01 L )] 2 2.
Demostracion: Sean w; y ws modelos de ¢ y @9, respectivamente, tales que
dy (w1, we) = min{dg (w,w)|w = o1 y w' = 2}
Como se observa en la demostracion del lema 5
d (w1, w2) = dp (w1, p2) = dr (w2, 1)

Supongamos asi que dg(wq,ws) = m, para algin m entero estrictamente positivo (ya que
©1 Ay es inconsistente), y sin pérdida de generalidad, supongamos que w; y wy difieren en

las primeras m variables proposicionales?. De esta manera obtenemos los siguientes casos:

Caso 1 Sim es impar entonces, m = 2k + 1 para algin k entero positivo. Supongamos asf:

— 1 1 1
Wy = (W1, W1y Wy Wing 15 - -+, W)

— (2 2 2
Wy = (WY, -, Whpgs- s Wy, Wing1s- -+ Wy)

2De no ser asi podemos reordenar las variables para obtener lo deseado.
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y consideremos

1 1 2 2
W= (W, Weg1s Wiy, > Wiy Wing 15 -+ -, W)
/ 2 2 1 1
W= (W], Wi 15 Whgo - - Wy Wi - - -, W)

De esta forma
dH(U),'lUl) - dH(w/,U)Q) - k) y
dg(w',w) =dg(w,we) =k +1

Sabemos que dg(w, 1) < dg(w,wy) = k,. Luego si dg(w,p1) < k entonces existe
w) | g1 tal que dg(w,w)) < k. De esta manera

dp (wy,we) < dp(wh,ws) < dg(w),w) + dy(w,wy) < 2k + 1

lo cual es una contradiccion, lo que implica que dg(w, 1) = k. De forma analoga se

demuestra que dg(w, p2) =k + 1, dg(w',p2) =k y dg(w',¢1) = k + 1. Asi
ddH,Gmax (w7 P1 U ()02) = (k + 17 k) = ddH,Gmam (wla ®1 U 902)

Veamos ahora bien que (k + 1,k) = min dq, cmaez (W, 91 L @2) con el orden lexi-
wew

cografico.

Si (k4 1,k) # min da,, ¢Max (W, 1 U @2) entonces existe una interpretacion w” tal
weWw

que ddH,GMax (w//’ p1 U (102) <lex (k + 17 k)

Sin pérdida de generalidad supongamos que
ddH,GMax (w”7 w1 U (102) = (dH(w”7 (101)7 dH(ZU”, (102))7

Sidg(w”, 1) = k+1 entonces di (w”, p2) < k. Consideremos asi w) = ¢1 y wh = @9
tales que dg(w”,w)) = dg(w”, 1) y dg(w”,wh) = dg(w”, p2). Luego

dH(wbw?) < dH(w/17w/2) < dH(w/hw//) + dH(wl%w//) <2k +1,

lo cual es una contradiccion.
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Por otro lado si dg(w”, 1) < k+ 1, entonces dy(w”, p2) < k + 1. De esta manera si

consideramos w)} y wh como anteriormente lo hicimos, obtenemos
/ / / " / 1
dp(wi,ws) < dg(wy,wsy) < dg(w),w”) +dg(wy,w”) < 2k + 1
llegando nuevamente a una contradiccién. De esta forma

(k+1,k) = min da,, ¢ Maz (W, o1 U 92)
wew

Note finalmente que por definiciéon w y w’ son diferentes y realizan ese minimo.

Caso 2 Si m es par podemos escribir m = 2k, para algtn k entero positivo. Asi, como en

el caso anterior, supongamos wj y wo

1 1 1
W1 = (W] ney Wiy e vy Way s Wing 1y -+ - W)
2 2 2
Wy = (W], vy Wiy e e vy Wiy Wing 1y -+ - W)
y consideremos
S| 1,2 2
W= (W1, Wy Wiy 15+ s Wiy, Wnp 15 - - - W)
r_ 2 2 1 1
W = (WL, .o, Wi, Wh g -+ s Wy Win 15 - - -5 W)
Como en el caso anterior, notemos que dy(w,w;) = d(w',w;), con i,j = 1,2, y

analogamente como se hizo en caso anterior, tenemos que dg(w, ;) = d(w, ¢;), con

1,7 = 1,2. Luego
day GMaz (W, 01 U2) = daycmas (W01 Upa) = (k, k)

Verifiquemos que (k, k) = mz% ddy GMaz (W, @1 U p2)
we
Si (k, k) # min da,, Gmaz (W, 91 U p2), podemos encontrar una interpretacion w” tal
wew

que ddH,GMax (w//’ w1 U 902) <lex (ka k)

Sin perdida de generalidad supongamos dgy(w”,¢1) > dy(w”,¢2) y consideremos

w) y wh modelos de @1 y 9, respectivamente, tales que dy(w”,w}) = d(w”, 1) v
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dp (w”, wy) = d(w”, a).

Por un lado, si dg(w”,w}) = k entonces dy(w”,w)) < k. Esto nos conduce a que
dp (w1, we) < dp(wh, wh) < dg(wr,w”) + dy(we,w") < 2k

Lo que es una contradiccion.

Por otro lado, si dy(w”,w)) < k entonces dg(w”,w}) < k. Pero
dp (w1, ws) < dp(wi,wh) < dg(wi,w"”) + dg (we, w") < 2k.

Contradiccion.

De esta manera (k, k) = min dq,; Gmaz (W, 1 U @2). Note, finalmente, que por defini-
wew

cion w y w’ sont diferentes y realizan ese minimo.

Asi, para cualesquiera de los dos casos, hemos encontrado dos modelos distintos de

Ad:Gmaz ()| 60, implicando que |[ATCMT (o) 1 py)]| > 2 1

Una consecuencia directa del lema 6 y de (IC2) es el siguiente corolario:

At_il_H,Gmax(

Corolario 5 Sean 1 y 2. Entonces || w1 Up2)]| =1 si, y sdlo si, o1 es consis-

tente con o y ademds |1 A o] = 1.

Proposicion 13 El operador A%-GMa og 1o manipulable por iq, Si, y solo si, ocurre que
(i) Dos bases de creencias estdn involucradas en el proceso de fusion.
(i1) p—— T.

(11i) La base inicial es completa.
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Demostraciéon:

(<) Supongamos @1 y @2 bases de creencias, con ¢ una base completa, y supongamos

también que el proceso de fusion no interviene ninguna restriccion de integridad.

Si existe una bases de creencias ¢} tal que

. A ,GM .
ig, (01, AFTCME (01 U o)) < g, (01, Ady, Gatae (€1 U ¢2))

entonces A[-il-H’GMam(gpl Uws) w1y A[-il-H’GMam(gpll LU w2) | 1. De esta manera

Agll_H,GMam (90,1 L (’02) — o,

At_il_H,GMam(

lo que implica que | o) Ugpo)| = 1.

En virtud del corolario 5 se tiene que ¢} A ¢ es consistente y de (IC3) se tiene que

d ,GM
AT (O Upg) — @) Ao

Luego, (1 es consistente con g y de (IC3) tenemos que

dy G
AT Max(ﬁﬁl U pa) > o1 A 2.

Puesto que [¢1 A 2] = [¢1], se tiene

dy,GM
A 1 Upa) E o1

lo cual es una contradiccion.

(=) Para demostrar esta implicaciéon mostremos su contra-reciproco por medio de los

siguientes ejemplos:

(i) Consideremos las bases @1, 2 v @3 las cuales estan definidas, de manera respec-

tiva, por los conjuntos de modelos {000}, {101,100} y {001}.

GMaz ({51 9,3} tiene como conjunto de modelos {000, 001},

GM
({1, 02, p3}) FE e,

De esta manera AiH '

como se observa en la tabla 2.7. De esta forma A[-il—H’
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implicando que

A(_?er,GMCL.CE(

id, (1, {o1,02,3})) =0

Por otro lado, si el agente 1 se cambia a ¢} con [¢j] = {010} entonces

[A[-il—H’GMam({go’l, 2, 3})] = {000}, como se puede observar en la tabla 2.7. Esto

implica que AMEMIT(1) 0y 03}) = @1, y de esta forma

GMa:c(

. d
st(gOhATH’ {(10/17@27%03})) =1L

(T] | d(w,¢1) | dw,¢)) | dw,p2) | d(w,3) | distGrrar | diStep e
000 | 0 1 1 1 1.1,0) | (LL1)
001 1 2 1 0 (1,1,0) | (2.1,0)
010 1 0 2 2 2.21) | (2.2,0)
011 2 1 2 1 2,21) | (21,1)
100 1 2 0 2 (2,1,0) | (2.2,0)
101 2 3 0 1 (21,00 | (3,1,0)
110 2 1 1 3 3.21) | (3,11
111 3 2 1 2 3.21) | (22.1)

Tabla 2.7: Tabla de calculos

(77) Sean @1 y @2 bases tales que [p1] = {01} y [p2] = {11} y sea u tal que

[1] = {00,01,11}. Como se puede ver en la tabla 2.8, el conjunto de modelos de

AﬁH’GMax(cpl Ll ¢2) esta dado por {01,11}, lo que implica que

ia, (1, AN (01 1] pg)) =0

AZH,GMax(

pues @1 U p2) = o1

Ahora bien, si el agente cuya base esta dada por ¢, opina ¢}, con [¢}] = {00},

AzH,GMax(

entonces | oy Ugo)] = {01}, y de esta forma

i, (01, ATEMAT (S 11 pg)) =1
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[lu’] d(w> (101) d(wv 90,1) d(wv 902) diStGMam diSt,GMa:c
00 1 0 2 2.1 (2,0)
01 0 1 1 (1,0) (1,1)
11 1 2 0 (1,0) (2,0)

Tabla 2.8: Tabla de calculo

(731) Consideremos las bases de creencias @1 y w2 con [p1] = {01,10} v [p2] = {11}. Si

en el proceso de fusién no interviene ninguna restriccion de integridad entonces

Afll—H’GMax(gol LI ¢2) tiene como conjunto de modelos {01,10,11}. De esta forma

Afll_H,GMa:c(

id, (1, p1Ug2)) =0

Si el agente 1 da a conocer ¢/, con [¢}] = {00}, en vez de su verdadera creencia

@1, entonces [AMOMIT( 1100 = {01,10}. Esto indica que
Afll—H GMaz( ) py) = 1, implicando que
ia, (01, AT (G L)) = 1
[T] | d(w, 1) | dlw, ) | d(w,p2) | distGrras | distyy e
00 1 0 2 (2,1) (2,0)
01 0 1 1 (1,0) (1,1)
10 0 1 1 (1,0) (1,1)
11 1 2 0 (1,0) (2,0)
Tabla 2.9: Tabla de calculo
1
Al igual que el operador A%#:GMaz 15 1o manipulabilidad del operador A%H.Maz ge

logra en muy pocos casos.

Proposicién 14 El operador A% M o5 manipulable por los indices id, € ip, incluso si
no existen restricciones de integridad involucradas en el proceso de fusion, dos bases son

fusionadas y la base inicial es completa.

Demostracion: Sean 1 y 9 bases de creencias definidas por los conjuntos de modelos

{000} y {011}, respectivamente. Como podemos notar en la tabla 2.10,
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[ALMT (15 )] = {001,010}, mostrando la inconsistencia de AU () 11 gy) con

1. De esta manera
. d
i, (1, AT (01 L)) = 0

(T] | d(w, 1) | dw, @) | dw,p2) | distryres | disth,,
000 0 1 2 2 2
001 1 2 1 1 2
010 1 2 1 1 2
011 2 3 0 2 3
100 1 0 3 3 3
101 2 1 2 2 2
110 2 1 2 2 2
111 3 2 1 3 2
Tabla 2.10:

Por otro lado, si en vez de ¢; el individuo 1 cambia a ¢/, con [¢]] = {100}, resulta que
el conjunto de modelos de A[-il-H’Mam(go’l Ll p9) esta dado por {000,001,010, 101,110,111}, lo

Max(

que indica que Afer ’ ¢ U pa) es consistente con 1. Luego

idy (01, AT (dp, Maz)@) Ugs) =1

AdH,Mam

Mostrando la manipulabilidad de por iq,, Yy COMO consecuencia por ip. I

GMaz

Un lema similar obtenido para el operador A% por la inconsistencia de dos bases

de creencias, también lo existe para el operador Adz.Maz,

Proposicion 15 Sean ¢ y ¢’ bases de creencias. Si ¢ es inconsistente con ¢' entonces
dg, M
[ATF T (e U] = 2.

Demostracion: Si ¢ A ¢’ es inconsistente entonces \[Afer GMaz (51 )]| > 2. Ahora bien,

en virtud de la proposicién 4 tenemos que
dy,GM dy, M
[AFH = (‘P U ‘10/)] C [AFTeE (‘P U 90,)]7

y de esta manera |[A‘-i|—H’Maw(gp U] > 2. 1
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Como consecuencia directa de la proposicion anterior y de (IC3) se tiene el siguiente

corolario
Corolario 6 Sean o1 y @2 bases de creencias. Entonces ]Afer’Maz(gpl o) =1 si, y sélo
si, @1 es consistente con w2 y ademds |[p1 A @2]| = 1.

AdH,Max

Proposicion 16 El operador es no manipulable por i, si, y solo si, ocurre que

(i) Dos bases de creencias estin involucradas en el proceso de fusion.
(ii) p—— T.
(11i) La base inicial es completa.

Demostracion: La demostracion de la condicion de suficiencia es similar a la demostracion
de la condicion de suficiencia de la proposicion 13, haciendo uso del corolario 6. De esta
forma soélo nos falta demostrar la condicion de necesidad, y para ello demostraremos su

contra-reciproco a través de los siguientes tres ejemplos.

(i) Consideremos las bases @1, w2 v @3 con [p1] = {000}, [p2] = {100,101} y ¢3{001},

respectivamente.

Como se puede observar en la tabla 2.11, [Afer’GMax({gpl,gpg,cpg})] = {000,001},
implicando que

Ager,GMax(

ids((plv {(10179027903})) =0.

Sin embargo, si el agente 1 opina ¢} con [¢}] = {010} en vez de ¢;, entonces

(AL EME (L oy, p3})] = {000}, Esto implica que AT M ({0 0y 03} b= o1,y
de esta forma

. d,GM
st(gohATH’ ax({(lpllag027€03})) =1

(7)) Sean @1 y @2 bases definidas por los conjuntos de modelos {01} y {11}, respectiva-

mente, y consideremos la restriccion de integridad p tal que g = {00,01,11}. Como se
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[T] | d(w, 1) | dlw,¢}) | dw,p2) | dw,es) | distryres | disth,,,
000 0 1 1 1 1 1
001 1 2 1 0 1 2
010 1 0 2 2 2 2
011 2 1 2 1 2 2
100 1 2 0 2 2 2
101 2 3 0 1 2 3
110 2 1 1 3 3 3
111 3 2 1 2 3 2
Tabla 2.11:
puede ver en la tabla 2.12; el conjunto de modelos de AﬁH ’GMax(gpl Ll p2) esta dado

por {01, 11}, lo que implica que

g, (1, AT (01 11 pg)) = 0

GMax(

d
pues A" 1 U p2) 1.

Ahora bien, si en vez de ¢ el individuo opina ¢, con [p]] = {00}, entonces
[AZH’GMM((,D& L ¢y)] = {01}. De esta forma

ia, (o1, AN (G U pp)) = 1

W | dw, 1) | dlw, ) | dlw,p2) | distares | disthy .

00 1 0 2 2 2

01 0 1 1 1 1

11 1 2 0 1 2
Tabla 2.12:

(74i) Consideremos las bases de creencias ¢; y @2 con [p1] = {01,10} y [p2] = {11}
Obsérvese que por los calculos que se muestran en la tabla 2.13 AiH ’GMax(gpl L v2)

tiene como conjunto de modelos {01,10, 11}. Asi

ia, (g1, AT (01 L py)) = 0.
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Por otro lado, si el agente 1 se cambia a ¢, con [¢}] = {00}, entonces [Afer GMaz( 1) py)] =

{01,10}. Esto indica que

GMam(

. d
ig, (1, AF" P Ugps)) =1

(T] | d(w,¢1) | d(w,¢)) | d(w,p2) | distyas | dist)y,,
00 1 0 2 2 2
01 0 1 1 1 1
10 0 1 1 1 1
11 1 2 0 1 2

Tabla 2.13: Tabla de calculo

2.3. Estrategias Restringidas

Otro tipo de restriccion a las antes mencionadas yace sobre las posibles estrategias
disponibles para mentir. En el caso general, el individuo manipulador es libre de repor-
tar cualquier base, incluso si estda “bastante lejos” de sus verdaderas creencias o metas.
De cualquier manera hay numerosas situaciones para los cuales los otro participantes del
proceso de fusién tiene alguna informacion acerca de las verdaderas base del individuo ma-

nipulador.

Es por esta razon que ahora nos enfocaremos en dos restricciones sobre las estrategias
disponibles para los agentes manipuladores. La manipulacion por erosion (respectivamente
por dilatacion) es cuando la base reportada ¢’ es necesariamente més fuerte (respectiva-

mente mas débil) que la verdadera base ¢.

Definicion 24 Sea i un indice de satisfaccion.

s Un operador de fusion A es manipulable por erosion con respecto a i si, y sdlo si,

existe una situacion de manipulabilidad V, u, ¢, ¢, tal que ¢’ = ¢ y ademds

i, Mu(P [£])) > il Au(D))
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s Un operador de fusion A es manipulable por dilatacion con respecto a i si, y solo si,

existe una situacion de manipulabilidad V, u, ¢, ¢, tal que ¢ = ¢’ y ademds
Z.(('plv A,u (\Ij [%])) > Zl((pv AH(\II))
Proposicion 17 Sea d una pseudo distancia y sea f una funcion de agregacion. El operador
A% es no manipulable por dilatacion respecto a los indices Up, Ud, € id,-
Demostraciéon: En virtud de las proposiciones 28 y 6, basta demostrar la no manipulabil-

idad con respecto a iy,.

Por reduccion al absurdo, supongamos d pseudodistancia y f funciéon de agregacion

tales que A%f es manipulable con respecto a ip.

Bajo esta suposicion, existe una situacion de manipulabilidad W, i, @, ', con ¢’ = ¢

tal que
i, Ay (P [%D) > i(p, Ap(V))

Al igual que antes, denotemos por oA = A, (V) y ¢\ = A, (\I/ ["%]) Luego

|l] N [PAll - ] N [pal]
(Al |leall

(2.10)
Como ¢ = ¢/, de la las propiedades de min se tiene que para cualquier interpretacion
d(w, ¢") < d(w, )
Asi, por ser f no decreciente se tiene que, para cualquier interpretacion w,
dd7f (w, 1\ [%]) < dd,f (w, \If) (2.11)
De aqui es inmediato que

min da g (w0, ¥ [£]) < min dg f (w, )

Consideremos wi = p tal que dgf (w1, V) = m'in daf(w,¥) y wy = p tal que
wi=p
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da,y (wo, ¥ [£]) = min da,g (w, ¥ [£]).

Entonces se tiene que
dd’f (wg, 1\ [%]) < dd’f (wl, \I/) .

Notemos ¢ es consistente con ¢/s, asi consideremos w = ¢ A¢/y. Como ¢ |= ¢ entonces
d(w, ) = d(w,¢") =0, luego dg  (w, V) = dg s (w,\I/ [%])

Pero w = ¢/y lo que implica que dg s (w,\I/ [%]) = dgr (wg,\I/ ["%]), y puesto que
da,f (w1, V) < dg 5 (w,¥) entonces dg f (w1, ¥) < dg 5 (wa, ¥ [%]) De esta manera

da,f (w1, V) = dg,r (w2, v [%]) (2.12)

Ahora bien, consideremos w’ = pa. De aqui se tiene w’ = py dg ¢ (W', V) = dg 5 (w1, ¥),
y por 212 dgs(w',¥) = dgys (w2, ¥ [%]) Por otro lado de (2.11) se tiene que
da,f (W', W) >dg s (w', ¥ [%]) lo que nos dice que

da,f (w2, ¥ [£]) = day (w', ¥ [£])

Asi, necesariamente, w’ = ¢y, lo que demuestra que todo modelo de A es modelo de
¢/, es decir
[oa] C @Al (2.13)

y de aqui se tiene que
[l N [pa] C (@] N [PA] (2.14)

Por otro lado, considerando w” = pA¢/, se tiene que dg 5 (w”, ¥ [%D =dg s (we, ¥ [%]),
y como w” |= ¢ se tiene que d(w”, ) = d(w”,¢'), obteniendo que dg y (", ¥) = dg 5 (w", ¥ ["%] ).
De esta manera dg 5 (w”, V) = dg s (w1, ¥), lo que indica que w” = pa. Esto demuestra

que [p] N [A] C [¢] N[pa] y, en virtud de (2.14) se tiene que

[e] N leal = [p] N [pal (2.15)
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De (2.13) y (2.15) se concluye que

el N [PAll 1] N [pall
leall = lleall

lo que es una contradiccion. De esta forma A%f es no manipulable por Ip. ]

Notemos que con los casos no restringidos donde los operadores se lograron manipular,
esta se logro sin anadir nuevas interpretaciones en el conjunto de modelos de la base inicial.
El resultado anterior nos dice que la manipulaciéon no se hubiese logrado si se hubiese hecho

esto.

La historia no es la misma para la manipulaciéon por erosiéon. Podemos encontrar conjun-
tos de creencias que pueden ser manipulados usando la estrategia de erosion (Ver ejemplo

1),

Lema 7 Sea d una pseudodistancia y f una funcion de agregacion. Si un conjunto de
creencias U es manipulable por ¢ relativo a A%7, id,, Y M, entonces existe una base completa

Y, tal que
ia,, (0, AT (¥ [22])) > i, (0, ALY ()

Demostracién: Supongamos que el operador A%/ es manipulable por 14, - Asl existe una

situacion de manipulabilidad ¥, i, ¢, ¢’ tal que
ia,, (0, 9n) > ia, (¢, )
donde pa = AZ’f(\I’) Y P = AZ’f (v [%’JD
De esta forma se tiene iq, (¢, oa) =0y iq, (¢, ¥'A) = 1, y ademés

VwlEeApduw E-pAp; deg(w,0) <dgy(w, ) (2.16)
Fwy o Apvw = p; dag (w1, [%]) <dgy (w, ¥ [%]) (2.17)

Notemos que en (2.16) la escogencia de w’ no depende de la eleccion de w, ya que ¢ es
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inconsistente con pa. De esta manera (2.16) es equivalente a
FJw' e Apvw b= o Ap; dap (W', V) < dgy (v, ) (2.18)

Sea wy como en 2.17 y consideremos w = ¢’ tal que d(wy,w) = d(wy,¢’). Sea ¢y, la

base completa determinada por la interpretacion w. Mostremos que
ia,, (o, AT (W [22])) > da, (0, AL (V)
Como d(w1, py) = d(wy,¢’) se tiene
dag (wi, W [%2]) = da s (w1, V)
De (2.17) y de la ecuacion anterior, se tiene
Vo' = i dag (w1, [22]) < dag (0, W [£]) (2.19)

Por otro lado como ¢, E ¢’ entonces, para cada interpretacion w' E pu,

d(w', ") < d(w', ¢y). Luego por ser f una funcién no decreciente tenemos que
V' s dag (0,0 [5]) < day (w0 [52])
y directamente de (2.19) se tiene que:
Vo' = i da g (w1, O [22]) < dag (0, 0 [22])
De esta manera w; = A/ (U [22]) A, lo que implica que

ia, (0, AR (W [22])) > dg,, (0, AL (V).

Lema 8 Sea d una pseudodistancia y f una funcion de agregacion. Si un conjunto de
creencias U es manipulable por ¢ relativo a AT, 4, Y I, entonces existe una base completa
Y, tal que

ia, (0, AT (W [22])) > da, (0, AR (0))
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Demostracién: Supongamos que un operador A%/ donde d es una pseudodistancia y f es
una funcion de agregacion, es manipulable por el indice dréstico fuerte, i4,. De esta manera,

podemos encontrar una situaciéon de manipulabilidad W, u, ¢, ¢’ tal que

id, (9, Oa) > ia, (@, o)

donde pa = AZ’f(‘I/) Y Pr = AZ’f (v [%])

Esto implica que iq, (¢, pa) = 0 e iq,(p,¢/x) = 1, y como consecuencia o = ¢y
/
N2

Consideremos w = ¢y y sea w = ¢ tal que d(wi,w) = d(w,¢’). y consideremos la
base de creencias ¢,, cuyo tinico modelo esta dado por w. Notemos que d(w1, ¢y,) = d(w1, ¢’)

day (wi, W [22]) = da s (w1, U [£]) (2.20)

Como w; = ¢/5 entonces

dag (01,9 [£]) = min das (', 0 [£]) (2:21)

Ahora bien como
min da (a0 [32]) = dag (o, [2])
en virtud de (2.20) y 2.21 se tiene

i, s (w0 [) < i dag (0 W [5])

Por otro lado, como ¢,, = ¢’ entonces para cada interpretacion w’, d(w’, ¢') < d(w', pu)

y por ser f no decreciente, entonces
Yl €W day () W [£]) < da (!0 [22])
y por lo tanto

min g (w', ¥ [£]) < min da g (o, 0 [22])
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y asi

min dd7f (w', \\ [%]) = min dd7f (w', v [%"]) . (2.22)
w'p w'p

De esta manera

dg g (w1, W [22]) = min da g (w', @ [22]),

y puesto que wy = u, tenemos que wy = Aﬁ’f (\I’ [%ﬂ])

Mostremos ahora que
Al (w [e2]) = AR (v [£]).
Sea w” = Az’f (¥ [2]). De esta manera w” |= pu y ademés
dag (W', ¥ [5p]) = min da s (u', ¥ [2])
w'=p
En virtud de 2.23 tenemos que

dgy (w", 0 [#2]) = min da,g (v, ¥ [£])

y puesto que por monotonia dg s (w”, ¥ [%]) <dgs (", U [%’J]) entonces

dag ("W [5]) < min das (', ¥ [£])
w'=p
y por lo tanto

dg g (W', [£]) = min do s (v, ¥ [£])

Luego como w” = p se tiene que w” = ¢/y, y como consecuencia w” = ¢ ya que

¢\ = ¢. Luego Aﬁ’f(\lf [%‘J]) = ¢, implicando que igq, (¢, Aﬁ’f (\I/ [%ﬂ})) =1y de esta
manera

ia, (¢, AT (W [22])) > ia, (0, ALY (0))

Proposicién 18 Sea d una distancia. Si A%> es manipulable por 14, , entonces es mani-

pulable por erosion con respecto a iq, .
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Ademds, un conjunto de creencias U es manipulable por ¢, relativo a A%, idy, Y I ST,

y solo si, la manipulacion es posible usando una base completa p,, = ¢, es decir, existe

Yw = ¢ tal que
ia, (0, ABZ (U [22])) > g, (¢, ALZ (1))

Demostracion: Por reduccion al absurdo, supongamos que A%* es manipulable por i4
, SUpong q p p w Y

que no lo es por erosion. Asi podemos encontrar una situacion de manipulabilidad W, u, ¢, ¢’

y ¢ £ ¢ tales que
ia, (¢, ©n) > 14, (0, 0a)

donde pp = ALY (W) y oy = AR (W [£]).

©

Por el lema 7 podemos suponer que ¢’ es completa, con ¢’ = {w}} de la condicion de

manipulabilidad tenemos que

VwkEeApIduw E-pAp; dyy (', V) <dgy(w, )
Fwy o Apvw = p; dag (w1, @ [%]) < dg,y (w, ¥ [%]) (2.23)

Consideremos la base ¢,, definida por [p,] = {w;}. Como hemos supuesto que el ope-

rador es no manipulable por erosion , y ya que ¢, = ¢, entonces
. > . d,x
ia,, (¢, A= (9)) = da,, (0, A~ (P [£2]))
. d,x .
de esta manera iq,, (¢, Ay~ (U [%ﬂ])) =0, y asi tenemos que

Vu'lEpAp3w' oo Ap dag (00 [50]) <dag (09 [5e]) 0 (2.24)

Por ser ¢ inconsistente con AZ’E (\I/ [%ﬂ] ), la escogencia de w’ no depende de la eleccion

de w. De esta manera (2.24) es equivalente a
Fuw' E e A Vu' oA pdgy (0, W [ee]) <dgy (w0 [2]) (2.25)

Escojamos asi wy = —p A u satisfaciendo (2.25) y consideremos U’ = {0 € ¥|o # ¢}.
Por 2.25, para cada w = o A u

d(wy,ws) + dgqx (wg, \I’,) < d(wl,w) +dgx (w, \I//) ,
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en especial, puesto que wy = ¢ A i, tenemos que
d(wl, wg) + ddg (’wg, \I’,) < dd’g (wl, \I//) . (2.26)

Por otro lado, como wy [= p1, de 2.23 se tiene que dgx (wl, 1\ [%]) <dgyx (wg, v [%])

Lo cual es equivalente a
d(w,¢") + day (w1, V') < d(wg, @) + day; (w2, ¥')

Por lo tanto
d(wl, w/l) + dd,Z (wl, \I’/) < d(’wQ, w/l) + dd,Z (’LUQ, \I’/) . (2.27)

Luego, de 2.26 y 2.27 se tiene
d(wl, w2)+d(w1, w,1)+dd72 (’LUQ, \I’/) —|—dd7§) (wl, \I’/) < d(U)g, ’wll)—l-ddl; (’LUQ, \If,) —|—dd7§) (wl, \I’/)
y simplificando se obtiene que
d(w1,ws) + d(wy,w)) < d(ws, w})

lo que contradice la desigualdad triangular. De esta manera la manipulacién es posible por
erosion a través de una base completa. 1

Un resultado similar se prueba con respecto al indice drastico fuerte. Aqui no daremos
la prueba la cual es analoga a la del resultado anterior.

Proposicion 19 Sea d una distancia. Si A%> es manipulable por iq,, entonces es mani-

pulable por erosion con respecto a igq,.

Ademds, un conjunto de creencias ¥ es manipulable por o, relativo A%S, iq, Y W ST,
y solo si, la manipulacion es posible usando una base completa p,, = ¢, es decir, existe
ow E p tal que
ia, (0. AT (U [22])) > da, (¢, ALY (1))



CAPITULO 3

MANIPULABILIDAD INTRINSECA DE LOS OPERADORES DE
FUSION

3.1. Levantamientos

Como vimos en el capitulo primero, existe una relacién estrecha entre la fusion 16gi-
ca y la teorfa de eleccion social. Recientemente Ramén Pino Pérez y Jahn Franklin Leal
[Pino y Leal 2006] definieron en el marco de la Teorfa de eleccion social una nocion de ma-
nipulabilidad intrinseca y general a para las funciones de elecciéon. Ahora bien las similitudes
que existen entre la fusion logica y la teoria de eleccién social nos permitiran introducir,
de forma natural, una nocién de manipulabilidad para los operadores de fusién a través
definidos a partir de distancia. La idea fundamental es poder “extender” un preorden total
sobre W, obtenido de una distancia d y una base ¢ a un preorden sobre conjuntos de inter-
pretaciones. Dicha extension transfiere la informaciéon de preferencias sobre interpretaciones

en preferencias sobre conjuntos de interpretaciones.

En realidad esa es una idea muy natural y muy usada en muchos dominios. Quizas el
primero a utilizarla fue Shackle [Shackle 1953, Shackle 1955] en teoria de la decision y la
teoria de eleccion social. El transfiere la informacion cualitativa de preferencias sobre puntos
en preferencias sobre conjuntos. Este método ha sido utilizado en muchos contextos por va-
rios autores (Lewis, Zadeh, Dubois, Spohn, Halpern, etc.). Algunas veces es llamado medida

de posibilidad comparativa y corresponde al levantamiento I definido en [Pino y Leal 2006].

80
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Introduzcamos en el contexto de la fusion logica las nociones de levantamiento:

Definicién 25 Una aplicacion <—C< que envia un preorden total sobre W, <, en una
preorden total sobre P*(W), C<, es denominado un levantamiento si, y solo si, la siguiente

condicion se mantiene para cualquier par w,w’ en W.
w<w' <= {z} C< {y}

De esta manera, si <=L« es un levantamiento, el preorden total C< es una “extension”

para el preorden <.

Consideremos < un preorden total para YW. Consideremos A y B elementos cualesquiera
de P*(W). Definimos:

A EIS B <= Ja € min(A4,<) AJbemin(B,<);a <b

ACY B« Acl Bv (A~L BAJA| <|BJ)

A EIS” B« A Eé BV (A :IS B A lmin(A, <)| < |min(B, <)|)

ACY B Al Bv (A=~IT BA|A <|B))

Consideremos ahora las siguientes relaciones!

ACY B<= AcLl B vV (A~L BAACmin(W,<) A B ¢ min(W, <)).
ACY B« Byl A

La relacion CL asociada a < es, como dijimos previamente, una relacion de posi-
bilidad Comparati\?a asociada con la “medida de posibilidad” < (ver [Dubois et al. 1994,
Dubois y Prade 2004]). Esta relacion extiende de manera natural las preferencias sobre e-
lementos en W expresados por <, a preferencias sobre P*(W) expresadas por EI<. A EI< B
establece que el mejor elemento de A (relativo a <) es preferido o indiferente alimejor ele-
mento de B (relativo a <); o, mas graficamente, que los mejores elementos de A estan en

el mismo nivel o en un nivel méas bajo (mejor) que los mejores elementos de B.

'Esta definicién se introduce por primera vez en este trabajo.
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La relacién Eg puede ser vista, de manera cuantitativa, como un refinamiento de la
primera, con una probabilidad uniforme. Esto puede ser explicado de la siguiente manera:
A CU B i, y solo si, el mejor elemento de A (relativo a <) es estrictamente preferido al
mejor elemento de B (relativo a <) o en caso de que los mejores elementos de A y B estén
en el mismo nivel, A tiene menos o igual namero de elementos que B, es decir, cuando
lo mejor de A y B estén en el mismo nivel, uno prefiere al conjunto mas preciso (el mas

pequerio).

La relacion I11 es de hecho la relacion de posibilidad con el refinamiento leximin (ver
[Dubois y Fargier 2004]); mientras que la relacion IV es, como en el caso de la relacion 117,

un refinamiento del tercero a través de una probabilidad uniforme.

La relacion CY (que es el preorden total asociado a =Y) se puede ver como una defor-
macion de CL en la que los conjuntos del nivel minimo son aquellos formados solamente

por elementos del nivel minimo de <.

Para ilustrar la idea intuitiva del comportamineto de los levantamientos definidos pre-
viamente consideremos los siguientes ejemplos graficos. Aqui, el preorden < es representado
por niveles y los elementos que se encuentran més abajo son mejores que los elementos que

se encuentran mas arriba como es usual en la literatura.

Ejemplo 5 O (\B
En la figura 3.1 el preorden < esta representado por M ®

. . N
niveles. Aqui podemos observar que A y B satisfacen . <
ACL B, AcY B, AcUI B, AcClY By AcCY B. S

En la figura 3.2 los conjunto C'y D satisfacen la siguien- /\

te relaciones: C' :IS D, |C| = |D|, asi C ~I D; pero /JR p

|min(D, <)| < |min(C,<)|, asi D IZISH C y_D I:ISV C. w <
Por otro lado, C, D ¢ min(W, <) lo que nos dice que C'

y D no son comparables por E‘S/, asi C' :g D.

Fig. 3.2:
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En la figura 3.3 los conjunto E y F satisfacen la siguiente

relaciones: F 22 F, pero |E| < |F|, asi E EISI F. Como —O o FQF _
|min(E, <)| = |min(F,<)|, E :ISH F; pero E IZISV F. G G
Por otro lado £ C min(OV,<) y F' ¢ min(W, <), im- _@
plicando que F [g F
Fig. 3.3:

Proposicion 20 Para cada « € {I,1I,I11,1V,V'}, la aplicacion <—L2 es realmente un

levantamiento.

Demostracion:

Vamos a probar que la aplicacion CL define un preorden total sobre P*(W). Para los
valores de I, Il y IV es suficiente con_notar que la relacion lexicografica asociada a dos
preordenes totales es un preorden total puesto que las relaciones Eé, E‘g , EISI I'y E‘;V estan

definidas como combinaciones lexicograficas de preordenes totales

Totalidad Supongamos A y B subconjuntos de W, ambos no vacios. Por la finitud de W,
min(A, <) # 0 y min(B, <) # (). De esta manera podemos tomar a € min(4,<) y
b € min(B, <). Por ser < un preorden total sobre W se tiene que a < b, o bien b < a.
Esto nos lleva a que A EIS B, o bien A EIS B

Reflexividad Sea A un subconjunto no vacio de W, y supongamos a € min(A, <). Por la

reflexividad de < tenemos que a < a, implicando que A CL A.

Transitividad Sean A, B, C subconjuntos no vacios de W tales que A CL By BCL C,

mostremos que A EIS C.

Por definicion de EIS, podemos escoger a € min(A4,<), b,y € min(B,<) y
¢ € min(C,<) tales que a < by b < c¢. Como b ~ V' tenemos que b < c. Asi,

por ser < una relacién transitiva, tenemos que a < ¢ implicando que A £ C.

Verificar la condicion de levantamiento para las relaciones I, I1, I11, IV, es decir que

ellos extienden a <, es directo a partir de sus definiciones.

Veamos ahora que la aplicacion <++CY es también un levantamiento.
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Totalidad Supongamos A y B subconjuntos no vacios de W, y, sin pérdida de generali-

dad, supongamos que A EIS B.Si A IZIS B, directamente de la definicion se tiene que

Agg B.

Supongamos asi que A ~L By que A C min(W,S ) Si B C min(W,S ), en-
tonces A y B son incomparables por E‘S/, lo que implica que A :‘S/ B. Ahora bien, si
B ¢ min (W, < ) directamente de la definicion se tiene que A =¥ B.

Por otro lado, si A ¢ min (W, < ), considerando los casos en que B C min(W, < )
y B ¢ min (W, < ) se tiene respectivamente que B E‘S/ Ay A :‘_/ B, por un razona-

miento analogo al caso anterior.

AsiAEgBoBE‘S/A.

Reflexividad Sea A un subconjunto no vacio de WW. Como A ~L A entonces, sin importar

si A esta contenido o no en min(W, < ), se tiene que A :‘</ A.

Transitividad Sean A, B, C subconjuntos no vacios de W tales que ACY By BLCY C.
Mostremos que A Eg C.

Primero observemos que por definicion de CY es inmediato ver que para cualesquiera
X,Y conjuntos no vacios de W se tiene X CY YV = X CL Y.

De alli y por transitividad de EIS tenemos A EIS C. Supongamos que A Z‘S/ C. Como
CY es total necesariamente C =Y A. Ahora bien, como A CL C necesariamente
C'_Q mz’n(W,g ) Como B EZ E}' necesariamente B C mz’n(;\/,g ) y finalmente
como A E‘S/ B necesariamente A C min (W, < ) lo que implica que A :‘_/ C, lo que

contradice la suposicién.

La demostracion de la condicion de levantamiento, es decir que CY extiende al preorden
< viene del hecho que esa relacion restringida a los singletones coincide con CL el cual ya

vimos extiende a <.



3. Manipulabilidad intrinseca de los operadores de fusion 85

3.2. Manipulabilidad intrinseca de los Operadores de Fusién

Comenzaremos por transferir la nocién de manipulabilidad de funciones de eleccion so-
cial, presentada por Pino Pérez y Leal, al marco de la fusion logica, en particular a los

operadores definidos a partir de una distancia.

Sabemos que si d es una pseudodistancia y ¢ es una base de creencias podemos definir
un preorden total §fi sobre W asociado a ¢ poniendo w Si w' ssi d(w, ) < d(w',p). Asi,
si tenemos un levantamiento <r—C<, escribiremos T, en vez de C_4, donde C_a es la

= = =

“extension” de §fi por medio del levantamiento dado.

Definicion 26 Sea d una distancia entre interpretaciones y f una funcion de agregacion.
Diremos que el operador A%F es manipulable (relativo al levantamiento <—LC<) si, y sdlo
s, existen una restriccion de integridad p, un conjunto de creencias ¥, bases de creencias

vy, con eV tales que
AL (v [£]) = 1857 ()]

A la base ¢ con la cual se logra la manipulacion del operador de fusion la denominare-

mos base inicial.

Como se puede observar directamente de la definicion de los cinco levantamientos dados
anteriormente, siempre que un operador sea manipulable por el levantamiento I lo sera
también por los restantes. De igual manera, si un operador es manipulable por el levan-

tamiento /711, también lo sera por el IV.

3.3. Levantamientos vs. indices

En esta seccion vamos a establecer algunas relaciones entre la manipulabilidad definida
en la seccidon precedente, a la que le daremos el nombre de manipulabilidad intrinseca y la

manipulabilidad via indices estudiada en el capitulo 2.

Los primeros resultados conciernen el uso de la distancia dréstica dp.
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Teorema 8 Para cualquier funcion de agregacion f si AT es manipulable por el levan-
tamiento I para una situacion U, u, ¢ y ' entonces AT es manipulable por el indice Ud,

para la misma situacion.

Demostracion: Sea U, u, ¢ y ¢’ una situaciéon de manipulaciéon para el levantamiento I.
Note que, debido al uso de la distancia drastica, <, tiene a lo sumo dos niveles: [¢] los

minimales y [—], los menos preferidos, en el segundo nivel. Como
(A (v [2]) = [ ()]
necesariamente [A%P (T [£D]Ne] #0 [A9LF ()] C [~]. De alli es claro que
W o ¥ Y 1B = [Tl q
i, (o AT (W [2]) =1y g, (e, AP (W) =0

lo que significa que ¥, u, ¢ y ¢’ es también una situaciéon de manipulacion para ig,, . ]

El teorema anterior junto a otro resultado del capitulo 2 nos permiten establecer facil-

mente el siguiente resultado

Proposiciéon 21 Para cualquier funcion de agregacion f, el operador A-f es no mani-

pulable por el levantamiento I.

Demostraciéon: Razonemos por reduccion al absurdo. Sea ¥, p, ¢ y ¢’ una situacion de
manipulacién para A2/ con respecto al levantamiento I. Por el teorema precedente ¥, p, ¢
y ¢’ es también una situacion de manipulacion para ig4, pero esto contradice la proposicion
7. 1

En contraste, este resultado no es cierto para los levantamientos I1, 111, IV.

Proposiciéon 22 Los operadores A%D-> | Adp.Gmaz o Adp.Max gon manipulables con res-
pecto a los levantamientos I1, 111, IV, incluso si no existe restriccion de integridad, y dos

bases de creencias estdn siendo fusionadas.

Gmaz consideremos la siguiente situacion:

Demostracion: Para los operadores A9 y A4D;
sean 1 y @2 bases de creencias definidas por los conjuntos de modelos {00,10} y {11},

respectivamente.
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[T] | d(w, 1) | d(w,¢)) | d(w,@2) | dists; | dists, | distayae | distenres
00 0 0 1 1 1 1.0) 1.0)
01 1 1 1 2 2 (1,1) (1,1)
10 0 1 1 1 2 (1,0) (1,1)
11 1 1 0 1 1 (1,0) (1,0)

Tabla 3.1:

En los célculos obtenidos en la tabla 3.1 se puede observar que
AT (o1 Uga)] = [AP (01 U 02)] = {00,10,11}
Sin embargo, si el individuo 1 expresa ¢/, con [p]] = {00}, en vez de 1, se tiene que
AP (6 U )] = (AP (0] L pa)] = {00, 11},

De esta manera
dp,> dp,>
[ATP* (o1 U pa)] =L [AT () U )]

Sin embargo, la cardinalidad de [A%D’Z(cp’ll_lcpg)] es

menor a la cardinalidad de [AT”7(¢1 U p2)]. De igual — 1 ) 3
manera el conjunto de los minimales de [AiD’Z(cp/l L @2)] / / -
con respecto a §ZD es menor que el conjunto de los CW !

minimales de [Afer (1 U y)] con el mismo orden.

Fig. 3.4:

A@D.GMaz qn regpecto a los levan-

Esto muestra la manipulabilidad de A%>* y de
tamientos 11, II1 y IV.

AdD,Ma:c

Para mostrar la manipulabilidad del operador , consideremos las bases @1 y

@2, con [p1] = {00,01} v [p2] = {00,01,10}.
Observando la tabla 3.2 notamos que [AiD’Max(cpl Llgpe)] = {00,01}. Sin embargo,
si el individuo cuya bases esta dada por ¢; da a conocer ¢, definido por el conjunto de

interpretaciones {00}, en vez de su verdadera creencia, entonces [AC%D AMar (o 1 py)] = {00}
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[T] | d(w,¢1) | d(w,¢)) | d(w,@2) | distyas | dist)y,,
00 0 0 0 0 0
01 0 1 0 0 1
10 1 1 0 1 1
11 1 1 1 1 1
Tabla 3.2: Tabla de calculos
De esta manera
dp,M dp,M
[AT (o1 U pa)] =, [AT (0] U a)]. _8—91_} 3
<,

Pero O
1A% (g U ga)]]| < [[AP (1 L @)

. Fig. 3.5:
al igual que

[min (AP () Ugo)], <8 )| < |min (AP (01 U o)), <20 )|
ya que AP M (o) U py) e o, AN (o Ligo) = oy o P AP (0 L gy). As
[Ager’Max (90/1 U 902)] Eﬁ [Ager’Max(sﬁl Uw2)] vy [AiD’Max(sﬁll U 902)] Eﬁl [Ager’Max(sﬁl U @2)]
lo que demuestra también que

dp,M dp,M
[ATP M () U o)] EDY AT (01 U )]

Otro resultado que pone en relacion los indices con los levantamientos es el siguiente:

Proposicion 23 Sea d una pseudodistancia y f una funcion de agregacion. Si el operador
A% es manipulable por iq, con cierta situacion de manipulabilidad, entonces lo es con

respecto a los levantamientos I, 11, I11, IV yV con la misma situacion.

Demostraciéon: Supongamos que el operador A%/ es manipulable por el indice Idy, ¥
mostremos solo la manipulabilidad de este operador con respecto al levantamiento I (la

manipulabilidad por los levantaminetos restantes se obtendra directamente de esta).
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Por ser A%/ manipulable por el indice i4,, €xiste una situacion de manipulabilidad

U, u, o,¢, con o € ¥ tal que
ia,, (9, A% (¥ [£])) > ia, (0, AL (9)).

De la definiciéon del indice 4, se tiene ¢ A AZ’f (¥) es inconsistente mientras que
A AZ’f(\I/ [%]) es consistente. Tomemos de esta manera w = ¢ A Aﬁ’f(\ll [%]) De
esta manera d(w,¢) = 0; y de la inconsistencia de ¢ A Aﬁ’f (P) se tiene que para cada
w' AL (W), d(w', ) > 0. Ast:

V' AN (D), d(w,¢) < )

y por lo tanto
Vo' AZ’f(\I/), w <Z w'.

Esto demuestra que [Aﬁ’f (¥ [%])] IZ{D [Az’f(\ll)]. 1

Del resultado previo y de resultados de manipulabilidad obtenidos en el capitulo 2

obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 24 El operador A%-> es manipulable por los levantamientos I, IT, ITI, IV

y V incluso si solo dos bases de creencia participan en el proceso de fusion.

Demostracion: Recordemos que A% > es manipulable para i4, (ver proposicion 8). Asi,
por la proposicion 23, A% > es manipulable para el levantamiento I y por ende para los

levantamientos II, III, IV y V. I

Proposicion 25 Sea d una distancia. Si sélo dos bases son funcionadas y no existe res-
triccion de integridad en el proceso de fusion, entonces el operador A% es no manipulable

por el levantamiento I.

Demostracion: Sean @1 y o bases de creencias. En virtud del lema 5 tenemos que
A[-il—’z(gpl Ll p2) es consistente con 1. De esta, manera si tomamos w = A[-il—’z(gpl U w2) A p1

tenemos que para cualquier interpretacion w’, w §il w’, lo que nos conduce a que para
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cualquier base de creencias ¢,

[AT” (01 U )] CL [AY (9 U 2)].

El resultado anterior no es necesariamente cierto para los levantamientos I1, I11,1V .

Proposiciéon 26 El operador A% > es manipulable por los levantamientos II,111,1V,
incluso st solo dos bases son funcionadas y no existe restriccion de integridad en el proceso

de fusion.

Demostracion: Sean ¢ y s bases de creencias, con [p1] = {000,011} y [¢2] = {100,001}.

[T] | d(w, 1) | dw,p2) | d(w,¢)) | dists; | dists

000 0 1 0 1 1

001 1 0 1 1 1

010 1 2 1 3 3

011 0 1 2 1 3

100 1 0 1 1 1

101 2 1 2 3 3

110 2 1 2 3 3

111 1 2 3 3 )

Tabla 3.3: Tabla de calculos
Como se observa en los célculos representados en la N 11.0_
_ 101

tabla 3.3, [AT(dg,X)(¢1 U ¢2)] = {000,001,011,100}. - o <
Por otro lado si el individuo 1 da a conocer ”1/ ( i ) \010 K
¢, con [p)] = {000}, en vez de 1, entonces 000~ o1

Fig. 3.6:

Considerando la interpretacion w = 000 tenemos que d(w,p;) = 0, y puesto que
dy,% dp,S .
w = AT (1 Upa) A AT (@] L ga), se tiene

[AY (01 U o)) L [ATH™ (0 U o).
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Por otro lado, ]AiH’Z(cpl L o) < ]AiH’Z(cp/l Ugs)|, al igual que
|min(A‘-i|—H’E(gp’1 U p9), §$H)| < |min(Afl|—H’E(g01 L 2), §$H)|. De esta manera

[AT™ () U o)) CLL A (01 U )]

y
dy,> dy,>
[AT (1 U p2)] Ty [AT (01 U 2))-
De la tltima ecuacién se tiene que
di,%
[Ar(du, £)¢) U] CLY [AT (01 U o)),
como se observa de manera bien sintética en la figura 3.6. ]

En contraste con la proposicion 25, si en el proceso de fusion intervienen al menos tres
bases de creencias el operador ¥ puede ser manipulado incluso si no existe restricciéon de

integridades en el proceso. Esto se establece en el siguiente resultado.

Proposicion 27 Si en el proceso de fusion no interviene restriccion de intergridad alguna,
el operador A™:> es manipulable con respecto al levantamiento I si al menos tres bases

participan en este proceso.

Demostracion: En virtud de la proposicion 8 sabemos que A% > es manipulable con res-
pecto a ig,, cuando participan tres bases. Asi por la proposicién 23 A% e manipulable

con respecto al levantamiento I. 1

GMaz v Ndim,Maz gon manipulables

A diferencia del operador A% > los operadores A%

con respecto al levantamiento I en muchas mas situaciones.

AduMaz o Adr,GMaz - gon mangpulables por los levan-

Proposicion 28 Los operadores
tamientos I, 11, 111, IV y V incluso si en el proceso de fusion no interviene restriccion

de integridad alguna, sélo dos bases son fucionadas y la base inicial es completa.

Demostracion: Para A%H.GMaz

23.

Ahora veamos la manipulabilidad de

es una consecuencia inmediata de las proposiciones 12 y

AduMaz congiderando el siguiente ejemplo:

Supongamos 1 y @2 bases de creencias cuyos modelos estan determinados por {000} y
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{011}, respectivamente. Como se observa en la tabla 3.4
(AT (1 L)) = {001,010},
Luego si el individuo 1 opina ¢}, con [¢}] = {100}, en vez de ¢ tenemos que

[ALM (1 s)] = {000,001,010, 101,110, 111},

(T] | d(w, 1) | d(w,@2) | dw,¢)) | distryres | disth,,,
000 0 2 1 2 2
001 1 1 2 1 2
010 1 1 2 1 2
011 2 0 3 2 3
100 1 3 0 3 3
101 2 2 1 2 2
110 2 2 1 2 2
111 3 1 2 3 2

Tabla 3.4: Tabla de calculos

De esta manera, si consideramos w = 000, tene- 11
mos que d(w, 1) = 0, mientras que para cada -0<131 pie <
-9
w’ modelo de AiH’M“m(cpl Upa), d(w'epr) > 1. o- '
Asi 001 010 100
st

dpr, M
V' = AT (o) L), w <ET W

Fig. 3.7:
y por lo tanto

[AGM () Lpg)] CL, [ATMT (01 L),

AdH,Gma:c

mostrando de esa manera la manipulabilidad de respecto al levantamiento I, y

en consecuencia por los cuatro restantes. ]

Continuamos con las comparaciones entre la nocién de de manipulabilidad intrinseca y

la manipulabilidad via indices a través de los cinco levantamientos definidos y los indices
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idy s d, © ip, definidos en el capitulo 2.

Observaciéon 1 Volvemos a analizar el segundo ejemplo visto en la demostracion de la

Adp-Maz g6 16016 manipular

proposiciéon 22. Como logramos ver en este ejemplo el operador
con respecto a los levantamientos I, 111y I'V. Sin embargo, como se logro notar, ¢ es con-
secuencia semantica de Afll—D ’Max(gol L p9), lo que indica que
ip (cpl,AiD ’Max(cpl L cpg)) = 1 lo que demuestra que el operador no es manipulable por
ip ya que este esta tomando su valor maximal, y por lo tanto no es manipulable por ig,, e

14, con esta misma situacion.

El corolario de la observacion precedente es que hay situaciones en las que se puede
manipular para los levantamientos II, III y IV pero no son situaciones de manipulacion

para ninguno de los 3 indices estudiados.

Recordemos que la proposicion 23 nos dice esencialmente que manipulaciéon con respecto
a ig, implica manipulacién con respecto al levantamiento I. El reciproco de ese resultado

no es cierto. Para mostrar esto consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6 Sean ¢ y ¢ bases de creencias definidas por los conjuntos de modelos {101, 100}
y {011}, respectivamente, y consideremos pu, con [u] = {000,010,011,110}, la restriccion
de integridad.

(1] | d(w, 1) | d(w,¢)) | d(w,p2) | dists; | dists
000 1 2 2 3 4
010 2 1 1 3 2
011 2 2 0 2 2
110 1 0 2 3 2

Tabla 3.5: Tabla de calculos

Como se puede observar en la tabla 3.5, [AﬁH’E(gol L wa)] = {011}. Sin embargo, si
el individuo cuyas creencias estan dadas en ¢1 da a conocer ¢}, donde [p}] = {110}, en
vez de ¢ entonces [AﬁH’E(go’l L go)] = {010,011,110}. Asi, denotando w = 110 tenemos
que dg(w,¢) < dg(w',p), para cada w' |= AﬁH’E(cpl LI v2), lo que implica que para cada
w E AYME (o Ugy), w <if11 w'.



3. Manipulabilidad intrinseca de los operadores de fusion 94

De esta manera
[ALZ () Lpo)] TL, [AD (o) L))

Por otro lado, notemos que tanto AﬁH’E(gpl Ll p2) como 010 W \
AZH ’E((p’l LI p2) son inconsistentes con ¢, demostrando o — <& @,
ue
4 100 101
ia, (1, A (01 U 02)) = AL (0] L) =0 Fig. 3.8:

A diferencia del resultado obtenido en la proposicion 23, el hecho que un operador A%S
sea manipulable por el operador ¢4, con cierta situacién, no asegura la manipulabilidad de
este operador para los levantamientos I, I1, I11, IV . Para mostrar esto veamos el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 7 Consideremos el operador A%#-MaT v 1a restriccion de integridad g, donde

(] = {0000,0001,1010,1110,1111}. Sean o1 y @2 bases de creencias definida por los con-
juntos de modelos {0000, 1010,1110} y {1111}, respectivamente.

W | dw,e1) | dlw,¢)) | dlw,p2) | distyree | disthy,.
0000 0 1 4 4 4
0001 1 2 3 3 3
1010 0 1 2 2 2
1110 0 2 1 1 2
1111 1 3 0 1 3

Tabla 3.6: Tabla de calculos

Al observar los célculos realizados en la tabla 3.6, se puede notar que

[AdMa2 (51 1] )] = {1110, 1111},

lo que nos dice que AﬁH ’Mam(gpl Ll p2) £ 1. Sin embargo, si el individuo con base de creen-

cias ¢1 opina ¢}, determinada por el conjunto de modelos {1000}, en vez de su verdadera
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base, entonces
[AdmMaz (o115 o)) = {1010, 1110},

demostrando que AZH ’Max(cp’l U 2) = 1 v por lo tanto

ia, (1, AN (G U 09)) > g, (01, ALME (01 L 0y))

Por otro lado notemos que (P N
_C (PI
[AGMT (o) 1 go)] L [AGMAT (G 11 5)], o000 L4010 \qto))
pues ambos resultados son consistentes con ;. Fig. 3.9:
Puesto que ![AﬁH’MGI((pl U p2)]| = HAZH’MM(gol Ll ¢2)]| se obtiene

(AL MaT (5 1y 0g)] Ll [ATEMET (o 11 05)].

Notando que !min([AﬁH’Mam(gpl U w9)], §fgflf )! < ‘min([AZH’Maw(gpll U w2)], §$§I )!, se
tiene
(AL M (o) L o)) LT [ATHM (o) L)

y por lo tanto
(AR (o1 Lpa)] T2 [AFHM2 (0 U o).

AdH,Ma:L‘

De esta manera no se puede manipular con la misma situacion por alguno de

los primeros cuatro levantamientos.

Sin embargo, como AZH’Maw(gol Uea) Epr1y AZH’Maw(go’l Ll p2) | 1 podemos concluir
d . d .
que [AZMT (o)) C min(W, <dm) [ALEMAT (5 )] ¢ min(W, <), De esta
manera

[AdmMaz (1) o)) CF [AdEMT (5 Lgy)].

logrando la manipulabilidad de A%#-Maz,

Esto ultimo es, de hecho, un resultado general con el que cerramos este capitulo:
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Teorema 9 Sea d una pseudodistancia y f una funcion de agregacion. Si el operador A%f
es manipulable por el indice iq, con cierta situacion de manipulabilidad, entonces dicho

operador es manipulable por el levantamiento V con la misma situacion.

Demostracién: Supongamos que el operador A%/ es manipulable por el indice dréstico
fuerte, iy, . De esta manera existe una situacion de manipulabilidad W, p, ¢, ¢/, con p € U,

tal que
ia, (0, AT (W [£])) > da, (0, AG (D)),

conduciéndonos a que AZ’f(\I’) oy Aﬁ’f (\I’ [%]) E ¢, y por lo tanto
[Aﬁ’f(\ll [%])] C min(W, SZ) y [AZ’f(\I/)] Z min(W, §i) (3.1)

Si Aﬁ’f (P) es inconsistente con ¢, entonces considerando w = Aﬁ’f (¥ [%]) se tiene
que d(w,p) = 0 y para cada w' = AZ’f(\I’),d(w’,gp) > 0. De esta manera, para cada
w' Aﬁ’f(\ll), d(w,p) < d(w',p), lo que implica que para cada w’ interpretacion de
AZ’f(\I') se tiene w <fi w'.

Luego [AZ’f (\I/ [%])] II{O [AZ’f(\IJ)], y por lo tanto
[ap! (v [£])] e [AL/ ()]

Por otra parte, si ¢ es consitente con Az’f(\I/) entonces [Az’f (¥ [%])] :{D [Aﬁ’f(\ll)].
De esto y de 3.1 se tiene
(A (e [ZD] g (AR ()],

©

demostrando en ambos casos la manipulabilidad con respecto al levantamiento V. ]
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