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Resumen

Sean S, T funciones definidas de un espacio métrico (M, d) en si mismo, quer-
emos hallar condiciones sobre las funciones y\o sobre el espacio que nos permitan

garantizar la existencia de un punto fijo comtun para S'y 7', i.e.,

dzeM | T(z) =2z=5(2)

En este trabajo presentaremos varias nociones que nos van a permitir dar

respuesta al problema. Analizaremos los teoremas presentados en [4],[6],[7] y [13].



Introduccion

En 1922, el matematico Polaco Banach probo un teorema que aseguraba las
condiciones apropiadas para la existencia y unicidad de un Punto Fijo. Su resultado
es llamado el Teorema del Punto Fijo de Banach o el Principio de Contracciéon de
Banach (P.C.B). Este teorema probe una teoria para encontrar la solucion de una

gran variedad de aplicaciones en Matemética e Ingenieria.

Muchos autores han extendido, generalizado y probado el Principio de Con-
traccion de Banach en diferentes caminos. En [5], [6], [7], [8] ¥ [12], Jungck,G. ¥
Rhoades generalizan el Principio de Contraccion de Banach introduciendo la teoria

de las funciones conmutantes y compatibles.

La pregunta que debemos hacernos es, dado un espacio métrico (M,d) y S;T :
M — M dos funciones, bajo que condiciones sobre el espacio M y/o sobre las
funciones S,T" se puede garantizar la existencia de un punto fijo comin para la

funciones. El objetivo fundamental de este trabajo es hallar tales condiciones.

Con el objetivo de hacer este trabajo autocontenido y tratar asi de facilitar su

comprension, el mismo ha sido dividido en cuatro capitulos de la siguiente manera:
Capitulo 1

Se haran referencia a algunas definiciones y resultados clasicos de la Teorfa de
los Espacios Métricos y se estudiaré la teoria del punto fijo para una sola funcién

en espacios métricos.



Introducciéon 6

Capitulo 2

Estudiaremos teoremas del punto fijo para funciones que satisfacen ciertas
condiciones Contractivas. Se analizaran los resultados referentes dados por Kan-

nan, Chatterjea, Rus, Yen, etc. dados en [4].
Capitulo 3

Estudiaremos las definiciones de funciones conmutantes y analizaremos el re-
sultado dado por G.Jungck, [5],[7], que generaliza el Principio de Contraccion de

Banach. Ademés se analizaran algunas generalizaciones del trabajo de Jungck.
Capitulo 4

Finalmente en este capitulo se estudiaran las nociones de funciones compatibles

y analizaremos los correspondientes resultados sobre teoremas de punto fijo.



Capitulo

Preliminares

Este capitulo consta de dos secciones. En la primera seccién se haré refer-
encia a algunas definiciones y resultados que seran necesarios para el desarrollo
satisfactorio de este trabajo. Muchos de los resultados del capitulo se presen-
tan sin demostracion, pues son resultados clésicos del analisis y la topologia. Los
interesados en dichas demostraciones pueden consultar cualquier libro sobre el

tema,particularmente, [1],[2].

En la segunda seccién daremos un breve resumen sobre la teoria del punto fijo
para una funcion en espacios métricos y en consecuencia enunciaremos y probare-

mos algunos resultados clasicos de tal teoria.

1.1. Espacios Métricos

Definicion 1.1 Un espacio métrico es un conjunto no-vacio, M con una métrica o
una funcion distancia, d : M x M — R tal que satisfaga las siguientes condiciones

para todo x,y,z € M :

dl. d(z,y) 20 yd(z,y) =0 z=y
d2. d(z,y) = d(y, )
d3. d(x,z) < d(z,y) + d(y,z) (Desigualdad Triangular)
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Capitulo 1 8

Denotaremos a los espacios métricos con el par (M, d), donde M es un conjunto

no-vacio y d es una métrica en M.

Ejemplo 1.1
Sea M, un conjunto no-vacio y d: M x M — R una funcion definida por
Ir 1 st x#y
d(z,y) = {
L0 si 2=y

Es claro que d es una funcion distancia sobre M. Llamada la métrica discreta sobre

M. El par (M, d) se le conoce con el nombre de espacio métrico discreto.

Ejemplo 1.2
Sea M=R yd:R xR — R una funcion definida por

d(z,y) = v =yl

para todo x,y € M
Usando las propiedades del valor absoluto, se demuestra que d es una métrica sobre

R llamada la métrica usual de R y (R, d) es un espacio métrico.

Ejemplo 1.3
Sea M =R",n =1,2,... y definamos la funcion d, : R" x R" - R, 1 < p < oo,

por

n l/p
0 (r,y) = (Z 21— y,-|p)
=1

para todo x,y € R
Usando la desigualdad de Hélder se demuestra que dp, 1 < p < 00, es una métrica
sobre R™ y por lo tanto (R",d,) es un espacio métrico.

Observacion si p = 1, obtenemos

n

di(z,y) = >l — vl

i=1
y asi (R™ dy) es un espacio métrico; ahora si tomamos p = 2 se obtiene la llamada

"métrica euclidiana”:

n 1/2
() = (Z 21— .W)
=1

8



Capitulo 1 9

por lo tanto (R™,ds) es un espacio métrico.

Sip = oo definimos doo(x,y) = sup{|z; —yi| : 1 < i < n} y porlo tanto (R, ds)

es un espacto métrico.
En el resto de este trabajo M denota un espacio métrico.

Definiciéon 1.2 Se dice que A C M es acotado si eziste k > 0 tal que d(x,y) < k
para cualesquiera x,y € A. Si A es acotado y no vacio se define el didmetro de A;
denotado 0(A), por

0(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}.

Definiciéon 1.3 Sea {z,} una sucesion en (M, d). Se dice que x,, converge al punto
x € M si dado € > 0 existe un ng € N tal que Yn > ng = d(x,,x) < €.

En este caso lo denotamos por

lim d(z,,z) =0

n—oo
0
lim z, ==z
n—oo
0
Ty — X.

Proposicion 1.1 Propiedades de la sucesiones convergentes.

1. El limite de una sucesion convergente es unico.

2. Si una sucesion {x,} en (M, d) converge a x € M, entonces toda subsucesion

de {x,} converge a .
3. Toda sucesion convergente es acotada.

4. Stz — x yy, =y en (M,d) entonces d(x,,y,) — d(x,y)
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Definicion 1.4 Sea {z,} una sucesion en (M, d).
Se dice que {x,}es una sucesion de Cauchy en M si dado € > 0 existe un ng € N
tal que ¥m,m > ng = d(x,, ) < €.

En este caso lo denotamos por

lim d(zp,z,) =0

n,m— 00
Proposicion 1.2 Propiedades de la sucesiones Cauchy.
1. Toda sucesion convergente es de Cauchy.

2. Toda sucesion de Cauchy es acotada.

3. Sea{x,} una sucesion de Cauchy en (M, d). Si toda subsucesion de {x,,} converge

a x entonces {x,} converge a .

Definicion 1.5 Se dice que el espacio métrico (M, d) es completo si toda sucesion

de Cauchy en M es convergente a un punto de M.

Proposicion 1.3 Sea (M, d) un espacio métrico completo entonces {z,} C (M, d)

es una sucesion de Cauchy si y solo si {x,} es convergente en M.

Ejemplo 1.4

El espacio métrico, (R, |.|) es completo.

Ejemplo 1.5
El espacio métrico, (R™,d,) es completo, 1 < p < oo.

Ejemplo 1.6

(0,1) C (R, ].|) no es un espacio métrico completo.

10



Capitulo 1 11

Definiciéon 1.6 Sean (M, d) y (N, p) espacios métricos y T : M — N una funcion.

Entonces T es una funcion,
1. Continua en el punto x € M si para todo ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal que
si,y € M yd(z,y) < 0= p(T'(x), T(y)) <e.

2. Continua en M, st T es continua para todo x € M.
Ejemplo 1.7

1. La funcion constante es continua.
2. La funcion identidad es continua.
3. La suma de funciones continuas es continua.
Definiciéon 1.7 Sean (M, d) y (N, p) espacios métricos y T : M — N una funcion.

Se dice que T es uniformemente continua si, para todo € > 0 existe un 6(e) > 0
tal que Vx,y € M y d(x,y) < = p(T(x),T(y)) < e.

Ejemplo 1.8

1. La funcion constante es uniformemente continua.
2. La funcion identidad es uniformemente continua.

3. La funcion T : R — R definida por T(x) = x?, Vz € R no es uniformemente

continua.

1
4. La funcion T : (0,00) — (0,00) definida por T(z) = — Va € (0,00) no es
x

uniformemente continua.

Proposicion 1.4 Sean (M,d) y (N, p) espacios métricos y T : M — N una fun-

cion. Entonces

St T es uniformemente continua entonces T' es continua.

11



Capitulo 1 12

Definiciéon 1.8 Sean (M, d) y (N, p) espacios métricos y T : M — N una funcion.
Se dice que T es una aplicacion Lipschitziana si existe una constante o > 0 tal
que

p(T(z),T(y)) < ad(z,y),Vz,y € M.

Ejemplo 1.9 1. La funcion T : [0,1] — [0, 1] definida por T(x) = 22,
Vo € [0,1] es lipschitziana.

2. Toda transformacion lineal T : R™ — R™ es lipschitziana.

Proposicion 1.5 Sean (M, d) y (N, p) espacios métricos yT : M — N una funcion

Lipschitziana entonces T es uniformemente continua.

Definiciéon 1.9 Sea {x,} una sucesion en un espacio métrico M.

Se dice que {x,} es una sucesion a—contraccion si existe o € (0,1) tal que

d(xpi1, ) < ad(zy,x,-1) YneN (1.1)

Lema 1.1 Sea{z,} es una sucesion a—contraccion en M entonces {x,} es Cauchy
en M.

Demostracion:

Observemos que de 1.1 se tiene que
d(zpi1,mn) < a"d(z1,29) YneN (1.2)

Sean n,m € N tal que m > n

Por desigualdad triangular tenemos que
d(Tp, Tm) < d(Tp, Tns1) + d(Tpi1, Tm)
por lo tanto por 1.2,
d(Tp, ) < &"d(x1,20) + d(Tps1, Tm)

12



Capitulo 1 13

Asi aplicando nuevamente desigualdad triangular se obtiene

d(xp, ) < a"d(x1,20) + d(Tpi1, Tos2) + -+ d(Tpm_1, Tm)
luego, por 1.2 se tiene
AT, 1) < &"d(x1,70) + " (21, 20) + - + " (21, 70)
por lo tanto,
(T, T) < a"d(z1, 20)[1 + @+ ™ @™

tomando £ = m — 1 — n tenemos

k
d(xp, ) < Q™d(x1, 29 Za

=0

como Z o' —— POr Sser una serie Convergente entonces
—

an

l—«

d(l‘n, .Tm) S d(x17 .T())

por otra parte como a € (0,1) y k+1 =m —n > 0 entonces o™ convergen a 0 por

lo tanto,
lim d(x,,xm) =0

luego, por la definicion 4.1 {z,} es de Cauchy.
|

Lema 1.2 Sea {z,} una sucesion a—contraccion en un espacio métrico completo

(M, d) entonces {x,} converge a un punto de M.

Demostracion:
Por el lema 1.1 {z,} es de Cauchy y como (M, d) es un espacio métrico completo,

por la proposicion 1.3 se tiene que {z,} converge a un punto de M.
[ |

En la siguiente seccion daremos un breve resumen sobre la teoria del punto fijo
para una funcién en espacios métricos y en consecuencia enunciaremos y probare-

mos algunos resultados clasicos de tal teoria.

13



Capitulo 1 14

1.2. Teoria del Punto fijo.

Definicion 1.10 Sea M un conjunto no-vacio y T : M — M una aplicacion

cualquiera. Un punto x € M se llama Punto Fijo de T si T(z) = x.

Ejemplo 1.10

1
SeaM=R yT:R — R dada por T(x) = gaj entonces r = 0 es un punto fijo de
T.

Notacion 1.11

Denotaremos por Fr al conjunto de puntos fijos de la aplicacion T, es decir,

Fr={xeM:T(z) =z}

Definicion 1.12 Sea (M, d) un espacio métrico, una funcion T : M — M se dice
que es una Contraccion (a-contraccion,contraccion de Banach,B-contraccion)

si existe o € [0, 1) tal que

d(T(z),T(y)) < ad(x,y) Y,y € M.

Ejemplo 1.11
Sea T, : R — R definida por T,(x) = ax, para todo x € R y o > 0. Es claro, que

T, es una B-contraccion si y solo si o < 1.

Es claro que toda B-contracciéon es una aplicacion Lipschitziana y por lo tanto

continua.

El siguiente teorema nos dice que toda B-contraccion definida en un espacio

métrico completo tiene un tnico punto fijo.

14



Capitulo 1 15

Teorema 1.1 (Principio de Contraccion de Banach-P.C.B)

Sea (M, d) un espacio métrico completo y T : M — M una B-contraccion entonces

1. Sixy € M es un punto arbitrario y {x,} C M es una sucesion definida por

x, =T"(x0),n =0,1,2... entonces x,, — z

2. Fr ={z}, es decir, existe un inico punto fijo z € M de T'

an

. <
3. d(xy,2) < 1o

d(ﬂ?o, .1'1)

cd(Tpg,2) < ——
4. d(Tni1,2) 1—a

5. d(xpy1,2) < ad(zp, 2)

d(xn+l ) xn)

Demostracion:

1. Sea xy un punto arbitrario, definimos una sucesion {z,} C M por, z,41 =
T(x,),n = 0,1,2,... por lo tanto se tiene z1 = T(z¢); 22 = T(x1) =
TT (o) = T?(x0); en general x,, = T™(xy).

Entonces aplicando que 1" es una B-contraccién se tiene

d(xy,29) = d(T(x), T (1)) < ad(zg, x1)

por lo tanto,
d(r1,m2) < ad(wg, 1)

por otra parte,

d(zg,x3) = d(T (1), T(22)) < ad(xy, xs)

d(xq,x3) < an(aco, x1).

Anéalogamente, por un razonamiento inductivo, para cada n € N se tiene que
n
d(xn7xn+1) S « d(x();xl)?

15



Capitulo 1 16

como « € [0,1) entonces o™ € [0,1) luego por el lema 1.2 existe z € M tal

que x,, — 2.

2. Veamos que z es un punto fijo de T'.
Como T es una B-contraccién entonces T' es una funcién continua por lo
tanto,

z = lim x4y = lim T(z,) = T(lim x,) = T(2)

n—oo
asi,

T(z) = z.
Por otra parte si x e y son puntos fijos de T; T'(z) = = y T(y) = y, entonces
0 <d(z,y) =d(T'(z),T(y)) < ad(z,y)

por lo tanto,
d(z,y) < ad(z,y)

y como « € [0, 1) entonces d(z,y) = 0, luego = = y, asi el punto fijo es tnico.

3. En el lema 1.1 se demostr6é que para n,m > 1

n

d(l’l,l‘o) (13)

d ny m S

(@0, Tm) <

ahora por desigualdad triangular
d(xp, 2) < d(xp, Ty) + AT, 2)

por lo tanto,
n

d(xp,2z) < 1a d(x1,z0) + d(zpm, 2)

por 1.3, tomando limite cuando m — oo y como lim d(z,,,2) = 0 tenemos
m—00

que

16



Capitulo 1 17

4. Sea m > 1 por un razonamiento analogo al lema 1.2 tenemos que

Q
11—«

d(mn—kla $n+m+1) < d(:Bn, xn-i—l) (1'4)

como d(ZTpi1, Tpims1) — d(xp11, 2) cuando m — oo, entonces tomando
limite cuando m — oo en 1.4 obtenemos

«
d(l’nH,Z) < Ed(anrluxn)-

5. Como z € M es punto fijo de T" entonces
d(tni1,2) = d(T'(2n), T(2)) < ad(zy, 2)

por lo tanto,
d(xpi1,2) < ad(xy, 2).

Observaciones:

- A una funcion discontinua no se le puede aplicar el P.C.B. (teorema 1.1)

Ejemplo 1.12

T :R — R dada por

{0 st <0

T(x) =
() 1 st >0

T no es continua en x = 0, por lo tanto, no es una a— contraccion,luego no

se le puede aplicar el P.C.B.

- A una a—contracciéon que este definida en un espacio métrico que no sea

completo no se le puede aplicar el P.C.B. (teorema 1.1)

Ejemplo 1.13
1
T:(0,1) — (0,1) dada por T(z) = g%
T es continua pero no se le puede aplicar el P.C.B. porque el conjunto (0,1) C

R no es completo.

17



Capitulo 1 18

1.2.1. Algunas condiciones para que una funcién tenga un
inico punto fijo

En esta seccion presentaremos algunos resultados sobre la teoria de punto fijo

para una funcion, dados por Kannan, Chatterjea ,Rus y Zamfirescu en [3],[4],[14].

El siguiente resultado fue dado por Zamfirescu, ver [14]

Teorema 1.2 Sea (M, d) un espacio métrico completo, T : M — M wuna funcion

y 0 < a <1 tal que para cada x,y € M se tiene que
d(T'(x),T(y)) < ad(z, T(x)) (1.5)

entonces T' tiene un unico punto fijo.

Demostracion:

Sea xy € M un punto arbitrario. Definimos una sucesion {z,} C M por, z, =

T(xn-1),n =1,2,... Ahora aplicando 1.5 se tiene
d(x1,29) = d(T(x0), T (1)) < ad(zo, T(x0))

asi,

d(x1,29) < ad(xg, 1)

por otro lado,
d(xe,x3) = d(T(x1),T(22)) < ad(zx1, T (1))

de esta manera,

d(ze,x3) < ad(zy,xs)

luego, por inducciéon obtenemos que
d(pa1, ) < ad(Tp, Tp_1),Vn € N

asi, por el lema 1.2 existe z € M tal que z,, — z.

Veamos que z es un punto fijo de T,
d(z,T(2)) < d(z,2,) + d(z, T(2))

18



Capitulo 1 19

por lo tanto,

d(z,T(z)) < d(z,zn) +d(T(xp-1),T(2))

por 1.4 se tiene,
d(z,T(2)) <d(z,z,) + ad(z,T(2))

tomando limite cuando n — oo tenemos que
d(z,T(2)) < ad(z,T(2))

luego,
(1—-a)d(z,T(z)) <0

como 0 < a < 1 entonces d(z,T(z)) < 0 por lo tanto
T(z) = z.
Veamos que z es el tnico punto fijo de T'. En efecto
supongamos que T'(z*) = 2* y T(z) = z asi,
A(z,27) = d(T(2), T(=")) < ad(T(2)) = ad(z, 2) =

luego, z = 2*.

Corolario 1.1
Sea (M, d) un espacio métrico completo, T : M — M una funcion y 0 < o < 1 tal
que para cada x,y € M se satisface 1.5.
Siy =T(x) entonces se tiene el teorema 1.1 (P.C.B)
|

Teorema 1.3 Sea (M, d) un espacio métrico completo, T : M — M wuna funcion

y 0 < a <1 tal que para cada x,y € M se tiene que

d(T(x),T(y)) < ad(y,T(y)) (1.6)

entonces T tiene un unico punto fijo.

19



Capitulo 1 20

Demostracion:

La demostracion es analoga a la del teorema 1.2
|

A continuacién presentamos un resultado que generaliza la condicion de con-

traccion dada por Banach en el P.C.B y que fue presentada por Kannan [4]

Teorema 1.4 Sea (M, d) un espacio métrico completo, T : M — M una funcion

1
yo<a< 5 tal que para cada x,y € M se tiene que
d(T(x), T(y)) < ald(z, T(x)) + d(y,T(y))] (1.7)

entonces T tiene un unico punto fijo.

Demostracion:

Sea oy € M un punto arbitrario. Definimos una sucesion {z,} C M por, =, =

T(xp—1),n =1,2,... Ahora aplicando 1.7 se tiene Vn € N
d(Tny1, ) = d(T(2,), T(201)) < afd(@n, T(20)) + d(Tp1, T(75-1))]
por lo tanto,
d(xn+17 xn) S ozd(xn, xn—&—l) + Oéd(xn—lv xn)
asi,

d(Tpi1,x,) < %d(mn,mn_l) vn € N.

1
Como 0 < a < 5 entonces —— < 1, luego, por el lema 1.2 existe z € M tal que
o

Tp — 2.
Veamos que z es un punto fijo de T,
d(z,T(z)) < d(z, zn) + d(zn, T(2))

por lo tanto,
d(z,T(2)) <d(z,z,) + d(T(xy_1),T(2))

por 1.7 se tiene
d(z,T(2)) <d(z,z,) + a[d(z,T(2)) + d(xp—1, T(xn_1))]

20



Capitulo 1 21

de esta manera,
d(z,T(z)) < d(z,x,) +ad(z,T(2)) + ad(x,_1, x,)

luego,
(1 —)d(z,T(2) <d(z,z,) + ad(x,_1,x,)

haciendo n — oo se obtiene
(1—a)d(2,T(2)) <0

1
como 0 < a < 5 entonces, d(z,T(z)) <0 asi,

T(z)==z.
Veamos que z es el inico punto fijo de T'. En efecto
supongamos que T'(z*) = z* y T(z) = z asi,
d(z,2%) = d(T(2),T(z")) < ald(z,T(2)) +d(z", T(z"))] = ald(z, 2) +d(z", 2") = 0

luego, z = z*.
|

El siguiente resultado es una variaciéon en la condiciéon de Kannan y se debe a

Chatterjea, ver [4]

Teorema 1.5 Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T : M — M una funcion

para la cual existe o € |0, %) tal que
d(T(x),T(y)) < ald(z,T(y)) +d(y, T(x))],Vz,y € M (1.8)

entonces T tiene un unico punto fijo.

Demostracion:

La demostracion es analoga a la del teorema anterior 1.4
|

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de los teoremas 1.1, 1.2 y
1.5.

21



Capitulo 1 22

Teorema 1.6 Sea (M, d) un espacio métrico completo, T : M — M wuna funcion
y0 < a < 1 tal que para cada x,y € M se cumple alguna de las siguientes

condiciones

1- d(T(x), T(y)) < ad(z,y)

2 d(T(2), T(y)) < ad(x, T(z))

Q

8- d(T(z), T(y)) < ad(y,T(y))

4. d(T(x), T(y)) < Sld(x, T(y) + d(y, T(x))]

N 9

entonces T tiene un unico punto fijo.

En el siguiente resultado se generaliza la condicién contractiva de Kannan y

fue dado por a S.Riech [4]

Teorema 1.7 Sea (M, d) un espacio métrico completo, T : M — M una funcion

ya,b,c e RY a+b+c <1 tal que para cada x,y € M se tiene que
d(T'(x),T(y)) < ad(z, T(x)) + bd(y, T (y)) + cd(z,y) (1.9)

entonces T tiene un unico punto fijo.

Demostracion:

Sea xg € M un punto arbitrario y consideremos una sucesion {x,, } C M definida
por, z, = T"(zo),n = 1,2, ... Ahora aplicando 1.9 para x = T"(zo) e y = T" ! (x¢)
se tiene
d(T(T"(x0)), T(T" " (w0))) < ad(T" (o), T(T"(x0))) + bd(T" (o), T(T"~" (x0)))

+ed(T™ (o), T (z0))

por lo tanto,
(1 = a)d(T(T"(x0)), T(T" " (wo))) < +(b+ e)d(T" (o), T(T"(x0)))

asi,
b+ c)

d(T(T"(20)), T(T" *(x0))) < (1 .

d(T" " (wo), T(T" (20)))
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luego, por definicion de la sucesion se obtiene

b
d('rn—i-la xn) S (1 i C) d(xm xn—l)
— Qa

b+c

Como a + b+ ¢ < 1 entonces < 1, luego, por el lema 1.2 existe z € M tal

—a
que x,, — 2.

Veamos que z es un punto fijo de T',
d(z,T(2)) <d(z,z,) + d(z,, T(2))

por lo tanto,
d(z,T(2)) <d(z,z,) + d(T(xy-1),T(2))

por 1.9 tenemos que,
d(z,T(2)) < d(z,x,) + ad(xy_1, T(x,1)) + bd(2,T(2)) + cd(xp_1, 2)

asi,

(1=0)d(2,T(2)) <d(z,x,) + ad(xp_1, ;) + cd(z,_1, 2)

haciendo n — oo se obtiene
(1= b)d(z, T(2)) <0

como a + b+ ¢ < 1 entonces, d(z,7(z)) < 0 luego,

T(z) = z.

Veamos la unicidad. En efecto

supongamos que T'(z*) = z* y T(z) = z asi,
d(z,2") =d(T(2), T(z")) < ad(z,T(z)) + bd(z*, T(z")) + cd(z, z¥)

luego,

de esta manera,
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Corolario 1.2 Sea (M, d) un espacio métrico completo.

Si tomamos en la condicion 1.9, a =0b =0 entonces obtenemos el P.C.B.

Corolario 1.3 Sea (M, d) un espacio métrico completo.

Tomando en la condicion 1.9, a =b y ¢ = 0 entonces obtenemos el teorema 1.4

|
El siguiente resultado se debe a Rus, [15].

Teorema 1.8 Sea (M, d) un espacio métrico completo, T : M — M una funcion

ya,beRY a+2b<1 tal que para cada x,y € M se tiene que
d(T'(x),T(y)) < ad(z,y) + bld(x, T(x)) + d(y, T(y))] (1.10)

entonces T tiene un unico punto fijo.

Demostracion:

La demostracion es analoga a la del teorema 1.7 ya que escribimos la condiciéon

1.10 de la siguiente manera
d(T(x),T(y)) < ad(z,y) + bd(z, T (x)) + bd(y, T(y))

va+b+b=a+2b<1.
[

En el siguiente teorema se generalizan las condiciones contractivas que previa-

mente hemos estudiado y fue presentado por Hardy-Rogers. [16]

Teorema 1.9 Sea (M,d) un espacio métrico completo, T : M — M wuna funcion
5

Y, o, 3,04, 05 € RT, o = Zai < 1 tal que para cada x,y € M se tiene que
i=1

d(T(x), T(y)) < aad(x, T(x)) + ad(y, T(y)) + asd(z, T(y)) (1.11)

+ayud(y, T(x)) + asd(z,y)

entonces T tiene un unico punto fijo.
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Demostracion:

Sea xg € M un punto arbitrario y consideremos una sucesion {x, } C M definida
por, z, = T"(xg),n = 1,2,... Ahora aplicando 1.11 para x = T"(xy) e y =

T (zp) se tiene,

d(T(T"(x0)), T(T"}(0))) < ard(T" (o), T(T"(20)))+2d(T" (o), T(T"(20)))
+agd(T™ (o), T(T"(20))) +ud(T" (z0), T(T"(x0)))
+asd(T™(xg), T (x))
por lo tanto,
d(T™ (o), T™(20)) < ard(T™(xg), T (20)) + (o + az + as)d(T" (xg), T (z0))
+agd(T"H(20), T (20)) + ad(T™ (o), T (20))

luego,
(1 —ay — ag)d(T"(z0), T"(20)) < (g + a3 + g + az)d(T™ (o), T" " (20))

de esta manera se tiene que,

Qg+ a3+ ag + a5
1—0&1—064

(T (z0), T (0)) < d(T"(x0), " (x0))

usando la definicién de la sucesién se tiene

Qg+ a3+ aq + a5

d(Tn, tn-1), VneN
[—— (Tpy Tpo1) n e

d($n+1 3 wn) S

5

Como Y a; < 1 entonces
=1

z € M tal que z,, — z.

Qo + a3+ oy + o5
— Q1 — Oy

< 1, luego, por el lema 1.2 existe

Veamos que z es un punto fijo de 7T,
d(za T(Z)) S d(Z, .Tn) + d(l’n, T(Z))
por lo tanto,
d(Z, T(Z)) < d(Za $n) + d(T(‘Infl)? T(’Z>)

por 1.11 se tiene
d(z,T(2)) <d(z,x,) + pd(xp_1,T(rp1)) + a2d(z,T(2)) + azd(z,_1,T(2))
+ayd(z, T(xp—1)) + asd(xp_1, 2)

asi,
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d(z,T(2)) <d(z,zn)+ord(xn-1,T(xn-1))+ad(z,T(2))+asd(x,_1, 2)+asd(z,T(2))
+oud(z, T(xy-1)) + asd(Ty—1, 2)

haciendo n — oo se obtiene
d(z,T(2)) < ad(z,T(z)) + aszd(z,T(z))

luego,

(1 - —a3)d(z,T(2) <0
5
como »_a; < 1 entonces, d(z,T(z)) <0 asi,
i=1

T(z) = z.

Veamos la unicidad. En efecto
supongamos que T'(z*) = z* y T'(z) = z asi, por 1.11 se tiene
d(z,2*) =d(T(2), T(2")) < and(z,T(2))+azd(z*, T(2*))+asd(z, T(2*))+asd(z*, T (2))
+asd(z, 2*)
por lo tanto,

d(Z, Z*) < ald(zv Z) + an(Z*a Z*) + Oégd(Z, Z*) + O~/4d(2*7 Z) + Oé5d(2’, Z*)v luego,

(1— g —a3)d(z,2") <0

5
como »_ a; < 1 entonces, d(z,2z*) <0, luego, z = z*.
i=1

Corolario 1.4 Sea (M, d) un espacio métrico completo.

Si tomamos en la condicion 1.11, oy = oy = a3 = ay = 0 entonces obtenemos el
P.C.B (teorema 1.1) |

Corolario 1.5 Sea (M, d) un espacio métrico completo.
Tomando en la condicion 1.11, as = a3 = ay = a4 = 0 entonces obtenemos el

teorema 1.2. [ |

Corolario 1.6 Sea (M, d) un espacio métrico completo.

Si tomamos en la condicion 1.11, ag = a4 = 0 entonces obtenemos el teorema
1.7. [ |
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Corolario 1.7 Sea (M, d) un espacio métrico completo.
Considerando en 1.11, az = ay = a5 = 0 y a7 = a entonces obtenemos el teorema
de Kannan 1.4. |

El siguiente teorema es una consecuencia del teorema anterior 1.9.

Teorema 1.10 Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T : M — M una funcion

para la cual existen a,b,c € Ry tal que a+2b+2c <1y
d(T'(x), T(y)) < ad(x,y) + 0[d(y, T(x)) + d(y, T (y))] (1.12)

+cld(z, T(y)) + d(y, T(x))]

Vr,y € M entonces T tiene un unico punto fijo.

El siguiente teorema se debe a Yen-1976, |4]

Teorema 1.11 Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T : M — M una funcion

para la cual existen a,b € Ry tal que a+2b <1y
d(T(z),T(y)) < améx{d(z,y),d(z,T(2)),d(y,T(y))} (1.13)

+cld(z, T(y)) + d(y, T(z))]

Vx,y € M entonces T tiene un unico punto fijo.

Demostracion:

Sea A = max{d(z,y), d(z,T(z)),d(y, T(y))}
Si A = d(z,y) entonces de la condicion 1.13 se obtiene la condicion 1.10 del teorema

1.8, luego se concluye que T tiene un tnico punto fijo.

Si A = d(z,T(x)) entonces de la condicion 1.13 se obtiene la condiciéon 1.11
del teorema 1.9 para a; = a, ag = ay = by as = as = 0, por lo tanto, T tiene un

tnico punto fijo.

Si A =d(y,T(y)) entonces de la condicion 1.13 se obtiene la condicion 1.11 del
teorema 1.9 para ay = a, a3 = a4y = by a; = a5 = 0, por lo tanto, T tiene un

tinico punto fijo.
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En cualquiera de los casos se concluye que 7' tiene un tnico punto fijo.

El siguiente teorema se debe a Ciric-1974, [4]

Teorema 1.12 Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T : M — M una funcion

para la cual existe a € [0, %) tal que
d(T(2), T(y)) < améx{d(z,y),d(z, T(x)),d(y, T(y)), (1.14)

;[d(q;, T(y)) + d(y, T(x))]}

Vz,y € M entonces T tiene un unico punto fijo.

Demostracion:

La demostracion es andloga a la del teorema 1.11.

El siguiente resultado fue dado por Iseki-1974, [4]

Teorema 1.13 Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T : M — M una funcion

tal que existe a € Ry tal quea <1y
(T2 (2), T(y)) < ad(z, T(y)) Yo,y €M (1.15)

entonces T' tiene un unico punto fijo.

Demostracion:

Sea xy € M un punto arbitrario y consideremos una sucesion {z,,} C M definida
por, x, = T(z,_1),n = 1,2,... Ahora aplicando 1.15 para * = z,, e y = x,_1 se

tiene,
d(Tpy1,2n) = d(T (1), T(20-1)) = d(Tz(mn—l)>T<xn—l)) < ad(zn-1,T(zn-1))

por lo tanto,
d(Tps1, Ty) < ad(xy,x,—1) YneN

luego, por el lema 1.2 existe z € M tal que x,, — 2.

28



Capitulo 1 29

Demostremos que z es un punto fijo de 7', estimemos

d(z,T(2)) < d(z, 2ni1) + d(@11, T(2)) = d(2, 2n41) + AT (20-1), T(2))

por lo tanto,
d(z,T(2)) <d(z,2p41) + ad(x,_1,T(2))

luego,
d(z,T(2)) <d(z,xp41) + ad(zp_1,2) + ad(z,T(z))

asi,

(1—a)d(z,T(2)) <d(z,xn1) + ad(xp_1,2)

de esta manera haciendo n — oo se obtiene que
(1—a)d(2,T(2)) <0

luego, T'(z) = z.

Veamos la unicidad, para ello supongamos que existe otro punto fijo, es decir,

T(z*) = 2* para z* € M y probemos que z = z*. En efecto,
d(z,2") = d(T(2), T(z")) = d(T*(2), T(z")) < ad(z, T(z")) = ad(z, 2")

luego,
(1 —a)d(z,2") <0

asi, z = z*. De esta manera se tiene que 7T tiene un tnico punto fijo.
|

En el siguiente resultado presentamos una contracciéon de tipo racional y fue
dado por Khan-1977, [4]

Teorema 1.14 Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T : M — M una funcion

para la cual existe a € [0,1) tal que

d(x, T(x))d(x, T(y)) + d(y, T(y))d(y, T'(x))

d(T(x), T(y)) < a d(x, T(y)) + d(y, T(x))

(1.16)

Vr,y € M entonces T tiene un unico punto fijo.
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Demostracion:

Sea xg € M un punto arbitrario y consideremos una sucesion {x, } C M definida
por, x, = T(z,_1),n = 1,2, ... Ahora aplicando 1.16 para * = z,, e y = x,,_; se

tiene,

d(xn, T (20))d(zn, T(2p-1)) + d(@p-1, T (@n-1))d(zp-1, T(zn))

d(T(xn), T(2n-1)) < a d(xy, (1)) + d(zn—1, T (1))

por lo tanto,

d(q:na xn—l)d(l‘na xn) + d($n—1a xn)d(xn—la xn—l—l)
d(x’m xn) + d(xn—h xn)

d(xpi1,2,) < a
luego,
d($n+17 xn) S (ld(l’n_l, xn—l—l)

ahora por desigualdad triangular se tiene,
d(xn—f—l; xn) S ad(xn—la xn) + (ld(ZL’n, xn—l)
por lo tanto,
(1 —a)d(zps1,mn) < ad(xp_1,x,)

asi,

d(xpi1,T,) < %d(wn,l,xn), Vn e N

como a € [0,1) entonces < 1, luego, por el lema 1.2 existe z € M tal que

Tp — 2.
Veamos que z es un punto fijo de 7',
d(Z, T(Z)) < d(Z, xn—i—l) + d(l‘n+1, T('Z)) = d(Za l’n+1> + d(T(l’n), T(Z))
asi,

d(xp, T(x,))d(x,, T(2)) + d(2,T(2))d(z, T (z,))
d(x,, T(2)) +d(z,T(x,))

d(z,T(z)) <a
haciendo n — oo se obtiene que
d(z,T(z)) <0
luego, T'(z) = z.

30



Capitulo 1 31

Veamos la unicidad, para ello supongamos que existe otro punto fijo, es decir,

T(z*) = z* para z* € My probemos que z = z*. En efecto,

d(z,T(2))d(z,T(z%)) +d(z*,T(z*))d(z*,T(2))
d *

d(z,2*) = d(T(2),T(z")) < a (2, T(2%)) + d(z*, T(2))

por lo tanto,
d(z,2)d(z, z*) + d(z*, z*)d(z*, 2)
d(z,z*) + d(z*, 2)

d(z,z*) <a

luego,
d(z,2") <0

asi, z = z*. De esta manera se tiene que 7T tiene un tnico punto fijo.

A continuacion presentamos en resumen las condiciones contractivas y ejemplos
donde se muestra que hay funciones que cumplen con una condicién pero no con

otra.

Sea (M, d) un espacio métrico completo y T': M — M una funcion.
P1. Principio de Contracciéon de Banach-P.C.B
d(T(x),T(y)) < ad(z,y) Vo,yeM y aecl01)
P2. Teorema de Kannan
A(T(@), T(y)) < ald(x, T()) + d(y. T))] Vry €M y 0<a<,
P3. Teorema de Chatterjea
AT(@), T(y)) < ald(x, T(y) +d(y, T@)] ey €M y 0<a<,
P4. Teorema de S.Riech
d(T(x),T(y)) < ad(z,T(x))+bd(y, T(y))+cd(z,y) a,b,c € RT, a+b+tc<1
P5. Teorema de Rus
d(T(x),T(y)) < ad(z,y) + bld(z, T(x)) + d(y, T(y))] a,beRY, a+20<1
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P6. Teorema de Hardy-Rogers.
d(T(x), T(y)) < end(z, T(x)) + caad(y, T(y)) + asd(z, T(y))

+ayd(y, T'(x)) + asd(z, y)
5
donde o = Zai <1

=1

EJEMPLOS

En principio observemos que toda funcién que cumple la condiciéon P1. es una

funcién continua.

1.- Ejemplo de una funciéon que satisface P2. pero no P1.

T:00,1] —-R

(z

P osiozel0,3)
T(x):{ % sioxeld 1]

L5 2

asi, T no es continua y por lo tanto no es P1. pero si es P2.
2.- Ejemplo de una funcién que satisface P1. pero no P2.
T:[0,1] — [0,1]
x
T(x) = 3
T es continua y no cumple P2. tomar y =0y x = 3
3.- Ejemplo de una funcién que satisface P4. pero no P1. ni P2.
T:10,1] — [0,1]
sizel0,3)

(1
T(x) =1 3
i % siwe[5,1]

10
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4.- Ejemplo de una funciéon que satisface P2. pero no P3.

T:[-1,1] — [-1,1]
(Z si x 1,1
T(LE):i(Q) si fi—l]

5.- Ejemplo de una funcién que satisface P3. pero no P2.

T:[0,1] — [0,1]
(L si x
T(z) = i 5 €[0,1)

0 si zxz=1

En el siguiente Capitulo estudiaremos algunas condiciones que nos permitan
determinar cuando dos funciones poseen un punto fijo en comin, analizaremos las

versiones de los teoremas vistos, para dos funciones.
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Capitulo

Teoria del Punto Fijo para dos funciones

en espaclos Mmetricos.

2.1. Introduccién

Dado un espacio métrico (M,d) y S, T dos funciones definidas de M en M
queremos hallar condiciones sobre S,T y/o M de tal forma que S y T' posean un

punto fijo en comun.

En 1968 Kannan probo que si (M, d) un espacio métrico completo, y TS :

M — M dos funciones para las cuales existe « € |0, %) tal que
d(T'(x),S(y)) < ald(z, T(x)) +d(y, S(y))], Ve,yeM

entonces S y T posen un punto fijo en comun.

Varias generalizaciones de este teorema se han obtenido en varias direcciones, las
cuales se obtienen con la sustitucion de la condiciéon 1.7 para dos funciones por
otras contracciones. En este capitulo estudiaremos algunas de estas condiciones
que las hemos llamado condiciones contractivas y entre las cuales estan las dadas

por Kannan, Chatterjea, Rus, Yen,etc.
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2.2. Propiedades Basicas.

Sea M un conjunto no vacioy T,.S : M — M dos funciones. Un elemento z € M

es un punto fijo en comun para T'y S si y solo si z € Fr N Fg.

Asi tenemos las siguientes Propiedades en general

Lema 2.1 Sea M un conjunto no vacio y T;,S; : M — M funciones para i = 1,2.

51
1. FT1 :Fgl :{Z}
2. TloTQZTQOTl,Slo;SQ:SQOSl

entonces Fr, N Fs, # ()

Demostracion:
Como Fpr, = zy Ty o1y, = Ty 0T tenemos que z € Fp, y como Fs, = 2z y
S1 08y = Sy08) tenemos z € Fs,, luego Fr, N Fg, # 0.

|
Lema 2.2 Sean T,S : M — M funciones. Si existen m,n € N tal que
FTn = FSm = {Z}
entonces
FT = Fg = {Z}
Demostracion:
Tomamos T} =T™, S; = 8™/, =T, Sy = S y aplicamos el lema 2.1
|

Lema 2.3 Sean T,S : M — M funciones. St
Fros = Fsor = {2z}

entonces
FT N FS = {Z}
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Demostracion:
(SoT)(S(2)) =S(2) y (ToS)(T(z)) =T(2) luego por hipotesis S(z) = z =T(z)
asi, z € Fr N Fg

La unicidad del punto fijo comtn de 7"y S es obvio.

2.3. Teoremas del Punto Fijo para funciones que

satisfacen ciertas condiciones contractivas

En esta seccion analizaremos ciertas condiciones contractivas que satisfacen
algunas funciones, generalizando las vista en el capitulo 1 y obteniendo sus analogas
para dos funciones, que nos van a permitir garantizar la existencia de un punto

fijo comun para las funciones.

En el siguiente resultado presentamos una contracciéon de Banach para dos

funciones.

Teorema 2.1 Sea (M, d) un espacio métrico completo, T, S : M — M funciones
y 0 < a <1 tal que para cada z,y € M se tiene que

d(T(x),S(y)) < ad(z,y) (2.1)

entonces Fr N Fg = {z}

Demostracion:

Sea xy € M un punto arbitrario. Definimos una sucesion {z, } C M por, xo, 11 =

S(on) ¥ Tont2 = T(xony1),n =0,1,2, ..., Ahora aplicando 2.1 se tiene
d(xy,29) = d(S(x0), T(x1)) < ad(xg, 1) = ad(zg, x1)

por lo tanto, d(zq,x2) < ad(xg,z1).
Por otro lado,
d(ze,x3) = d(T(x1), S(22)) < ad(q,x2)
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de donde se obtiene que,
d(ze,x3) < ad(zy, xs)

luego, por inducciéon obtenemos que
d(xpi1, ) < ad(zp, v,-1), Yn €N

asi, por el lema 1.2 existe z € M tal que z,, — z.

Veamos que z es punto fijode Ty S
d(z,T(z)) < d(z,xon41) + d(x211, T(2)) = d(z, Taps1) + d(S(z2,), T(2))
por lo tanto por 2.1
d(z,T(2)) < d(z,xons1) + ad(z2n, 2)

tomando limite cuando n — oo tenemos que

luego,

Analogamente se prueba que S(z) = z.

Veamos que z es el tnico punto fijo comun de Ty .S

supongamos que T'(z*) = 2* = S(2*) y T'(2) = z = S(z) asi,
d(z,2") =d(T(2),5(z")) < ad(z, z")

como 0 < o < 1 entonces z = z*.

Corolario 2.1

Sea (M, d) un espacio métrico completo, T, S : M — M funciones y0 < o < 1
tal que para cada x,y € M se satisface 2.1.
SiT = S entonces se tiene el teorema 1.1 (P.C.B)

37



Capitulo 2 38

En el siguiente teorema se presenta el resultado de Kannan-1968 [4], para dos

funciones.

Teorema 2.2 Sea (M, d) un espacio métrico completo, T, S : M — M funciones

y0<a< ; tal que para cada x,y € M se tiene que
d(T'(z), S(y)) < ald(z, T(x)) + d(y, S(y))] (22)

entonces Fr N Fg = {z}

Demostracion:

Sea xy € M un punto arbitrario. Definimos una sucesion {z,} C M  por,

Topy1 = S(T2,) ¥ Topyo = T(x2,11),n = 0,1,2, ..., Ahora aplicando 2.2 se tiene
d(z1, 22) = d(S(20), T'(21)) < ald(zo, S(wo)) + d(z1, T(21))]

por lo tanto,
d(z1, ) < afd(xg, x1) + d(z1, 22)]

¥
«

l—«

d(Il,ZEQ) S d(l’o,xl).

Analogamente
(w3, 23) = d(T'(21), S(22)) < afd(z1,T(21)) + d(@2, S(22))]
por lo tanto,
d(z2,23) < afd(zy,x2) + d(xa, 23)]
asi,

«

d(IQ,JIg) S 1 N

d(Il, 1’2)
luego, por inducciéon obtenemos que

d(xn—l—hxn) S ]_Ld(l‘nvxn—l%vn eN

1 « 1
como 0 < a < 5 entonces 0 < T < 3 asi por el lema 1.2 existe z € M tal que

T, — 2.
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Veamos que z es punto fijode Ty S
d(z,5(2)) < d(2, xan+2) + d(T2nt2, S(2))

luego,
d(z,5(2)) < d(z, x2n+1) + d(T(220+1), 5(2))

por lo tanto por 2.2
d(2,5(2)) < d(z,22n+2) + ald(2,5(2)) + d(T2n11, T(2041))]

d(z,5(2)) < d(z,xa42) + ad(z,5(2)) + ad(zans1, T(T2n41))

(1—a)d(z,5(2)) < d(z,22,12) + ad(Xon i1, Toni2)
tomando limite cuando n — oo tenemos que

(1 —-a)d(z,5(2)) <0

1
como 0 < o < 5 entonces

de esta manera,

Anélogamente se prueba que T'(z) = z.

Veamos que z es el inico punto fijo comtn de T'y .S

supongamos que T'(z*) = 2* = S(2*) y T'(2) = z = S(z) asi,
d(z,2") =d(T(2),5(z")) < ald(z,T(2)) + d(z*,S(z"))] = ald(z,z) + d(z",2")] = 0

— *
luego, z = z*.
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Corolario 2.2
Sea (M, d) un espacio métrico completo, T, S : M — M funciones y 0 < a < ; tal
que para cada x,y € M se satisface 2.2.
SiT =S yT(x)=y entonces se tiene el teorema 1.1 (P.C.B)
|

Dando una variaciéon en la condicién contractiva de Kannan para dos fun-

ciones,Chatterjea -1972 presenta el siguiente resultado. [4]

Teorema 2.3 Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T, S : M — M dos fun-

ciones para las cuales existe a € [0, %) tal que
d(T(z),5(y)) < ald(z, S(y)) +d(y, T'(x))],Vz,y € M (2.3)

entonces
FT = FS = {Z}

Demostracion:
Sea xg € M arbitrario. Definimos x,, una sucesion en M de la siguiente manera

Lon+1 = S(-Tzn) Y Tont2 = T($2n+1)avn =0,1,2...

Estimemos,
d(zy,e) = d(S(z0), T(z1)) < af[d(zo, T(z1)) + d(x1,S(x0))] por 2.3, por lo
tanto, d(xy,x9) < ald(xg,xs) + d(x1,21)], asi

d(xq1,29) < ad(zg, x2)

d(z1, ) < ald(zo, 1) + d(x1, 29)]

por desigualdad triangular, asi

(0%

<
d($1,$2) =1 "o

d(xg, 7).

Por otro lado,

d(zg, x3) = d(T(x1), S(22)) < afd(z1,S(x2)) + d(z2,T(x1))] por 2.3, por lo
tanto, d(xa,x3) < afd(xq,x3) + d(x2,x2)], asi

d(ze,x3) < ad(xy,x3)
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«a
11—«

d(%’g,%g) S d(l’l,iﬂg).

De esta manera por induccién tenemos que

(67

d ny*+n <
(@ $+1)_1_a

d(xy_1,2,) Vn € N
Por el lema 1.2 tenemos que z,, es una sucesion de Cauchy y como (M, d) es
completo entonces x,, — z para algun z € M.

Veamos que z es punto fijo de Ty S.

d(z,T(2)) < d(z, 22n41) + d(22n41, T (2))
por desigualdad triangular, por lo tanto

d(z,7(2)) < d(z, w2n+1) + d(S(220), T(2))

d(z,T(z)) < d(z, v2n41) + ald(z, S(22n)) + d(220, T(2))]

por 2.3
d(z,T(2)) < (a+ 1)d(z,x2n41) + ad(xa,,T(2))

asi, por desigualdad triangular tenemos que
Az, T(2)) < (0 + 1)d(2,52011) + ald(wan, 2) + d(z, T(2))]

luego,
(1—a)d(z,T(2)) < (1+ a)d(z,x2n41) + ad(xay, 2)

tomando limite cuando n — oo se tiene que d(za,, 2) — 0y d(z, xo, 1) — 0 porque
T, — 2 asi

(1—a)d(z,T(2)) <0
y como « € |0, %) se concluye que
T(z) = z.
Analogamente se prueba que S(z) = z.

Veamos que el punto fijo z de Ty S es tnico
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Sea z* € Mtal que z =T(z) = S(2) y 2" =T(z*) = S(z*) Estimando,
d(z,2") =d(T(2),5(z")) < ald(z,5(z%)) + d(z",T(z))]

d(z,2%) < ald(z,2%) + d(z", 2)] = 2ad(z, 2")
(1 —-2a)d(z,2") <0

como a € [0,1) entonces d(z, z*) < 0 luego

de esta manera concluimos que 7" y S tienen un tnico punto fijo en comun.

El siguiente resultado se debe a Rus-1973, [15]

Teorema 2.4 Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T,S : M — M dos fun-

ciones para las cuales existe a,b,c € Ry tal que a +2b+2c <1y
d(T(x), S(y)) < ad(z,y) + bld(y, T(x)) + d(y, S(y))] (2.4)

+cld(z, S(y)) + d(y, T'(x))]
Va,y € M entonces
FT = Fs = {Z}

Demostracion:

Sea xg € M arbitrario. Definimos x, una sucesion en M de la siguiente manera
Tony1 = S(T2,) ¥ Topyo = T(x9n11),Vn =0,1,2...
Estimemos,

d(zy,x9) = d(S(x0), T(x1)) < ad(xo, z1) + bld(xg, S(xo)) + d(x1, T'(z1))]

+cld(xo, T(21)) + d(z1, S(20))]

por lo tanto,

d(xy1,z2) < ad(xo, z1) + bld(xo, 1) + d(x1, 22)] + c[d(z0, x2) + d(x1, 21)]
asi,

d(x1,22) < (a+ b)d(xg, x1) + bd(x1, x2) + cd(xg, T2)

por desigualdad triangular tenemos

42



Capitulo 2 43

d(x1,29) < (a+ b)d(xg, 1) + bd(x1, x2) + cd(xg, 1) + cd(xy, T2)
luego,
d(z1,22) < (a+ b+ c)d(zg, x1) + (b+ c)d(xy, x2)

at+b+c

d(fﬁl, Iz) S m

d(Io, 131).

Por otro lado,

d(zg,x3) = d(T(21), S(x2)) < ad(xy,x2) +bld(z1, T (x1)) + d(xa, S(22))]

+cld(z1, S(x2)) + d(z2, T(x1))]
por lo tanto,
d(z2, 23) < ad(xq, ) + bld(x1, x2) + d(xa, x3)] + c[d(21, 23) + d(22, T2)]

asi,

d(z2,x3) < (a + b)d(xy,x2) + bd(xe, x3) + cd(xy1, x3) + cd(z2, T2)
por desigualdad triangular tenemos

d(ze,x3) < (a4 b+ c)d(z1,x) + (b+ ¢)d(xs, 3)
luego,
a+b+c

d(zg,x3) < md(%aw),

y de esta manera por induccién tenemos que

b
d(xp, Tpi1) < ual(az:n_l,ﬂcn) Vn e N
l—c—0
b
com00<a—|—2b+20<1ent0ncesa+b+c<1—b—cyasi()<61L+b+C<1
—b—c

Por el lema 1.2 tenemos que z, es una sucesion de Cauchy y como (M, d) es
completo entonces x,, — z para algin z € M.

Veamos que z es punto fijode Ty S.

d(z,T(2)) < d(z, wan41) + d(22n11,T(2))
por desigualdad triangular, por lo tanto,

d(z,T(2)) < d(z,2an11) + d(S(22n), T(2))

d(z,T(2)) < d(z,xon+1) + ad(zay, 2) + bld(z,T(2)) + d(z2n, S(x2n))]
+cld(z, S(x9,)) + d(xen, T(2))]
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tomando limite cuando n — oo se tiene que
d(z,T(2)) <bd(z,T(z)) + cd(z,T(2))
por lo tanto,
(1-b—0)d(z,T(2)) <0

como 1 — b — ¢ < 1 entonces
d(z,T(z)) <0

luego,
T(z) =z

Analogamente se prueba que S(z) = z.

Veamos que el punto fijo z de T"y S es tinico
Sea z* € Mtal que z=T(z) = S(2) y 2" =T(z*) = S(z*)
Estimando,
d(z,2*) =d(T(2),S(z*)) < ad(z,z*) + bld(z,T(2)) + d(z*, S(z*))]
+cld(z,S(2%)) + d(z*,T(2))]

de donde se tiene que,
d(z,2") <ad(z,z") + 2cd(z, z*)

Y
(1= (a+2b))d(z,2%) <0
asi,

luego,

y esto termina la prueba.
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Corolario 2.3

Si consideramos en 2.4, b= c =0 entonces obtenemos el P.C.B |

Corolario 2.4

Tomando en 2.4, a = ¢ = 0 entonces obtenemos el teorema de Kannan.

Corolario 2.5

Si tomamos en 2.4, a = b= 0 entonces obtenemos el teorema de Chatterjea.
|

Corolario 2.6
Si tomamos en la condicion 2.4, a = b =0y S =T entonces obtenemos la

condicion (4) del teorema 1.6.
|

El siguiente teorema generaliza los resultados anteriores y fue dado por Yen-
1976, [4]

Teorema 2.5 Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T,S : M — M dos fun-

ciones para las cuales existe a,b € Ry tal que a+2b < 1 y
d(T'(x), S(y)) < améx{d(z,y),d(z,T(z)),d(y, S(y))} (2.5)

+bld(x, S(y)) + d(y, T(x))]
Vr,y € M entonces
FT = FS = {Z}

Demostracion:
Sea ./4 = méX{d(l', y), d(fL‘, T(ZL‘)), d(ya T(y))}

Si A = d(x,y) entonces de la condicion 2.5 se obtiene la condicion 2.4 del

teorema 4.1 con b = 0, luego se concluye que T tiene un tinico punto fijo.

Si A =d(z,T(z)) entonces tomamos xy € M un punto arbitrario y considere-
mos una sucesion {x, } C M definida por, xon+1 = S(29,) v Xonte = T(T2n41), Yn =
0,1,2..
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Ahora aplicando 2.5 para r = x1 e y = x5 se tiene que,
d(zy, ) = d(S(x0), T(x1)) < ad(xy, T(x1)) + bld(x1, S(x0)) + d(xo, T(21))]

por lo tanto,
d(x1,29) < ad(xy, o) + bld(x1, 21) + d(x0, 2)]

asi,

d(x1,29) < ad(xy,z2) + bd(xg, 1) + bd(x1, )

luego,

d(ﬂ?l,l'g) d(l’g,.ﬁCl).

—
“1l—a-—0b
Por otra parte,

d(zg, x3) = d(T(x1),S(x2)) < ad(xy, T(x1)) + bld(x1, S(x2)) + d(xe, T(x1))]
por lo tanto,
d(xe,x3) < ad(xy, o) + bld(x1, 23) + d(x9, 2)]

asi,

d(xe,x3) < ad(xy,z2) + bd(xy, x2) + bd(x2, x3)

luego,

d(xs, x3) d(xy,x2).

< 7
“1l—a-290

Ahora por un razonamiento inductivo tenemos que

d(Tpy1, %) d(xp, xp—1). VYneN.

<7
“1—a-09

Como a + 2b < 1 entonces [y asi,por el lema 1.2 tenemos que x,, es una
— a J—

sucesion de Cauchy y como (M, d) es completo entonces x,, — z para algiun z € M.

Demostremos que z es un punto fijo de S y T', para ello hacemos la siguiente

estimacion,

d(z,5(2)) < d(z,T2n12) + d(T2n42, 5(2)) = d(z, Tont2) + d(T(T2041), 5(2))
por lo tanto,
d(z,5(z)) < d(z, 2ant2) + ad(@2p41, T(T2n41)) + 0[d(T2n42, S(2)) + d(2, T (22041))]
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luego,
d(z,5(2)) < d(z,xony2) +ad(Toni1, Tont2) +0d(Tony2, 2)+bd(2, S(2)) +bd(z, Tont2)
haciendo n — oo tenemos que,
d(z,5(z)) < +bd(z,5(2))
de donde se obtiene que,
(1-0)d(z,5(2)) <0
como a + 2b < 1 entonces se debe tener que d(z,S(z)) < 0 luego, S(z) = 2.

Analogamente se prueba que 7'(z) = z. Finalmente demostremos la unicidad,

para ello supongamos que existe z* € M tal que T'(z*) = S(z*) = 2*.

Ahora, d(z,2*) = d(T(z),S(z")) < ad(z,T(z))+b[d(z, S(z*))+d(z*,T(z))] por
lo tanto, d(z, 2*) < ad(z, z) + bd(z, z2*) + bd(z*, z) asi, (1 — 2b)d(z, z*) < 0, luego,

*

2=z .

Por ultimo, si A = d(y,T(y)), anadlogamente se demuestra que S y 7" tienen un

Gnico punto fijo en comiun. |

Corolario 2.7
Si tomamos en la condicion 2.5, b = 0 y max{d(z,y),d(z,T(x)),d(y,S(y))} =
d(z,y) entonces obtenemos el P.C.B

|

Corolario 2.8
Si tomamos en la condicion 2.5, a = 0 entonces obtenemos las condiciones del

teorema 2.3.

El siguiente resultado se debe a Ciric-1974, [4]
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Teorema 2.6 Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T, S : M — M dos fun-

ciones para las cuales existe a € [0, 35) tal que
d(T(z),5(y)) < améx{d(z,y),d(z,T(z)),d(y, S(y)), (2.6)

;[d(:p, S(y)) + d(y, T(x))]}
Vz,y € M entonces
Fr=Fg= {Z}

Demostracion:

La demostracion es analoga a la del teorema 2.5

Corolario 2.9
Si consideramos en la condicion 2.6,
méx{d(z,y), d(z, T(x)),d(y, S(y)), 3ld(z, S(y)) + d(y, T(x))]} = d(z,y) obtenemos
el P.C.B
|

Corolario 2.10

Si tomamos en la condicion 2.6,
max{d(z,y),d(z,T(x)),d(y, S(y)), 3ld(z, S(y))+d(y, T(x))]} = 3ld(z, S(y))+d(y, T(z))]

obtenemos el teorema 2.3 de Chatterjea.
|

El siguiente teorema fue dado por Iseki-1974, [4]

Teorema 2.7 Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T,S : M — M dos fun-

ciones para las cuales existe a,b € Ry tal quea <1,b<1y

d(T(5(x)), S(y)) < ad(z, S(y)) (2.7)
d(S(T'(x)),T(y)) < bd(x,T(y)), Va,yeM (2.8)
entonces
FT = FS = {Z}
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Demostracion:
Sea xo € M arbitrario, definimos x, una sucesién en M de la siguiente manera
Lont+1 = S(Ign) Y Zop4o2 = T($2n+1), Vn = 0, 1, 2...

Estimemos,
d(z1,me) = d(S(xg), T (x1)) = d(S(x0), T(S(x0))) < ad(zg, S(x0)) = ad(xo, 1)

por lo tanto,
d(x1,29) < ad(xg, z1).

Por otro lado,
(w2, 23) = d(T'(21), S(22)) = d(T'(21), S(T(21))) < bd(w1, T (21))

asi,
d(iL’Q, .leg) S bd(l’l, $2)

de esta manera,
d(xe,x3) < abd(zg, x1)

Luego, por induccién tenemos que

d(xoni1, Tonta) < ad(Tapi1, Ton) (2.9)

d(Tant3, Tonta) < bd(Toni2, Toni1) (2.10)

Por 2.9 y 2.10 e induccién tenemos para cada n =0,1,2...
d(Ton 41, Tanta) < a(ab)"d(xo, 1)

d(Ton+3, Tanta) < (ab)" d(zg, x1).

Asi,

o0

i d(pn, Tny1) < (a+ab) Y (ab)"d(xo, 1)

n=0 n=0
Luego, z,, es una sucesion de Cauchy y como (M, d) es completo entonces z,, — z

para algin z € M.
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Veamos que z es punto fijode Ty S.

Estimemos,
d(z,T(2)) < d(z,x2n41) + d(x2n11, T(2)) = d(z, xaps1) + d(S(x2,), T(2))

d(z,T(2)) <d(z,zo,41) + d(S(T(x20-1),T(2)) < d(z,x2n11) + bd(z2,-1,T(2))
d(2,T(2)) < d(2, Tans1)+bld(zon_1, 2)+d(z, T(2))] < d(z, Taps1)+bd(xan_1, 2)+bd(z, T(2))
por lo tanto,
(1 —=0)d(z,T(2)) < d(z,xont1) + d(T2n-1,2)
tomando limite cuando n — oo se tiene que d(z,z2,11) — 0y d(z2,-1,2) — 0
porque z,, — z.

Asi,
(1=0)d(z,T(2)) <0
y como b < 1 tenemos que d(z,T(z)) <0, luego, T'(z) = z.

Analogamente se prueba que S(z2) = z.

Veamos que el punto fijo z de T' y S es tnico,
Sea z* € Mtal que z =T(z) = S(z) y 2" =T(z") = S(z%)
Estimando,
d(z,2") =d(TS(z),5(z")) < ad(z,S(z%))

por 2.7, por lo tanto,
(1—a)d(z,2") <0

como a < 1 entonces
d(z,2") <0

luego,
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A continuacion presentamos una condicién contractiva racional para dos fun-

ciones que fue dada por Khan-1977, [4]

Teorema 2.8 Sea (M, d) un espacio métrico completo, y T,S : M — M dos fun-
ciones para las cuales eziste a € [0,1) tal que

d(z,T(z))d(z, S(y)) + d(y, S(y))d(y, T (z))
d(z,S(y)) +d(y, T(x))

d(T'(z),5(y)) < a (2.11)

Vx,y € M entonces
FT = FS = {Z}

Demostracion:

Sea xg € M arbitrario. Definimos x,, una sucesion en M de la siguiente manera
Tont1 = S(T2) ¥ Tons2 = T(T2p41), Vn = 0, 1, 2... Estimemos

d(ZL‘l, T(l’l))d(l‘l, S(l’o)) -+ d(Io, T(lL‘l))d(flfo, S(l’o))

d(z1,22) = d(S(20), T(21)) < @ d(z1,S(xg)) + d(xo, T(21))

por lo tanto,

d([Eh .I'Q)d([ﬁl, .Tl) + d(fﬁo, l’g)d([ﬁo, 1’1)
d(l‘l, Il) + d(I‘o, IQ)

d(z1,72) < a

asi,

d(wy,z9) < ad(wo, 1)

Por otro lado,

d(zg,x3) = d(T(x1),S(x9)) < @
por lo tanto,

d(Il, l’Q)d(Il, l’g) + d(ﬂ?g, l’Q)d(Ig, 1'3)
d(xy, 23) + d(12,72)

d(ze,23) < a

asi,

d(xe,x3) < ad(xy,xs)

Por el lema 1.2 tenemos que z,, es una sucesion de Cauchy y como (M, d) es

completo entonces x,, — z para algin z € M. Veamos que z es punto fijo de Ty

S.
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Estimemos,

d(z,T(z)) < d(z, xon+1) + d(x2n+1,T(2))

por desigualdad triangular, se obtiene

d(z,T(2)) < d(z, want1) + d(S(22n), T(2))

d(z,T(2))d(z,S(x2,)) + d(xen, T(2))d(x2,, S(x2,))
d(z,S(x9,)) + d(xe,, T(2))

d(z,T(2)) <d(z,zo,41) +a

tomando limite cuando n — oo se tiene que d(x9,11,2) — 0y d(z2,, T2n11) — 0
porque x, —

luego,

asi,

Anélogamente se prueba que S(z) = z.

Veamos que el punto fijo z de Ty S es tnico
Sea z* € Mtal que z =T(z) = S(z) y 2" =T(z*) = S(z%)

Estimando,
N " d(z,T(2))d(z,5(2")) + d(z", 5(2"))d(z", T(2))
L= A= 5()) + (= T(2))
. d(z,2)d(z, 2*) + d(z*, 2*)d(2*, 2)
dlz2) < e d(z,z*) +d(z*, 2)
luego,
d(z,2*) <0
por lo tanto,
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A continuaciéon se presentan algunas generalizaciones que se obtienen a partir

de los teoremas y lemas anteriores.

Teorema 2.9 Sea (M, d) un espacio métrico completo, y f,g : M — M dos fun-
ciones para las cuales existe a,b,c € Ry con a +2b+2c <1 yn,m € N tal

que

d(f"(x), 9" (y)) < ad(z,y)+bld(y, [*(x))+d(y, g™ (y))]+cld(z, g™ (y)+d(y, [ ()],

Va,y € M entonces
Fy=Fy={z}

Demostracion:
Sustituyendo Ty S por f™ y g™ respectivamente en el teorema 4.1 se tienen que
Fpn = Fym = {2}., luego por el lema 2.2 tenemos que Fy = F, = {z}.
|

Teorema 2.10 Sea (M,d) un espacio métrico completo, y f,g : M — M dos
funciones para las cuales existe a,b,c € Ry con a+ 2b+ 2¢ < 1 tal que
d(g(f(2)), f(9(y))) < ad(x,y) + bld(z, g(f(x))) + d(y, f(g(y)))]
+eld(z, f(g9(y))) + d(y, g(f(x)))]

Vz,y € M entonces
Fr=F,={z}.

Demostracion:
Sustituyendo T'y S por go f y f o g respectivamente en el teorema 4.1 se tienen
que Fyof = Froy = {2} luego, por el lema 2.3 tenemos que Fy = F, = {z}.
|

Teorema 2.11 Sea (M,d) un espacio métrico completo, y f,g : M — M dos

funciones para las cuales existe a € |0, %) yn,m €N tal que

d(f™(x), g™ (y)) < améx{d(z,y),d(z, f"(fff)),d(y7gm(y))}+;[d(ﬂf,gm(y))+d(y, f(@))],

Vz,y € M entonces
FT = FS = {Z}
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Demostracion:
Sustituyendo Ty S por f™ y ¢ respectivamente en el teorema 2.6 se tienen que
Fpn = Fym = {2z} luego, por el lema 2.2 tenemos que Fy = F, = {z}.

]
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Capitulo

Funciones conmutantes

3.1. Introduccion

En este capitulo estamos interesados en estudiar otro tipo de condicion que
pueden tener las funciones y que nos van a permitir garantizar la existencia y

unicidad de puntos fijos comunes para tales funciones.

El objetivo fundamental de este capitulo es de analizar la expansiéon natural
del principio de contraccién de Banach teorema 1.1 la cual fue dada por G. Jungck

[5], asi como algunas generalizaciones de este resultado.

Comenzaremos nuestro analisis introduciendo las definiciones de funciones dé-
bilmente conmutantes y conmutantes, relaciones entre estas y finalmente la teoria

del punto fijo para dos funciones conmutantes.
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Definiciéon 3.1 Sean (M,d) un espacio métrico y T, S : M — M funciones, se

dice que T y S son débilmente conmutantes si

d(T(S(x)),S(T(z))) <d(T(z),S(x)), Yxr € M.

Ejemplo 3.1
Sea M = [0,1] con la métrica euclidiana y T, S : M — M dadas por
2x 2
T(m)—x+1, S(x)_Zx—l—l’ Ve e M
ast, )
x x
T — —
(5(z)) (2:1:+1) 3z +1
Y 2 2
x x
S(T =9 =
(T(@)) (x—l—l) or +1
por lo tanto,
2 2 42
d(T(S S(T = - =
(T(S@)ST@O) = 3 =7 ~ 551~ Ger DEa T 1)
322 + 2x T

< = _
“(x+1)2x+1) xz+1 2z+1
de esta manera,

d(T(S(x)),S(T(x))) < d(T(zx),S(z)), Y e M
ast, Ty S son débilmente conmutantes.

Definicion 3.2 Sean (M, d) un espacio métrico y T, S : M — M funciones, se

dice que T y S conmutan o son conmutantes st

T(S(z)) = S(T(z)), Ve M.

Claramente si dos funciones son conmutantes implican que son débilmente con-

mutantes, el reciproco no es cierto.

Ejemplo 3.2
Sea M = [0,1] con la métrica euclidiana y T, S : M — M dadas por
2x 2
T(x) = 2. - M
(x) 1 S(x) w1 Vr €

en el ejemplo anterior se vio que T y S son débilmente conmutantes, ahora T y S
no conmutan porque T(S(x)) # S(T(x)), Vo € M.
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3.2. Teoria del punto fijo para funciones

conmutantes

La siguiente proposiciéon nos muestra como una condicién de conmutatividad

nos va a permitir obtener la existencia de un punto fijo comin para dos funciones.

Proposicién 3.1 Sean M un conjunto no-vacio y T : M — M una funcion, en-
tonces T tiene un punto fijo si y solo si existe una funcion constante S : M — M

que conmute con T.

Demostracion:
Siexiste z € M, S: M — Mtal que S(z) =2z y T(S(x)) = S(T(x)), Ve € M
entonces podemos escribir z = S(7T'(2)) = T(S(z)) = T'(z), es decir, z es punto fijo
de T'.

La demostracion de la condicién necesaria esta incluida en el resultado principal
de este capitulo teorema 3.1.
|

A continuaciéon presentamos el resultado de G.Jungck [5], que generaliza de

manera natural el principio de contraccion de Banach.

Teorema 3.1 Sea (M, d) un espacio métrico completo, T : M — M una funcion

continua entonces T tiene un punto fijo si y solo si

a.- Eziste a € (0,1) y S:M — M tal que
d(5(x), S(y)) < ad(T(x), T(y)), Yo,y € M (3.1)

b.- S(M) C T(M)

ademds si se cumple la condicion 3.1 se tiene que T y S tienen un unico punto

fijo en coman.
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Demostracion:

Para la condicién necesaria, supongamos que T'(z) = z para algin z € M,
definimos S : M — M dada por S(z) =z Va € M.

Entonces S(T'(z)) =z y T(S(x)) = T(2) = z, Vx € M por lo tanto, S conmuta
con T. Como S(z) = z="T(z), Vx € M entonces S(M) C T(M).

Finalmente para cualquier a € (0, 1) tenemos que Vz € M

d(S(x), 5(y)) = d(z,2) = 0 < ad(T'(z), T (y)).

Por otra parte, supongamos que existe una funciéon S : M — M que conmuta
con Ty satisface las condiciones a, b y veamos que Ty S tienen un tnico punto

fijo en comun.

Sea xg € My sea x; tal que T'(z1) = S(xo), en general escogemos z,, tal que
T(zn) = S(wn-1) (1)
ya que S(M) C T(M), luego por 3.1 y (1) se tiene que

d(T(xps1), T(x,)) < @d(T(x,),d(xn-1)), Vo € M
asi, por el lema 1.2 existe t € M tal que T'(x,,) — t pero (1) implica que S(z,) — t.

Como T es continua, 3.1 implica que S es continua, por lo tanto se tiene que
S(T(x,)) — S(t)y T(S(z,)) — T(t), como Ty S conmutan entonces tenemos
que S(T(zy,)) = T(S(xy,)) Vo € M, de esta manera T'(t) = S(t) y por lo tanto,
T(T(t)) =T(S(t)) = S(S(t)) por la conmutatividad, asi aplicando 3.1 para x =t
y y = S(t) tenemos

d(S(t),8(5(1)) < ad(T(¢),T(S(1))) = ad(S(t), S(S(¢)))
de esta manera, (1 —a)d(S(¢),S(S(t))) <0, como o € (0,1) entonces
S(5(t) = S(1).

Ahora tenemos que S(t) = S(S(t)) = T(S(t)), luego, S(t) es un punto fijo de
TylS.

Veamos que Ty S tienen un tinico punto fijo en comin. Supongamos que

r=T(z)=S5(x) yy="T(y) = S(y) entonces 3.1 implica que
d(z,y) = d(5(x),S(y)) < ad(T(z),T(y))

58



Capitulo 3 59

por lo tanto, (1 — a)d(z,y) <0y como « € (0,1) entonces x = y.
|

Corolario 3.1 Sea (M, d) un espacio métrico completo y T,S : M — M funciones
conmutantes tal que T es continua, S(M) C T (M) y existe « € (0,1) y k un entero

positivo tal que
d(S*(x),5"(y)) < ad(T(x), T(y)), Yz € M

entonces S y T tienen un unico punto fijo en comun.

Demostracion:
Claramente S* conmuta con Ty S*(M) C S(M) C T(M) de esta manera por el
teorema 3.1, se tiene que S* y T tienen un tinico punto fijo, es decir, existe un tinico
z € Mtal que z = T(z) = S*(2) pero entonces como T y S conmutan podemos
escribir, S(z) = T(S(z)) = S*(S(2)) por lo tanto, S(z) es un punto fijo de Ty S*,
luego, por la unicidad del punto fijo de 7'y S* se tiene que z = S(z) = T'(z).

Note que no requiere que S sea continua
|

Corolario 3.2 Si tomamos k =1 y T(x) = x,Yx € M en el corolario 3.1 obten-

emos el Principio de contraccion de Banach (P.C.B.)

Corolario 3.3 Sea n un entero positivo y sea k > 1. Si. .S es una funcion continua
en un espacio métrico completo (M, d) tal que d(S™(x),S™(y)) > kd(z,y),
Vz,y € M, entonces S tiene un punto fijo.

Demostracion:
1
k
tenemos que T(S(x)) = S"*(S(x)) = 8" (z) = S(S" ! (z)), Ve € M

por lo tanto, T' y .S conmutan.

Tomando « = — entonces o € (0,1) porque k > 1 y considerando T = S™*!
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Ahora por hipétesis, d(S™(x), S™(y)) > kd(x,y), Vx € M, luego,
d(T(z),T(y)) < ad(S™(x),S"(y)) porque T(z),T(y) € M. Como S es continua

entonces S™ es continua.

Por otro lado T(M) C S™*(M) C S(M) luego, por el teorema 3.1, se tiene que

S™ y T tienen un tnico punto fijo, es decir, existe z € M tal que S"(z) = T'(z) por
lo tanto, S™(z) = S™"!(z) = S(S™(2)) luego, S™(z) es un punto fijo de S.

|

En la siguiente secciéon presentamos una generalizacion del teorema de G.
Jungck, [5],|6], previo a esto estudiaremos algunos resultados que nos van a per-

mitir obtener dicha generalizacion.

3.3. Generalizacion del teorema de Jungck

Notacién 3.3
Dado un espacio métrico (M,d) y {yn} una sucesion en el espacio, denotaremos

por O(yx;n) al conjunto de puntos {Yk, Yk+1, .- Yksn} de la sucesion.

Comencemos con algunos resultados sobre §(O(yx;n)), el diametro del conjunto

O(yx;m) en los siguientes lemas.

Lema 3.1 Sea (M,d) un espacio métrico completo, {y,} C M una sucesion tal

que

d(y'm ym) S « méX{d(:yn—lu ym—1)7 d(yn—b yn)7 d(ym—la ym)7 d(yn—h ym)7 (32)

AdYm-1,Yyn)} Ynm>11y a€(0,1)

Supongamos que §(O(yr;n)) >0 para k >0 yn € N.
Entonces §(O(yg;n)) = d(yx, y;) donde k < i < k+n y también

0(O(yk;n)) < ad(O(yp-—1;n + 1)) (3.3)

con k > 1.
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Demostracion:

Para 7,7 € N tal que 1 <7 < j tenemos por 3.2 que

d(yi,y;) < amdx{d(yi-1,yj-1), d(Yi-1,v:), d(yj-1,;), d(Yi-1,Y;), d(yj-1,v:) }
luego,

d(yi,y;) < ad(O(yi—1;5 —i+1)) (3.4)

Ahora, 6(O(yx;n)) = d(yi,y;) para algunos 4,j tal que k < i < j < k+n ya

que es el supremo de un conjunto finito.

Si ¢ > k entonces por 3.4 se tiene que,
5(O(yx;n)) = d(yi, y;) < ad(O(yi1;5 — i+ 1)) < ad(yi, y;) = ad(O(yx; n))
coni—1>kyj<k+n, porlo tanto se tiene que, §(O(yr;n)) < ad(O(yx;n))
asi,

(1 —a)é(O(y;n)) <0

como « € (0,1) entonces §(O(yx;n)) = 0 contradiccion, luego,
6(O(yr; n)) = d(yk, y;)-

Por otro lado de 3.4 se tiene, §(O(yx;n)) = d(yr, y;) < ad(O(yk—1;7 — k + 1))
asi,
5(O(yr;n)) < ad(O(yr-137 — k +1)) < ad(O(yp-15n + 1))
luego,
(O(yr;n)) < ad(O(yg—1;n + 1))
|

Lema 3.2 Para k > 0 y n € N supongamos que 6(O(yx;n)) > 0. Entonces
k
o
6(O(yr;n)) < 1

—

d(y07y1)'

Demostracion:

Por el lema 3.1 para algun j <[+ m se tiene que,
6(0(yi;m)) = d(yr,y;) < Ay, yeer) + A1, y;) < d(ye yi41) + 6(0(Yiga3m — 1))
de esta manera por 3.3 se tiene §(O(y;;m)) < d(yi, Y1) + @d(O(y;; m)) asi,
1

6(O(yi;m)) < md(yh Yit1) (3.5)
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por otro lado, repitiendo la aplicaciéon 3.3 tenemos que
3(O(yk;n)) < @*6(O(yo; n + k)) (3.6)
ahora tomando [ = 0 y m = n + k en 3.5 obtenemos que

1
§(O(yo;n+k)) < Ed(yoj Y1)

asi, por 3.6 se tiene que

5(O(yw;n)) < a®5(O(yo;n + k)) <

d
1— o (Yo, Y1)

luego,
k
a

5(O(yx;n)) <

d .
1—a (Yos y1)

Ahora presentamos el siguiente resultado que nos va a permitir obtener la

generalizacion del teorema de G. Jungck. [5].

Teorema 3.2 Sea (M, d) un espacio métrico completo, T : M — M una funcion
continua y S : M — M cualquier funcion que conmuta con T tal que S(M) C T'(M)

y supongamos que T y S satisfacen la siguiente condicion
d(S(x), S(y)) < améx{d(T(z), T(y)),d(T(x), S(x)),d(T(y), S(y)) (3.7)

d(T(x),5(y)), d(T(y), S(x))}

entonces T y S tienen un unico punto fijo en comun.

Demostracion:

Observemos que es suficiente con encontrar un punto y € Mtal que T'(y) = S(y)
porque entonces, por 3.7 tenemos
d(S(S(y)), S(y)) < amdx{d(T(5(y)), T(y)),d(T(S(y)), S(S¥))),d(T(y), S(y)),
AT(S(y), S(w)), d(T(y), S(Sw))}
como T'y S conmutan y T'(y) = S(y) entonces,
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d(S(S(y)), S(y)) < amdx{d(S(S(y)), S(y)),d(S(S(y)), S(S(y))). d(S(y), S(y)),
d(S(S(y)), S(y)), d(S(y), S(S(y)))}
ast, d(S(S(y)), S(y)) < ad(S(S(y)), S(y)) luego,

Por otro lado, T(S(y)) = S(T(y)) = S(S(y)) = S(y), en conclusion S(y) es un
punto fijode T'y S.

Veamos entonces que existe y € M tal que T'(y) = S(y).

Definimos una sucesion de puntos de la siguiente manera para xo € M arbitrario
sea x; € M tal que S(zg) = T'(z1) lo cual se puede porque S(M) C T(M), en
general se define para z,, € M un z,.1 € M tal que S(x,) = T(zpy1) = yn, para
n=20,1,2 ..

Si para algin n y k, §(O(yx;n)) = 0 tenemos que yr = yx11, s decir,
T (1) = S(@ps1)-
Por otra parte si 6(O(yg;n)) > 0y dado € > 0, sea ny € N tal que

1-a

de esta manera para m >n > ng por (¥) y el lema 3.2 tenemos que

d(yo, y1) < € (*)

a™o

1—a) d(yo,y1) < €

d<ym7 yn) S 6(O(yn07 m — nO)) S

asi,
A(Yms yn) < €
luego, {y,} es una sucesion de Cauchy y como (M, d) es completo entonces existe
y € M tal que y, — y, por la continuidad de T se tiene que T'(y,,) — T'(y) y como
yn = S(z,) entonces T'(y,) = T(S(z,)) = S(T(z,)) = S(yn—1) por lo tanto se
tiene que S(y,,) — T'(y), asi usando 3.7 tenemos que
d(T (Yn+1), () = d(S(yn), S(y)) < améx{d(T(yn), T(y)), d(T(yn), S(yn)), d(T(y), S(y)),
d(T(yn), S(y)), d(T(y), S(yn))}

haciendo n — oo tenemos que

d(T(y), S(y)) < ad(T(y), S(y))
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luego, T'(y) = S(y).

Finalmente veamos la unicidad y para ello supongamos que existen x,y € M

tal que x = T'(z) = S(z) y T(y) = S(y) = y usando 3.7 se obtiene que
d(z,y) = d(S(x), S(y)) < amax{d(T(x), T(y)),d(T(x),S(x)), dT(y), S(y)),

d(T(x),5(y)), d(T(y), 5(x))}

de esta manera como z,y son puntos fijos de S y T' tenemos

d(z,y) < amax{d(z,y),d(z,z),d(y,y),d(z,y),d(y,r)}
por lo tanto,
d(z,y) < ad(z,y)

asi,
como « € (0,1) entonces
T=y

y de esta manera el punto fijo es tnico.
|

Previo a la generalizacion del teorema de G. Jungck. tenemos el siguiente re-
sultado [5].

Teorema 3.3 Sea (M, d) un espacio métrico completo, T : M — M una funcion

con T? continua y S : T(M) — M cualquier funcion que conmuta con T tal que

S(T(M)) C T*(M) (3.8)
y supongamos que T y S satisfacen la condicion 3.7 Vx,y € T(M) entonces T y
S tienen un unico punto fijo en comun.

Demostracion:

Sea zy € T(M) un punto arbitrario, por la condiciéon 3.8 podemos construir
una sucesion de puntos {z,} en T'(M) tal que T'(z,41) = S(z,) = yn» por lo tanto,
T(yn) = T(S(zn)) = S(T(2n)) = S(yn-1) = zn-
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Por los lemas 3.1 y 3.2 tenemos que para k >0y n €N

ak

11—«

0(O(zr;n)) < d(z0, 21)

luego, {z,} es una sucesion de Cauchy y como (M, d) es completo entonces existe
z € M tal que z, — z, por la continuidad de T? se tiene que T?(z,) — T?(z)
ademés como S(T(z,)) = S(T(T*(zn11))) = T*(T(S(xpi1))) = T?*(2,41) entonces
{S(T(z,))} converge a T?(z).

Por otro lado,

d(T?(zn41), S(T'(2))) = d(S(T(2n)), S(T(2)))
< am aX{d(T (2n), T%(2)), d(T?(20), S(T'(2n))),

L d(T?(20), S(T(2))), d(T?(2), S(T(zn))) }

A
~
[N}
—~
N
~
—
N
—~
N
~—
~—
\_/ ~
QU

luego, T?(z) = S(T'(2)).

Finalmente,

d(S(S(T(2))), S(T(2))) < améx{d(TST(z),T%(2)), d(T'ST(z), SST(2)), d(T%(z), ST(2)),

de esta forma  d(S(S(T(z))),S(T(2)))
obtiene que

(1 =a)d(5(5(T(2))),5(T(2))) <0

como « € (0,1) entonces, S(S(T(2))) = S(T(z)), es decir, S(T(z)) es un punto
fijo de S.

Ahora, TST(z) = ST?*(z) = SST(z) = ST(z) luego, S(T'(z)) es también un
punto fijo de T.

La unicidad se concluye usando 3.7
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A continuacién presentamos la generalizacion del teorema de Jungck.

Teorema 3.4 Sea (M, d) un espacio métrico completo T : M — M funcion tal que
T? es continua vy se satisface
a.- Existe o € (0,1) y S: M — M tal que

d(S(x),5(y)) < ad(T(x), T(y)), Yo,y € M (3.9)
b.- S(M) C T(M)
entonces T y S tienen un unico punto fijo en comun.

Demostracion:

Como S(M) C T(M) entonces S(T(M)) = T(S(M)) C T*(M) por lo tanto, se
cumple 3.8, es decir, S(T(M)) C T?*(M), por la parte a. se tiene que la condicion
3.7 se satisface, luego, por el teorema 3.3 se concluye que T y S tienen un tnico

punto fijo en comun.
[

El siguiente ejemplo ilustra que el teorema 3.4 es en efecto una generalizacion

del teorema 3.1

Ejemplo 3.3
Sea M =R con la métrica usual, definimos T, S : M — M dadas por

(1 s 2z < -1
T(x):{ T si -1 < z < 1
U L x > 1
1
( ;$ si —1<2<0
ﬂ@z{lgx si0<z<l1
L 0 si x € (—o0, 1] U1, 00)
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Claramente T es discontinua, pero T? dada por

(1 si a<-1
TQ(I):{ r si —l<z<l

L1 st x>1
es continua por lo tanto no es aplicable el teorema 3.1 pero por el teorema 3.4 se
concluye que T y S tienen un unico punto fijo en comin y puede verse que r = —

3
es dicho punto.

El siguiente resultado nos muestra en forma més general el teorema anterior

3.4.

Teorema 3.5 Sea (M,d) un espacio métrico completo, T : M — M wuna funcion

tal que T™ es continua para cualquier m entero positivo.

Sea S :Tm™ (M) — M cualquier funcion que conmuta con T tal que S(T™ (M)
C T™(M) y supongamos que T y S satisfacen la condicion 3.7 Vx,y € T™ (M)

entonces T y S tienen un unico punto fijo en comain.

Demostracion:

La demostracion es anédloga a la del teorema 3.4 por induccién sobre m.
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Funciones Compatibles

4.1. Introduccion

En 1968, G. Jungck introdujo la nocién funciones conmutantes mas generales,
llamadas funciones compatibles que generalizan a las funciones débilmente conmu-
tantes y conmutantes. Muchos autores probaron teoremas del punto fijo usando el
concepto de funciones compatibles, luego G. Jungck [6], P.P. Mutthy y Y.J. Cho
[7] dieron una generalizacion de funciones compatibles, llamadas funciones com-
patibles tipo A que bajo ciertas condiciones son equivalentes a las funciones com-
patibles y probaron un teorema de punto fijo para este tipo de funciones definidas

en un espacio métrico.

Extendiendo las funciones de tipo A, H.K, Pathak y M.S. Khan [12], introdu-
jeron el concepto de funciones compatibles tipo B y dieron algunos ejemplos donde

se muestra que dos funciones compatibles tipo B no implica que lo sean de tipo A.

En 1988, H.K, Pathak , Y.J. Cho ,M.S. Khan y B. Madharia, introdujeron otra
extension de las funciones compatibles tipo A en espacios normados, llamadas

funciones compatibles tipo C.

El objetivo fundamental de este capitulo es de analizar un teorema de punto

fijo para funciones compatibles tipo C.
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Definiciéon 4.1 Sean (M,d) un espacio métrico y T, S : M — M funciones, se

dice que T y S son compatibles si

lim d(T(S(x,)), S(T(2n))) = 0

donde {x,} es una sucesion en M tal que T'(z,) — t y S(z,) — t para algin
t e M.

Ejemplo 4.1
Sea M =R con la métrica euclidiana y T, S : M — M dadas por

T(x) =52 S(r)=22* VreM
consideremos {z,} = 0,Vx € N asi tenemos que T'(x,) — 0 y S(x,) — 0, ademds

T(S(wn)) = T(2(zn)*) = 5(2(w)*)* = 40(2)"

S(T(xzn)) = S(5(xn)*) = 2(5(2n)”)” = 250(x,)"
por lo tanto,

lim [7(S(z,)) = S(T(a))] = lim [210(z,)°| = 0

n—oo

luego, T y S son compatibles.

Observacion:

Claramente dos funciones conmutantes implican que son compatibles, pero
el ejemplo anterior nos muestra que el reciproco es falso ya que 7'y S no son

cunmutantes.

4.2. Funciones compatibles tipo A

Definiciéon 4.2 Sean (M, d) un espacio métrico y T,S : M — M funciones, se

dice que T y S son compatibles tipo A si
lim d(S(T(x,)), T(T(x,))) =0 Y lim d(T'(S(xy)),S(S(z,))) =0,

donde {x,} es una sucesion en M tal que T'(z,) — t y S(z,) — t para algin
t € M.
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Ejemplo 4.2
Sea M = [0,1] con la métrica euclidiana y T, S : M — M dadas por

S(x)

[
e

<

=

=

[
e N

L1 si zel3,1]

Sea {x,} C M una sucesion tal que T'(x,,) — t y S(z,) — t para algin t € M,
ast, por definicion de T' y S se tiene que t € {%, 1}.

Si S y T estin definidas en [%, 1] entonces necesariamente t = %, supongamos

que T, — % Y que T, < %, Vn € N entonces T'(z,) =1 —x, — % de esta manera
como x, < 5 entonces 1—x, > 5, Vn € N por lo tanto, S(T(x,,)) = S(1—x,) =1

y como x, < 3 entonces T(S(z,)) =T (x,) =1 -z, — 3 de esta manera

d(S(T(xn)), T(T(2n))) = [S(T(xn)) = T(T(xn))| = 1 = T(1 = z)| = [1 = 1| = 0

y
d(T(S(xn)), S(S(xn))) = [T(S(wn)) = S(S(zn))| = |(1 = n) — 2n| = [1 = 22, = 0

1

porque T, — 5, luego, T' y S son compatibles tipo A.

Observaciones:

1. Que dos funciones T y .S sean compatibles tipo A no implican que son com-
patibles, el ejemplo anterior nos muestra que 7'y S son compatibles tipo A

pero no son compatibles ya que

d(S(T(xn)), T(S(xn))) = [S(T(xn)) = T(S(xn))| = [1 = (1 = xn)| = 2 — ;

2. Que dos funciones T' y S sean compatibles no implican que son compatibles

tipo A.

En el siguiente ejemplo se muestran dos funciones compatibles que no son

compatibles tipo A.
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Ejemplo 4.3
Sea M =R con la métrica euclidiana y T, S : M — M dadas por

ir; si x#0 5{3312 six#0
S(w) =4 y o T() =9
il st x=0 { 2 st =0

Consideremos la siguiente sucesion x,, = n?, ¥n € N entonces tenemos que

1 1
S(xn):ﬁ—wf:O,T(xn):F—nf:Oy

lim d(S(T(z,)), T(S(x,))) = lim d(n*,n*) =0

n—oo n—oo

pero,

lim d(S(T(z,)), T(T(z,))) = lim d(n® n*) = n® —n*| = 0o

n—oo n—oo

lim d(T(S(xy)), S(S(xn))) = 1im d(n*,n*) = |n* —n? = o

n—oo

entonces T y S son compatibles pero no son compatibles tipo A.

En las siguientes proposiciones se demuestra que las definiciones de compatible
y compatible tipo A son equivalentes si se le agrega la condiciéon de continuidad a

las funciones T'y S

Proposicion 4.1 Sea (M, d) un espacio métrico y T, S : M — M funciones con-

tinuas.

Si T y S son compatibles entonces son compatibles tipo A.

Demostracion:
Supongamos que 7' y S son compatibles, sea {x,} una sucesiéon en M tal que

T(xy,),S(x,) — t para algin t € M. Por desigualdad triangular tenemos que
d(S(S(an), T(S(xn))) < d(S(S(xn), S(T'(xn))) + d(S(T(xn), T(S(20)))  (4.1)
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Como T'y 5 son compatibles entonces lim d(S(T(xy), T(S(xy,))) =0y como
S es continua entonces S(T'(z,)), S(S(x,)) — S(t) y por lo tanto,
1im d(S(S(zn),S(T(x,))) = 0, luego tomando limite cuando n — oo en 4.1 se
obtiene que lim d(S(S(xy), T(S(xy,))) <0 de donde se concluye que

fm d(S(S(x,), T(S(z,))) = 0.

n—oo

Analogamente se prueba que lim d(T(T(xy),S(T(x,))) = 0y asi se concluye
que Ty S son compatibles tipo A.
|

Proposicion 4.2 Sea (M, d) un espacio métrico y T,S : M — M funciones com-

patibles tipo A.

Si T oS son continuas entonces son compatibles.

Demostracion:
Supongamos que 7" es continua y sea {x,} una sucesion en M tal que

T(xy,),S(x,) — t para algun t € M.

Como T es continua entonces T'(S(x,)) — T'(t) y como Ty S son compatibles
tipo A entonces d(T(T(z,),S(T(x,))) — 0, ahora por desigualdad triangular se

tiene
d(S(T (), T(S(xn))) < d(S(T (), T(T(2n))) + d(T(T(25), T(S(xn)))

haciendo n — oo se obtiene que lim d(S(T(xy), T(S(xy,))) < 0 de donde se con-
cluye que lim d(S(T(xy),T(S(2n))) = 0y en consecuencia tenemos que 1"y S
son compatibles.

|

La siguiente proposiciéon es una consecuencia directa de la proposiciones 4.1 y
4.2.

Proposicion 4.3 Sea (M, d) un espacio métrico y T, S : M — M funciones con-

tinuas, entonces T y S son compatibles si y solo si son compatibles tipo A.

72



Capitulo 4 73

4.3. Funciones compatibles tipo B

Definicion 4.3 Sean (M, d) un espacio métrico y T,S : M — M funciones, se

dice que T y S son compatibles tipo B st

lim d(S(T(x,)), T(T(z,))) <

n—oo

[lim d(S(T(x,)),S(t)) + lm d(S(t), S(S(xn)))]

n—00 n—oo

N | —

Yy

im d(T(S(z,)), S(S(z,))) < ;[lim d(T(S(x,)), T(t)) + lim d(T(t), T(T(z,)))]

n—oo n—00 n—oo

donde {x,} es una sucesion en M tal que T(x,) — t y S(x,) — t para algin
t € M.

Ejemplo 4.4
Sea M = R con la métrica usual y T,S : M — M dadas por T(x) = 52° y
S(z) = 223 y consideramos cualquier sucesion {x,} € M tal que x, — 0, se

verifica que T y S compatibles tipo B.

En las siguientes proposiciones se establecen relaciones entre las funciones com-

patibles, compatibles tipo A y compatibles tipo B.

Proposicion 4.4 Sea (M, d) un espacio métrico y T, S : M — M funciones con-

tinuas.

Si T y S son compatibles entonces son compatibles tipo B.

Demostracion:

La demostracion es obvia de la definicion de funciones compatibles.

Proposicion 4.5 Sea (M, d) un espacio métrico y T,S : M — M funciones com-

patibles tipo B.

S1T y S son continuas entonces son compatibles.
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Demostracion:
Sea {x,} una sucesion en M tal que T'(x,),S(x,) — t para algin t € M. Como
S y T son continuas entonces 77 (x,) — T'(t), T'S(x,) — T(t), SS(xn) — S(t) v
ST (x,) — S(t).

Ahora por desigualdad triangular se tiene que,
A d(S(T(2n)), T(S(2n))) < Mm d(S(T (), T(T(zn)))+ Mm d(T(T(25)), T(S(zn)))
por lo tanto, tenemos
1m d(S(T(xy)), T(S(zn))) < giing d(S(T(x,)), T(T(xy,))), como Sy T son com-

patibles tipo B por hipotesis entonces

n—oo n—o0 n—oo

lim d(S(T(x,)), T(S(xy,))) < ;[h’m d(S(T(xy)),S(t)) + lim d(S(t),S(S(zn)))]

luego,
lim d(S(T(x,)), T(S(x,))) <0

n—o0

de donde se concluye que

lfm d(S(T(2,)), T(S(zn))) = 0

n—oo

y en consecuencia S y 1" son compatibles.

Las siguientes proposiciones son una consecuencia directa de la proposiciones
4.4y 4.5.

Proposicion 4.6 Sea (M, d) un espacio métrico y T, S : M — M funciones con-

tinuas, entonces T' y S son compatibles si y solo si son compatibles tipo B.

Proposicion 4.7 Sea (M, d) un espacio métrico y T, S : M — M funciones con-
tinuas, entonces T y S son compatibles tipo A si y solo si son compatibles tipo

B.
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4.4. Funciones compatibles tipo C

Definicion 4.4 Sean (M, d) un espacio métrico y T,S : M — M funciones, se

dice que T' y S son compatibles tipo C st

lim d(S(T(2)), T(T(2,))) < ~[1im d(S(T(xn)), S(E)+ lim d(S(L), S(S(@n)))+

n—00 - 3'n—oo n—00

lim d(S(t), T(T(x,)))]

n—oo

—_

lfm d(T(S(x2)), S(S(x))) < =[lim d(T(S(x,)), T(t))+ lim d(T(t), T(T(wn)))+

n—00 - 3'n—o n—00

lim d(T(t), S(S(2,)))]

Donde {z,} es una sucesion en M tal que T'(x,) — t y S(x,) — t para algin
t e M.

Es claro que funciones compatibles tipo A son compatibles tipo B y tipo C;

pero el reciproco no es cierto.

El siguiente ejemplo muestra que existen funciones compatibles tipo C que no

son compatibles tipo A ni B.

Ejemplo 4.5
Sea M =R con la métrica usual y T,S : M — M dadas por

(1 si 2=0 (1 si ze{1}u(7,20]
S(x):{ 3 s l<ax<T Yy T(gs):{
tx—6 st T<x<20 Il2 St a<x<T

1
Sea {x,} una sucesion definida por x, =7+ —,n € N entonces S(z,) =
n
z,—6—>1=tyT(x,) =1— 1, ahora JLHC}O‘S<T(x”)) —T(S(xn)) =1 -2 =
1#0 asi, T y S no son compatibles.
Por otro lado, ~ lim |T(S(xy) — S(S(xn))| = |2 =3[ = 1 # 0 luego T' y S no

son compatibles tipo A.
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Ahora,
T [T(S(2) —S(T(@a))| = 1y = [l [T(S(0)—T(O)|+ lim [T(T (@)~ T(t)]) =

1

57
pero 1 > %, luego, T y S no son compatibles tipo B.

Finalmente tenemos

0= ;[,}L%JS(( W) = SO+ lim [S(¢) = S(S(2))| + lim IS(t)—T(T(;pn))H:g
y
1< ;uggolT(( w) = T + M |T(t) = T(T(a,))| + Mm |T(t) = S(S(2,))]] = 1

ast, T y S son compatibles tipo C.

Proposicion 4.8 Sea (M, d) un espacio métrico y T, S : M — M funciones con-

tinuas, entonces las siguientes condiciones son equivalentes

a.- T y S son compatibles
b.- T y S son compatibles tipo A
c.- T y S son compatibles tipo B

d.- T y S son compatibles tipo C.

Demostracion:

Por la proposicion 4.3 tenemos que a = b y obviamente b = ¢
Veamos que ¢ = d

Sea {z,} una sucesion en M tal que T'(z,),S(x,) — t para algtn t € M, por
la continuidad de 7"y S se tiene que S(T'(x,)) — S(t) y SS((z,)) — S(t), luego,
1im d(S(T(xy)),S(t)) = 1 d(S(S(z,)),S(t)) =0, como Ty S son compatibles
tipo B entonces se tiene que

lfm d(S(T(z,)), T(T(z,))) < ;[hm d(S(T(x)), S(t) + lim d(S(¢), S(S(an)))]

n—oo n—o0 n—oo

asi, lim d(S(T(z,)), T(T(xy,))) <0, luego, 1im d(S(T(xy)), T(T(xy,))) =0

n—oo
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Analogamente se tienen que lim d(T(S(zn)), S(S(xy,))) = 0, luego T'y S son

compatibles tipo A y por lo tanto obviamente son compatibles tipo C.
Por ultimo veamos que d = a

Sea {z,} una sucesion en M tal que T'(z,),S(z,) — t para algtn ¢t € M, por

la continuidad de Ty S se tiene lo siguiente:

(1) S(T(z,)) — S(t) = lim d(S(T(x)),S(t)) =0

n—oo

(2) S(S(an)) — S(t) = lim d(S(S(zn)), S(t)) =0

n—oo

(3) T(S(zp)) — T(t) = lim d(T(S(z,)), T(t)) = 0

n—oo

(4) T(T(x,)) — T(t) = lim d(T(T(x,)),T(t)) =0

n—oo

Como Ty S son compatibles tipo C entonces lim d(S(T(zy)), T'(T'(2y)))
1
< <[l d(S(T (), S(6)) + Jim d(S(2), S(S(w))) + lim d(S(0), T(T(x))]
por lo tanto por (1) y por (2) tenemos

lim d(S(T (), T(T(x)) < - lim d(S(t), T(T(z2))) (4.2)

n—00 3 n—oo

Por otro lado por desigualdad triangular tenemos
d(T(T (), 5(t))) < d(T(T(x), S(T(1))) + d(S(T(wn)), S(1))
aplicando limite cuando n — oo y por (1) y por 4.2 se tiene

Jm d(T(T (), S()) < 5 lim d(T(T(z,)), S()
luego, lim d(T(T(z,)),S(t)) = 0 finalmente
d(S(T(xn)), T(S(xn)))) < d(S(T(xn), T(T(2n))) + d(T(T(xn)), T(S(2n)))
aplicando limite cuando n — oo tenemos

d(S(T(2n)), T(S(xn)))) < d(T(1),T(t)) =0

luego,
d(S(T(xn)), T(S(xn)))) =0

de donde se concluye que Ty S son compatibles.
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Proposicion 4.9 Sea (M, d) un espacio métrico y T, S : M — M funciones com-
patibles tipo C.Supongamos que nh_}n(glo S(z,) = nlg& T(x,) =t para algin t € M.

Entonces tenemos lo siguiente:
(1) Si S es continua en t entonces 1im T(T(z,)) = S(t)
(2) SiT es continua en t entonces 1im S(S(z,)) =T(t)
(3) St S yT son continuas en t entonces S(T'(t)) =T(S(t)) y S(t) =T(t)
Demostracion:

Veamos la parte (1)

Como S es continua en ty lim S(zy,) = ¢ entonces lim S(S(x,)) = S(t) por lo
tanto lm d(S(S(zy,)),S(t)) = 0, andlogamente se tiene que Im d(S(T(xy)),S(t)) =

0, como S y T son compatibles tipo C entonces

lim d(S(T (), T(T(2))) < ~[1m d(S(T(z.)), SE)+ lim d(S(t), S(S(xa)))+

n—0o0 - g n—00 n— o0
Tim d(S(t), T(T(x,)))
luego, |
Jim d(S(T (@), T(T () < 5 Jim d(T(T(z,)), S(0) (43)

por otro lado,

d(T(T(xn)), S(t))) < d(T(T (xn), S(T(2n))) + d(S(T(2n)), S(t))

y aplicando limite cuando n — oo y por 4.3 tenemos

lfm d(T(T(x)), S(t))) < lm d(T(T(x), S(T(x,))) < = lim d(T(T(z,)), S(t))

1
n—00 n—00 3 n—oo

por lo tanto,

lim d(T(T (xn)), (1)) <

n—oo

luego, lim d(T'(T'(zn)),S(t))) =0y asi,

fm d(T(T(z,)), S(t))

n—oo

W

lim T(T(x,)) = S(t)

La parte (2) se demuestra de manera anéloga a la parte (1)
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Veamos la parte (3)

Como Sy T' son continuas en ¢ y lHm S(z,) = Im T(xz,) = t entonces
Tim T(T () = T(8), lim S(T(a)) = S(t), lim S(S(w,)) = S(2), lim T(S(z,)) =

T'(t) ahora como S y T son compatibles tipo C entonces

lim d(S(T (), T(T())) < ~[1m d(S(T(z.)), SE))+ lim d(S(t), S(S(xa)))+

n—00 3 'n—oo n—00

lim_d(S(1), T(T(wn)))]

luego,

fm d(S(T(x0)), T(T(zn))) = 0

por lo tanto,
d(S(t), T(t)) =0

y asi, S(t) = T(t).

Por otra parte consideremos z,, = t, Vn € N por lo tanto S(z,) — S(t) y
T(x,) — T(t) asi, por lo anterior se tiene que S(x,), T(x,) — T(t) y
como S y T son compatibles tipo C tenemos que
Y d(S(T(,)), T(T(20))) < <[l d(S(T(za)), S(T(E)+ lim d(S(T (1)), S(S(z))

n—oo

+ 1fm d(S(T(t)), T(T (x)))]

por lo tanto,

d(S(T(t)), T(T(1))) < il,)[ (S(T (X)), S(T(1)))+d(S(T(#)), S(S(1)))+d(S(T(#)), T(T(1)))]
ast, d(S(T(1), T(T(1))) < 3d(S(T(1)), T(T(1))) por lo tanto, S(T(1)) = T(T()
ahora, ST(t) =TT (t) =TS(t) luego, ST(t) =TS(t).
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Notacion 4.5

Denotaremos por F al conjunto de todas las funciones reales continuas F' : ]Rﬁ — R

que satisfacen las siguientes condiciones:

(Fy) F es decreciente en la variable ts y tg
(Fy) Existe h € (0,1) tal que Yu,v > 0 con

(F,): F(u,v,v,u,u+v,0) <0
0
(Fy): F(u,v,u,v,0,u+v) <0

entonces u < hv

(F3) F(u,u,0,0,u,u) >0, Vu>0
Veamos algunos ejemplos de funciones en F

Ejemplo 4.6
F(ty,to, t3, ts, 15, t6) = t1 — kmdx{ts, t3, s, 5(ts + t6)}, donde k € (0,1)

Ejemplo 4.7

F(ty,ta, t3,ty, t5,t6) = t3 — ¢y max{t3,t2, 12} — co max{tsts, tsts} — cstste donde
c1 >0,c9,c320,c1+2c0<1yci+c3<1

Ejemplo 4.8

F(tl,tg,tg,t4,t5,t6) = t% — tl(atg + btg + Ct4) — dtg,tﬁ, donde a > 0, b, C, d Z 0, a+
b+ec<lya+d<l1

Ejemplo 4.9
F(ty,ta,t3,ta, t5,t6) = 13 —at? —bt tsty—ctits—dtst2, donde a > 0,b,c,d > 0,a+b <
lya+b+c<l1

Ejemplo 4.10

1242 + t2¢2
F(ty, to, g, ta, ts,tg) =15 — c—32 556 donde ¢ € (0,1
(123456) 1 t2+t3+t4+1 ( )
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Ejemplo 4.11

btst
F(t17t2>t37t47t57t6) = t% - at% el

— —————— dond >0,6>0 b< 1.
t%—l—tﬁ—l—l onae a >0ya+

4.4.1. Teorema de punto fijo para funciones compatibles

tipo C

El siguiente teorema es el resultado principal de este capitulo y fue dado por
Hakima G. [13]

Teorema 4.1

Sea (M, d) un espacio métrico completo y T, S,I,J : M — M funciones tales que
satisfacen las siguientes condiciones:

(a) S(IM)C J(M)y T(M)cCI(M)

(b) Alguna de las funciones S,T,I,J es continua.

(c) S el asi como T y J son compatibles tipo C.

(d) Se cumple la desigualdad
F(d(Sz,Ty),d(I1z, Jy),d(Iz,Sx),d(Jy, Ty),d({z, Ty),d(Jy,Sz)) <0

Ve, y € M, donde F' € F

Entonces S,T,I y J tienen un unico punto fijo en comin.

Demostracion:
Sea xy € M un punto arbitrario, por la parte (a) podemos definir una sucesion
{yn} C M de la siguiente manera yo, = STo, = JTopt1 YV Yoni1 = 1 Topt1 =
Ix9,19 para cada n € N. Aplicando la condicion (d) para = x9, v y = Topi1

tenemos

F(d(S@m Tx2n+1), d(1$2n, JI2n+1), d(Iﬂﬁzm Sﬁzn), d(J:L‘Qn—i-la Tm?n-{-l)a
d(Izon, Txon41), d(J2opt1, ST2,)) <0

por definicién de la sucesion se tiene,
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F(d(y%, y2n+1), d(y2n—1, yzn), d(an—h yzn), d(yzn, y2n+1), d(y2n—1a y2n+1),
d(ana y2n)) S 0
por lo tanto,

F(d(Y2n, Yan+1), A(Y2n—1, Y2n), A(Y2n—1, Y2n), d(Y2ns Y2nt1), A(Y2n—1, Y2n11),0) <0
como F' € F entonces por la condicion (F}) tenemos que

F(d(Y2n: Yon+1), d(Y2n—1, Y2n), A(Y2n—1, Y2n), d(Y2n, Yon+1),
d(Y2n—1,Y2n) + d(Y2n, Y2n+1),0) <0
luego, por la condicion (F,) se tiene que d(Yon, Yons1) < hd(y2n—1,Yon) donde h €
(0,1) analogamente por (F}) y (F}) se tiene d(yan—1, Yon) < hd(Yon—2, Y2n—1) por lo

tanto, por induccién se tiene que

d(Yan, Yons1) < h*d(yo,y1), ¥n € N

luego, {y,} es una sucesion de cauchy por el lema 1.2 y como (M, d) es un espacio
métrico completo entonces {y,} converge para algin z € M y de esta manera

tenemos que Sxo, — 2, Jrop1 — 2, Txopni1 — 2, [T9y10 — 2.

Veamos que z es un punto fijo de S, 7,1, J
Supongamos por la parte (b) que I es continua asi ISy, — [z y como S, I son
compatibles tipo C por la parte (c¢) entonces por la parte (2) de la proposicion 4.9

se tiene SSxo,11 — [z. Ahora usando (d) para z = Sxa, ¥ ¥ = Toni1

F(d(SSZUQm T$2n+1)> d(ISiL'zn, J962n+1), d([Sll?2m SS?Uzn); d(JllanH, Tx2n+1)7
d([S%mTIan), d<JiU2n+1, Ssxzn)) <0

tomando limite cuando n — oo y por la continuidad de F' se obtiene
F(d(Iz,2),d(Iz,z),d(I1z,1z),d(z,2),d(Iz,z),d(z,1z)) <0

por lo tanto, F(d(Iz,z),d(Iz,2),0,0,d(Iz,z2),d(z,1z)) <0, sid(lz,z) >0 en-

tonces se contradice la condicion (F3) luego, d(Iz,z) =0 asi, [z = z.

Ahora aplicando la condicion (d) para © = z y y = X9, 41 tenemos
F(d(Sz,Trons1),d(Iz, Jxoni1),d(1z,Sz2), d(Jxans1, Txony1), d(1z, Txoni1),
d(Jzan41,52)) < 0 tomando limite cuando n — oo y por la continuidad de F se
obtiene,

F(d(Sz,z),0,d(z,5%),0,0,d(z,52)) <0
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luego, por (Fy) se tiene d(z,Sz) < h0 = 0 por lo tanto Sz = z, de esta manera
z € S(M) y como S(M) C J(M) por la parte (a) entonces existe w € M tal que

Jw = z, asi aplicando (d) para = = z y y = w tenemos

Fd(Sz,Tw),d(Iz, Jw),d(I1z,Sz),d(Jw, Tw),d(Iz,Tw),d(Jw,Sz)) <0
por lo tanto, F'(d(z,Tw),0,0,d(z,Tw),d(z,Tw),0) < 0, por (F,) tenemos que
d(z,Tw) < h0 = 0 por lo tanto, Tw = z asi Tw = z = Jw y como J,T son
compatibles tipo C por la parte (c) entonces por la demostracion de la parte (3)

proposicion 4.9, se tiene JTw = T Jw de esta manera, Jz = JTw =TJw =Tz

ahora usando (d) para r = y = z tenemos,

F(d(Sz,Tz),d(1z,Jz),d(Iz,8z%),d(Jz,Tz),d(1z,Tz),d(Jz,Sz)) <0

por lo tanto,
F(d(z,Tz2),d(z,T%),0,0,d(z,Tz),d(Tz,z)) <0

si d(z,Tz) > 0 entonces se contradice la condicion (F3) luego, d(z,Tz) = 0 por lo
tanto, Tz = z. y asi Jz = z, de esta forma hemos probado que z es un punto fijo
de S,T,J, 1.

Por otro lado,
Si suponemos por la parte (b) que S es continua entonces SIxg, — Sz y como S, [
son compatibles tipo C por la parte (c) entonces por la parte (2) de la proposicion

4.9 se tiene I1xs,,1 — Sz ahora usando (d) para x = [y, y Yy = To,+1 tenemos

F(d(SIxon, Tany1), d(I 22, Jon11), d(ISTan, STTay), d(J2ni1, T2n41),
d(11$2n7Tx2n+1)7d(Jx2n+la SSIl’zn)) <0
haciendo n — oo y por la continuidad de F' se obtiene
F(d(Sz,z),d(Sz,z2),d(Sz,5z2),d(z,2),d(Sz, z),d(z,52)) <0
por lo tanto, F(d(Sz,z),d(Sz,2),0,0,d(Sz, z),d(z,5z)) <0, si d(Sz,z) > 0 en-

tonces se contradice la condicion (F3) luego, d(Sz,z) = 0 de esta forma Sz = z.

Como S(M) C J(M) por la parte (a) entonces existe w € M tal que Jw = z,

asi aplicando (d) para x = I3, y y = w tenemos

F(d(SIzg,, Tw),d(I1zay,, Jw),d(I1ze,, SIxsy,), d(Jw, Tw),d(I1zs,, Tw),
d(Jw, SIzy,)) <0
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tomando limite cuando n — oo y por la continuidad de F' se obtiene
F(d(z,Tw),0,0,d(z, Tw),d(z, Tw),0) <0

por (F,) tenemos que d(z,Tw) < h0 = 0 luego, d(z,Tw) = 0 obteniendo Tw = z
y Tw = z = Jw, y como J, T son compatibles tipo C por la parte (c) entonces por
la parte (3) de la proposicion 4.9 se tiene JTw = T Jw por lo tanto, Jz = JTw =
T Jw = Tz ahora usando (d) para x = xq, y y = z tenemos

F(d(Szon, Tz),d(Ixa,, J2), d(Ix9n, STan), d(J2,T2),d(Ix9,, T2),d(Jz, Sta,)) < 0

tomando limite cuando n — oo y por la continuidad de F' se obtiene
F(d(z,Tz),d(2,T%),0,0,d(z,Tz),d(z,Tz)) <0
por (F3) se tiene que Tz =z y asi Jz =Tz = 2.

Por otra parte como T'(M) C I(M) entonces existe r € M tal que Ir = z, ahora

aplicando (d) para z =r y y = z tenemos
F(d(Sr,Tz),d(Ir,Jz),d(Ir,Sr),d(Jz,Tz),d(Ir,Tz),d(Jz,Sr)) <0

y por (F}) se tiene Sr = z por lo tanto, St = z = Ir y como I, S son compatibles
tipo C se tiene por la parte (3) de la proposicion 4.9 que SIr = ISr y asi z =

Sz = 8Ir =1Sr = Iz de esta manera [z = z.
De esta manera hemos demostrado que z es un punto fijo comun de S, T, 1, J.

Se obtiene el mismos resultado de manera analoga si suponemos que 7' o J son

continuas en vez de S.

Veamos que z es el inico punto fijo en comin de S, T, 1, J.
Supongamos que z* € M es un punto fijo en comun de S,T,I,.J aplicando la
condicion (d) para z = z y y = z* tenemos
F(d(Sz,Tz*),d(1z,Jz*),d(Iz,5%),d(Jz*,Tz*),d(Iz,Tz"),d(Jz*,Sz)) < 0 luego,

F(d(z,z%),d(z,2"),d(z, z),d(z", 2%),d(z,2%),d(z", 2)) <0

por lo tanto, F(d(z, z*),d(z,2%),0,0,d(z, z*),d(z*, z)) < 0 luego, por (F3) se tiene
que d(z,z*) = 0 asi, z = 2* y en consecuencia z es el tinico punto fijo en comun de
S, T,1,J.

|
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Corolario 4.1 Sean S, T, I y J como en el teorema 4.1. Si se satisface la desigual-
dad d(Sz, Ty) < kmax{d(Iz, Jy),d(Iz,Sz),d(Jy, Ty), 5(d(Iz,Ty) + d(Jy, Sz))}
para todo x,y € M y k € (0,1), entonces S, T, I y J tienen un unico punto fijo en

comun.

Demostracion:
Usamos el teorema 4.1 y el ejemplo 4.6
|

Corolario 4.2 Sean S,T,I y J como en el teorema 4.1. Si se satisface la desigual-
dad d*(Sz, Ty) < ¢y méx{d*(Iz, Jy),d*([z,Sz),d*(Jy, Ty)} + co méx{d(Iz, Sx)
d(Iz,Ty),d(Jy, Ty)d(Jy,Tz)} + csd(lz, Ty)d(Jy, Sz) para todo x,y € M y
c1>0,c9,03 > 0,01 +2c0 <1 ycg+c3 <1. entonces S, T,1 y J tienen un inico

punto fijo en comun.

Demostracion:
Usamos el teorema 4.1 y el ejemplo 4.7
[

Corolario 4.3 Tomando I = J = Iy (Identidad en M) en el teorema 4.1 y
tomando en la condicion (b) S y T continuas concluimos que S y T tienen un

unico punto fijo en comun.

En el siguiente ejemplo mostramos un soporte de este teorema

Ejemplo 4.12
Sea M = [0,00) con la métrica usual y definimos I,J, S, T : M — M por

Ir==zx

) Sx:f3 si ze0,1)
r si x€[l,00)

Jr = Ty =

2

z*t si oz € ([l,00) r® si oz e |[l,00)

{0 si z€0,1) {3 si z€[0,1)
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Claramente S(M) = [1,00) C J(M) ={0}U[1,00) y T (M) = [0,00) C I(M) =
[0,00) = M y solamente I es continua en 1. De esta manera sea {x,} una sucesion

en M definida por x, =1+ % para todo n € N. Entonces

lim Iz, = lim xi =1 Y lim Sz, = T}Lngoxn =1

n—oo n—0o0 n—oo

Ahora,
0= lim |STx,—IIx,| < ;[JLHgO |SIxn—S(1)|—|—nh;Iglo |S(1)—SS$n|+nh;Iglo |S(1)—IIx,|] =0
Y
0= Jim |1Sz,~SSz,]| < ;[JE& 1820 —T(D)]+ Jitn [1(1)~ITa, |+ i |1(1)~SSz,]] = 0

de esta manera, I y S son compatibles tipo C.
Andlogamente tenemos que

lim Jz, = lim 2} =1 y lim Tz, = lim 22 =1

n—oo n—oo n—oo n—oo

y también

1
0= lim [JT2,—TTx,| < §[7L11—>nc}o STy —J (1) |+ lim |J(1)=J Jay|+ lim [J(1)=TTz,|] =0
Y

1
0= lim [T Jwn—J Ja| < Sl TS, =T(0)]+ lim [T()=TTay|+ lim [T(1)=J Jan[] = 0

de esta manera, J y T son compatibles tipo C. Ahora, definimos F : RS — R
por F(ty,ta, ts,ty, t5,tg) = t1 — %tg. Claramente, F' € F y ademds tenemos que
d(Sz, Ty) = | — v* < |x — y*||x + ¥*| = |2* — y*| = d(Ix, Jy) para todo x,y > 1.
Entonces, I satisface la condicion (d), de esta manera se satisfacen las hipdtesis

del teorema 4.1 y el punto 1 es el iinico punto fijo comin para las funciones I, J, S
yT.
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Teorema 4.2 Sea (M, d) un espacio métrico y T,S,1,J : M — M funciones. Si

la desigualdad (d) del teorema 4.1 se satisface para todo x,y € M entonces
(FrNEy))NFEs=(FrNFy)NFr.
Demostracion:

Sea z € (F; N F;)N Fg, veamos que = € (F; N F;) N Fr y para ello solo basta ver

que x € Fr, es decir, T'(x) = x.

Como se satisface la condicion (d) del teorema 4.1 por hipotesis entonces se

tiene
F(d(Sz,Tz),d(Iz, Jz),d(Iz,Sz),d(Jx, Tx),d(Iz, Tz),d(Jx, Sz)) <0
como x € (F; N Fy) N Fg entonces
F(d(z,Tz),d(z,z),d(z,z),d(x,Tx),d(x,Tx),d(x,z)) <0

luego,
F(d(z,Tx),0,0,d(x,Tz),d(z,Tz),0) <0

ahora F' € F y de esta manera por (F,) se obtiene que d(z,T(z)) < 0 asi,

T(x) = z. De esta forma obtenemos que

(F;NF)NFEs C(FrNFy)N Fr.

Anélogamente se demuestra que
(FrNFy)NEr C(FINFEy)NFs
y asi concluimos que

(FyNFy)N Fs = (F; N Fy)N Fr.
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Teorema 4.3
Sea (M, d) un espacio métrico completo y I, J,T; : M — M con i € N funciones

tales que satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Ti(M) C J(M) y To(M) C I(M)
(b) Alguna de las funciones 1,J, Ty, Ty es continua.
(c) Ty y I asi como Ty y J son compatibles tipo C.

(d) Se cumple la desigualdad
F(d(ﬂxa ,-T'L-‘rly)a d(]l’, Jy)? d([l‘7 Ex)a d(Jy7 E—l—ly)a d([l‘, 71Z-I—ly)7 d(Jya ,-sz>) <0

Vz,y € M,Vi € N donde F' € F
Entonces I,J y {T;}ien tienen un dnico punto fijo en comain.

Demostracion:

Usamos los teoremas 4.1 y 4.2
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