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Introduccion

Recordamos que si A es un anillo con 1 entonces M es un A-médulo (6 médulo sobre A)
por la izquierda, denotado por 4 M, si M es un grupo abeliano con respecto a la operacién +
y existe una funcién A x M — M (la imagen de (r,x) la denotamos por rz) tal que para todo
r,s € Ay x,y € M se cumple:

lL.r(zx4+y) =ro+ry
2. (r+s)x=rx+sx
3. r(sz) = (rs)x
4. lz =2
En vista de que los médulos que trataremos en este trabajo son todos por la izquierda,

diremos simplemente que M es un A-médulo.

El concepto de médulo es una generalizacién del de espacio vectorial; en lugar de restringir

los escalares a un cuerpo permitimos en un médulo que los escalares sean elementos de un anillo.

Sea M un A-médulo. Un subconjunto no vacio S de M es un submédulo de M si S es un
subgrupo aditivo de M y rx € S para todor € Ay x € S. Cuando A es un cuerpo, un
submodulo es precisamente un subespacio de un espacio vectorial. Para mayor detalles sobre la

teoria de médulos ver [8].

El concepto de transformacién lineal entre moédulos es bastante conocido. Si A es un anillo
y M es un A-mdédulo, un A-endomorfismo de M es una funcién f : M — M que satisface dos

condiciones:
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1. f es aditiva: f(x +y) = f(x) + f(y) para todo z,y € M;

2. f es homogénea: f(rx) =rf(x) paratodore Ay xze M.

Las condiciones de aditividad y homogeneidad son independientes; existen ejemplos de fun-
ciones homogéneas que no son aditivas y viceversa. Surge asi naturalmente la pregunta: ; Cuando

una funcién homogénea es lineal?

En general, tenemos que el conjunto H4(M) de las funciones homogéneas definidas sobre
M contiene al de los A-endomorfismos Ends(M). Para ciertos médulos estos coinciden. Por
ejemplo, si A es el anillo de las matrices 2 X 2 con elementos en IR, entonces para todo A-mddulo
se tiene que HA(M) = Enda(M) (ver ejemplo 1.5 del capitulo 1). Sin embargo, es posible que la
contencion sea propia como lo muestra el ejemplo 1.3 del mismo capitulo. En este caso, existen

funciones homogéneas f : M — M que no son lineales.

Un problema que ha sido abordado recientemente plantea lo siguiente ([2] - [7]): ;Cudnta
linealidad local hay que imponerle a una funcién homogénea para que sea lineal? Una manera de
imponer linealidad consiste en suponer que la funcién es lineal en algunos submédulos propios
de M. Luego, la pregunta es ; En cuantos submoédulos es necesario imponer linealidad de manera

que las funciones homogéneas sean lineales?

Basados en una pregunta de L. Fuchs “Si M es un A-médulo libre ; Cudl es el minimo niimero
de submédulos propios necesarios para imponer linealidad?” Maxson y Meyer introdujeron re-
cientemente [6] el concepto de niimero que impone linealidad en un mdédulo; se trata de
un tipo de medida que indica cuanta linealidad local es necesaria para implicar linealidad glo-
bal. Ademsds, los autores en ese trabajo calculan el niimero que impone linealidad, denotado por
fin(M) (por las siglas en inglés “forcing linearity number”), cuando M es un espacio vectorial,

un moédulo sobre un dominio entero y un moédulo sobre un anillo local.

El objetivo de este trabajo consiste en una revisién cuidadosa de los articulos [6] y [7] y una

presentacién de sus resultados principales. Concretamente, en el capitulo 2 damos la definicién



del nimero fIn(M) e ilustramos como calcularlo en algunos médulos particulares. Luego, en el
capitulo 3 damos una demostracién simplificada del niimero que impone linealidad para mdédulos

libres finitamente generados sobre un dominio entero (Teorema 3.1):

Teorema: Si D es un dominio entero (que no es cuerpo) entonces
1. fin(D) = 0;

2. fin(D™) = 1 para todo entero no negativo m > 1.

Finalmente, en el capitulo 4 presentamos el teorema que nos indica como calcular fin(V)

para espacios vectoriales sobre un cuerpo (Teorema 4.2):

Teorema: Sea V' espacio vectorial sobre el cuerpo K. Entonces:
1. Si dimg (V) = 1 entonces fin(V) = 0;
2. Si dimg (V) > 1, entonces fin(V) = oc.



Capitulo 1

Funciones Homogéneas

Comenzaremos este capitulo dando una motivacion del problema a estudiar.

Definicion 1.1 Sean M y N mddulos sobre A. Una transformacion lineal, o A-homomorfismo,

de M en N es una funcion f: M — N que satisface:
1) f(v1 +v2) = f(v1) + f(v2), para todo vy, vy € M.
2) f(rv) =rf(v), para todor € A yve M.

En el caso que M = N diremos que f es un A-endomorfismo de M y denotaremos al conjunto

de todos los A-endomorfismos de M por Ends(M).

Una pregunta natural que nos podemos hacer es si habrd alguna dependencia entre las
condiciones 1) y 2), es decir, jimplicard 1) a 2) o 2) a 1)? En general, la repuesta es negativa,

como se puede observar en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.2 Consideremos a IR como espacio vectorial sobre si mismo. Construiremos una
funcién f: IR — IR que satisface 1) pero no 2).

En primer lugar consideremos a IR como espacio vectorial sobre Q. Sabemos que V2 y V6
son linealmente independientes en IR, por lo cual podemos extender el conjunto {V2,V6} a

una base B de IR sobre Q. Definimos en B la funcion f como

1, si b=+?2

b) =
70 0, si b#+2
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Luego, podemos extender linealmente f a IR como espacio vectorial sobre Q de la siguiente

manera: dado x € R, definimos f en x por
k
f@) =" qif(b), donde b; € B, g; € Q
i=1

Y Zle qib; es la forma de expresar a x en términos de los elementos de la base. Asi, f :gIR —gIR
cumple con 1) y 2). Sin embargo, si consideramos a IR como espacio vectorial sobre R, f satisface

1) pero no 2). En efecto,

F(V3V2) = f(V6) =0 # V3 = V3f(V2)

Ejemplo 1.3 Sea A un anillo y consideremos A% como A-médulo. Sea g : A2 — A? la funcion
definida por

(z,0), si y=0

(0,0), si y#0

Esta funcion asi definida satisface 2) pero no 1), pues  g(rz,ry) = rg(x,y) para todo

g(w,y) =

r,z,y € A. Sin embargo
9((1,0) +(0,1)) = g(1,1) = (0,0) # (1,0) = g(1,0) + g(0,1).
Sabiendo que las condiciones 1) y 2) son independientes tiene sentido la siguiente definicion.

Definicién 1.4 Sea M un mddulo sobre A. Una funcion f : M — M es una funcién

homogénea de M si satisface la condicion

flrv) =rf(v), para todor € A yv € M.

Es decir, f es homogénea si satisface la condicién 2) de la definicién de linealidad. Deno-
taremos por H (M) al conjunto de todas las funciones homogéneas de M. Observamos que la

siguiente contencion es inmediata
Enda(M) C Ha(M).

Del ejemplo 1.3 podemos ver que esta contenciéon puede ser propia, sin embargo, existen

A-médulos M para los cuales Enda(M) = Ha(M). Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 1.5 Sea A = M3(IR), el anillo de las matrices 2 x2 con elementos en R, M cualquier
modulo sobre A y e;j,1 <1i,j <2, denotard la matriz en A con 1 en la posicion (i,7) y cero en

otra parte. Notemos que e11 + eos es la identidad en A y

0, si j#p

€iq, st ]:p

€ijlpg =

Sea f € Ha(M). Para cualquier 1 <i,j <2 yv,w € M tenemos que

f(eliv + egjw) = f(eli’U) + f(egjw) (*)
En efecto,

fleniv + egjw) = (e + e)f(e1v + egjw)
= enflenv + egjw) + exn f(ev + egjw)
= f(ernenv + er1ezjw) + f(ege1v + eazezjw)

= fleww) + f(egjw)

En particular,

f(eu’U +ejqw + eglw) = f(€11’U + 61111)) + f(eglw) (**)
Pero e11v + epqw + egqw = (1 + e12)(e11v + eaqw) y, en consecuencia, por (*)

flenv +enw+enw) = (1+e2)f(eriv+ eqw)
= (1+e)[flenv) + f(ea1w)]
= f(env) + flearw) + fenw)
Se sigue de (xx) que

flernv + enw) = flenwv) + flenw)

Andlogamente

f(eggv + 62271)) = f(eggv) + f(eggw)



Funciones Homogéneas

Finalmente, para cualesquiera v,w € M tenemos que

flo+w) = (en1 +ex)f(v+w)

= enf(v+w)+exnf(v+w)

= f(ev +enw) + f(exv + exw)

= f(enw) + flenw) + f(e2v) + f(e22w)
= flen1v + eav) + f(ennw + exw)
(

= f)+ f(w)

Hemos probado asi que f € Enda(M), por lo tanto Enda(M) = Ha(M).



Capitulo 2

El Nimero que Impone Linealidad en un Mdédulo

En este capitulo introducimos un tipo de medida que indica cuanta linealidad local es nece-

saria para implicar linealidad global. Esto da origen a la siguiente definicién.

Definicién 2.1 Sea W = {S; : i € I} una coleccion no vacia de submddulos propios de s M.
Diremos que VW impone linealidad en s M si cada vez que f € Ha(M) y f |s;: Si — M es

lineal para todo i € I entonces f € Enda(M)

Aclaramos esta definicién con un ejemplo.

Ejemplo 2.2 Consideremos el modulo M = 7. X 7. sobre Z, el anillo de los enteros. Entonces

la funcién g : M — M definida por

(a,0), si b=0
(0,0), si b#0

g(a> b) =

satisface g € Hz (M) pero g ¢ Endgz(M) (ver ejemplo 1.3), lo que asegura que Endz(M) G Hz(M).
Ahora consideremos el submddulo propio S = 27 x 7, de M. Demostraremos que S impone
linealidad sobre M. Sea f € Hz(M) y supongamos que f es lineal en S. Entonces para todo

(a,b),(c,d) € M se tiene que

2f((a;b) +(¢,d)) = [(2(a,b) +2(c,d))  por ser f € Hy(M)
= f((2a,2b) + (2¢,2d))
= f(2a,2b) + f(2¢c,2d) porque f |s es lineal
= 2(f(a,0) + f(c,d))

5



El Nimero que Impone Linealidad en un Mddulo 6

Luego,
f((av b) + (07 d)) = f(av b) + f(C, d)

Esto prueba que, f € Endg(M)

Notemos que si M es un A-mdédulo tal que Ha(M) = Enda(M) entonces toda coleccién de
submédulos propios trivialmente impone linealidad. A continuacién presentamos un ejemplo que
muestra el otro extremo, se trata de un médulo para el cual ninguna coleccién de submddulos

propios impone linealidad en el médulo.

Ejemplo 2.3 Sea IR? espacio vectorial sobre IR. En el ejemplo 1.3 vimos que para este espacio
vectorial hay funciones homogéneas que no son lineales, es decir, Endr(IR?*) & HRr(IR?). Por
otro lado, sabemos que todos los subespacios propios de IR? son de la forma R(z,y), donde
(z,y) € R2. Una funcién g € Hr(IR?) es lineal en cada uno de estos subespacios. En efecto,
seanr,s € IR
g(r(z,y) +s(z,y)) = g((r+s)(z,y))

= (r+s)g(z,y)

= rg(z,y) + sg(z,y)

= g(r(z,y)) + g(s(z,y)).
Luego, si tomamos g € HRr(IR?) pero g ¢ Endgr(IR?) se sigue que ninguna coleccion de sub-

espacios propios de IR? impone linealidad en IR?.

Un médulo puede tener distintas colecciones de submddulos propios que imponen linealidad.
De hecho, si W impone linealidad entonces es ficil ver que cualquier coleccién W que contiene
a VW impone linealidad. Esto nos conduce a estudiar cudl es el minimo nimero de submodulos

propios que imponen linealidad en un médulo.

Definicién 2.4 Para cada A-mddulo M asignamos el nimero fln(M) € NU{0}U{oo}, llamado

el numero que impone linealidad a M, como sigue:

(I) Si Ha(M)= Enda(M), entonces fin(M) = 0;
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(IT) Si Ha(M) # Enda(M) y existe alguna coleccion finita W de submddulos propios de M
que impone linealidad con [W| = s, pero ninguna coleccion W' de submddulos propios de

M con |W'| < s impone linealidad, entonces fin(M) = s;
(III) Si no ocurre ninguna de las condiciones anteriores, entonces fln(M) = oo

Observemos que para el A-médulo M dado en el ejemplo 1.5 fin(M) = 0. En el ejemplo 2.2
encontramos que fIn(Z x Z) = 1 y para el A-médulo discutido en el ejemplo 2.3, fin(M) = cc.
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Capitulo 3

fln(D™) cuando D es un Dominio Entero

Calculamos en este capitulo el nimero que impone linealidad para D™, cuando D es un
dominio entero que no es un cuerpo. En el proximo teorema enunciamos y demostramos este

resultado.

Teorema 3.1 Sea D un dominio entero que no es un cuerpo, y m € IN. Entonces
1) fin(D)=0
2) fin(D™) =1, para todo m > 2.
Demostracién. Sea D un dominio entero que no es un cuerpo, y m € IN.
1) Para probar que fin(D) = 0, por definicién, se debe ver que Hp(D) = Endp(D).
Sea f € Hp(D) y z,y € D. Entonces
flaty)=fz+yl)=(@+y)f(1) =2f1) +yf(1) = flz)+ f(y).
En consecuencia, f € Endp(D) y asi Hp(D) = Endp(D).

2) Mostraremos que fin(D™) = 1, para todo m > 2.

En primer lugar veremos que fin(D™) # 0, m > 2, es decir, Endp(D™) G Hp(D™).
Definamos f : D™ — D™ por

f($1,l‘2, ey xm) =
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Probaremos que f es homogénea en D™, pero no es lineal en D™,

e feHp(D™)
Sea x = (x1,22,...,Zm) € D™ y d € D. Consideremos d # 0, pues para el caso en
que d = 0 la prueba es inmediata.

Si z,, = 0 entonces dz,, = 0, asi

fldz) = f(dzy,...,dzy,)
= (dz1,...,dzm-1,0)
= d(x1,...,Zm_1,0)
— df(z1,. .., 2m)
— i)

Si z,, # 0 entonces dzx,, # 0, por ser D dominio entero. Luego,

= (0,...,0)

= d(0,...,0)

= df(z1,...,2m)
= df(z)

Luego, f € Hp(D™), m > 2

e f¢& Endp(D™)
Sea z = (1,0,...,0) y y = (0,...,0,1) € D™. Entonces
flx+y) = f(1,0,...,0,1) = (0,...,0). Por otra parte,
F@) + fly) = f(1,0,...,0) + £(0,...,0,1) = (1,0,...,0) + (0,...,0) = (1,0,...,0)
Luego, f(z+y) # f(z) + f(y) vy, por lo tanto, f ¢ Endp(D™).
En consecuencia, Endp(D™) & Hp(D™).
Ahora, mostraremos un submaddulo propio de D™ que impone linealidad.

Sea 0 # dy € D, no invertible, lo cual asegura que dyD ; D. Asi,
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S =dyD x Dx,...,xD es un submédulo propio de D™. Veamos que S impone linealidad
—_——
m—1 veces
en D™.

Sea f € Hp(D™), supongamos que f |g es lineal y tomemos z,y € D™. Asi
dof(x +y) = f(dox + doy) = f(dox) + f(doy) = dof(x) + dof(y) = dolf(x) + f(y)].

Como dy # 0 se obtiene que f(x +y) = f(x) + f(y), para todo z,y € D™.
Luego, f € Endp(D™) y, por lo tanto, el submédulo S impone linealidad.

De esta manera, hemos probado que fin(D™) = 1, para todo m > 2.
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Capitulo 4

fin(K™) cuando K es un Cuerpo

En este capitulo demostramos uno de los teoremas centrales de este trabajo (Teorema 4.2)

en el cual se calcula el nimero que impone linealidad de un espacio vectorial sobre un cuerpo.

Proposicién 4.1 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K con dim(V) > 2 yW = {W;}ier
una coleccion de subespacios de V.

Si U Wi ; V., entonces YW no impone linealidad en V.
i€l

Demostraciéon. Sea V' espacio vectorial sobre K y W = {W; };c; una coleccién de subespacios

de V tal que U W; ; V. Definamos f : V — V por
el

0, si v E U W;
v, si no

Probaremos que f es homogénea en V y lineal en cada Wj, pero no es lineal en todo V.

o fe HK(V) :
Sea v € V. Notamos que para cada r € K, rv € LJVVZ siy sélo siv € UWl Asi, si
el el
v E U W; entonces f(rv) =0 =rf(v). En el caso que v ¢ U W; entonces v ¢ U Wi, v,
icl icl icl

por lo tanto, f(rv) =rv=rf(v).

Luego, f es homogénea.

e f es lineal en cada W :

Como f es homogénea en V se sigue que f es homogénea en cada W;. Faltaria ver que

13
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flu+v) = f(u) + f(v) para todo u,v € W;, i € I. En efecto, sean u,v € W;. Como W; es

un subespacio sabemos que u + v € W y, en consecuencia, f(u+v) =0= f(u) + f(v).

o f ¢ Endg(V):
Sea 0 # u € U Wiyve V\U W;. Probaremos que f(u+v) # f(u) + f(v).

iel iel
Stu+v e V\UW}, entonces f(u+v) =u+v #v = f(u)+ f(v). Stu+v € UWZ
i€l i€l

entonces f(u+v) =0#v = f(u)+ f(v)

Asi, f ¢ Endg (V) y por lo tanto W no impone linealidad en V', como queriamos probar.

||
Teorema 4.2 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Entonces
1. Sidimg(V) =1, entonces fin(V) = 0.
2. Sidimg (V) =2, entonces fln(V) = occ.
3. Sidimg (V) > 2 y K infinito, entonces fin(V) = oo
Demostracién. Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K.
1. La prueba es similar a la hecha en el teorema 3.1, donde se muestra que fin(D) = 0.
2. Supongamos que la dimg (V) = 2. Sabemos que V = K2 y que los subespacios propios

de K? tienen dimensién menor o igual que uno, en consecuencia, son de la forma K (z,y),
para algtn (z,y) € K?.
Si f € Hi(K?) entonces f |K(2,y) s lineal. En efecto,
sean r,s € K. Entonces
flr(z,y) +s(z,y)) = f((r+s)(z,9))

= (r+s)f(z,y)

= rf(z,y)+sf(z,y)

= f(r(z,y) + f(s(z,y)).

Asi, f es lineal en cada uno de los subespacios propios de K?2.
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Ahora, Por el ejemplo 1.3, Endy (K?) G Hr (K?). Luego, existe f € Hy(K?) tal que
f ¢ Endg(K?). Se deduce de aqui que ninguna coleccién de subespacios propios de K2

impone linealidad.

Luego, fin(V) = co.

3. Supongamos que la dimg (V) > 2 y K infinito. Veamos que la unién de un ntimero finito de
subespacios propios de V' no puede ser V, es decir, si {Vi,Va,...,V,} es una coleccién de

n n
subespacios propios de V' entonces U Vi ;Cé V' [1]. En efecto, supongamos que U Vi=V.
i=1 i=1
n
Podemos asumir que Vi3 € Vo U V3 U... UV, de lo contrario U Vi = V y simplemente
i=2
eliminamos Vi. Sea x € Vi, 2 ¢ Vo U Vs U...UV, v y ¢ Vi. Consideremos el conjunto

A={z+ry:re K} CV. Entonces

e A es infinito: si z+7ry =x + sy entonces (r —s)y = 0y como y # 0 concluimos que

r = s. Como K es infinito entonces A es infinito.

e El tinico elemento de A que pertenece a Vi es z: si x + ry € Vi, donde r # 0, entonces

z+ry=w € Vi. Como x € V] se sigue que y = %(w — x) € V1, una contradiccién.

e Para i > 2, cada V; contiene a lo sumo un elemento de A: si z + ry,z + sy € V;, donde
r # s, entonces s(z + ry) — r(x + sy) = (s —r)z € V; y, en consecuencia, z € V; donde

1 > 2. Una contradiccion.

En conclusién, V1 U. ..UV, contiene a lo sumo n elementos del conjunto infinito A C V.

Esto es imposible porque V=V, U... UV,

Finalmente, el resultado se sigue de la proposicién 4.1.
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