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Introduccion

El objetivo de este trabajo es demostrar el teorema de la curva de Jordan para el plano

digital. El primer enfoque lo hizo Azriel Rosenfeld en 1970 usando conceptos de teoria de grafos.

Vamos a enunciar el teorema de la curva de Jordan en R x R. Si J es una curva cerrada

simple, entonces R x R — J tiene exactamente dos componentes conexas.

Para enunciar la versién de Rosenfeld en el plano digital necesitamos algunas definiciones.
Las 4-vecindades de (x,y) € Z x Z son los cuatro puntos (z £ 1,y) y (z,y £ 1); la 8-vecindad
son los 4-vecinos y los puntos (x £ 1,y = 1). Si £ = 4 6 8, un k-camino es una sucesion finita
Py, Py, ..., P, en Z x Z, donde P; —1 es un k-vecino de P;, 1 <1i < n. Un conjunto S es k-conexo,
si cualquier dos puntos en S pueden ser unidos por un k-camino en S. Una k-curva de Jordan
es un conjunto finito k-conexo que contiene exactamente dos k-vecinos para cada uno de sus

puntos. Una componente es un conjunto maximal conexo.

En el articulo [1] teorema 3.3 aparece el siguiente resultado.

Una k-curva con al menos cinco puntos separa Z x Z en exactamente dos k’-componentes,
donde {k,k'} = {4,8}.
El trabajo de Yung, Kopperman y Meyer en [2] fue darle un enfoque topoldgico a este

teorema. Aqui daremos una explicacién detallada de este trabajo. En el capitulo 1 estudiaremos

algunas propiedades de las topologias Alexandroff.

Estos espacios topoldgicos generalizan a los espacios topoldgicos finitos y tienen una carac-

teristica muy especial, a cualquiera de ellos se le puede asociar un pre-orden, conocido como



el pre-orden de especializacién, denotado por <,, (ver teorema 1.6). Todas las propiedades
topoldgicas de (X, 7) se pueden caracterizar en términos de este pre-orden. Por ejemplo, las
funciones continuas de estos espacios topoldgicos son precisamente las funciones que preservan
el pre-orden de especializacién (ver teorema 1.15), otro hecho interesante es que un espacio

Alexandroff (X, 7) es conexo si, y s6lo si, (X, <;) es conexo (ver teorema 1.21).

En el capitulo 2 definimos la topologia digital, que es simplemente una topologia Alexandroff

sobre Z, que denotaremos por 74. En esta topologia los conexos son precisamente los intervalos

de Z.

El objetivo principal del capitulo 3 es probar el teorema 3.3, el cual dice que dado un
arco digital en un plano digital es lo mismo contar las componentes del plano menos el arco que
contar las componentes del borde menos el arco. Este es un paso previo muy importante en la

demostraciéon del teorema de la curva de Jordan.

Finalmente el capitulo 4 consiste en la demostracién del teorema de la curva de Jordan.



Capitulo

Topologias Alexandroft

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades de las topologias Alexandroff. Estos espa-
cios topolégicos tienen una caracteristica muy especial, a cualquiera de ellos se le puede asociar
un pre-orden, conocido como el pre-orden de especializacién, denotado por <., (ver teorema
1.6). Todas las propiedades topoldgicas de (X, 7) se pueden caracterizar en términos de este
pre-orden. Por ejemplo, las funciones continuas de estos espacios topoldgicos son precisamente
las funciones que preservan el pre-orden de especializacién (ver teorema 1.15), otro hecho in-
teresante es que un espacio Alexandroff (X, 7) es conexo si, y sélo si, (X, <;) es conexo (ver

teorema 1.21).

Definicion 1.1

Una topologia sobre X se dice que es Alexandroff si la interseccion arbitraria de abiertos
es abierto. Denotaremos por AT(X) a la coleccion de todas las topologias Alexandroff sobre X.
Dada una topologia T sobre X, no necesariamente Alexandroff, y x € X, denotaremos por N o

simplemente por N, al siguiente conjunto:
N;—:ﬂ{VETZIL‘GV}.

Teorema 1.2

Sea T una topologia sobre X . Los siguientes resultados son equivalentes:



(I) T es Alexandroff.

(II) Para todo x € X existe el abierto mds pequenio que contiene a x (llamado la vecindad

irreducible de x).
(III) Cada N,7, con x € X, es abierto y ademds {N] : x € X} es una base para .
(IV) Para todo A C X se cumple que:

cd(A) = | d({z}).

€A

(V) La union de una coleccion arbitraria de conjuntos cerrados es cerrado.

Demostracion.

(1) = (1)

Es claro que cada N," es abierto y es la vecindad irreducible de zx.

(II) = (1I1)
Es claro que N,” es el menor abierto que contiene a = dado por (i7). Mostraremos que

{N] : z € X} es una base para 7. Sea x € X y V € 7 arbitrario tal que x € V. Tenemos que

x € N y NI C V. En consecuencia {N] : z € X} es una base para 7.

(IIT) = (IV)
Mostraremos que para todo A C X se cumple que cl(A4) = UA c({zx}).
e
Sea y € cl(A), entonces N,” N A # (), por lo tanto existe z € A tal que z € N,". Asi,
y € cl({z}). En consecuencia y € UA c({z}).
z
La otra inclusién es obvia. )

(V) = (V)
Sea B = {B; : i € I} una familia arbitraria de conjuntos cerrados. Mostraremos que |J B; es
el
cerrado. Por (IV') tenemos que cl(B) = | cd({z}) = U U d{{z}) = U cl(B;). Como cada

reB i€l x€B; el



B es cerrado, entonces |J cl(B;) = U B; = B.
iel iel

(V)= (1)
Sea B = {B; : i € I} una coleccién arbitraria de conjuntos abiertos. Mostraremos que

(B; € 7. Tenemos que [ B; = (|JB;“)¢. Como B; es abierto, entonces B;° es cerrado. Asi,
icl icl icl

(U Bi€)° es abierto, pues | B;¢ es cerrado por (v).

i€l i€l

Observacién 1.3

Sea T una topologia AT sobre X y A C X. Es fdcil ver que x € cl(A) si, y sdlo si, NTNA # ().
Por otra parte, x € int(A) si, y solo si, NI C A.
Ejemplo 1.4

Toda topologia con un nimero finito de abiertos es AT, en particular toda topologia sobre
un conjunto finito es AT

Ahora veremos una manera de asociar una topologia a un pre-orden.
Definicion 1.5

Sea < un pre-orden sobre X, es decir, una relacion reflexiva y transitiva. La topologia aso-

ciada a <, denotada por I'(<), es la menor topologia que contiene a los conjuntos | x = {y €

X 1z <y} para cada v € X.

Proposicion 1.6

La topologia T'(<) es AT para todo pre-orden < sobre X y N, =7 x.



Demostracién.

Mostraremos que I'(<) es AT. Veamos que el conjunto {1 z: x € X} es una base para I'(<).

Es claro que T z € T'(<) (ver definicién 1.5). Ahora veamos que todos los conjuntos T z,
con x € X, forman una base para I'(<). Sabemos que los conjuntos T x forman una sub-base
de I'(<), por lo tanto basta intersectar dos elementos de la sub-base y ver que el resultado se

puede escribir como uniones arbitrarias de elementos de la sub-base.
SeaxelynNTz Comox>yyax>z entonces T CTyNT z.

Por lo tanto:

tyntz= {J 1z

z€Ty Nz

En consecuencia el conjunto {1 z : € X} es una base para I'(<).

r(<

Mostraremos que N, ) =T x. Es decir, T x es la vecindad minimal de x con respecto a

(<)

Sea x € N,'(5). Existe 2 € X tal que ¢ €7 z C N,"S). De modo que z < x, y en

consecuencia T 2 C1 z. Asf, T« € N7 (5.

La otra inclusién es obvia a partir de la definicién de NS,

Proposicién 1.7

Si I'(<1) =T'(<Z2), entonces <1=<s

Demostracion.

La proposicién 1.6 nos garantiza que T,z y Ty son abiertos . Por lo tanto, T,z = Tox. Asi,

Tz = NFED = N F(2) = Tox v en consecuencia los érdenes son iguales. [ |

Teorema 1.8

10



Sea T una topologia sobre X . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) € AT
(II) Eziste un unico pre-orden < sobre X tal que T = I'(<).

Demostracion.
:})

Sea < dado por:

x <ysi,ysdlosi, x € cl-({y}). (1)

Mostraremos que I'(<) = 7. Como 7 es AT, tenemos que {N,” : © € X} es una base para

la topologia 7. Por lo tanto, basta ver que N,” =T z.

Sea y € N,” si, y s6lo si, y € V para todo V € 7 tal que x € V, entonces = € cl-({y}).
Asi x < y. Por lo tanto, y €7 z.

)

Es obvio a partir de la proposicion 1.6.

Definicion 1.9

El pre-orden < dado por (1) se llama el pre-orden de especializacion de T y lo denotaremos

por <r.

Observacién 1.10

Note que la cl({z}) =] =, donde | x ={y € X : y < z}.

Recordemos que un espacio topoldgico es Ty si dados dos puntos z,y € X distintos existe un

abierto U tal que contiene a sélo uno de los puntos x, y. Se dice que 7 es T si dados dos puntos

11



z,y € X distintos existe un abierto U tal que z € U y ¢ U y T}, si todo punto es abierto o

cerrado.

Proposicién 1.11

Si T una topologia AT, entonces:

(1) T es Ty si, y solo si, <, es antisimétrica (y en consecuencia es un orden).
(II) T es Ty si, y sdlo si, T es la topologia discreta.

(III) T es Ty/9 si, y sélo si, < es un orden tal que todo punto es minimal o mazimal.

Demostracion.
Parte I:
=)
SeaVertalquexeVyyeVoergVyyeV.
CasoL: Siz € Vyy ¢V, entonces y ¢ N,7, por lo tanto x £, y.
CasoII: Siz ¢ V y y € V, entonces = ¢ N,7, por lo tanto = #. y.
)

Caso I: Si z £, y, entonces y ¢ N,7, por lo tanto N,” ¢ N,7. Asi z ¢ N,” y y € N,7. Basta

tomar V = N,".

Caso II: Si y >, x, entonces € N,7, por lo tanto N,” C N,". Asiy ¢ N,” y x € N,".

Basta tomar V = N,". Por lo tanto 7 es T}

Parte II:
:})
Sea A C X, entonces A = |J {z}, como 7 es T cada {z} es abierto. Por lo tanto A es
x€A
abierto.
)

12



Es claro que {x} es abierto, pues 7 es la topologia discreta.

Parte III:
Sea z € X. Como 7 es T}/, todo punto es abierto o cerrado.

Supongamos que {z} es abierto, como 7 es AT, tenemos que:
12 ={z} si, y sélo si, {z} es maximal.

Supongamos que {z} es cerrado, como 7 es AT, tenemos que:
| © = {x} si, y s6lo si, {z}es minimal.

Sean X y Y espacios topoldgicos. La topologia producto en X x Y es la topologia generada

por los conjuntos U x V, donde V es abierto en X y W es abierto en Y.

Proposicién 1.12

Sean (X, 1), (Y, p) espacios topolégicos AT. Si (z,y) € X XY, entonces:

(I) N(zy)y = Nz X Ny. En particular la topologia producto en X x Y es AT
(1) c({(z,y)}) = cl({z}) x cl({y}).

Demostracion.
Parte I:

Es claro que N, x Ny, es abierto. Veamos que N, x N, C U x V para todo U € 7 que contenga
a x y para todo V € p que contenga a y. Como los espacios topoldgicos X,Y son AT, tenemos

que N, CU y N, C V. Por lo tanto, N, x N, es la vecindad irreducible de (z,y).

Parte II:

Notemos que (w, z) € cl({(z,y)}) si, y sélo si, (z,y) € N(y,z). En virtud de la proposicién
1.12 tenemos que x € Ny, y y € N... Por lo tanto, w <, vy 2 <, y. Asiw € cl({z}) y z € cl({y}).

13



Proposicion 1.13

Sean (X, 1), (Y, p) espacios topoldgicos AT. El pre-orden de especializacion (denotado por
<) de la topologia producto en X XY en términos de los pre-drdenes de especializacion de X y
deY <; y <, respectivamente, es el siguiente:

(1,91) < (w2,92) 86, y solo si, x1 <r T2 Yy Y1 <p Yo.

Demostracion.

Notemos que (71,y1) < (z2,y2) si, y slo si, 3 € N v y2 € NJ,. En consecuencia z1 <,

T2y Y1 <p Y2

Definicion 1.14

Sea (X, T) un espacio topoldgico. Para cada x € X XY definimos el conjunto adyacencia

de x de la siguiente manera:
A(x) = (Nz Ucl({z})) — {=}.
Teorema 1.15
Sean (X, 7) y (Y, p) dos espacios AT y f: X — Y. Decimos que f es continua si, y sdlo si,
[ (X,7) = (Y,p) es isotonica, es decir, si x <, z, entonces f(x) <, f(z) para todo xz,z € X.

Demostracion.
=)

Sean z,y € X tales que x <, y. Mostraremos que f(z) <, f(z). Como f es continua,

entonces N C ffl(pr(x)). Por hipétesis y € NJ. Asi tenemos que y € ffl(pr(x)), en conse-

14



cuencia f(y) € N¥ (). Por lo tanto, f(x) <, f(2).

)

Basta mostrar que f*I(pr(m)) es abierto para todo x € X. Es decir, para todo y €
f‘l(Nf’f(m)) se cumple que Ny C f‘l(pr(m)). Sea y € f‘l(pr(x)). Como f(y) € NPy,
entonces f(x) <, f(y). Tomemos z € N;. Como y <; 2,y f es isétonica, entonces f(y) <, f(2).
Al ser f(z) <, f(y), se tiene que f(r) <, f(z). Asi, f(z) € NPy), y en consecuencia
2 € fTHN? pa))-

Corolario 1.16
Sean (X,7) y (Y,p) dos espacios AT y f : X — Y. Entonces [ es un homeomorfismo
topoldgico si, y sélo si, f es un isomorfismo de orden con respecto a los drdenes <; y <,.

Definicion 1.17

Dada una relacion binaria £ C X x X diremos que un conjunto finito
P = {(a:i,a:iﬂ) 01 §z<n} cCFE

es un E-camino dex ay, sic1 = y T, =Y.

Decimos que x estd relacionado con y, denotdindolo x ~ vy, st, y solo si, existe un E-camino

dex ay odey ax.

De aqui en adelante cuando trabajemos con un pre-orden llamaremos a los E-caminos simple-

mente caminos.

La siguiente proposicion es obvia.

Proposicion 1.18

La relacion ~ es de equivalencia.

15



Definicion 1.19

Dado un pre-orden < sobre X, diremos que < es un pre-orden conexo si para todo par de

puntos x,y € X existe un camino de x a y con respecto a esta relacion:
E={(z,y):x <y} U{(z,y) 1y < z}.

Teorema 1.20

Sea T una topologia AT sobre X . Los siguientes resultados son equivalentes:

(i) (X,T) es conezo.

(i) La relacion <; es un pre-orden conezxo.

Demostracién.
)

Supongamos que (X, 7) no es conexo. Sean U y V abiertos disjuntos no vacios cuya unién

es todo X. Sea x € U y y € V. Por hipdtesis existe un camino de z a y.

Hay varios casos que considerar. Solo analizaremos el caso indicado a continuacién. Supong-

amos que el camino es el siguiente:

[ ]
X2 Xn-1

Como V es abierto y V¢ = U, entonces U es cerrado. Como z € U y zo <, x, entonces
xo € U. U es abierto por hipotesis y x3 <, xo, entonces x3 € U. Por otro lado x4 <; z3, y al

ser U cerrado se tiene que x4 € U. Siguiendo este procedimiento tenemos que x,_1 € U. Como

16



y =z, € U y U es abierto, entonces y € U. Contradiccién, puesy € Vy UNV = 0.

=)

Sea xz € X. Consideremos el siguiente conjunto:
©, = {z € X : existe un camino de z a z}.

Mostraremos que O, es abierto y cerrado.

O, es abierto: Sea p € ©,. Por definicién existe un camino de p a x. Mostraremos que
N, C ©,. Sea g € N,. Afirmamos que existe un camino de g a x. En efecto, considere el camino

de p a x unido con el par (g, p).

O, es cerrado: Sea p € ©,. Existe un camino de p a x. Mostraremos que cl{p} C ©,. Sea
q € cl{p}. Afirmamos que existe un camino de ¢ a x. En efecto, considere el camino de p a =

unido con el par (g, p).

Como (X, 7) es conexo, entonces 0, = X, pues = € O,. Asi, (X, 7) es conexo porque para

todo z,y € X existe un camino de z a y. Debido a que existe un camino de z a = y otro de = a

Y.

De la definicién de adyacencia 1.14 notemos que, y € A(z) si, y sblo si, {z,y} es <;
conexo. Asi del teorema 1.20 se obtiene inmediatamente el siguiente resultado que serd usado

en el estudio de la topologia digital.

Corolario 1.21

Sea X un espacio topoldgico AT y x, y € X. Se tiene que y € A(x) si, y sélo si, {z,y} es

conexo.

17



Capitulo

La topologia digital

Para construir el plano digital vamos a definir una topologia AT sobre Z, conocida como la
topologia digital, la denotaremos por 7,. Esta es la unica topologia en la que los conexos son
precisamente los intervalos de Z. Un resultado importante de este capitulo por su constante uso
a lo largo de este trabajo es la proposicién 2.15, donde caracterizamos los arcos digitales a

partir del conjunto adyacencia de un punto en Z x Z (ver definicién 1.14).

Definicion 2.1

El siguiente pre-orden dado por 2k <2k +1 & 2k +2 < 2k + 1 para todo k € Z es conocido

como el orden digital y lo denotaremos por <4.

Definicion 2.2

La topologia digital es T'(<,), la denotaremos por 14 ( ver la definicion 1.5).

18



El pre-orden de especializacién de esta topologia es <; (ver definicién 1.9). De la proposi-
cién 1.6 y del teorema 1.2 tenemos que las vecindades minimales de 7; estdn dadas por

N, " ={y €Z:x <4y} y ellas forman una base para 74.

Teorema 2.3

Los conexos de (Z,74) son exactamente los intervalos finitos de Z.

Demostracion.

=)

Sea C C 7Z conexo. Supongamos que C no es un intervalo, entonces existen x,y € C tal
que z < z < yy z ¢ C. Mostraremos que (—o0,z) N C es abierto en C. Si z es par, entonces

(—00,2) = |J T 2. Por lo tanto, (—o0, z) N C es abierto en C. Si z es impar, entonces (—oo, z| N
<z

C = (—o00,2)NC, debido a que z ¢ C. Andlogamente se muestra que (z, +00) NC' es abierto. En
consecuencia C' C ((z,+00)NC)N((—o0, z)NC). Por lo tanto, C no es conexo, esta contradiccién

surge de suponer que C no es un intervalo.
)

Sea D un intervalo finito de Z, es claro que (D, <4) es un pre-orden conexo (ver definicién

1.19 y definicién 2.1). Asi, en virtud de la proposicién 1.20 tenemos que (D, 74) es conexo.

Teorema 2.4

Sea X un espacio topoldgico conexo y f : X — Z una funcion continua. Sim,n € f(X) con

n<myn<p<m, entonces p € f(X).

Demostracion.

Inmediata a partir de la proposicién 2.3. [ |
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En un sentido la topologia digital estd univocamente determinada. Como la recta real, este

espacio satisface la siguiente condicion, la cual justifica que sea llamada la recta digital.

Definicion 2.5

Un espacio topoldgico se dice que es un espacio ordenado conexo (COTS) si es conexo y
ademds satisface que: para cualquier x1, x2, x3 distintos en X, existe un i tal que x; y x) caen

en distintas componentes de X — {x;}, donde {i,7,k} = {1,2,3}.

Se muestra (ver [3] teorema 2.7) que cada COTS sobre X induce un orden total < en X tal
que si  no es un punto extremo, las componentes de X — {z} son {y :y >z} y {y : y < x}.
Este orden es unico salvo inversiones. En el caso de la recta real y la recta digital este orden es

el orden usual. La topologia digital es tinica en el sentido indicado en la siguiente proposicién.

OENORERO

Proposicion 2.6
Todo COTS localmente finito (es decir que todo punto tiene una vecindad finita con clausura
finita) con al menos tres puntos es homeomorfo a un intervalo de 7Z.

La demostracion de la proposicién 2.6 estd en [2] (ver proposicién 3.2).

Los intervalos de Z jugaran el papel de los intervalos de R. Recordemos la definicién de
camino en un espacio topolégico, es el rango de una funcién continua con dominio un intervalo

compacto de R.

Definicion 2.7
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Un camino digital en un espacio topoldogico X es el rango de una funcion continua con

dominio un intervalo finito de 7Z.

Definicion 2.8

Un arco digital en un espacio topologico X es un subconjunto homeomorfo a un intervalo

finito de Z.

Definicion 2.9

Un espacio X XY con la topologia producto, donde X y Y son intervalos finitos de Z con
| X| >3 yl|Y]| >3, lollamaremos plano digital finito. A lo largo de este trabajo nos referiremos

a los planos digitales finitos simplemente como planos digitales.

€ i i 2

® —punto cerrado
n i |

B = punto mizto

L L

O =punto abierto
N L |
¢ L l 9]

Observacién 2.10

{2n+1,2m+1)} es abierto en Z x Z y {(2n,2m)} es cerrado en Z X Z para todo m,n € Z.

FEsos se llaman puntos puros, los puntos mixtos son de la forma {(2n,2m~+1)} ¢ {(2n+1,2m)}.

Lema 2.11

Sea (z,y) en Z X Z. El conjunto adyacencia A(x,y) de (x,y) (ver proposicion 1.14) es el

stgutente conjunto:

Si (xz,y) es puro, entonces
Alx,y) ={z - Lz,z+1} x{y - Ly,y+ 1} —{(z.y)}
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Si (x,y) es mixto, entonces
Afz,y) = ({2 = Lz,x + 1 x {yp) U ({2} x {y = Ly, y +1}) = {(z,9)}-

Demostracion.

Recordemos que N, = {z} si {} esimpary N, = {x —1, 2,2+ 1} si {x} es un par. Note que
c{z} ={x} si {x} espary cl{x} ={x— 1,2, + 1} si {x} es impar. La proposicién 1.12 nos
asegura que la vecindad minimal de (z,y) es Ny x Ny. En consecuencia cl{(z,y)} = cl{z} xcl{y}.

Tenemos que A(z,y) U{(z,y)} ={x —1,z,2+ 1} x {y — 1,y,y + 1} si z,y son impares o si

Z, 1y son pares.

Si {z} es impar y {y} es par, entonces A(z,y) U{(z,y)} = {z — L, z,x+1} x {y}) U ({z} x
{y — 1,y,y + 1}). El resultado es andlogo si {z} es par y {y} es impar.

Ejemplos 2.12

La adyacencia de (z,y) en Z X Z se indica a continuacion.

O =punto puro

B = punto mizto

Observacién 2.13

Sea X XY un plano digital finito y (x,y) € X x Y. El conjunto adyacencia de (x,y) en

X XY estd dado por A(z,y) N X XY, usaremos A(x,y) para denotar el conjunto adyacencia de
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(z,y) en X XY, el contexto lo dejard claro.

Definicion 2.14

El borde de X x Y, denotado por B(X xY), es el siguiente conjunto:
{(z,y) : x ¢ y es un punto extremo}.
Proposicién 2.15
Sea C un espacio finito conexo que contiene dos puntos distintos x y z. C' es un arco digital

con extremos x y z si, y sélo si, C es Ty |A(x)] = |A(z)] = 1 y |A(w)| = 2 para cualquier

weC—{x,z}.

Demostracion.

=)

Note que todos los intervalos finitos de Z con la topologia digital cumplen la proposicion.

n—+k

Sea f un homeomorfismo topoldgico de C' en un intervalo finito de Z. Basta ver que |A(x)|

|A(f(x))]- Recordemos que A(z) = (NoUcl({z})) —{z}, A(f(2)) = (Ny@)Ue({f(2)}) = {f(2)}

(ver definicién 1.14). Como f es un homeomorfismo topoldgico, tenemos que |A(z)| = |A(f(z))].
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Vamos a hacer esta demostracién por induccién en la cardinalidad de C. Si n = 2, tenemos
que z € A(y), en consecuencia x < y y por ser Ty, tenemos que y £ z. Es claro que C' = {z,y}
es homeomorfo al intervalo [0, 1] N Z. Supongamos que es cierto para n = k. Mostraremos que

es cierto para n = k + 1. Suponga que |C| = k + 1. Sean z,y € C tales que |A(z)| = |A(y)| = 1.

Veamos que x ¢ A(y). En efecto, pues |[A(y)| =1y |A(z)] = 1. Si z € A(y) tendriamos que

{z,y} serfa una componente de C. Esto es una contradiccién pues C' es conexo y |C| > 3.

Sea z € A(y), es claro que x # y. Sabemos que |A(z) NC| = 2. Si D = C — {y}, entonces
|A(z) N D| = 1. Por hipétesis inductiva tenemos que D es homeomorfo a un intervalo finito
de Z. Sea f : {n,..,n+k — 1} — D un homeomorfismo. Vamos a extender esta funcién g :
{n,...,n+k,n+k} — C donde g(z) = f(z) para todo z € {n,...,n+k—1} y g(n+ k) =y. Es

claro que g es un homeomorfismo, por lo tanto C' es un arco.

Ejemplos 2.16

En el siguiente plano digital se encontrard dos grdficos. El azul es ejemplo de arco y el rojo

no lo es.

L L 2
N B N
N -
N l N
@ L L )

Definicion 2.17

J es una curva digital de Jordan si, y sdlo si, J es finito, conexo con |J| >4y J—{j} es

un arco digital para cada j € J. A lo largo de este trabajo nos referiremos a las curvas digitales
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de Jordan simplemente como curvas de Jordan.

Proposicion 2.18

J es una curva de Jordan si, y sdlo si, J es finito, conexo con |J| >4 y |A(j) N J| =2 para

cada j € J.

Demostracion.

:})

Sea j € J. Mostraremos que |A(j) N J| = 2. Es claro que J — {j} es un arco. Sean j—,j*
los extremos de J — {j}. La proposicién 2.15 nos garantiza que |A(j~)N(J —{j})| =1y
JAGT)N (T —={j})| =1.Seawv € A(7)N(J —{j}). Del corolario 1.15 tenemos que {v,j~} es

conexo. Mostraremos que {j,j~} es conexo.

Sabemos que J — {v} es un arco. Mostraremos que |A(j~) N (J — {v})| = 1. Supongamos
que no. Entonces j~ no es extremo de J — {v}, por lo tanto, |[A(j7) N (J — {v})| = 2. Sean
z,y € A(j7)N(J —{v}). Sea z € J — {v,z,y}. Es claro que J — {z} es un arco. Notemos que
|A(j7) N (J —{z})| > 3 lo cual es imposible. Por lo tanto, |A(j~)N(J —{v})|=1. Sea u €
A(j7)N(J —{v}). Mostraremos que u = j. Supongamos que no, entonces u € A(j~)N(J—{j}).
Recordemos que |[A(j7)N(J—{j})| = 1. Por lo tanto, u = v lo cual es imposible. En consecuen-
cia u = j. Asf j € A(j7). Por lo tanto, {4, } es conexo. La prueba para {j,j1} es andloga.
Sea i € J—{j7,7,57}. El conjunto J — {i} es un arco tal que |A(j) N J| = 2. Veamos que
{i,7} no es conexo. Supongamos que si, entonces tomemos w € J — {4, 5, 5T }. Asi tenemos que

|A(j) N (J — {w})| > 3, lo cual es imposible. En consecuencia |A(j) N J| = 2.

)

Sea j € J. Tenemos que |A(j) N J| = 2. Sean z,y € A(j) N J. Mostraremos que J — {j}
es un arco con extremos x,y. Es claro que z € A(j), en consecuencia j € A(z) y por lo tanto
|A(x) N (J —{j})| = 1. Asi tenemos que x es un extremo del arco J — {j}. La demostracion es

andloga para y. Finalmente por la proposicién 2.15 J — {j} es un arco con extremos x, y.
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Ejemplos 2.19

El conjunto adyacencia de un punto mixto y el conjunto adyacencia de un punto puro son

curvas de Jordan.

" L I n )
n L = N
n L i i
L L i N
n L I i )

En el siguiente plano digital se encontrard tres grdficos. Dos de ellos, de color azul son de curvas

de Jordan. El rojo no lo es.

€ L

[ L L i
L C L N

[ L L N N
n L I I

[ N L N N
L L n N

[ N L I N

& L L L I O
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Observacion 2.20

Una consecuencia inmediata de la proposicion 2.15 y la proposicion 2.18 es que los

arcos digitales y las curvas de Jordan no pueden “dar la vuelta” en un punto mizto.

Lema 2.21

Sea X XY un plano digital y C un arco en este plano. Si f ¢ B(X xY) y f es un extremo

de C, entonces A(f) — C es un arco.

Demostracion.

Como f es extremo de C, entonces |A(f) N C| = 1. Sea f~ € A(f) N C. Recordemos que
A(f) es una curva de Jordan (ver ejemplos 2.19). Por lo tanto, A(f) — {f~} es un arco. Note
que A(f) —{f~} = A(f) — C. En consecuencia A(f) — C es un arco.

Lema 2.22

Si f € B(X xY), entonces A(f) N (X xY) es un arco.
Demostracién.
La demostracién de este lema es bastante sencilla, en consecuencia sélo daremos los graficos

de los casos.

Caso I: f es puro
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Caso II: f es mixto.
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Capitulo

Componentes en el plano digital

El objetivo principal de este capitulo es probar el teorema 3.3, el cual dice que dado un
arco digital en un plano digital es lo mismo contar las componentes del plano menos el arco que
contar las componentes del borde menos el arco. Este es un paso previo muy importante en la

demostraciéon del teorema de la curva de Jordan.

El lector notard la importancia de la caracterizacién de arco digital (proposicién 2.15) en
casi todas las demostraciones, asi como la cantidad de detalles que hay que analizar en cada

demostracion.

Es importante dejar claro que si el lector asume como cierto el teorema 3.3 puede pasar

directamente a la demostracién del teorema de la curva de Jordan.
Proposicién 3.1
Sea X XY un plano digital y B(X xY') su borde. Si C es un arco en X XY, entonces todas
las componentes de X x Y — C tocan a B(X xY) —C.
Demostracion.
Supongamos, por el absurdo, que C es un contraejemplo de longitud minima para la afir-

macién. Entonces existe un punto p tal que la componente de p en X x Y — C no toca a

B(X xY)-C
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Sea f un extremo de C. Consideremos C' = C' — {f}. Este es un arco de longitud menor.
Asf la componente de p en X X Y — C’ toca a B(X x Y) — C. Por lo tanto, existe un arco
DCXxY—-Cdepaj,paraalginj € B(X xY)—C. Veamos que f € D. En efectosi f € D

tenemos que D C X x Y — C contradiciendo la eleccién de C.

Vamos a construir un arco D’ € X x Y — C que conecte p con j, contradiciendo de esta
manera que p y j estén en distintas componentes de X x Y — C'. Vamos a construir este arco a

partir de D — {f} usando A(f).

Caso I: f ¢ B(X xY). Mostraremos que f no es extremo de D. Basta ver que f # j y
f # p. Como f & B(X xY), entonces f # j, ademéds f € Cyp e X xY — C lo que trae
como consecuencia que f # p . El lema 2.15 nos dice lo siguiente |A(f) N D| = 2. Llamaremos

a estos puntos f~, fT. El lema 2.21 nos asegura que A(f) — C = L es un arco. Notemos que
ffelf~dnLy f-elj,ffInL.
Asi) [p, fTJULU]fT, ] es conexo, por lo tanto existe un camino D’ de p a j.

Ahora veamos los gréficos de la construcciéon de D’ en los casos en que f es un punto puro

y f es un punto mixto. Tenemos que A(f) C X XY, pues f ¢ B(X xY).

o/ fr

e 4 e C o of
o/ 7
D/
D
o o/ o °
C’ C
— o o/ o =
o o/ o °
D

Caso II: f € B(X xY). En virtus del lema 2.22 A(f) N X X Y es un arco. Veamos que f es
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un punto extremo de D. En efecto, D es un camino de p a B(X x Y). El lema 2.15 nos dice
que |A(f)ND| =1.Sea f~ € A(f)ND. Notemos que f~ ¢ C, pues DNC = {f}. Consideremos
X xYNA(f)—C. Sea L la componente conexa de este conjunto que contiene a f~. El conjunto
[p, f] UL es conexo, contiene a p y toca el borde. Por lo tanto, existe un camino D’ de p a un

punto del borde.

Proposicion 3.2

Si D es un arco en X XY que toca mds de una componente de B(X xY) — C, entonces D

toca a C.

Demostracion.

Supongamos que esta proposicién no es cierta. Sean X, Y un contraejemplo donde X, Y
son de tamafio minimal. En estas condiciones podemos escoger C, D arcos en X X Y tales que el
arco D toca mdas de una componente de B(X xY)—C, Dnotocaa Cy C, D tocan a B(X xY)

unicamente en los extremos. El caso | X | = |Y| = 3 es fécil de verificar. Supongamos que |Y| > 3.

Sea y el punto inicial de Y. Consideremos Y* =Y — {y}, X xY*, C*=CNX xY*y
D*=DnNX x Y*. Es claro que ellos no son un contraejemplo. Como solo los puntos extremos

de C'y D pueden estar en X x {y}, C* y D* son arcos.

Sean ¢, ¢y 'y dy, da los puntos extremos de C'y D respectivamente, y sean ademés ¢}, ¢, € C*
y d},d, € D* sus puntos extremos. Es claro que {dy,d}}, {c1,¢]} {c2, b}, {d2,d}, son conexos.

Por hipétesis D toca mas de una componente del B(X x Y) — C, si suponemos que D* toca
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mé&s de una componente de B(X x Y*) — C*, entonces C* debe tocar a D*. Asi, D toca a C'y
esto contradice la hipdtesis. Por lo tanto, debemos suponer que D* esta en una componente de

B(X x Y*) — C*. Luego existe un camino Q* en B(X x Y*) — C* que une a d} y db.

Quisiéramos reemplazar Q* por un camino @ en B(X x Y) — C que una a d; con dg para

tener una contradiccion.

Hay cuatro casos, dependiendo de dénde caigan d; con do. Vamos dar los detalles de un caso.

Los otros casos son similares.

Caso I: dy € X x {y}, d2 ¢ X x {y}. Si d} = (u,y"), entonces d; = (v,y) donde
v € {u,u,ut}. Es claro que {(z,y") : z <u} C Q* o {(z,y") : x > u} C Q*, pues Q* es un
camino en B(X x Y*) — C*. Supongamos que se cumple la primera. Construiremos @ a partir
de Q" de la manera obvia, como lo sugiere el diagrama de abajo. Sea e = min(X). Definamos
Q= (Q"—{(z,y") e <z <u})U{(z,y):  <v}. Note que Q es un camino en B(X xY)—C

que une a di y ds.

Q* d2 == d/2

d; = (u,y*) X x Y

(u,y) (wy) (uh,y)

Mostremos que QNC es vacio. Supongamos que no, entonces existe p € QNC. Como Q*NC*

es vacio, entonces p € @ — Q*; asi p es de la forma p = (z,y), donde z < v.

Notemos que p € B(X xY)—C y p € C. Por lo tanto p es extremo de C. Sea ¢ el punto
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en C adyacente a p. Tenemos que ¢ = (w,y™), donde w € {2, 2,2~ }. Para terminar la prueba
basta ver que ¢ € Q*, pues asi se contradice que @* N C' = . Sin embargo, solo se necesita

mostrar que w < u.

Siv € {u,ut}, entonces z < u, pues DNC =0y w < 2zt < u. En el caso v = u™,
notemos que d; es puro (ya que di = (u™,y) es conexo con dy = (u,y™)), por lo que tenemos

dos posibilidades:

(i) Si z < u, entonces w < 27 < u.

i1) Si z = wu, entonces p = (u es mixto, asf ¢ = d;, v w = u.
(i) : P VY yasfg=d; y

d2:d/2

Teorema 3.3

Si C' es un arco en un plano digital X XY, entonces B(X xY)—-C y X xY — C tienen

el mismo numero de componentes.

Demostracion.

Sea V el conjunto de todas las componentes de B(X xY) — C y sea W el conjunto de todas
las componentes de X x Y — C. Consideremos la siguiente funcién ® : V — W, donde ®(W) es

la componente conexa de W en X x Y — C. Mostraremos que ® es una biyeccion.

33



(1)

Veamos que ® es inyectiva.

Sean V7, Vo € V componentes distintas. Mostraremos que no existe un arco que conecte a
Vicon Vo en X xY —C. Esto es equivalente a ver que: Si D es un arco en X XY que toca
maés de una componente de B(X x Y) — C, entonces D toca a C. Esto es exactamente el

contenido de la proposiciéon 3.2.

Veamos que @ es sobreyectiva.

Basta mostrar que toda componente conexa W de X xY — C toca a B(X xY)—C. Esto

es exactamente el contenido de la proposiciéon 3.1.
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Capitulo

El teorema de la curva de Jordan

Finalmente llegamos a la demostracion del teorema de la curva de Jordan, que es el objetivo
principal de este trabajo, el cual fue enunciado en la introduccién. Antes de dar la demostracion

de este teorema vamos a probar un lema que necesitaremos en la demostracién.

Lema 4.1

Si J es una curva de Jordan en un plano digital X XY y J no toca el borde, entonces para

todo j € J, A(j) — J tiene exactamente dos componentes.

Demostracion.

El lema 2.18 nos asegura que |A(j)NJ| = 2. Sean p,q € A(j)NJ. Tenemos que A(j) —J =
A(7)—{p, ¢} Recordemos que A(j) es una curva de Jordan (ver ejemplos 2.19). De la definicién
de curva de Jordan tenemos que A(j) — {p} es un arco en el cual ¢ no es un punto extremo. Por

lo tanto, ¢ separa A(j) — {p} en dos componentes.

Teorema 4.2

Si J es una curva de Jordan en un plano digital X XY y J no toca el borde, entonces
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X xY — J tiene exactamente dos componentes.

Demostracion.

Sea J una curva de Jordan en X XY que no toca el borde. Mostraremos que X x Y — J tiene
a lo sumo dos componentes. Sea j € J. Consideremos C = J — {j}. Es claro que C es un arco
que no toca el borde. El teorema 3.3 nos asegura que X x Y — (' tiene una sola componente,

pues B(X x Y) — C tiene una sola componente. En consecuencia X x Y — C es conexo.

Asi, cualquier punto de z € X x Y — C puede ser unido a j por un arco D en X xY — C.
Es claro que D debe tocar a A(j) — J. En consecuencia cualquier punto de X x Y — J puede
ser unido a A(j) — J por un arco en X x Y — J. En virtud del lema 4.1 tenemos que A(j) —J

tiene dos componentes, por lo tanto X x Y — J tiene a lo sumo dos componentes.

[ » » —
» = = —W
[ n » n
» = » |
[ = » >

Mostraremos que X x Y — J tiene al menos dos componentes. El primer paso es encontrar
un punto "dentro” de J. Sea v = min{y € Y : (z,y) € J}. El punto "dentro” de J sera de la
forma (w,v"), donde (w,v) € J. Consideremos Y* =Y — {z € Y : < v}, donde < es el orden

natural de Z . Note que estamos "moviendo” el borde inferior hasta que este toque a J.
Veamos que X x Y* — J tiene al menos dos componentes.

Hay dos casos:

Caso I: Supongamos que existe un punto mixto en J cuya coordenada Y es v. Sea (w,v)
ese punto. Consideremos C' = J — {(w, v) }. Recordemos que una curva de Jordan no puede ”dar
la vuelta” en un punto mixto (ver observacién 2.20), por lo tanto (w™,v), (w",v) € J. En

consecuencia C' es un arco con extremos (w™,v), (w™,v). Es claro que C C J.
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» z » n 3 (whv)
» » » i 2 (w,v)

» N2 | 1 (w,v)
» » - Y

Note que C es un arco de (w™,v) a (w',v) en X x Y* y (w,v) es un punto aislado en
B(X xY*) - C.

La proposicién 3.2 nos garantiza que ningtin punto f de B(X x Y*) — C' — {(w,v)} puede
ser unido a (w,v) por un arco en X x Y* — C. En consecuencia f no puede ser unido a (w,v™)
por un arco en X x Y* — (. Es decir, B(X x Y*) — C tiene al menos dos componentes. Asi, por

el teorema 3.3 X x Y* — C tiene al menos dos componentes.

A partir de la afirmacién anterior mostraremos que X x Y* — J tiene al menos dos compo-

nentes.

Como f € B(X x Y*) — J, entonces no hay nada que demostrar. Por lo tanto, X x Y* — J

tiene al menos dos componentes.

Caso II: Supongamos que no existe un punto mixto en J cuya coordenada Y es v. Sea
(w,v) un punto puro de J. Es claro que (w™,v), (w,v) ¢ J. De la minimalidad de v y el hecho
de que |A(w,v) N J| = 2 (ver lema 2.18), deducimos que (w~,v"), (wt,v") € J. Notemos
que J — {(w,v)} U{(w™,v), (w",v)} es conexo. Sea C' un arco en este conjunto con extremos

(w™,v), (wr,v).

n L i L )
n n n n 5 (wh,v)
4 (w,v)
| i i i 3 (W+7V+)
» » » » 2 (w7, v7)
1 (w,v)
n i L B 9}
4 5
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Como en el caso I, tenemos que C' es un arco de (w™,v) a (wh,v) en X x Y* y (w,v) es un

punto aislado en B(X x Y*) — C.

Asi por la proposiciéon 3.2 y por el teorema 3.3, tenemos que X x Y* — C tiene al menos

dos componentes.
Mostraremos que X X Y* — J tiene al menos dos componentes.

Supongamos que existe un arco en X X Y* — J que conecta a f con (w,v"), entonces este
arco debe pasar por alguno de los puntos de C — J = {(w™,v), (wt,v)}. Para mostrar que
esto no es posible basta observar el conjunto adyacencia de (w™,v) en X x Y*. Notemos que
A(w™,v) = {(w™",v), (w,v), (w™,v")}, donde (w,v),(w ,vt) € Jy (w ~,v) estd en J o en

B(X xY*)—C — {(w,v)}. Para (w™,v) es andlogo.

Por lo tanto, X x Y* — J tiene al menos dos componentes.

Para mostrar que X x Y — J tiene al menos dos componentes, supongamos que existe un
arco D en X x Y — J de un punto (z,y) € X x (Y —Y*) a (w,v"). Es claro que D es conexo.
En consecuencia la proyeccién Il de D en Y es conexa, como los tinicos conexos de la recta
digital son los intervalos y y < v < v, tenemos que el arco D debe tocar a X x {v} — J. Esto
nos lleva a una contradiccién pues un subarco de D estd en X X Y* — J y conecta puntos de
B(X x Y*)—J con (w,v"). Para obtener un subarco basta borrar de D todos los puntos hasta

el "dltimo” en X x (Y — Y™). Por lo tanto, X x Y — J tiene al menos dos componentes. ||
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