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Ustedes son mis amigas para las buenas y las malas. Igualmente quiero agradecer a Begui, por sus

oportunos abrazos y por motivarme a mejorar cada d́ıa. Maŕıa Lourdes y Dairube por su amistad,
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2. La topoloǵıa digital 18

3. Componentes en el plano digital 29

4. El teorema de la curva de Jordan 35

Bibliograf́ıa 39

4



Introducción

El objetivo de este trabajo es demostrar el teorema de la curva de Jordan para el plano

digital. El primer enfoque lo hizo Azriel Rosenfeld en 1970 usando conceptos de teoria de grafos.

Vamos a enunciar el teorema de la curva de Jordan en R × R. Si J es una curva cerrada

simple, entonces R × R − J tiene exactamente dos componentes conexas.

Para enunciar la versión de Rosenfeld en el plano digital necesitamos algunas definiciones.

Las 4-vecindades de (x, y) ∈ Z × Z son los cuatro puntos (x ± 1, y) y (x, y ± 1); la 8-vecindad

son los 4-vecinos y los puntos (x ± 1, y ± 1). Si k = 4 ó 8, un k-camino es una sucesión finita

P0, P1, ..., Pn en Z×Z, donde Pi −1 es un k-vecino de Pi, 1 ≤ i ≤ n. Un conjunto S es k-conexo,

si cualquier dos puntos en S pueden ser unidos por un k-camino en S. Una k-curva de Jordan

es un conjunto finito k-conexo que contiene exactamente dos k-vecinos para cada uno de sus

puntos. Una componente es un conjunto maximal conexo.

En el art́ıculo [1] teorema 3.3 aparece el siguiente resultado.

Una k-curva con al menos cinco puntos separa Z × Z en exactamente dos k’-componentes,

donde {k, k′} = {4, 8}.

El trabajo de Yung, Kopperman y Meyer en [2] fue darle un enfoque topológico a este

teorema. Aqúı daremos una explicación detallada de este trabajo. En el caṕıtulo 1 estudiaremos

algunas propiedades de las topoloǵıas Alexandroff.

Estos espacios topológicos generalizan a los espacios topológicos finitos y tienen una carac-

teŕıstica muy especial, a cualquiera de ellos se le puede asociar un pre-orden, conocido como
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el pre-orden de especialización, denotado por ≤τ , (ver teorema 1.6). Todas las propiedades

topológicas de (X, τ) se pueden caracterizar en términos de este pre-orden. Por ejemplo, las

funciones continuas de estos espacios topológicos son precisamente las funciones que preservan

el pre-orden de especialización (ver teorema 1.15), otro hecho interesante es que un espacio

Alexandroff (X, τ) es conexo si, y sólo si, (X,≤τ ) es conexo (ver teorema 1.21).

En el caṕıtulo 2 definimos la topoloǵıa digital, que es simplemente una topoloǵıa Alexandroff

sobre Z, que denotaremos por τd. En esta topoloǵıa los conexos son precisamente los intervalos

de Z.

El objetivo principal del caṕıtulo 3 es probar el teorema 3.3, el cual dice que dado un

arco digital en un plano digital es lo mismo contar las componentes del plano menos el arco que

contar las componentes del borde menos el arco. Este es un paso previo muy importante en la

demostración del teorema de la curva de Jordan.

Finalmente el caṕıtulo 4 consiste en la demostración del teorema de la curva de Jordan.
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Capı́tulo 1
Topoloǵıas Alexandroff

En este caṕıtulo estudiaremos algunas propiedades de las topoloǵıas Alexandroff. Estos espa-

cios topológicos tienen una caracteŕıstica muy especial, a cualquiera de ellos se le puede asociar

un pre-orden, conocido como el pre-orden de especialización, denotado por ≤τ , (ver teorema

1.6). Todas las propiedades topológicas de (X, τ) se pueden caracterizar en términos de este

pre-orden. Por ejemplo, las funciones continuas de estos espacios topológicos son precisamente

las funciones que preservan el pre-orden de especialización (ver teorema 1.15), otro hecho in-

teresante es que un espacio Alexandroff (X, τ) es conexo si, y sólo si, (X,≤τ ) es conexo (ver

teorema 1.21).

Definición 1.1

Una topoloǵıa sobre X se dice que es Alexandroff si la intersección arbitraria de abiertos

es abierto. Denotaremos por AT (X) a la colección de todas las topoloǵıas Alexandroff sobre X.

Dada una topoloǵıa τ sobre X, no necesariamente Alexandroff, y x ∈ X, denotaremos por N τ
x o

simplemente por Nx al siguiente conjunto:

N τ
x =

⋂
{V ∈ τ : x ∈ V }.

Teorema 1.2

Sea τ una topoloǵıa sobre X. Los siguientes resultados son equivalentes:
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(I) τ es Alexandroff.

(II) Para todo x ∈ X existe el abierto más pequeño que contiene a x (llamado la vecindad

irreducible de x).

(III) Cada Nx
τ , con x ∈ X, es abierto y además {N τ

x : x ∈ X} es una base para τ .

(IV) Para todo A ⊂ X se cumple que:

cl(A) =
⋃

x∈A

cl({x}).

(V) La unión de una colección arbitraria de conjuntos cerrados es cerrado.

Demostración.

(I) ⇒ (II)

Es claro que cada Nx
τ es abierto y es la vecindad irreducible de x.

(II) ⇒ (III)

Es claro que Nx
τ es el menor abierto que contiene a x dado por (ii). Mostraremos que

{N τ
x : x ∈ X} es una base para τ . Sea x ∈ X y V ∈ τ arbitrario tal que x ∈ V . Tenemos que

x ∈ N τ
x y N τ

x ⊂ V . En consecuencia {N τ
x : x ∈ X} es una base para τ.

(III) ⇒ (IV )

Mostraremos que para todo A ⊂ X se cumple que cl(A) =
⋃

x∈A

cl({x}).

Sea y ∈ cl(A), entonces Ny
τ ∩ A 6= ∅, por lo tanto existe x ∈ A tal que x ∈ Ny

τ . Aśı,

y ∈ cl({x}). En consecuencia y ∈
⋃

x∈A

cl({x}).

La otra inclusión es obvia.

(IV ) ⇒ (V )

Sea B = {Bi : i ∈ I} una familia arbitraria de conjuntos cerrados. Mostraremos que
⋃
i∈I

Bi es

cerrado. Por (IV ) tenemos que cl(B) =
⋃

x∈B

cl({x}) =
⋃
i∈I

⋃
x∈Bi

cl({x}) =
⋃
i∈I

cl(Bi). Como cada
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Bi es cerrado, entonces
⋃
i∈I

cl(Bi) =
⋃
i∈I

Bi = B.

(V ) ⇒ (I)

Sea B = {Bi : i ∈ I} una colección arbitraria de conjuntos abiertos. Mostraremos que
⋂
i∈I

Bi ∈ τ. Tenemos que
⋂
i∈I

Bi = (
⋃
i∈I

Bi
c)c. Como Bi es abierto, entonces Bi

c es cerrado. Aśı,

(
⋃
i∈I

Bi
c)c es abierto, pues

⋃
i∈I

Bi
c es cerrado por (v).

Observación 1.3

Sea τ una topoloǵıa AT sobre X y A ⊂ X. Es fácil ver que x ∈ cl(A) si, y sólo si, N τ
x ∩A 6= ∅.

Por otra parte, x ∈ int(A) si, y sólo si, N τ
x ⊂ A.

Ejemplo 1.4

Toda topoloǵıa con un número finito de abiertos es AT , en particular toda topoloǵıa sobre

un conjunto finito es AT

Ahora veremos una manera de asociar una topoloǵıa a un pre-orden.

Definición 1.5

Sea ≤ un pre-orden sobre X, es decir, una relación reflexiva y transitiva. La topoloǵıa aso-

ciada a ≤, denotada por Γ(≤), es la menor topoloǵıa que contiene a los conjuntos ↑ x = {y ∈

X : x ≤ y} para cada x ∈ X.

Proposición 1.6

La topoloǵıa Γ(≤) es AT para todo pre-orden ≤ sobre X y Nx
Γ(≤) =↑ x.

9



Demostración.

Mostraremos que Γ(≤) es AT . Veamos que el conjunto {↑ x: x ∈ X} es una base para Γ(≤).

Es claro que ↑ x ∈ Γ(≤) (ver definición 1.5). Ahora veamos que todos los conjuntos ↑ x,

con x ∈ X, forman una base para Γ(≤). Sabemos que los conjuntos ↑ x forman una sub-base

de Γ(≤), por lo tanto basta intersectar dos elementos de la sub-base y ver que el resultado se

puede escribir como uniones arbitrarias de elementos de la sub-base.

Sea x ∈↑ y ∩ ↑ z. Como x ≥ y y x ≥ z, entonces ↑ x ⊂↑ y ∩ ↑ z.

Por lo tanto:

↑ y ∩ ↑ z =
⋃

x∈↑y ∩↑z

↑ x

En consecuencia el conjunto {↑ x : x ∈ X} es una base para Γ(≤).

Mostraremos que Nx
Γ(≤) =↑ x. Es decir, ↑ x es la vecindad minimal de x con respecto a

Γ(≤).

Sea x ∈ Nx
Γ(≤). Existe z ∈ X tal que x ∈↑ z ⊂ Nx

Γ(≤). De modo que z ≤ x, y en

consecuencia ↑ x ⊂↑ z. Aśı, ↑ x ⊂ Nx
Γ(≤).

La otra inclusión es obvia a partir de la definición de Nx
Γ(≤).

Proposición 1.7

Si Γ(≤1) = Γ(≤2), entonces ≤1=≤2

Demostración.

La proposición 1.6 nos garantiza que ↑1x y ↑2x son abiertos . Por lo tanto, ↑1x = ↑2x. Aśı,

↑1x = Nx
Γ(≤1) = Nx

Γ(≤2) = ↑2x y en consecuencia los órdenes son iguales.

Teorema 1.8
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Sea τ una topoloǵıa sobre X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(I) τ ∈ AT

(II) Existe un único pre-orden ≤ sobre X tal que τ = Γ(≤).

Demostración.

=⇒)

Sea ≤ dado por:

x ≤ y si, y sólo si, x ∈ clτ ({y}). (1)

Mostraremos que Γ(≤) = τ . Como τ es AT , tenemos que {Nx
τ : x ∈ X} es una base para

la topoloǵıa τ . Por lo tanto, basta ver que Nx
τ =↑ x.

Sea y ∈ Nx
τ si, y sólo si, y ∈ V para todo V ∈ τ tal que x ∈ V , entonces x ∈ clτ ({y}).

Aśı x ≤ y. Por lo tanto, y ∈↑ x.

⇐=)

Es obvio a partir de la proposición 1.6.

Definición 1.9

El pre-orden ≤ dado por (1) se llama el pre-orden de especialización de τ y lo denotaremos

por ≤τ .

Observación 1.10

Note que la cl({x}) =↓ x, donde ↓ x = {y ∈ X : y ≤ x}.

Recordemos que un espacio topológico es T0 si dados dos puntos x, y ∈ X distintos existe un

abierto U tal que contiene a sólo uno de los puntos x, y. Se dice que τ es T1 si dados dos puntos
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x, y ∈ X distintos existe un abierto U tal que x ∈ U y /∈ U y T1/2 si todo punto es abierto o

cerrado.

Proposición 1.11

Si τ una topoloǵıa AT , entonces:

(I) τ es T0 si, y sólo si, ≤τ es antisimétrica (y en consecuencia es un orden).

(II) τ es T1 si, y sólo si, τ es la topoloǵıa discreta.

(III) τ es T1/2 si, y sólo si, ≤τ es un orden tal que todo punto es minimal o maximal.

Demostración.

Parte I:

=⇒)

Sea V ∈ τ tal que x ∈ V y y /∈ V ó x /∈ V y y ∈ V .

Caso I: Si x ∈ V y y /∈ V , entonces y /∈ Nx
τ , por lo tanto x �τ y.

Caso II: Si x /∈ V y y ∈ V , entonces x /∈ Ny
τ , por lo tanto x �τ y.

⇐=)

Caso I: Si x �τ y, entonces y /∈ Nx
τ , por lo tanto Nx

τ * Nx
τ . Aśı x /∈ Ny

τ y y ∈ Ny
τ . Basta

tomar V = Ny
τ .

Caso II: Si y ≥τ x, entonces x ∈ Ny
τ , por lo tanto Nx

τ ⊂ Nx
τ . Aśı y /∈ Nx

τ y x ∈ Nx
τ .

Basta tomar V = Nx
τ . Por lo tanto τ es T0

Parte II:

=⇒)

Sea A ⊂ X, entonces A =
⋃

x∈A

{x}, como τ es T1 cada {x} es abierto. Por lo tanto A es

abierto.

⇐=)
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Es claro que {x} es abierto, pues τ es la topoloǵıa discreta.

Parte III:

Sea x ∈ X. Como τ es T1/2 todo punto es abierto o cerrado.

Supongamos que {x} es abierto, como τ es AT , tenemos que:

↑ x = {x} si, y sólo si, {x} es maximal.

Supongamos que {x} es cerrado, como τ es AT , tenemos que:

↓ x = {x} si, y sólo si, {x}es minimal.

Sean X y Y espacios topológicos. La topoloǵıa producto en X × Y es la topoloǵıa generada

por los conjuntos U × V, donde V es abierto en X y W es abierto en Y .

Proposición 1.12

Sean (X, τ), (Y, ρ) espacios topológicos AT . Si (x, y) ∈ X × Y , entonces:

(I) N(x,y) = Nx × Ny. En particular la topoloǵıa producto en X × Y es AT .

(II) cl({(x, y)}) = cl({x}) × cl({y}).

Demostración.

Parte I:

Es claro que Nx×Ny es abierto. Veamos que Nx×Ny ⊂ U×V para todo U ∈ τ que contenga

a x y para todo V ∈ ρ que contenga a y. Como los espacios topológicos X, Y son AT , tenemos

que Nx ⊂ U y Ny ⊂ V . Por lo tanto, Nx × Ny es la vecindad irreducible de (x, y).

Parte II:

Notemos que (w, z) ∈ cl({(x, y)}) si, y sólo si, (x, y) ∈ N(w,z). En virtud de la proposición

1.12 tenemos que x ∈ Nw y y ∈ Nz. Por lo tanto, w ≤τ x y z ≤ρ y. Aśı w ∈ cl({x}) y z ∈ cl({y}).
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Proposición 1.13

Sean (X, τ), (Y, ρ) espacios topológicos AT . El pre-orden de especialización (denotado por

≤) de la topoloǵıa producto en X × Y en términos de los pre-órdenes de especialización de X y

de Y ≤τ y ≤ρ respectivamente, es el siguiente:

(x1, y1) ≤ (x2, y2) si, y sólo si, x1 ≤τ x2 y y1 ≤ρ y2.

Demostración.

Notemos que (x1, y1) ≤ (x2, y2) si, y sólo si, x2 ∈ N τ
x1

y y2 ∈ Nρ
y1

. En consecuencia x1 ≤τ

x2 y y1 ≤ρ y2.

Definición 1.14

Sea (X, τ) un espacio topológico. Para cada x ∈ X × Y definimos el conjunto adyacencia

de x de la siguiente manera:

A(x) = (Nx ∪ cl({x})) − {x}.

Teorema 1.15

Sean (X, τ) y (Y, ρ) dos espacios AT y f : X → Y. Decimos que f es continua si, y sólo si,

f : (X, τ) → (Y, ρ) es isotónica, es decir, si x ≤τ z, entonces f(x) ≤ρ f(z) para todo x, z ∈ X.

Demostración.

=⇒)

Sean x, y ∈ X tales que x ≤τ y. Mostraremos que f(x) ≤ρ f(z). Como f es continua,

entonces N τ
x ⊂ f−1(Nρ

f(x)). Por hipótesis y ∈ N τ
x . Aśı tenemos que y ∈ f−1(Nρ

f(x)), en conse-
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cuencia f(y) ∈ Nρ
f(x). Por lo tanto, f(x) ≤ρ f(z).

⇐=)

Basta mostrar que f−1(Nρ
f(x)) es abierto para todo x ∈ X. Es decir, para todo y ∈

f−1(Nρ
f(x)) se cumple que N τ

y ⊂ f−1(Nρ
f(x)). Sea y ∈ f−1(Nρ

f(x)). Como f(y) ∈ Nρ
f(x),

entonces f(x) ≤ρ f(y). Tomemos z ∈ N τ
y . Como y ≤τ z, y f es isótonica, entonces f(y) ≤ρ f(z).

Al ser f(x) ≤ρ f(y), se tiene que f(x) ≤ρ f(z). Aśı, f(z) ∈ Nρ
f(x), y en consecuencia

z ∈ f−1(Nρ
f(x)).

Corolario 1.16

Sean (X, τ) y (Y, ρ) dos espacios AT y f : X → Y. Entonces f es un homeomorfismo

topológico si, y sólo si, f es un isomorfismo de orden con respecto a los órdenes ≤τ y ≤ρ.

Definición 1.17

Dada una relación binaria E ⊂ X × X diremos que un conjunto finito

P = {(xi, xi+1) : 1 ≤ i < n} ⊂ E

es un E-camino de x a y, si x1 = x y xn = y.

Decimos que x está relacionado con y, denotándolo x ∼ y, si, y sólo si, existe un E-camino

de x a y ó de y a x.

De aqúı en adelante cuando trabajemos con un pre-orden llamaremos a los E-caminos simple-

mente caminos.

La siguiente proposición es obvia.

Proposición 1.18

La relación ∼ es de equivalencia.
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Definición 1.19

Dado un pre-orden ≤ sobre X, diremos que ≤ es un pre-orden conexo si para todo par de

puntos x, y ∈ X existe un camino de x a y con respecto a esta relación:

E = {(x, y) : x ≤ y} ∪ {(x, y) : y ≤ x}.

Teorema 1.20

Sea τ una topoloǵıa AT sobre X. Los siguientes resultados son equivalentes:

(i) (X, τ) es conexo.

(ii) La relación ≤τ es un pre-orden conexo.

Demostración.

⇐=)

Supongamos que (X, τ) no es conexo. Sean U y V abiertos disjuntos no vaćıos cuya unión

es todo X. Sea x ∈ U y y ∈ V . Por hipótesis existe un camino de x a y.

Hay varios casos que considerar. Solo analizaremos el caso indicado a continuación. Supong-

amos que el camino es el siguiente:

x = x1

x2

x3

xn−1

y = xn

Como V es abierto y V c = U , entonces U es cerrado. Como x ∈ U y x2 ≤τ x, entonces

x2 ∈ U . U es abierto por hipótesis y x3 ≤τ x2, entonces x3 ∈ U . Por otro lado x4 ≤τ x3, y al

ser U cerrado se tiene que x4 ∈ U . Siguiendo este procedimiento tenemos que xn−1 ∈ U . Como
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y = xn ∈ U y U es abierto, entonces y ∈ U. Contradicción, pues y ∈ V y U ∩ V = ∅.

=⇒)

Sea x ∈ X. Consideremos el siguiente conjunto:

Θx = {z ∈ X : existe un camino de z a x}.

Mostraremos que Θx es abierto y cerrado.

Θx es abierto: Sea p ∈ Θx. Por definición existe un camino de p a x. Mostraremos que

Np ⊂ Θx. Sea q ∈ Np. Afirmamos que existe un camino de q a x. En efecto, considere el camino

de p a x unido con el par (q, p).

Θx es cerrado: Sea p ∈ Θx. Existe un camino de p a x. Mostraremos que cl{p} ⊂ Θx. Sea

q ∈ cl{p}. Afirmamos que existe un camino de q a x. En efecto, considere el camino de p a x

unido con el par (q, p).

Como (X, τ) es conexo, entonces Θx = X, pues x ∈ Θx. Aśı, (X, τ) es conexo porque para

todo z, y ∈ X existe un camino de z a y. Debido a que existe un camino de z a x y otro de x a

y.

De la definición de adyacencia 1.14 notemos que, y ∈ A(x) si, y sólo si, {x, y} es ≤τ

conexo. Aśı del teorema 1.20 se obtiene inmediatamente el siguiente resultado que será usado

en el estudio de la topoloǵıa digital.

Corolario 1.21

Sea X un espacio topológico AT y x, y ∈ X. Se tiene que y ∈ A(x) si, y sólo si, {x, y} es

conexo.
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Capı́tulo 2
La topoloǵıa digital

Para construir el plano digital vamos a definir una topoloǵıa AT sobre Z, conocida como la

topoloǵıa digital, la denotaremos por τd. Esta es la única topoloǵıa en la que los conexos son

precisamente los intervalos de Z. Un resultado importante de este caṕıtulo por su constante uso

a lo largo de este trabajo es la proposición 2.15, donde caracterizamos los arcos digitales a

partir del conjunto adyacencia de un punto en Z × Z (ver definición 1.14).

Definición 2.1

El siguiente pre-orden dado por 2k ≤ 2k + 1 & 2k + 2 ≤ 2k + 1 para todo k ∈ Z es conocido

como el orden digital y lo denotaremos por ≤d.

−2

−1

0

1

2

3

4

5

Definición 2.2

La topoloǵıa digital es Γ(≤d), la denotaremos por τd ( ver la definición 1.5).
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El pre-orden de especialización de esta topoloǵıa es ≤d (ver definición 1.9). De la proposi-

ción 1.6 y del teorema 1.2 tenemos que las vecindades minimales de τd están dadas por

Nx
τd = {y ∈ Z : x ≤d y} y ellas forman una base para τd.

Teorema 2.3

Los conexos de (Z, τd) son exactamente los intervalos finitos de Z.

Demostración.

=⇒)

Sea C ⊂ Z conexo. Supongamos que C no es un intervalo, entonces existen x, y ∈ C tal

que x ≤ z ≤ y y z /∈ C. Mostraremos que (−∞, z) ∩ C es abierto en C. Si z es par, entonces

(−∞, z) =
⋃

x< z
↑ x. Por lo tanto, (−∞, z)∩C es abierto en C. Si z es impar, entonces (−∞, z]∩

C = (−∞, z)∩C, debido a que z /∈ C. Análogamente se muestra que (z, +∞)∩C es abierto. En

consecuencia C ⊂ ((z, +∞)∩C)∩((−∞, z)∩C). Por lo tanto, C no es conexo, esta contradicción

surge de suponer que C no es un intervalo.

⇐=)

Sea D un intervalo finito de Z, es claro que (D,≤d) es un pre-orden conexo (ver definición

1.19 y definición 2.1). Aśı, en virtud de la proposición 1.20 tenemos que (D, τd) es conexo.

Teorema 2.4

Sea X un espacio topológico conexo y f : X → Z una función continua. Si m, n ∈ f(X) con

n ≤ m y n < p < m, entonces p ∈ f(X).

Demostración.

Inmediata a partir de la proposición 2.3.
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En un sentido la topoloǵıa digital está uńıvocamente determinada. Como la recta real, este

espacio satisface la siguiente condición, la cual justifica que sea llamada la recta digital.

Definición 2.5

Un espacio topológico se dice que es un espacio ordenado conexo (COTS) si es conexo y

además satisface que: para cualquier x1, x2, x3 distintos en X, existe un i tal que xj y xk caen

en distintas componentes de X − {xi}, donde {i, j, k} = {1, 2, 3}.

Se muestra (ver [3] teorema 2.7) que cada COTS sobre X induce un orden total < en X tal

que si x no es un punto extremo, las componentes de X − {x} son {y : y > x} y {y : y < x}.

Este orden es único salvo inversiones. En el caso de la recta real y la recta digital este orden es

el orden usual. La topoloǵıa digital es única en el sentido indicado en la siguiente proposición.

−1 0 1 2 3

Proposición 2.6

Todo COTS localmente finito (es decir que todo punto tiene una vecindad finita con clausura

finita) con al menos tres puntos es homeomorfo a un intervalo de Z.

La demostración de la proposición 2.6 está en [2] (ver proposición 3.2).

Los intervalos de Z jugarán el papel de los intervalos de R. Recordemos la definición de

camino en un espacio topológico, es el rango de una función continua con dominio un intervalo

compacto de R.

Definición 2.7
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Un camino digital en un espacio topológico X es el rango de una función continua con

dominio un intervalo finito de Z.

Definición 2.8

Un arco digital en un espacio topológico X es un subconjunto homeomorfo a un intervalo

finito de Z.

Definición 2.9

Un espacio X × Y con la topoloǵıa producto, donde X y Y son intervalos finitos de Z con

|X| ≥ 3 y |Y | ≥ 3, lo llamaremos plano digital finito. A lo largo de este trabajo nos referiremos

a los planos digitales finitos simplemente como planos digitales.

�

� �

�

�

� �

�

�

� �

�

�

� �

�

�= punto mixto

=punto abierto

=punto cerrado

Observación 2.10

{(2n+1, 2m+1)} es abierto en Z×Z y {(2n, 2m)} es cerrado en Z×Z para todo m, n ∈ Z.

Esos se llaman puntos puros, los puntos mixtos son de la forma {(2n, 2m+1)} ó {(2n+1, 2m)}.

Lema 2.11

Sea (x, y) en Z × Z. El conjunto adyacencia A(x, y) de (x, y) (ver proposición 1.14) es el

siguiente conjunto:

Si (x, y) es puro, entonces

A(x, y) = {x − 1, x, x + 1} × {y − 1, y, y + 1} − {(x, y)}.
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Si (x, y) es mixto, entonces

A(x, y) = ({x − 1, x, x + 1} × {y}) ∪ ({x} × {y − 1, y, y + 1}) − {(x, y)}.

Demostración.

Recordemos que Nx = {x} si {x} es impar y Nx = {x−1, x, x+1} si {x} es un par. Note que

cl{x} = {x} si {x} es par y cl{x} = {x− 1, x, x + 1} si {x} es impar. La proposición 1.12 nos

asegura que la vecindad minimal de (x, y) es Nx×Ny. En consecuencia cl{(x, y)} = cl{x}×cl{y}.

Tenemos que A(x, y) ∪ {(x, y)} = {x− 1, x, x + 1} × {y − 1, y, y + 1} si x, y son impares o si

x, y son pares.

Si {x} es impar y {y} es par, entonces A(x, y)∪ {(x, y)} = ({x− 1, x, x + 1}× {y})∪ ({x}×

{y − 1, y, y + 1}). El resultado es análogo si {x} es par y {y} es impar.

Ejemplos 2.12

La adyacencia de (x, y) en Z × Z se indica a continuación.

�

�

� �

�

�= punto mixto

=punto puro

Observación 2.13

Sea X × Y un plano digital finito y (x, y) ∈ X × Y . El conjunto adyacencia de (x, y) en

X ×Y está dado por A(x, y)∩X ×Y , usaremos A(x, y) para denotar el conjunto adyacencia de
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(x, y) en X × Y , el contexto lo dejará claro.

Definición 2.14

El borde de X × Y , denotado por B(X × Y ), es el siguiente conjunto:

{(x, y) : x ó y es un punto extremo}.

Proposición 2.15

Sea C un espacio finito conexo que contiene dos puntos distintos x y z. C es un arco digital

con extremos x y z si, y sólo si, C es T0 |A(x)| = |A(z)| = 1 y |A(w)| = 2 para cualquier

w ∈ C − {x, z}.

Demostración.

=⇒)

Note que todos los intervalos finitos de Z con la topoloǵıa digital cumplen la proposición.

n

n + k

Sea f un homeomorfismo topológico de C en un intervalo finito de Z. Basta ver que |A(x)| =

|A(f(x))|. Recordemos que A(x) = (Nx∪cl({x}))−{x} , A(f(x)) = (Nf(x)∪cl({f(x)}))−{f(x)}

(ver definición 1.14). Como f es un homeomorfismo topológico, tenemos que |A(x)| = |A(f(x))|.

⇐=)
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Vamos a hacer esta demostración por inducción en la cardinalidad de C. Si n = 2, tenemos

que x ∈ A(y), en consecuencia x ≤ y y por ser T0, tenemos que y ≮ x. Es claro que C = {x, y}

es homeomorfo al intervalo [0, 1] ∩ Z. Supongamos que es cierto para n = k. Mostraremos que

es cierto para n = k + 1. Suponga que |C| = k + 1. Sean x, y ∈ C tales que |A(x)| = |A(y)| = 1.

Veamos que x /∈ A(y). En efecto, pues |A(y)| = 1 y |A(x)| = 1. Si x ∈ A(y) tendŕıamos que

{x, y} seŕıa una componente de C. Esto es una contradicción pues C es conexo y |C| ≥ 3.

Sea z ∈ A(y), es claro que x 6= y. Sabemos que |A(z) ∩ C| = 2. Si D = C − {y}, entonces

|A(z) ∩ D| = 1. Por hipótesis inductiva tenemos que D es homeomorfo a un intervalo finito

de Z. Sea f : {n, ..., n + k − 1} → D un homeomorfismo. Vamos a extender esta función g :

{n, ..., n + k, n + k} → C donde g(x) = f(x) para todo x ∈ {n, ..., n + k − 1} y g(n + k) = y. Es

claro que g es un homeomorfismo, por lo tanto C es un arco.

Ejemplos 2.16

En el siguiente plano digital se encontrará dos gráficos. El azul es ejemplo de arco y el rojo

no lo es.
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Definición 2.17

J es una curva digital de Jordan si, y sólo si, J es finito, conexo con |J | ≥ 4 y J −{j} es

un arco digital para cada j ∈ J . A lo largo de este trabajo nos referiremos a las curvas digitales
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de Jordan simplemente como curvas de Jordan.

Proposición 2.18

J es una curva de Jordan si, y sólo si, J es finito, conexo con |J | ≥ 4 y |A(j)∩ J | = 2 para

cada j ∈ J .

Demostración.

=⇒)

Sea j ∈ J. Mostraremos que |A(j) ∩ J | = 2. Es claro que J − {j} es un arco. Sean j−, j+

los extremos de J − {j}. La proposición 2.15 nos garantiza que |A(j−) ∩ (J − {j})| = 1 y

|A(j+)∩ (J − {j})| = 1. Sea v ∈ A(j−)∩ (J − {j}). Del corolario 1.15 tenemos que {v, j−} es

conexo. Mostraremos que {j, j−} es conexo.

Sabemos que J − {v} es un arco. Mostraremos que |A(j−) ∩ (J − {v})| = 1. Supongamos

que no. Entonces j− no es extremo de J − {v}, por lo tanto, |A(j−) ∩ (J − {v})| = 2. Sean

x, y ∈ A(j−) ∩ (J − {v}). Sea z ∈ J − {v, x, y}. Es claro que J − {z} es un arco. Notemos que

|A(j−) ∩ (J − {z})| ≥ 3 lo cual es imposible. Por lo tanto, |A(j−) ∩ (J − {v})| = 1. Sea u ∈

A(j−)∩ (J −{v}). Mostraremos que u = j. Supongamos que no, entonces u ∈ A(j−)∩ (J −{j}).

Recordemos que |A(j−)∩ (J −{j})| = 1. Por lo tanto, u = v lo cual es imposible. En consecuen-

cia u = j. Aśı j ∈ A(j−). Por lo tanto, {j, j−} es conexo. La prueba para {j, j+} es análoga.

Sea i ∈ J − {j−, j, j+}. El conjunto J − {i} es un arco tal que |A(j) ∩ J | = 2. Veamos que

{i, j} no es conexo. Supongamos que śı, entonces tomemos w ∈ J −{i, j−, j+}. Aśı tenemos que

|A(j) ∩ (J − {w})| ≥ 3, lo cual es imposible. En consecuencia |A(j) ∩ J | = 2.

⇐=)

Sea j ∈ J . Tenemos que |A(j) ∩ J | = 2. Sean x, y ∈ A(j) ∩ J. Mostraremos que J − {j}

es un arco con extremos x, y. Es claro que x ∈ A(j), en consecuencia j ∈ A(x) y por lo tanto

|A(x) ∩ (J − {j})| = 1. Aśı tenemos que x es un extremo del arco J − {j}. La demostración es

análoga para y. Finalmente por la proposición 2.15 J − {j} es un arco con extremos x, y.
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Ejemplos 2.19

El conjunto adyacencia de un punto mixto y el conjunto adyacencia de un punto puro son

curvas de Jordan.
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En el siguiente plano digital se encontrará tres gráficos. Dos de ellos, de color azul son de curvas

de Jordan. El rojo no lo es.
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Observación 2.20

Una consecuencia inmediata de la proposición 2.15 y la proposición 2.18 es que los

arcos digitales y las curvas de Jordan no pueden ”dar la vuelta” en un punto mixto.

Lema 2.21

Sea X × Y un plano digital y C un arco en este plano. Si f /∈ B(X × Y ) y f es un extremo

de C, entonces A(f) − C es un arco.

Demostración.

Como f es extremo de C, entonces |A(f) ∩ C| = 1. Sea f− ∈ A(f) ∩ C. Recordemos que

A(f) es una curva de Jordan (ver ejemplos 2.19). Por lo tanto, A(f)− {f−} es un arco. Note

que A(f) − {f−} = A(f) − C. En consecuencia A(f) − C es un arco.

Lema 2.22

Si f ∈ B(X × Y ), entonces A(f) ∩ (X × Y ) es un arco.

Demostración.

La demostración de este lema es bastante sencilla, en consecuencia sólo daremos los gráficos

de los casos.

Caso I: f es puro
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Caso II: f es mixto.
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Capı́tulo 3
Componentes en el plano digital

El objetivo principal de este caṕıtulo es probar el teorema 3.3, el cual dice que dado un

arco digital en un plano digital es lo mismo contar las componentes del plano menos el arco que

contar las componentes del borde menos el arco. Este es un paso previo muy importante en la

demostración del teorema de la curva de Jordan.

El lector notará la importancia de la caracterización de arco digital (proposición 2.15) en

casi todas las demostraciones, aśı como la cantidad de detalles que hay que analizar en cada

demostración.

Es importante dejar claro que si el lector asume como cierto el teorema 3.3 puede pasar

directamente a la demostración del teorema de la curva de Jordan.

Proposición 3.1

Sea X ×Y un plano digital y B(X ×Y ) su borde. Si C es un arco en X ×Y , entonces todas

las componentes de X × Y − C tocan a B(X × Y ) − C.

Demostración.

Supongamos, por el absurdo, que C es un contraejemplo de longitud mı́nima para la afir-

mación. Entonces existe un punto p tal que la componente de p en X × Y − C no toca a

B(X × Y ) − C.
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Sea f un extremo de C. Consideremos C ′ = C − {f}. Este es un arco de longitud menor.

Aśı la componente de p en X × Y − C ′ toca a B(X × Y ) − C. Por lo tanto, existe un arco

D ⊂ X ×Y −C de p a j, para algún j ∈ B(X ×Y )−C. Veamos que f ∈ D. En efecto si f 6∈ D

tenemos que D ⊂ X × Y − C contradiciendo la elección de C.

Vamos a construir un arco D′ ⊂ X × Y − C que conecte p con j, contradiciendo de esta

manera que p y j estén en distintas componentes de X × Y − C. Vamos a construir este arco a

partir de D − {f} usando A(f).

Caso I: f 6∈ B(X × Y ). Mostraremos que f no es extremo de D. Basta ver que f 6= j y

f 6= p. Como f 6∈ B(X × Y ), entonces f 6= j, además f ∈ C y p ∈ X × Y − C lo que trae

como consecuencia que f 6= p . El lema 2.15 nos dice lo siguiente |A(f) ∩ D| = 2. Llamaremos

a estos puntos f−, f+. El lema 2.21 nos asegura que A(f) − C = L es un arco. Notemos que

f+ ∈ [f−, j] ∩ L y f− ∈ [j , f+] ∩ L.

Aśı, [p , f−] ∪ L ∪ [f+, j] es conexo, por lo tanto existe un camino D′ de p a j.

Ahora veamos los gráficos de la construcción de D’ en los casos en que f es un punto puro

y f es un punto mixto. Tenemos que A(f) ⊂ X × Y , pues f /∈ B(X × Y ).

D

f

f+

f−

C ′ C f

f+

D′

f−

D

f

f+

f−

C ′ C
f

f+

f−

D′

Caso II: f ∈ B(X × Y ). En virtus del lema 2.22 A(f) ∩ X × Y es un arco. Veamos que f es
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un punto extremo de D. En efecto, D es un camino de p a B(X × Y ). El lema 2.15 nos dice

que |A(f)∩D| = 1. Sea f− ∈ A(f)∩D. Notemos que f− /∈ C, pues D∩C = {f}. Consideremos

X ×Y ∩A(f)−C. Sea L la componente conexa de este conjunto que contiene a f−. El conjunto

[p , f−]∪L es conexo, contiene a p y toca el borde. Por lo tanto, existe un camino D′ de p a un

punto del borde.

C

D

f

f−

L

C
f

D

f−

Proposición 3.2

Si D es un arco en X × Y que toca más de una componente de B(X × Y ) − C, entonces D

toca a C.

Demostración.

Supongamos que esta proposición no es cierta. Sean X, Y un contraejemplo donde X, Y

son de tamaño minimal. En estas condiciones podemos escoger C, D arcos en X ×Y tales que el

arco D toca más de una componente de B(X×Y )−C, D no toca a C y C, D tocan a B(X×Y )

únicamente en los extremos. El caso |X| = |Y | = 3 es fácil de verificar. Supongamos que |Y | > 3.

Sea y el punto inicial de Y . Consideremos Y ∗ = Y − {y}, X × Y ∗, C∗ = C ∩ X × Y ∗ y

D∗ = D ∩ X × Y ∗. Es claro que ellos no son un contraejemplo. Como solo los puntos extremos

de C y D pueden estar en X × {y}, C∗ y D∗ son arcos.

Sean c1, c2 y d1, d2 los puntos extremos de C y D respectivamente, y sean además c′1, c
′
2 ∈ C∗

y d′1, d
′
2 ∈ D∗ sus puntos extremos. Es claro que {d1, d

′
1}, {c1, c

′
1} {c2, c

′
2}, {d2, d

′
2}, son conexos.

Por hipótesis D toca más de una componente del B(X × Y ) − C, si suponemos que D∗ toca

31



más de una componente de B(X × Y ∗) − C∗, entonces C∗ debe tocar a D∗. Aśı, D toca a C y

esto contradice la hipótesis. Por lo tanto, debemos suponer que D∗ esta en una componente de

B(X × Y ∗) − C∗. Luego existe un camino Q∗ en B(X × Y ∗) − C∗ que une a d′1 y d′2.

Quisiéramos reemplazar Q∗ por un camino Q en B(X × Y ) − C que una a d1 con d2 para

tener una contradicción.

Hay cuatro casos, dependiendo de dónde caigan d1 con d2. Vamos dar los detalles de un caso.

Los otros casos son similares.

Caso I: d1 ∈ X × {y}, d2 /∈ X × {y}. Si d′1 = (u, y+), entonces d1 = (v, y) donde

v ∈ {u−, u, u+}. Es claro que {(x, y+) : x ≤ u} ⊂ Q∗ o {(x, y+) : x ≥ u} ⊂ Q∗, pues Q∗ es un

camino en B(X × Y ∗) − C∗. Supongamos que se cumple la primera. Construiremos Q a partir

de Q∗ de la manera obvia, como lo sugiere el diagrama de abajo. Sea e = min(X). Definamos

Q =: (Q∗−{(x, y+) : e < x ≤ u})∪{(x, y) : x ≤ v}. Note que Q es un camino en B(X ×Y )−C

que une a d1 y d2.

Q∗

(e,y+)

(e,y)

X × Y∗

C∗
D∗

d′
1

= (u,y+)

d2 = d′
2

(u−,y) (u,y) (u+,y)

Mostremos que Q∩C es vaćıo. Supongamos que no, entonces existe p ∈ Q∩C. Como Q∗∩C∗

es vaćıo, entonces p ∈ Q − Q∗; aśı p es de la forma p = (z, y), donde z < v.

Notemos que p ∈ B(X × Y ) − C y p ∈ C. Por lo tanto p es extremo de C. Sea q el punto
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en C adyacente a p. Tenemos que q = (w, y+), donde w ∈ {z+, z, z−}. Para terminar la prueba

basta ver que q ∈ Q∗, pues aśı se contradice que Q∗ ∩ C = ∅. Sin embargo, solo se necesita

mostrar que w ≤ u.

Si v ∈ {u−, u+}, entonces z < u, pues D ∩ C = ∅ y w ≤ z+ ≤ u. En el caso v = u+,

notemos que d1 es puro (ya que d1 = (u+, y) es conexo con d′2 = (u, y+)), por lo que tenemos

dos posibilidades:

(i) Si z ≤ u, entonces w ≤ z+ ≤ u.

(ii) Si z = u, entonces p = (u, y) es mixto, aśı q = d
′

1 y w = u.

Q∗

(e,y+)

(e,y)

X × Y∗

C∗
D∗

d′
1

= (u,y+)

d2 = d′
2

(u−,y) (u,y) (u+,y)

(z+,y+)(z,y+)(z−,y+)

p = (z,y)

Teorema 3.3

Si C es un arco en un plano digital X × Y , entonces B(X × Y ) − C y X × Y − C tienen

el mismo número de componentes.

Demostración.

Sea V el conjunto de todas las componentes de B(X ×Y )−C y sea W el conjunto de todas

las componentes de X × Y − C. Consideremos la siguiente función Φ : V → W, donde Φ(W ) es

la componente conexa de W en X × Y − C. Mostraremos que Φ es una biyección.
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(i) Veamos que Φ es inyectiva.

Sean V1, V2 ∈ V componentes distintas. Mostraremos que no existe un arco que conecte a

V1 con V2 en X ×Y −C. Esto es equivalente a ver que: Si D es un arco en X ×Y que toca

más de una componente de B(X × Y ) − C, entonces D toca a C. Esto es exactamente el

contenido de la proposición 3.2.

(ii) Veamos que Φ es sobreyectiva.

Basta mostrar que toda componente conexa W de X × Y −C toca a B(X ×Y )−C. Esto

es exactamente el contenido de la proposición 3.1.
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Capı́tulo 4
El teorema de la curva de Jordan

Finalmente llegamos a la demostración del teorema de la curva de Jordan, que es el objetivo

principal de este trabajo, el cual fue enunciado en la introducción. Antes de dar la demostración

de este teorema vamos a probar un lema que necesitaremos en la demostración.

Lema 4.1

Si J es una curva de Jordan en un plano digital X × Y y J no toca el borde, entonces para

todo j ∈ J , A(j) − J tiene exactamente dos componentes.

Demostración.

El lema 2.18 nos asegura que |A(j)∩J | = 2. Sean p, q ∈ A(j)∩J . Tenemos que A(j)−J =

A(j)−{p, q}. Recordemos que A(j) es una curva de Jordan (ver ejemplos 2.19). De la definición

de curva de Jordan tenemos que A(j)−{p} es un arco en el cual q no es un punto extremo. Por

lo tanto, q separa A(j) − {p} en dos componentes.

Teorema 4.2

Si J es una curva de Jordan en un plano digital X × Y y J no toca el borde, entonces
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X × Y − J tiene exactamente dos componentes.

Demostración.

Sea J una curva de Jordan en X×Y que no toca el borde. Mostraremos que X×Y −J tiene

a lo sumo dos componentes. Sea j ∈ J . Consideremos C = J − {j}. Es claro que C es un arco

que no toca el borde. El teorema 3.3 nos asegura que X × Y − C tiene una sola componente,

pues B(X × Y ) − C tiene una sola componente. En consecuencia X × Y − C es conexo.

Aśı, cualquier punto de x ∈ X × Y − C puede ser unido a j por un arco D en X × Y − C.

Es claro que D debe tocar a A(j) − J . En consecuencia cualquier punto de X × Y − J puede

ser unido a A(j)− J por un arco en X × Y − J . En virtud del lema 4.1 tenemos que A(j)− J

tiene dos componentes, por lo tanto X × Y − J tiene a lo sumo dos componentes.
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Mostraremos que X × Y − J tiene al menos dos componentes. El primer paso es encontrar

un punto ”dentro” de J . Sea v = min{y ∈ Y : (x, y) ∈ J}. El punto ”dentro” de J será de la

forma (w, v+), donde (w, v) ∈ J. Consideremos Y ∗ = Y − {x ∈ Y : x < v}, donde ≤ es el orden

natural de Z . Note que estamos ”moviendo” el borde inferior hasta que este toque a J .

Veamos que X × Y ∗ − J tiene al menos dos componentes.

Hay dos casos:

Caso I: Supongamos que existe un punto mixto en J cuya coordenada Y es v. Sea (w, v)

ese punto. Consideremos C = J −{(w, v)}. Recordemos que una curva de Jordan no puede ”dar

la vuelta” en un punto mixto (ver observación 2.20), por lo tanto (w−, v), (w+, v) ∈ J . En

consecuencia C es un arco con extremos (w−, v), (w+, v). Es claro que C ⊂ J .
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(w,v)

(w−,v)

(w+,v)

2 31 1

2
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Note que C es un arco de (w−, v) a (w+, v) en X × Y ∗ y (w, v) es un punto aislado en

B(X × Y ∗) − C.

La proposición 3.2 nos garantiza que ningún punto f de B(X × Y ∗)−C −{(w, v)} puede

ser unido a (w, v) por un arco en X × Y ∗ − C. En consecuencia f no puede ser unido a (w, v+)

por un arco en X ×Y ∗ −C. Es decir, B(X ×Y ∗)−C tiene al menos dos componentes. Aśı, por

el teorema 3.3 X × Y ∗ − C tiene al menos dos componentes.

A partir de la afirmación anterior mostraremos que X × Y ∗ − J tiene al menos dos compo-

nentes.

Como f ∈ B(X × Y ∗) − J , entonces no hay nada que demostrar. Por lo tanto, X × Y ∗ − J

tiene al menos dos componentes.

Caso II: Supongamos que no existe un punto mixto en J cuya coordenada Y es v. Sea

(w, v) un punto puro de J . Es claro que (w−, v), (w+, v) /∈ J . De la minimalidad de v y el hecho

de que |A(w, v) ∩ J | = 2 (ver lema 2.18), deducimos que (w−, v+), (w+, v+) ∈ J . Notemos

que J − {(w, v)} ∪ {(w−, v), (w+, v)} es conexo. Sea C un arco en este conjunto con extremos

(w−, v), (w+, v).
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Como en el caso I, tenemos que C es un arco de (w−, v) a (w+, v) en X ×Y ∗ y (w, v) es un

punto aislado en B(X × Y ∗) − C.

Aśı por la proposición 3.2 y por el teorema 3.3, tenemos que X ×Y ∗−C tiene al menos

dos componentes.

Mostraremos que X × Y ∗ − J tiene al menos dos componentes.

Supongamos que existe un arco en X × Y ∗ − J que conecta a f con (w, v+), entonces este

arco debe pasar por alguno de los puntos de C − J = {(w−, v), (w+, v)}. Para mostrar que

esto no es posible basta observar el conjunto adyacencia de (w−, v) en X × Y ∗. Notemos que

A(w−, v) = {(w−−, v), (w, v), (w−, v+)}, donde (w, v), (w−, v+) ∈ J y (w−−, v) está en J o en

B(X × Y ∗) − C − {(w, v)}. Para (w+, v) es análogo.

Por lo tanto, X × Y ∗ − J tiene al menos dos componentes.

Para mostrar que X × Y − J tiene al menos dos componentes, supongamos que existe un

arco D en X × Y − J de un punto (z, y) ∈ X × (Y − Y ∗) a (w, v+). Es claro que D es conexo.

En consecuencia la proyección Π2 de D en Y es conexa, como los únicos conexos de la recta

digital son los intervalos y y ≤ v ≤ v+, tenemos que el arco D debe tocar a X × {v} − J. Esto

nos lleva a una contradicción pues un subarco de D está en X × Y ∗ − J y conecta puntos de

B(X × Y ∗)− J con (w, v+). Para obtener un subarco basta borrar de D todos los puntos hasta

el ”último” en X × (Y − Y ∗). Por lo tanto, X × Y − J tiene al menos dos componentes.
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