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Introduccién

Un proceso de eventos discretos es definido en términos algebraicos y su comportamiento
es dado por un lenguaje formal apropiado [VI].
Un sistema complejo puede consistir en un conjunto de procesos asincrénicos, interactuantes
que operan concurrentemente. Un problema de control para tales sistemas es la supervision
de varias componentes para asegurar su interaccién armoniosa y un flujo ordenado de even-
tos resultantes. En este trabajo nuestra atencién se centra en la supervisién de un conjunto
finito de tales procesos cada uno de los cuales opera asincrénicamente [III]. Cada proceso
se comunica con un supervisor central el cual puede ser considerado como una estacién de re-
ferencia a partir de la cual la interaccién entre todos los procesos puede ser “observada”, esta
operacién toma la forma de un “Shuffling” (reorganizador) de las sucesiones de comunicacién
producidas. Nosotros examinamos el problema de sintetizar un supervisor centralizado que
asegure el comportamiento colectivo deseado. En lineas generales, nuestro resultado principal
es que cada supervisor que resuelve el problema del supervisor centralizado es un cociente de

un lenguaje para el comportamiento coordinado resultante.

Organizacion

El capitulo 1, (preliminares) constituye los fundamentos para desarrollar los capitulos
posteriores. Este incluye algunos conceptos de la teoria de lenguajes y una formalizacion
matematica de algunas nociones de teoria de grafos, inmersas en la teoria de categorias
[VIII]. En el capitulo 2 se incluye una formalizacién matematica de algunas nociones tales
como procesos de eventos controlables, maquinas secuenciales, gramaticas regulares (también
incluyendo a estas en la teorfa de las categorias). En el capitulo 3 se introducen definiciones,
propiedades y anélisis de las estructuras citadas (con énfasis en los procesos bajo supervisién).
Finalmente los teoremas del capitulo 4 demuestran que un supervisor para un sistema H es

esencialmente un cociente de un lenguaje para el comportamiento resultante.



Capitulo 1

Preliminares

Incluiremos en este capitulo algunas nociones que nos permitiran el desarrollo de nuestro

propdsito mas adelante.

Lenguajes

Dado ¥ = {uy,...,u,} un conjunto finito no vacio, el cual serd llamado alfabeto, consi-
deraremos el conjunto de todas las sucesiones finitas constituidas con elementos del conjunto
3., incluyendo la sucesién que no tiene simbolos, denotada por €. Este conjunto serda denotado
por ¥*. Los elementos de ¥* serdn llamados palabras y cada elemento de X serd llamado
letra. ¥* tiene estructura de monoide con la operacién - llamada concatenacién, la cual es
definida como sigue: para a = ai...a, yb=5b1...bp, en X*, a-b=ay...a,-b1...by. En

adelante denotaremos a - b por ab, ademas, diremos que:

i.) Una palabra 2 € ¥* es llamada prefijo de y € ¥* si existe una palabra z € ¥* tal que

y = x - z, donde - es la operacién de concatenacion sobre ¥*.
ii.) Todo subconjunto L C ¥* es llamado un lenguaje sobre .

iii.) El conjunto formado por todos los prefijos de palabras de un lenguaje L C ¥* es llamado
clausura de L y sera denotado por pre(L). De este modo
pre(L)y={zeX* /JyeX* ,z-yeL}.

En adelante al subconjunto de nimeros naturales {1,2,...,n} lo denotaremos por N,  y

consideraremos también la funcion

[ — X% dada por

I(e) =¢,
l(lwo)=0 YweXyoel.

Todo w € ¥* se puede escribir w = wy ... w, con w; € X U{e}, 1 <i<n.
Sean Y y 2 dos alfabetos tales que 2 C ¥; definimos h : ¥ — Q por

h(w) w;, siw; €Q
W; ) =
g, siw; ¢Q.



Cap. 1 Preliminares 4

A partir de h definimos la e-proyeccién de >* en Q* por
H(w)=H(w; ...wy,) = h(wy) - h(wa) ... ~h(wy,).

Esta proyeccion estd bien definida y es un homomorfismo de monoides. En efecto, sean

w,v € X, luego w =wi...w, y v =1 ...Uy. Por lo tanto,

H(wv) = H(wy ... wpvy ... 0p) = h(wy)...h(wy)h(vy)..."h(vn)

Ademas H(e) =e.

Grafos Dirigidos

Un grafo dirigido G es un cuddruple G = (N, E, dy,01), donde N es un conjunto llama-
do conjunto de nodos, E es un conjunto llamado conjunto de arcos, junto a las funciones
b0y : F — N y 01 : E — N especificando los nodos iniciales y finales respectivamente para

cada arco.

Ejemplo 1.1. Sea G1 = (N, E, dp, 1), donde N = {1,2,3}, E = {a,b,c}

50(0,) =1 (51(&) =2
do(b) =2 y  6i(b)=3
So(c) = 3 5i(c) = 3

Graficamente podemos representar al grafo dirigido G por

Sea G = (N, E, 0y, 91) un grafo dirigido. Un camino (o trayectoria) ¢ en G es una sucesién
finita de arcos de E, ¢ = ai,as9,...,q,, 0 simplemente ¢ = ajas...a,, que verifica la
siguiente propiedad: d1(a1) = dp(a2), 01(a2) = dp(as), ..., 01(an—1) = do(a). Aqui los nodos
q1 = 0o(1) ¥ gn = 01(cv,) son llamados comienzo y final del camino ¢ y el entero n > 1 es

llamado la longitud del camino.

Observando el ejemplo anterior, c; = ab y co = abc son dos ejemplos de caminos en el

grafo dirigido Gj.
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Morfismos entre Grafos Dirigidos

Un morfismo entre dos grafos G = (N, E, §,61) y H = (M, P, 56, 51) es un par de funciones

F = (F,, F.) tales que el siguiente diagrama conmuta.

N < 0 E 0 » N
Fn} ~ Fej ~ F,
do o
M~ P T M

Los grafos junto a sus morfismos forman una categoria que denotaremos por CG.

Ejemplo 1.2. Consideremos el grafo H = (M, P, |, ¢}), donde M = {my,ma}, P = {~, 3}

y
So(v) =mz 01(y) =m
6o(B) =m1 01(8) =m

Este grafo tiene la siguiente representacion grafica

mi ma
y el grafo G1, del ejemplo anterior, tiene la representacion grafica
c

¢ : b - )

1 2 3

\/

Consideremos ahora el siguiente par de funciones F' = (Fg, F;,) dadas por

Fe(a) =~ F,(1)=mgy
F.(b)=p F,(2)=m
F.(c)=0 F,.(3)=m

para verificar que F es un morfismo entre los grafos G; y H debemos mostrar que el diagrama

siguiente conmuta
N —% E % LN

F"} 5 Fj 5 I
M~ P S M
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El que este diagrama conmute quedara ilustrado en la siguiente figura

do do 1
1 3 2 a b c —»
E) [Fn FX F,
fn 5 o
mo my <« vy > TN

5 Ui

Luego, F' = (Fg, F},) es un morfismo entre los grafos G; y H. Ilustraremos por medio de
un grafo, en la siguiente figura, como el morfismo F' asocia o identifica los nodos y arcos del

grafo (G1 con los nodos y arcos del grafo H.

Fe(b> = ﬁ = Fe(b)
L. Fela)=~ |
Fo(2) =m = Fu(3)) Fp(1) = mo

Grafos Etiquetados

Denotemos por 1 al conjunto formado solo por el elemento uno. Dado un conjunto >
nosotros podemos construir el grafo especial f): (1,%,6(,07), donde X es el conjunto de
arcos y para cada o € X, (o) = d1(0) = 1.

Un grafo etiquetado Gy, es un tripe (G, g, %), donde G = (N, E, §p,01) es un grafo, ¥ es

un alfabeto y g un morfismo de GG en Y tal que el siguiente diagrama conmuta.

N do E 0, N
0 o
1 > 1

El morfismo g marca los arcos de G con los elementos del conjunto 3.
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Ejemplo 1.3. Considere el grafo G citado en el ejemplo anterior; el cual representamos

graficamente mediante la figura

Considere el grafo etiquetado Gy = (G1,9,%, ), donde ¥ = {a, B} vy 9 = (ge, gn) €s dada

por

ge(a) = gn(l)
ge(b) = gn(2)
ge(c) =p gn(3) =

Tlustramos graficamente a Gy, en la siguiente figura
B
: ’ D

Aqui interpretamos que el morfismo g marca los arcos de (G1 con los elementos de .

1
1
1

\4
A\

Sea Gy, = (G,g,%) un grafo etiquetado. Una Traza c¢ en Gy es una sucesién finita
0103 ...0, de elementos de ¥ tales que ge(a1) = 01, ge(a2) = 09,...,9e(n) = on, para
algin camino ajag...a, en G. Aqui los nodos gy = dp(a1) y gn = 1(ay,) serdan llamados
nodo asociado al comienzo de la traza ¢ y nodo asociado al final de la traza c respectivamente,
y el entero n > 1 serd llamado la longitud de la traza c¢. También, consideramos la traza e,

con longitud cero.

Ejemplo 1.4. Son ejemplos de trazas en el grafo etiquetado G1x. del ejemplo anterior:

«, con longitud uno, el nodo 1 como comienzo y el nodo 2 como final de la traza.
af3, con longitud tres, el nodo 1 como comienzo y el nodo 3 como final de la traza.

6633, con longitud cuatro y el nodo 3 como comienzo y final de la traza.

Morfismos entre Grafos Etiquetados

Un morfismo entre dos grafos etiquetados Gy, = (G,g,i) y Ho = (H,h, S~2) es un par

F = (F1, Fy) de morfismos dados tales que el siguiente diagrama conmuta.

G g »
h R
H Q
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Los grafos etiquetados y sus morfismos forman una categoria que denotaremos por CGE.

Ejemplo 1.5. Considere el grafo H = (M, E, §(,9]), donde M = (m1,mg), E = {d',0/,c'} y

luego considere el grafo etiquetado Hqo = (H, h, ), donde Q = {v1,v2} y h(he, hy) esté defini-

da como sigue

he(d) =71 hn(mi) =1
he(b/) =N hn(m2) =1
he(cl) =72

Tlustramos graficamente a Hq por medio de la siguiente figura

71 ] - o V2
mi 7:112

Ahora definiremos un morfismo f entre los grafos etiquetados Gy del ejemplo anterior y

Hgq, este constituird nuestro ejemplo: recordemos que Gix es ilustrado graficamente por la

siguiente figura

A\
4

N B

1 2 3

Sea ahora f = (f1, f2) definido por

fin(1) =m1 fie(a) =¢ foe(a) =72 fan(l) =
fln(2) =m fle(b) = b, f2e(ﬁ) =N
fin(3) =ma  fie(c) =d

Ilustramos mediante la siguiente figura como actia f sobre los arcos y nodos de Gix.

Al

72 a! :)

my my m2

Ahora consideremos al grafo Gy = (G, g,Y), donde G = (N, E, 0,01), 9= (9n,9e);

S= (1,3, 6(,0}) y consideremos el siguiente diagrama conmutativo.
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Aqui, II; y II5 son las proyecciones canénicas y K : E — ¥ x N estd dada por
K(e) := (ge(e), d0(e)), para todo e € E.

Esta funcion estd definida de forma tnica. En efecto, para todo e € E, supongamos que F es
una funcién tal que e KN (Fi(e), Fa(e)) = (a,n) para algin (o,n) € ¥ x N. Como el diagrama

conmuta tenemos

(50(6):H2(K<6)) = Hg(Fl(e),FQ
(e)

gele) = (K (e) = IL(Fi(e), Fo(e))

= Fl(e).

Por lo tanto, K es la tnica funcién tal que el diagrama conmuta.

I
&

()

Luego, diremos que Gy, es un grafo etiquetado deterministico si K es inyectiva.

Ejemplo 1.6. Examinemos al grafo G1x, = (G1, g, %) del ejemplo anterior; donde
N ={1,2,3} y E = {a,b,c} son los nodos y arcos respectivamente de G; y donde ¥ = {«, 3}

y g = (ge, gn) es dada por

ge(a) = gn(1) =1
9:(0) =8 ga(2) =1
ge(c) =B gn(3) =1
para este grafo la funcién K : E — ¥ X N esta dada por
K(a) = (av 1)
K(b) =(8,2)
K(c) = (8,3)

Esta funcion es inyectiva y por lo tanto el grafo Gy, que ilustramos en la siguiente figura

A\

a L P :)ﬁ

3

—_
[\

es deterministico.
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Examinemos ahora al grafo Hog = (H, h, ﬁ) del ejemplo anterior, donde M = (my, ma),
E ={d,V,d} son los nodos y arcos de H, Q = {~1,72} y h es el morfismo entre H y Q. La

funcion K : E — N x () para este grafo estd dada por

K(a') = (y1,m1)
K@) = (71,m1)
K(d) = (72, ma2)

Esta funcién no es inyectiva por lo tanto el grafo Hg, ilustrado en la siguiente figura

! 32
[ ] » [ ]
mi mo

no es deterministico.
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Procesos Secuenciales

Procesos Secuenciales de Estado Finito

Un proceso secuencial (PS) P es un triple P = (Gyx, S,T), donde Gy, es un grafo etique-
tado, S es un subconjunto del conjunto de nodos de Gy que especifica nodos iniciales de P
y T es un subconjunto del conjunto de nodos de GGy que especifican nodos finales de P.
En lo que sigue, los nodos de Gy seran llamados estados; luego, P sera llamado un proceso

secuencial de estado finito si el grafo Gy, es finito.

Llamaremos a una sucesién finita ¢ = o109 ...0, de elementos de X una traza en el
proceso P = (Gx,S,T), si ¢ es una traza en el correspondiente grafo etiquetado Gy de P.
Con abuso de lenguaje llamaremos a los nodos ¢g comienzo y ¢, final de la traza ¢ en P
si estos son los correspondientes comienzo y final de la traza ¢ en Gy. De igual modo el
numero n > 1 serd llamado la longitud de la traza.

Una traza sera llamada exitosa en P si el comienzo de ésta es desde algiin elemento de S y
el final de ésta es en algin elemento de T'.
Definimos el comportamiento de P como el conjunto de todas las trazas exitosas en P,

denotaremos este conjunto por |P)|

Ejemplo 2.1. Sea P = (G1x,5,T) donde Gix, es el grafo etiquetado del ejemplo anterior,
S = {1} y T = {3}; ilustramos gréaficamente a P en la siguiente figura

g

. a P ;G;:)

\/

senalamos en la figura a los estados de S con un punto oscuro y a los estados de T con
un circulo. Cualquier camino en P puede representarse por una palabra en ¥*, como por
ejemplo af, aB6, o665 entre otras, luego el comportamiento de P queda representado por
Pl = afp".

Ahora podemos interpretar a un proceso secuencial como un grafo etiquetado donde se es-

pecifican sus estados iniciales y finales.

Un (PS) P seré llamado accesible si para todo estado « € P existe una traza con comien-

zo en algin xp € S y final en z.

Un (PS)P esllamado coaccesible si para todo estado x € P existe una traza con comienzo

en zg € Sy final en algin t € T

11
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Un (PS) P sera llamado Limpio si es simultdneamente accesible y coaccesible.
Ejemplo 2.2. El proceso definido en el ejemplo anterior (2.1) es accesible y coaccesible, por
lo tanto limpio.

Morfismos entre Procesos Secuenciales

Sean S = (Gx,S,T) y P = (Hgq,U,V) procesos secuenciales.

Un morfismo F': S — P de procesos secuenciales consiste en:
1. Un morfismo de grafos etiquetados F' = (F}, F») de Gy en Hq

2. Un par de funciones a : S — U, b : T — V dadas de manera que el siguiente

diagrama conmute.

Donde los II; son proyecciones canénicas, para i = 1,2,3,4

Los procesos secuenciales y sus morfismos forman una categoria la cual nosotros llamare-

mos CPS.

Ejemplo 2.3. Consideremos al proceso secuencial S = (G1x,s,T), donde Giyx es el grafo
etiquetado del ejemplo 1.3, s = {1} y T' = {3}, ilustrado en la figura siguiente:

3 8
. « . ‘G;:)

1 2

y al proceso secuencial P = (Hq,U, V), donde Hg, es el grafo etiquetado dado en el ejemplo
1.5, U = {m1} y V = {ma}, ilustrado en la figura siguiente
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El morfismo F entre los procesos secuenciales S y P que constituird nuestro ejemplo
constara del morfismo F' = (F1, Fy), entre los grafos Gy y Hg dado en el ejemplo 1.5, junto
al par de funciones

a:s—U y b:T—-V
a(l) =my b(3) = mo

dadas de manera tal que el siguiente diagrama conmute
Iy 11,

S N
a } I, F, } 1, b
U M

Y en efecto, que este diagrama conmute queda ilustrado en la siguiente figura

IT, 11y

1 —— 1 2 3 3

l a H3 Fln\y/Flanln 114 l b

m1 mip M2 m2

de este modo F = (F,a,b), es un morfismo entre los procesos secuenciales S y P.

MaAaquinas Secuenciales Deterministicas

Una Méquina Secuencial Deterministica (MS) es un quintuple 4 = (3, Q, qo, 7, 9), donde
> es un alfabeto, ) es un conjunto llamado conjunto de estados, qg es el estado inicial de
A, T es el conjunto de estados finales de Ay 0 : ¥ |J{e} x @ — @ es una funcién parcial

llamada funcién de transicién de estados de A, que estd definida como sigue:

, Ssio=c¢e€
5(0,(1):{6]

q2, si alcanzamos a gy desde ¢ con la etiqueta o.

Extendemos esta funcién parcial § de acuerdo a
0 (uo,q) = 0(0,0"(u,q)), parau € X*yo€X.

Note que 6* esta definida siempre que 6*(u, q) y d(o,0*(u, q)) estén definidas. En lo que sigue

escribiremos d(u, ¢) en lugar de 6*(u, q), pues §* es una extensién de 9.
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Ejemplo 2.4. Sea A = (X,Q,qo,T,6), donde ¥ = {a, 8}, Q = {1,2,3}, qo = {1}, T = {3},

y la funcién parcial 6 dada por

El comportamiento de una (MS) A, denotado por |A|, es el conjunto formado por todas
las palabras w € ¥* tal que 6(w, qy) € T.
En el ejemplo (2.4) el comportamiento de A, es dado por |A| = afS*.

Morfismos entre Maquinas Secuenciales Deterministicas
Sean A = (¥,Q,q0,7,0) y B = (Q,X,x0,U, ) dos (MS). Un morfismo h : A — B, es un
par de funciones hy : X — Qy hg : Q — X, tales que ha(qo) = xg, ho(T) C U y
ha(0(X x Q)) C B(h1(2) x ha(Q)).

Ejemplo 2.5. Consideremos dos (MS), A = (X,Q,qo,T,6), dada en el ejemplo anterior y
B = (Q,X,20,U, ), donde Q = {v1,72,73}, X = {mi,ma}, xo = {m1}, U = {ma} y la
funcién parcial G dada por

B(y1,m1) = ma

B(y2, m2) = ma

B(y3,m1) = my

Sea h = (hy, hg), donde h; y hs son funciones dadas por

h1 :2—=Q vy he:Q— X
hi(a) =72 ha(1) = m
hi(B) = 72 ha(2) = ma

ho(3) = mq

h asi definida constituird nuestro ejemplo. En efecto, ho(1) = my, ha(3) = ma y ademas

hal6(X x Q)] = {ha[d(c, 1)], ha[d(ar, 2)], ha[d (e, 3)], ha[d (B, 1)], ha[d(8, 2)], ha[0(8, 3)]}
ha[0(X x Q)] = {h2(2), h2(3)} = {m2}

Y

Blh1(X) x ha(Q)] = {Bly2 x ma], Bly2 X ma]} = {ma}

De manera que es claro que ho[d(X x Q)] C B[h1(Z) x h2(Q)]. Asi h es un morfismo entre

las (MS) Ay B.
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Las (MS), junto a sus morfismos forman una categoria la cual llamaremos CMS. Mids
aun, existe un functor F' : CMS — CPS que mapea cada (MS) en un (PS), y ademads
Al = |F(A)] -

Maquinas Secuenciales Generalizadas

Una Méquina Secuencial Generalizada (MSG) es una Maquina secuencial Deterministica
A= (Q,%,qo,T,0) junto con una funcién 7 : X |J{e} x @ — T'*, donde I es un alfabeto,
dada por:
€, sioc=c¢e

7(0,q) =
(0:4) w, para alguna w €T

Esta funcién sera llamada funcion de salida.

Ejemplo 2.6. Considere la (MS) A = (¥,Q,q0,T,6), donde ¥ = {a, 8}, Q = {1,2,3},
qo = {1}, T = {3} y la funcién parcial ¢ dada por

da,1) =2
3(6,2) =3
8(6,3) =3
Sea 2 = {w1,ws} un alfabeto y considere a la funcién 7 : X J{e} x Q@ — Q*, dada por:
T(a,1) = wy
T(Ba 2) = w2
T(/Ba 3) = w2

Finalmente, A = (%,Q,,qo,T,0,7) es una (MSG).

Morfismos de Maquinas Secuenciales Generalizadas

Sean A = (X,Q,P,q,T,6,7) y B = (0, X,0,20,U,3,V) dos (MSG). Un morfismo
h : A — B es un triple de funciones hy : ¥ — Q, hs : Q@ — X, hg : P — ¢ tales
que hQ(QO) = X, hQ(T) C U, hod C ﬂ(hl X hg) y hsT C V(hl X hg).

Ejemplo 2.7. Consideraremos dos (MSG), A = (2,Q, P, qo, T, 0, 7) definida por la (MS) A
dada en el ejemplo 2.5, junto a la funcién de salida 7 : X x Q — P*,

donde P = {p1,p2} es un alfabeto y 7 es dada por:

(o, 1) =y
T(ﬁv 2) = P2
T(ﬁa 3) = P2
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y B = (Q,X,¢,20,U,3,V), definida por la (MS) B dada en el ejemplo 2.5, junto a la
funcién de salida
V:QxX — ¢* donde ¢ = {¢1, 2, #3} es un alfabeto y V' es dada por:

Vv, m1) = ¢1
V(v2,m2) = ¢2
V(737 ml) = ¢2

Como las (MSG) A y B estan definidas a partir de las (MS) A y B del ejemplo (2.5), junto
a sus correspondientes funciones de salida 7y V. Sea h = (hq, h, hs), donde hy y he son
las funciones que definen el morfismo entre las (MS) A y B del ejemplo (2.5), entonces solo

debemos mostrar que hs : P — ¢ dada por:

hs(p1) = ¢1
h3(p2) = ¢2

verifica hgT C V' (h1 X hg) y en efecto

VIhi(2)xhe(Q)] = {V[(h1 (), ha(1))], V[(h1 (), h2(2))], V[(h1 (), h2(3))], V(R1(B), h2(1))],
VI(h1(8), h2(2))], V(R1(8), h2(3))]} = {V (72, m1), V (72, m2) } = {d2}

hs[(2 x Q)] = {hs(p1), h3(p2)} = {d2}. Asi h = (hq, ha, h3) constituye nuestro ejemplo
de morfismo entre (MSG).

De aqui resaltamos la siguiente observacién, cada (MSG) A, tiene una correspondiente
(MS), la cual es obtenida a partir de A por la eliminacién de su funcién de salida.
Definimos el comportamiento de A, denotado por |A| como el comportamiento de su cor-
respondiente (MS).

Las (MSG) y sus morfismos forman una categoria la cual llamaremos (CMSG).

Gramatica Regular Deterministica

Una gramadtica regular deterministica (Grm) G sobre ¥ es un (PS) de estado finito

y limpio con un solo estado inicial y con su grafo etiquetado deterministico.

Ejemplo 2.8. El (PS) P definido en el ejemplo (2.1), ilustrado en la siguiente figura:
g

. a L P ;%:)

A\
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es de estado finito, es limpio (como se hizo la observacién en el ejemplo 2.2), tiene un solo
estado inicial y con su grafo etiquetado deterministico como queda ilustrado en el ejemplo

1.6, asi este constituye nuestro ejemplo de (Grm).

Llamaremos a un lenguaje L sobre ¥, lenguaje regular si existe una (Grm) G sobre ¥
tal que |G| = L.

La categoria (CGrm) de gramadticas regulares es una subcategoria de (CPS).

Las categorias (CGrm) y (CMS) son isomorfas; por ende, en adelante consideraremos

una (Grm) como un (MS) y una (MS) como una (Grm) siempre que sea conveniente.

Operaciones con gramaticas regulares deterministicas

Sea G = (Gx, ho,T) y H = (Hxg, mg,T») dos (Grm) sobre el alfabeto X.

Considere ahora G N H y el diagrama conmutativo siguiente

K b H
aj jh
g 3

G 5

donde G = (Q1,Eg,do,d1), H = (Q2,En,do,d1) y K = (Q1 X Q2,Ex,dy,d1) son grafos
dirigidos y a, b, h y g son morfismos de grafos.

Luego bo h y a o g marcan los arcos de K con etiquetas de i

De este modo definimos a G N H como la componente limpia del proceso secuencial

(Kx, (no,mo), T x T). Luego estamos interesados en ver el comportamiento |G N H| que
resulta ser |G N H| = |G| N |H| C ¥*. En efecto,

GAH| = {oeX*/ (ho,mo)(o) € (T1,To)}
= {0 e X" /no(o) € Ty ymo(o) € To}
= {oeX /no(o) eTi}N{o € X" / mo(o) € T2}
— |6|nH|.

Asi tenemos un procedimiento finito para definir el comportamiento |G N H| dados los com-

portamiento de Gy H.
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Proyeccion Shuffle

Dados Q2 y ¥ dos alfabetos disjuntos; es decir, QNY = (). Definimos la proyeccién “Shuffle”
P: (ZUQ)* — ¥* x Q" de la manera siguiente.

Considere
o,e), sioceX
Py =]
(e,0), sioeq.
Y considere IT; : ¥ x Q — X y [y : ¥ x  — §Q, proyecciones candnicas.
Para cada v € (¥ Uw)* se tiene que y =01 ...0,, donde 0, € XUQ ;1 <i<n

luego:

P('y) = P(Jl . e O’n) = (H1<P1(0'1>) e Hl(P1(01)>,H2(P1(01)) N Hg(Pl(O'l)))

donde para 3, a € ¥ x ) consideramos § concatenando a «, denotado por S« de la siguiente

manera: si = (01, 02) vy @ = (a1, a2) entonces fa = (fraq, faas).

La proyeccién “Shuffle” definida asi es un homomorfismo.

Producto Shuffle

Sean Ly € ¥* y Ly € Q*, lenguajes regulares donde ¥ N2 = (), el producto Shuffle de L;
y Lo denotado por L ® Lo esta definido por

L1 ® Ly := P Y (L1 x Ly)

Gramatica Producto Shuffle

Sean Lj y Lo lenguajes regulares, y sean G = (Gx,qo,171) vy H = (Hgq,z9,T2) dos
gramdticas regulares tales que |G| = Ly y |H| = Lo, donde @ es el conjunto de nodos
de G y X es el conjunto de nodos de H. Supondremos también que ¥ N Q = (.

Definimos la gramatica producto Shuffle como sigue: consideremos el grafo dirigido Gsyuq
donde @ x X es el conjunto de nodos. o € XU es un arco en Gygq si 0 € X y existe un arco
q1 = ¢ en G denotando en este caso el arco o de Gguq por (q1,z) — (¢,x),0sic € Qy
existe el arco z —— 2’ en H, denotando en este caso el arco o de Gxq por (¢, ) —— (q,2').
Luego G ® H es la componente Limpia del proceso secuencial (Gxuq, (o, o), T1 x To) y su

comportamiento es L1 ® Lo.

Como consecuencia inmediata de ésto, el producto shuffle de dos lenguajes regulares es

un lenguaje regular.
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Procesos de Eventos Discretos Controlables

Un proceso de eventos discreto controlable (PEDC) P consiste en:
1. Un PS P = (Ggu{e},S, T);
2. Un conjunto de eventos de entrada I' =T, UTs, donde T. NTs =0y T'NY = ()

3. Un par de funciones parciales f. : £ — I'c vy fs : £ — I's con el mismo dominio,
donde E es el conjunto de arcos de P, f. especifica los eventos habilitados y fs los

eventos inhabilitados para cada arco controlable .

Un proceso (PEDC) P tiene la siguiente interpretacién: Los nodos de G representan los es-
tados de P y los arcos de G (llamados eventos) representan transiciones de estados que son
permitidas. Los estados en S son llamados estados iniciales permitidos y los estados en T’
son llamados estados finales permitidos. Cada transiciéon de estado de P es controlable o
no controlable. Si una transicién de estado es controlable entonces ésta puede ser permitida o
inhabilitada; en otro caso, la transicién siempre serd permitida. La “ocurrencia” de un evento
permitido por una transicién controlable habilita la transicion, mientras la “ocurrencia” de
los eventos no permitidos inhabilita la transicion. En el momento en el cual estamos en el
estado ¢ en P, el proceso determina la ejecucién de alguna transicion del estado ¢ hacia algtin
estado ¢’ en P; si la transicién es permitida entonces P ejecuta la transicién instantdnea-
mente. Si la transicion es inhabilitada entonces P espera en el estado ¢ hasta elegir hacer

transiciones permitidas; asi P ejecuta las transiciones seleccionadas.

A ¥ lo llamaremos conjunto de etiquetas de salida del (PEDC) P; es decir, si 0 € ¥
es una etiqueta de un evento e de P entonces cuando e es ejecutado la etiqueta ocurre si-

multdneamente.

El comportamiento de P denotado por | P|, es de este modo el conjunto formado por todas
las posibles sucesiones de etiquetas de salida, que puedan ser generadas en la evolucion del
sistema.

En adelante asumiremos que cada proceso P es un proceso secuencial de estado finito (PSEF),
limpio, con un estado inicial y con su grafo etiquetado deterministico, ya que con esta eleccion

el comportamiento de P, |P|, es un lenguaje regular.

19
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Sea g : E — Y U {€} la funcién etiqueta de P.
Sea i : ¥ — Y U{e} la funcién inclusiéon de P.  Asi, ¢’ : E — ¥ es la tnica funcién parcial

“maximal” que verifica i(¢'(E)) C g(FE).

P serd llamado de salida controlable si existe un par de funciones parciales inyectivas
he : ¥ — Tey hs : X — T tales que fo = he(g') y fs = hs(g').
En este trabajo asumiremos también que todo (PEDC) es de salida controlable. De este modo
para precisar una condicion inicial para P nosotros tenemos que dar un estado inicial para

cada salida controlable de P.

Supervision de sistemas de eventos discretos
Un sistema de eventos discreto (SED) es un conjunto finito
H={Pi,...,P, / cada P; esun (PEDC)}

con alfabetos de entrada disjuntos y alfabetos de salida disjuntos. Definimos el comportamien-

to de H como el producto shuflie
L= Q) |7
i=1

del comportamiento de los procesos constituyentes. Nosotros interpretaremos a H como un
conjunto de procesos asincrénicos independientes y que los procesos tienen efectos interac-

tuantes sobre su medio compartido. Esta interaccion da comienzo a la necesidad de super-
visién del comportamiento colectivo. El objeto de la supervisién es asegurar que los procesos

interactuen alcanzando una coexistencia armoniosa o concluyan tareas colectivas.

El Supervisor Secuencial

En el resto del trabajo sea H = {P;...P, / Cada P; esun (PEDC)} un (SED) con
>; alfabetos de salida, I'; = T'e; U I'y; alfabetos de entrada y A; C X; los conjuntos de salida
controlable de PZ, 1=1,.

Ademids ¥ = UE“ r= UF y A= UA
=1 =1 =1

Un supervisor Secuencial S para H es una (MSG) deterministica de estado finito y limpia,
con ¥ como conjunto de entrada y I' como conjunto de salida; asumiremos también que todo

estado de S finaliza una tarea; es decir, pre|S| = |5]|.
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La figura siguiente representa la supervisiéon central de un (SED) por un supervisor

secuencial

T T

P P,

S es secuencial y la observacién de la actividad de los procesos es modelada mediante un
shuffling de la comunicacién entrante en una secuencia. La secuencia de salida de S es un

shuffling de sucesiones de comandos para los procesos de H.

El control es separado por una proyeccién shuffle y transmitido a los correspondientes
procesos. En este trabajo se asume que la demora de comunicacién entre H y S es insignifi-

cante.

Sea S un supervisor para un (SED) H. Para cada o € A sea < o > denotando los eventos
habilitados y < @ > denotando los eventos inhabilitados por o.

Seal'y, ={<o><7 >}y P, : " — T’} la e-proyeccién de I'* sobre I'} dada por

w, siwéely,

Pyo(w) = {

€, en otro caso.

Luegosiz €™y z=21...2, con z; € T U{e}, i =1,...,n entonces

PJ(Z) = Po'o(zl) ce Pao(zn).

Sea a: A — {0,1} la funcién que especifica el status inicial de cada salida controlable. Se

extiende la funcién o mediante una funcién @ : |[S| x A — {0, 1} como sigue:
i.) ®(e,0) :=afo)
ii.) parau € |S],®(u,0) =1 sia(o) =1 y Py(1(u)) =€ 0581 lPy(7(u)) =<0 >
iii.) en otro caso ®(u,o) = 0.
Si @(u,0) =1 0 ®(u,0) = 0 entonces decimos que o es habilitado o inhabilitado desde w.

El conjunto L, contenido en ¥* de sucesiones de salidas controladas de (H, S) es definido

por: w € Ly, siw € [S|Npre(Ly) y para cada factorizacién uov de w con o € A, ®(u,0) = 1.
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Definimos el comportamiento controlado de (H,S) por L. := L, N Ly.
Claramente pre(L,) = L, y pre(L¢) C Ly.
Siw € L, — pre(L.) entonces w es una sucesién de salida de (H,S) la cual posiblemente

pueda completarse legalmente para formar una palabra de Lyy.

Proposicién 3.1. El comportamiento controlado de (H,S) es un lenguaje regular.

Demostraciéon. Debemos mostrar la existencia de una gramatica regular que genere a L.
Para esto recordemos primero que al discutir la gramatica producto shuffle concluimos que
el producto shuffle de dos lenguajes regulares Ly y Lo es un lenguaje regular.

n
De aqui Ly = ® | P;| es un lenguaje regular y por lo tanto pre(Ly) es un lenguaje regular,

i=1
pues la gramdtica que genera a Ly, también producird cualquier palabra de pre(Ly).

Sea entonces P = (G'xuqey, S0, 1) la gramética que genera a pre(Ly). Como la categoria
(CGrm) de gramaéticas regulares y categoria (C'M.S) de méquinas Deterministicas son isomor-
fas entonces nuestra prueba consistira en mostrar la existencia de una maquina deterministica

que genere a L, (ya que como Ly es regular, entonces L, = L, N Ly serfa regular).

Consideremos ahora la maquina deterministica M = (Q, X, qo, T, §) correspondiente con
P, por isomorfismo, luego el comportamiento de My es L.
Sea My = (Q2,%, g2, Tz, 02) la maquina deterministica en C'M S que es obtenida a partir de S
por la eliminacion de la funcién de salida. Es claro que con esta eleccion el comportamiento
de My es |S|.

Consideremos ahora la maquina M. = (@, %, T, qo,d.), donde . : ¥ X Q — Q

si (o, q) estd definida y ®(w,,0) =1

estd dada por d.(o,q) = oo q),
indefinida en otro caso.

Aqui hemos supuesto que 6(w,qo) =qy w = w; ... w, con w; € 3 para cada i.
Considere ahora A, = (Q X Q2, %, T« T2, (g0, q2), 62 X d.), donde d2 X 0. : X Q2 X Q — Q2 X Q
es dada por

92 X (0, 2,q) = (6c(0,q), d2(0, x))

siempre que d2(0, ) y 0.(0,q) estén definidas; ademds, como para cada wuo € pre(|A.|) se

tiene que ®(u, o) = 1, se concluye finalmente que esta maquina genera a L,,. |
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Un supervisor S es funcionalmente completo si para cada u € L,, uo € pre(Ly) con
o € ¥ y o es habilitada desde de u implica que uo € |S].

Abreviaremos funcionalmente completo por F-completo.

Un supervisor S es funcionalmente limpio si para cada estado x € X en S y para
cada o € ¥ tal que 0(o, x) esta definido, existe una palabra uov perteneciente a L. tal que

d(u,z,) = x. Abreviaremos funcionalmente limpio por F-Limpio.

Asumiremos en adelante que todo supervisor es F-completo y F-Limpio. Dada esta
eleccién, S no tendrd transiciones de estado que no jueguen un papel importante en la su-

pervisién de H.

Sea X el conjunto de estado de S. Para cada ¢ € A nosotros decimos que un estado
x € X es o-consistente si para cada par u,v € |S| se tiene que §(u,zg) = = = d(v,z) ¥y
O (u,0) = P(v,0).
Diremos que un supervisor S es control-consistente si todo estado de S es
o-consistente, para cada o € A.
Cada estado de un supervisor control-consistente determina de forma tinica el estatus de cada
salida controlable.
Sea S un supervisor control-consistente. El estatus que da x a ¢ es dado por la sobreyeccién
I, : X — {0,1} con II,(x) =1 si ®(u,0) = 1 para algin u € |S|, donde d(u,xo) = x.
Denotaremos también por II, al ntcleo de esta sobreyeccion .
Definimos la control-particién de X por IT = A{Il, / 0 € A}.
Dos supervisores S'y R de H hacen un control equivalente si ambos generan el mismo

conjunto de salidas controladas para H; es decir si Ly(S) = L,(R).

Lema 3.1. Para cada supervisor S de H existe un supervisor S* y un epimorfismo
F:5%— S en (Gsm) con S* un supervisor control-consistente para H el cual es equivalen-

temente controlado por S.

Demostracién. Sea S = (3, X, T, 2o, T, §, 7) un supervisor para H, si S es control-consistente,
entonces basta tomar S* = S . Supongamos entonces que S no es control-consistente;
sea /\' C A el subconjunto del conjunto de salidas controlables de H, para el cual exis-
ten estados de S los cuales no son consistentes. Sea 0 € A"y X, = {0,1}. Definamos
X, = (T, X4, 20,05 ), donde zog = ®(0), d,(7,2) =0siy =<7 >y ds(v,2) =1siy=<o0 >,
en otro caso d,(7v,z) = x. Luego X, es una (MS) que especifica el estatus de 0.  Sea
m la cardinalidad de A" y sea Y = {0,1}™.  Definamos la (MS) Y = (I, Y, 0, ), donde
yo = (2, ..., 2l y aly, (24, ..., 2™)) = ((x)7, ..., (z™)7) [Denotando en este caso por (x!)y
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al estado alcanzado por 7 desde z¢]. Luego la siguiente (MS) es la extensién dindmica que con-
sideramos para S, S, = (3, X XY, (20,Ys), O¢, Te), donde d.(0, x,y) := (§(o,z), a*(1(0,2),y))
si §(o, x) esta definida y es habilitada en el estado y de Y; en otro caso ¢ (o, x, y) es indefinida,
Te(o,x,y) := 7(0,z). Por construccién S, hace un control equivalente al de S y todo estado
de Sc es 0 — consistente para cada o € \ y S es un cosiente de S, en (Gsm). Finalmente

consideramos S* = S. [ ]

Lema 3.2. Si S es un supervisor control-consistente para H entonces
L,=|S|Nnpre(Ly) y L. =1|S| N Ly.

Demostracién. Sea w € |S| N pre(Ly) y sea uov una factorizaciéon de w, con o € A. Como
w € |S| entonces o es una entrada permitida desde d(u,xp) en S y como S es F-Limpio
entonces existe una palabra to, donde ®(t,0) = 1, pero S es control-consistente, por lo tanto
P(u,0) = ®(t,0) =1 de donde 6(u,zg) = 0(t,x0), asi w € Ly.

Ademds si w € |S| N Ly, como Ly C pre(Ly) entonces w € |S| N pre(Ly) de donde se tiene
que w € L. Luego, w € L, y w € Ly asi w € L, N Ly = L.

Si w € L. entonces w € L, y w € Ly luego w € |S| Npre(Ly) N Ly = |S| N Ly.

Asi Lo = |S| N Ly

Inhabilitacién y Paro de Eventos

Un supervisor se llama restrictivo si verifica la siguiente propiedad:
Para cada o € ¥ y para cada prefijo uwo en Ly, con w € X.

Si uw es prefijoen L, y ®(uw,0) =0 entonces ®(u,o) = 0.

Sea S un supervisor control-consistente para H, para cada o € X definamos los siguientes

subconjuntos de estados de X, donde X es el conjunto de estados de S.

D, ={x € X / §(0,x) estd definido}
E, = {x € X / x habilita a o}
E, = {x € X / z inhabilita a o}

D, = {x € X / x inhabilita a o, Ju € pre(L.) donde d(u,x0) =z y wuo € pre(Ly)}

Sea K C X, el subconjunto (K)X~! C X se define por

(K)X™' = {2 € X / 3o € X tal que §(0, ) estd definido y 6(0,z) € K}
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Proposicion 3.2. Para un supervisor control-consistente S las siguientes condiciones son

equivalentes:
1.) S es un supervisor restrictivo
2.) Dot CE,,VoeX
3.) (E;)XND, =0, Vo € X.

Demostracién. 1.) = 2.)

Si D, = () entonces D,X" ' =0 C E,, Vo € X.

Razonemos por el contra reciproco. Supongamos que D, # @) y que

Jo €Y/ (D,)E7! € Ey, luego existe y € (Dy)X~1 y simultdneamente y ¢ E,.

Como y € (D, )X ~! entonces existe w € 3 tal que 6(w, y) estd definido y §(w,y) € D,, ahora
como §(w,y) € D, entonces §(w,y) inhabilita a o , luego como y ¢ E, entonces y € Fy; es
decir, y habilita a o lo que es una contradiccién con el hecho de ser S restrictivo.

2.)=3.)

Razonemos por el absurdo. Asumamos que (D)X~ C E,, Yo € ¥ y que

JoeX / (E,)EN Dy # 0.

Luego, si # € (E,)X N D, entonces existe y € E, y w € ¥ tal que §(w,y) € D, de donde
y € E, N (Dy)X7! lo que es una contradiccién a la hipétesis pues si (D)X~ € E, Vo € X,
entonces (D,)X 7' N E, = ().

3.)=1)

Suponga que (E,)X N D, = () Vo € ¥ entonces sea uwo un prefijo en Ly donde uw es un
prefijo en L. y sea o inhabilitado después de uw. Sea §(uw,zg) = x y d(u,z¢) = y, entonces

x € D, y por lo tanto y ¢ E,, de aqui o es inhabilitado después de u. Asi S es restrictivo. B

Un lenguaje regular L C Ly es llamado parcialmente invariante si para cada par
o,w € %, donde uo y uw son prefijos en L y uwo es un prefijo en Ly se tiene que uwo es un

prefijo en L.

Sean A una (MS) tal que |A| = L, Con @ el conjunto de estados de A y ¢ la funcién de
transicion de estados de A. Para cada o € X definamos los siguientes subconjuntos de Q:
={q € Q /(o,q) esta definido}

A, :={q € Q /(0,q) no estd definido y Ju € pre(L), donde §(u,qo) = q y uo € pre(Ly)}
:={q € Q / (o,q) no esta definido y Yu € pre(L), donde 6(u,qo) = qy uo ¢ pre(Ly)}.

by

Claramente A,, A, y A:U son dos a dos disjuntos y A, U A, U A:(7 =Q.
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Proposicion 3.3. L C Ly es parcialmente invariante si, y solo si, para cada o € X,

(A4,)2' C A, U4,

Demostracién. Sea L C Ly y sea A una (MS) tal que |A| = L, Con @’ el conjunto de
estados de A, ¢ la funcién de transicién de A y donde @@ denotard al conjunto de nodos o
estados de H.

Sabemos que si @ € Ly entonces existen nodos q1, g2 en @ tales que el arco de g; hasta
g2 tiene la etiqueta a (denotando esto por ¢ LN g2). También, si a € L entonces existen
estados ¢} v ¢ en Q' tales que d(a, ¢j) = ¢4. En este caso interpretaremos que ¢§ = q1 y
¢4 = g2, bajo esta consideracién entonces interpretaremos a Q' C Q.

Ahora aboquemonos a la demostracion de la proposicion.

(si)

Razonemos por el contrareciproco y supongamos que L no es parcialmente invariante, en-
tonces existen o y w en X tales que uo, uw pertenecen a pre(L), uwo € pre(Ly)

y uwo & pre(L). Como uwo € pre(Ly), existen estados qo, q1, G2, g3 en Q tales que

g — q1 — ¢ = q3 y donde uw € pre(L), uwo ¢ pre(L) y uwo € Ly Ahora para estos
oy qi, existe w € X tal que d(w, q1) estd definido en A, §(o, d(w, ¢1)) no esté definido en A y
también existe uw € pre(L) tal que §(uw, qo) = §(w, ¢1). Por lo tanto, uwo € Ly C pre(Ly).
Asi q1 € (A,X71). Pero 1 ¢ A, U A:o pues ¢; debe ser tal que §(a, g1) es definido en A para
todo a € ¥ y sabemos que uw € pre(L). Luego, queda demostrada esta implicacion.

(solo si)

Supongamos que existe 0 € ¥ tal que (A,)X 1 ¢ Ay U A:U y probemos que L C Ly no es
parcialmente invariante. Sea entonces o € ¥ tal que (4,)S71 ¢ TUUA:U ysea q € (Ay)S7!
tal que q1 ¢ A, U A:U Como q; € (A;)X! entonces Jw € ¥ tal que §(w, q;) estd definido y
§(w,q1) € Ay, luego como §(w, q1) € A, entonces 6(o,0(w,q1)) es indefinido, existe uw € L
tal que d(uw, qo) = d(w,q1) y vwo € Ly; ademds, ¢ ¢ fTUUA:U pues 0(w, q1) estd definida.
Luego, para estos cw € X tenemos que uw € L C pre(L) y uwo € Ly C pre(Ly) y ademés
d(o,0(w,q1)) estd indefinido; es decir, uwo no es un prefijo en L. Asi L es parcialmente in-

variante. [ |

Proposicion 3.4. L C Ly es parcialmente invariante si, y solo si, para cada ¥;,1=1,...,n

y para cada o € X; se verifica:
1.) (As)(X — %) C Ay; es decir, si ¢ € A, entonces para cada w € ¥ — %;, 6(w,q) € Ay
siempre que 6(w, q) este definido; y
2.) (A5)%; C A, U A:g; es decir, si q € A, entonces para cada o' € ¥, 6(0’,q) € Ay U A,
siempre que 0(a’,q) este definido.

Demostracién. (Si)

Sean o € X; y w € X, suponga que uo y uw son prefijos en L y que uwo es un prefijo en Lyy.
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Siw ¢ ¥; entonces w € ¥ —X;, luego como uo € pre(L) entonces existe ¢ € @ tal que d(w, q)
esta definido en A y por lo tanto g € A,, luego 6(w, q) esta definido pues uw € pre(L) y por
lo tanto d(w, q) € A,. Asi, uwo € pre(L). Siw € %;, como uw € pre(L) entonces existe ¢ € @
tal que (o, q) esta definida en A y entonces ¢ € A,; ademds, como uw € pre(L) entonces
d(w, q) esta definida en A; luego, ¢ € (A,)%; implica que §(w, q) € A, U4, pero o(w,q) ¢ A,
(pues si suponemos que (o, d(w,q)) esta indefinida en A, entonces existiria uw € pre(L)
donde §(uw, qp) = d(w, q), por lo tanto uo ¢ preLy lo que contradice la hipdtesis). Por lo
tanto, 6(w,q) € Ay y asi uwo € pre(L). En consecuencia L es parcialmente invariante.

(solo si)

Supongamos que L es parcialmente invariante y sean o € ¥; y 6(u,qo) = ¢ € A, para algin
prefijo u € pre(L). Suponga que d(w, q) esta definido con w ¢ ¥;, luego uo y uw son prefijos
en L. Asi, por la definicién de Ly, uwo € pre(Ly), de donde uwo € pre(L). Por tanto,
d(w,q) € Ay. Siw ¢ X; entonces w € 3 — ¥, luego d(w, q) € A. Suponga que §(w, q) esta
definido con w € ¥;, entonces uo y uw son palabras de pre(L). Si uwo € pre(Ly) entonces
uwo € pre(L), luego d(w, q) € Ay, de otra manera §(w, q) € A,. Asf d(w,q) € A, U4, W

Proposicion 3.5. Sea S un supervisor para 'H, F-completo y restrictivo, entonces el com-

portamiento controlado de (H,S) es parcialmente invariante.

Demostracién. Sea S un supervisor control-consistente para H. Por el teorema 3.2,
n

L.= LyN|S|, donde Ly = ® |P;|. Seanw € Xy o € X, tales que uo y uw son prefijos en
i=1
L.. Como L. = Ly N|S|, entonces uo y uw son prefijos en Ly, Asi existe un numero entero

i < n, tal que o € |P;|; luego como uw es prefijo en Ly, entonces por definicién de Ly uwo
es un prefijo en Ly,. ~ También como uo y uw son prefijos en L. = Ly N |S|, entonces uo y
uw son prefijos en |S|; por lo tanto, existe un estado = = §(u,x,) en S desde el cual, §(o, )
y 0(w, z) estdn definidos. Luego como o € ¥, w € X ,uwo es un prefijo en Ly y uw es un
prefijo en L. y como S es restrictivo, entonces si suponemos que ¢(uw,o) = 0 concluimos
que ¢(u, o) = 0, lo cual contradice la Hipétesis ¢(u, o) = 1, pues como uo es un prefijo en L.
y por ende ¢(uw,o) = 1. Ademds, como S es F-completo entonces uwo es un prefijo en

|S| . Asi, uwo es un prefijo en Ly N |S| = L. [
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Sea S un supervisor para H y sea L. el comportamiento controlado de (H,.S). Diremos
que S ”Permite Detencién”de H si existe una palabra u en L, después de la cual todo

proceso que no se detenga estara bloqueado y no podra proceder.

Sea Xi' C 3J; el subconjunto del conjunto de salidas del proceso F;, definido por:
Xt ={o € |P|/uo € pre(Ly)}.

Un lenguaje L C Ly es llamado ”Parcialmente Bloqueado” si para cada u € pre(L),

donde ¥ # (), para algun j € {1,...,n}, existe i € {1,...,n} tal que
1.) uo € pre(L), para cada o € X¥.

2.) Siu € pre(L) y u ¢ L, entonces la proyeccién shuffle (P;(u)) de u sobre el proceso P;
es tal que Py(u) € pre|Pi| y Pi(u) ¢ |P.|.

Nosotros diremos que (H,S) es ”Libre de Estancamiento” si pre(L.) = L, y L. es

parcialmente bloqueado.

Proposicién 3.6. Si L C Ly es parcialmente bloqueado, entonces pre(L)( Ly = L

Demostracion. Sea L C Ly parcialmente bloqueado.

Es claro que L C pre(L) y por hipétesis L C Ly, de aqui L C pre(L) () L.

De este modo solo falta probar que pre(L) () Ly C L.  Sea entonces w € pre(L) () Ly, como
L C pre(L) y es claro que si w € L[] Ly no hay nada que probar, supongamos entonces que
w ¢ L. Luego como L es parcialmente bloqueado existe i € {1,...,n} tal que la proyeccién
shuffle (P;(w)) de w en la componente P; de Ly es tal que P;(w) € pre(|F|) y Pi(w) ¢ |Py|.
Lo que es una contradiccién con el hecho de que w € pre(L) () Ly y por ende w € Ly, con lo
que, "w debe completar una tarea en H”; de aqui, la proyeccién P;(w) debe completar una

tarea en el proceso P;; es decir, P;(w) € |P;|. Asi, w € L. [
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Coordinacién

Sea H un SED tal que su comportamiento Ly C X*.
Una tarea serd coordinada para H por medio de un comportamiento admisible L, C Ly.
En este trabajo no discutiremos como tal comportamiento admisible es determinado, siendo

este un problema, el cual depende de la forma especifica de la labor a ser coordinada.

n
Sea G; una (Grm) tal que |G;| = |P;|, i € N,} = {1,...,n}, entonces Gy := ®|G,\ es
i=1
una gramatica para Lyy.

Un lenguaje regular L C Ly es llamado ”Factible” si ambos lenguajes L y Ly son

parcialmente invariantes y parcialmente bloqueados.

Sea F¢ la familia formada por todos los lenguajes regulares factibles de Lyy; es decir,
Fo = {L C Ly/L es un lenguaje regular factible}. Fg no es cerrado bajo la unién de

conjuntos.



Capitulo 4

Problema Del Supervisor Central

Sea H un SED y sea L, C Ly un comportamiento admisible para H. El problema
del supervisor central (PSC'), consiste en sintetizar (si es posible) un supervisor restrictivo,
F-completo y F-Limpio para H tal que L. C L, y (H,S) sea libre de estancamiento.

Sea L C Ly un lenguaje regular parcialmente invariante y sea A una (MS) tal que
|A| = pre(L). Paracadao € X sean A,, A, y A, los subconjuntos del conjunto de estados
Q@ de A, tales como fueron definidos anteriormente.

Diremos que o es una salida bloqueada para L si A, # () y denotaremos por Ay, al conjunto
formado por todas las salidas bloqueadas de L; es decir, Af, = {o € X/A, # 0}.

Para cada o € ¥, definimos una particién II, de Q como "o — favorable” si I, tiene dos
elementos C, y C, que verifican A, C C, y A, J(A,)X7! C C,.

Sea II’. la particién de Q que verifica A, = C, y /TUUA:(, = C,. Como hemos supuesto
que L C Ly es un lenguaje regular parcialmente invariante, por la proposicién 3.3 tenemos
que (A,)X71 C TJUA:U, luego la particién IT% = C, | JC, tiene dos elementos, A, = Cy y
fTUUA:UZ*1 - EUA:U = C,; por lo tanto, IT% es una particién o — favorable de Q, 'y

podemos concluir que existe por lo menos una particion o — favorable para Q.

La familia de particiones favorables de () no es cerrada bajo uniones.
Nosotros diremos que una particién II de () es "favorable”si 11 es la reunién de la familia
{Ils/o € ¥ y II, es una particién o — favorable de Q}. Notemos que siempre existe al

menos una particién favorable para @, ya que II* = [ J{II’ /o € ¥} es siempre favorable.

Teorema 4.1. El problema del supervisor central (PSC) es soluble si existe un lenguaje
L C Fg tal que L C Ly y A, CA.

Demostracién. (Si) Supongamos que existe un lenguaje L # (), L C F¢ tal que
LCL,CLyyApCA.  SeaA=(Q,%, qo,T,0) una (MS) tal que |A| = pre(L) y sea II
una particién favorable para A; es decir,

I = J{II, /o C X y II, es una particién o — favorable de Q}

= U{I, /o € 2y I, = C, UTy, donde A, = Cy y A, U(A,)8 " € Ty},

Por hipdtesis Aj, C A, por lo tanto II es una control-particién de ) donde podemos poner
C, ={q€Q /qhabilitaac} =E,

y Dy = Ao,

D, = {q € Q / q inhabilita a o, existe u € pre(L.), con 6(u,x¢) = x y uo € pre(Lxy)};

Ay, ={q € Q /0(0,q) es indefinida y existe u € pre(L), con §(u,qy) = q, uo € pre(Ly)}.

30
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Luego, (E,)X( D, = (Cy)ENA,. Veamos que (C,)X () Ay = 0. En efecto,
supongamos que (Cy )Y () A, # (), entonces existe y € C, y existe w € ¥ tales que §(w,y) €
A,, de donde y € C, N(A,)X7L, 1o que contradice el hecho de que I, es o — favorable; es de-
cir, A, J(4,)X ! C C, implica que (4,)%~! C C,, de donde C, ((4,)X"! C O, que clara-
mente es una contradiccién pues C, y C, conforman la particiéon Il,.  Asi, (Cy)X (N4, =0
paratodo o € ¥. Luego por la proposicién 3.2 A es un supervisor restrictivo.  Asi, como
A es control-consistente, por el lema 3.2, L. = |A|() Ly, pero |A| = pre(L); por lo tanto,
L. = pre(L) () Ly, pero L C Ly de donde pre(L) C pre(Ly), luego L. = |A|(\ Ly = L.
Sea g € Q y 0 € ¥ tales que 6(0,q) esta definido. Como |A| =pre(L) y L. = |A|(V\Ln = L,
entonces existe u € pre(L.) tal que d(u,q0) = q y uo € pre(L.); por lo tanto, A es F-
Limpio. Luego, si v € L, = |A|(\pre(Ly) y uoc € pre(Ly), 0 € Ly ®(u,0) = 1,
entonces uo € pre(L.) de donde uo € pre|A|. En consecuencia A es F-Completo. Luego,
como L C Ly, entonces |A| = pre(L) C pre(Ly). Ademés, como |A| = pre|A|, entonces
L. = |A|()Ly. Por lo tanto, pre(L.) = pre|A|(\pre(Ly) = Ly, luego por definicién L es
parcialmente bloqueado y asi (H, A) es libre de estancamiento.

(solo si)

Supongamos que el (PSC)es soluble, y sea S un supervisor restrictivo, F-completo y F-limpio
para H tal que L. C L,, para algin lenguaje admisible L, C Ly con (H, A) libre de es-
tancamiento.  Sea ademds L = L., luego Az, C A. En efecto, si A, € A entonces existe
weALyw ¢ A, Ay, # ; asi, existe ¢ € Q tal que 6(w, q) no esta definida y existe u € pre(L),
d(u,q0) = q y uw € pre(Ly); luego, uw € pre(Ly) vy ®(w,u) = 1 pero uw ¢ |A|. Esto dice
que A no es F-completo, lo que es una contradiccién; por lo tanto, Ay, C A.  Luego, por la
proposicion 3.5, L. es parcialmente invariante y ademas por la definicién de sistema libre de

estancamiento L. es parcialmente bloqueado. |

Sea Supy la categoria cuyos objetos son pares (S, 3), donde S es un supervisor para H y
B: A — {0,1} es una funcién que especifica el estatus inicial de cada salida controlable de
H.  Existe un morfismo F' = (f1, fo, f3) definido de (A, «) en (S, 3) en Supy siempre que
a =y F =(f1, fo, f3) sea un morfismo de (MSG) definido de Aen (3, con f; =id: X — %
y fs =id: ' — I'. Si un supervisor S es control-consistente entonces nosotros podemos
reemplazar la funcién de salida por su control-particién asociada (definida anteriormente).
Un supervisor control-consistente para H es entonces un par (S,1I), con S una (MS) y II su
control-particiéon asociada.

Un morfismo de supervisores control-consistentes definido desde (A, \) en (S,II) es un
morfismo de (MS) (f1,f2) : A — S, donde f; =id: ¥ — ¥ y A =IIfs. Denotaremos

por Sup}, a la categoria formada por los supervisores control-consistentes y sus morfismos.
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Presentaremos ahora los dos resultados principales de este trabajo

Teorema 4.2. Un Supervisor control-consistente y F-Limpio (S,II) resuelve el (PSC) con
el comportamiento de (H,S) = L si y sélo si existe una (MS)A tal que |A| = pre(L), con
particion favorable X, tal que (A, \) resuelve el (PSC) con L. = L y existe un epimorfismo
F: (AN — (S,1I) en Supj, .

Demostracion.

(si) Sea H un SED y sea L C La C Ly

Sea S = (X, X,x0,T, ) una (MS) tal que (S,II) es un supervisor control consistente y F-
Limpio para H. Supongamos que A = (3, Q, qo, T2,6) es una (MS) tal que |A| = pre(L) y
que A es una particién favorable de @ tal que (A, \) resuelve el (PSC), con L.(A) = L.
También, que existe un epimorfismo f : (A4, X) — (S,1II) en Sup$,.

Debemos probar (I): que (S,II) resuelve el (PSC) con L.(S) =L C L, C Ly.

El lenguaje L.(S) buscado debe tener la posibilidad de realizar las tareas elegidas (esto se
logra poniendo L C L.(S) y esto se puede suponer sin ningun problema).

Luego prel C preL.(S) pero preL(\preLy = preL C preL.(S), pues L C Ly;  luego,
|A| N preLy = preL(\preLy = preL C preL.(S), por hipétesis.

Por lo tanto L,(A) = |A| (N preLy C preL.(S) = |S|(\preLn = Ly(S) y Lp(A) C Ly(95).
Sea ahora o € X tal que oeL,(S) = |S|(\preLy, entonces [(3(o,xg) esta definida y o es
habilitada desde xg, como fs : Q — x en nuestro morfismo es tal que fa(go) = zo, entonces o
es habilitada desde gy y como A es F-completo entonces 6(qo, o) esta definida y o € L, (A).
Asumamos ahora que cada palabra de longitud k en L,(S) es una palabra en L,(A) y sea
w = uo € Ly(S) una palabra de longitud (k + 1), donde o € X.

Sean x € X y q € Q tales que 3(xo,u) = xy d(qo,u) = ¢, luego como F» : () — X en nuestro
morfismo es tal que f2(q) = z, entonces o es habilitada desde ¢ y como A es F-completo,
entonces uo € Ly(A), de donde Ly(S) C L,(A).

Por lo tanto, L,(S) = L,(A); luego, L.(A) = L,(A) Ly = Lp(S) () Ln = Le(S).

Pero L.(A) =L C L, C Ly. Asi, L.(S) =L C L, C Ly.

Para probar (I) debemos ver que S es un supervisor que verifica lo siguiente:
i.) Restrictivo
ii.) F-completo
iii.) F-Limpio
iv.) Lo(S) =L C L, C Ly

v.) (H,S) es libre de estancamiento
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Luego iii) y iv) estan probados.

Veamos i): S es restrictivo. En efecto supongamos que S no es restrictivo entonces existe
o €Yy existe uwo € Ly, w € X, con uw € preL.(S) y ¢(u,w, o) = 0. Entonces, ®(u,0) =1
en S.

Como uw € preL.(S) = Ly(S) = |S|(\preLy, entonces existen z1 y x2 en X tales que
B(xo,u) = x1 vy B(x1,w) = x2, ademds w es habilitada después de u en S, o es habilitada
después de u en Sy ¢ no es habilitada después de w en S.

Luego fa(q1) = z1y fa(q2) = 2, de aqui que w es habilitada después de u en A, o es habili-
tada después de u en A y o no es habilitada después de w en A.

Lo que es una contradiccién con la hipétesis, pues (H, A) resuelve el (PSC).  Asi S es re-
strictivo.

ii): S es F-completo. En efecto, suponga que S no es F-completo, entonces existe una palabra
u € L,y(S) = |S|NpreLy, uo € preLy, con o € ¥, o es habilitada desde u en Sy uo ¢ |5].
Como u € Ly(S), entonces existen z1,x2 en X tales que B(x1,u) = z2; y como fo(q1) =x1y
f2(g2) = x2, entonces o es habilitada desde u en A.

Como A es F-completo, entonces uo € |A|, luego 6(ge,0) esta definido y por lo tanto ex-
iste 3 = f2(0(q2,0)) tal que B(x2,0) = x3 lo cual es una contradicciéon. Asi, S es F-
completo. V): El sistema bajo la supervision de S, (H,S), es libre de estancamiento. En
efecto, considere al lenguaje controlado L.(S), por el lema 3.2 L.(S) = |S|() Ly, de donde
pre(Le) = pre(]s|) (\preLy = |S| (N pre(Ly) = Ly(5).

Veamos ahora que L.(S) es parcialmente bloqueado. Para esto supongamos que L.(S) no
es parcialmente bloqueado, entonces existe una palabra u en PreL.(S) tal que para cada
jen N, con X% # ) se tiene que [existe 0 € X}, uc ¢ pre(Le(S))] 6 [u € Le(S) impli-
ca que Pi(u) € |Pi|P;(u) ¢ pre(|Pi])], pero L.(A) = L.(S)implica que hemos mostrado un
elemento u en pre(L.(A)) tal que para cada i en NI, con XY # ) se tiene que [ existe
o€ Xt uo ¢ pre(Le(A))] 6 [u € Le(A) implica que P;(u) € |P;|P;(u) ¢ pre(|F;])] . Por lo
tanto, L.(S) no es parcialmente bloqueado, lo cual es una contradiccién, pues (H, A) es libre

de estancamiento por hipétesis. Asi, queda demostrada esta implicacién.

(solo si) Sea (S,II) un supervisor control-consistente y F-Limpio que resuelve el (PSC)
con el comportamiento L.(S) = L. Luego, como S es control-consistente entonces por el lema
3.2 L.(S) = |S|N Ly y por la proposicién 3.1 L.(S) es regular. Sea entonces G, una
(Grm) sobre ¥ tal que |G| = L.(S), donde G. = S G#, ademds S es F-limpio, luego como
las categorias (CGrm) y (CMS) son isomorfas. Entonces, con abuso de lenguaje podemos
considerar un epimorfismo h : G, — S, donde f; :=id: ¥ — 3.

Sea A = (X,Q, qo,T,9) un supervisor para H y sea F' = (f1, f2) : A — S donde
fi:=1id : X — X es el epimorfismo correspondiente con h. Definamos la particion A de

Q por g = ¢ en X si ha(q) = ha(q’) en II, donde hy : @ — X es la funcién de estado del
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morfismo h.  Veamos que A es una particion favorable.

Supongamos entonces que A no es una particién favorable, entonces para algunos q y ¢
en Qyoen Y tal que g € 4, , ¢ € A, J(4A,)X" 1y ¢ = ¢ en ), luego ha(q) € Dy,
h2(¢') € Dy U(Dy)X"t v ha(¢)) € ¥,.  Esto contradice el hecho de haber asumido que S
resuelve el (PSC).  Por lo tanto A es una particién favorable, y por construccién A = Ilhs.
Finalmente F': (A, \) — (S,1II) es un epimorfismo en Sup},. Luego del teorema 4.1 (A, \)
resuelve el (PSC). [

Teorema 4.3 (De la estructura cociente). Un Supervisor F-Limpio (S,«a) resuelve el
(PSC) con el comportamiento de (H,S) = L si y sdlo si existe una (MS)A
tal que |A| = pre(L), y una funcion de salida T : X X ® — ¥* para A tal que (B = (A, 7), @)
resuelve el (PSC) con L. = L y existe un

epimorfismo F : (B,a) — (S,«) en Supy .

Demostracién. La demostracién se sigue al igual que la del teorema 4.2 ya que como en
este trabajo hemos considerado a todo supervisor control consistente, entonces podemos reem-

plazar la funcién de salida del supervisor considerado por su control particion asociada. W



Conclusién

El modelo (S,H) verificando los argumentos establecidos en el teorema 4.3 proporciona
una estructura para estudiar un amplio rango de sistemas de eventos discretos, en los cuales
los eventos controlables son conocidos.

El resultado final es la construccién de un supervisor S que da solucién al problema de control
supervisorio centralizado.

Los dos ingredientes claves para aplicar estos resultados de sintesis son la disponibilidad del
modelo H que representa al SED de interés y la disponibilidad del lenguaje de requerimientos
L,. El modelo H del sistema se obtiene mediante la gramética Shuffle de los modelos indi-
viduales de las componentes del sistema (tarea que corresponde al un ingeniero de control),
mientras que no hay recipiente magico para la construccion de L,. De hecho, en general, la

construccién de L, presenta mayor dificultad que la construccion de H.
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