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INTRODUCCION

Dada cualquier funcién continua sobre un espacio métrico M, a los sistemas dindmi-

cos le concierne estudiar el comportamiento asintético de las iteradas de dicha funcion.
Es asi, como durante los ultimos anos se viene estudiando el caso en que estos sis-
temas poseen oOrbitas densas, es decir, 6rbitas que recorren todo nuestro espacio de fase.
Luego se torna interesante aquellos sistemas dindmicos en los cuales podemos encontrar
abundantes 6rbitas periddicas y orbitas densas, lo que hace muy interesante el compor-
tamiento de dicha funcion.
Un sistema dindmico que cumple con las caracteristicas antes mencionadas es la fun-
cién desplazamiento sobre el espacio de n simbolos, conocida como el shift. Por otro
lado, no siempre es posible predecir o saber que sucederd con las 6rbitas de un sistema
dinamico, es aqui cuando surgen los sistemas dinamicos expansivos, como una condicién
para obtener una prediccién del comportamiento de una gran parte de las érbitas, este
tipo de sistema lo que nos dice es que, para algtin £ > 0, dos érbitas diferentes nunca se
acompanan a distancia € a lo largo de su trayectoria o lo que es equivalente a decir que,
si siempre dos Orbitas se acompanan a distancia € a lo largo de su trayectoria, entonces
son iguales.

En este trabajo nos enfocamos en el estudio de los sistemas dindmicos expansivos sobre
espacios compactos, lo interesante que verifican estos sistemas es esa propiedad dinamica
de poder distinguir sus puntos tanto en el pasado como en el futuro. Entonces, nuestro
objetivo principal es encontrar un criterio que nos permita describir el comportamiento
asintotico para la gran mayoria de las 6rbitas del espacio de fase de un homeomorfismo
expansivo, es decir, ya que la funciéon desplazamiento sobre el espacio de simbolos fini-
tos, es expansiva y con una dindmica rica y bien conocida, mostramos que familias de
este tipo poseen una relaciéon biunivoca con los homeomorfismos expansivos bajo ciertas
condiciones en el espacio de fase, tal relacion es via conjugacion topologica.

En general, el trabajo queda dividido de la siguiente manera: en el capitulo 1 se desa-
rrollan los preliminares tedricos necesarios para abordar adecuadamente el estudio de los
sistemas dinamicos discretos. Ademaés, se presentan ejemplos sencillos donde se muestra
el comportamiento de las érbitas de la funciéon cuadratica f(x) = 22 y el comportamien-
to de la familia de Ty (z) = 2® — Az para A > 0, para hacer més didactica los conceptos
desarrollados. Asi mismo se presentan la propiedades dindmicas que nos brinda la con-



Introduccion

jugacién topologica. En el capitulo 2 se explica a detalle las propiedades topologicas
del espacio de simbolos sobre el cual definimos el shift, asi como también se explica la
dinamica del shift bilateral y se definen los sistemas expansivos. En el ultimo capitulo, se
expone el teorema principal de nuestro trabajo, llamado teorema de expansividad, el cual
nos muestra bajo que condiciones se tiene una conjugaciéon entre los homeomorfismos
expansivos y un subshift de tipo finito. Por dltimo se presenta una proposicién donde
se debilita una de las hipétesis del teorema de expansividad con la cual se concluye que,
los sistemas expansivos sobre espacios compactos tienen al menos la dindmica del shift,
es decir, que podemos asegurar que los sistemas expansivos sobre espacios compactos
tienen abundantes Orbitas periddicas, 6rbitas densas, el conjunto de puntos periédicos
es denso y ademés, el conjunto de puntos cuya érbita es densa, es denso.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Durante los ultimos anos se viene estudiando las aplicaciones transitivas, esto es, or-

bitas densas en el espacio de fase, ya que este tipo de aplicaciones muestran una riqueza
en el comportamiento de su dinamica. En muchos casos la técnica de mostrar que cier-
tas clases de endomorfismos son transitivos es pasando a través de conjugaciones con la
dindmica simbélica como lo son los shifts y subshifts de tipo finito. Gran parte de estos
endomorfismos terminan siendo expansivos.
En este capitulo se expondran los preliminares necesarios para abordar el estudio de los
sistemas expansivos sobre espacios compactos, para entender dichos sistemas es nece-
sario entender la importancia de tener 6rbitas transitivas en un sistema dindmico y las
condiciones necesarias que se necesitan para poder relacionar la dindmica de dos sis-
temas aparentemente diferentes. El estudio de los sistemas dindmicos matematicamente
se puede definir como el estudio de iteraciones de funciones donde las iteradas de dicha
funcién pueden ir o no cambiando, ademés estudia el comportamiento asintético de
dichas iteraciones.

1.1. Introduccion a los Sistemas Dinamicos Discretos

Definicion 1.1 Sea X espacio métrico y f : X — X una funcion. Diremos que f es un
homeomorfismo si f es biyectiva, continua y su inversa es una funcion continua.

Definicion 1.2 Sea M un espacio métrico, un sistema dindmico discreto es una apli-
cacion ¢ : Z X M — M continua en M tal que:

¢0,z) =z,Vz e M.

o(n,p(m,x)) = dp(n+m,z),Ve € M yVn,m € Z.

Observacion 1.1 Si definimos para cada n € Z la aplicacion ¢, : M — M por
bu(z) = d(n,x), tenemos que én © G = Grim, Y, m € L.

Proposicion 1.1 f = ¢; es un homeomorfismo (su inversa es f~1 = ¢_1) y se cumple
que f" = ¢,,V n € Z.

Prueba: Vamos a probar que f es continua biyectiva y f~' es continua.
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Capitulo 1: Preliminares 1.1 Introduccién a los Sistemas Dinamicos Discretos

s Inyectividad de f : Sean x,y € M, como f(x) = ¢1(x) y f(y) = ¢1(y) entonces, se

tiene que

p1(z) =d1(y) & o(l,z) =é(1,y)
& o(=1,0(1,2) = ¢(—1,¢(1,y))
& o(-1+1,2) =¢(-1+1,y)
< ¢(0,z) = 6(0,y)
& r=uy.

Ast f es inyectiva.

» Sobreyectividad de f: Sea y € M, luego

9(0,2) = ¢(-1,y)
o(-1+1z) = ¢(-1,y)
o(—1,0(1,2)) = &(—1,y) y luego por inyectividad se tiene que
Pp(lz) = vy
fl@) =y

Por lo tanto f es sobreyectiva.
» fes continua pues ¢1 lo es.
» Afirmamos que f~1 = ¢_1 en efecto,
fo-1(@) = flo(=1,2)) = o(1,0(-1,2)) = ¢(0,z) = =
o-1(f(x)) = o-1(d1(x)) = d(=1,0(1,2)) = ¢(0,2) = x

Por lo tanto f~! = ¢_,

Por iiltimo f~! es continua pues ¢_1 lo es.

Observemos que f(z) = f"1(f(z)) = 7Y o(l,2)) = " 2(f(o(1,2))) = ...

f(o(n—1,2)) = ¢(n,x) asi recursivamente f™ = ¢n,.

Entonces podemos decir que un sistema dindmico discreto estd generado por un

homeomorfismo

f:M— M.

En muchos casos para nosotros un sistema dinédmico sera una aplicaciéon f : M — M

continua.

Definicion 1.3 Sea p € M, la drbita positiva de p respecto f es el conjunto

OF(p) = {p, f(0), £ (), P (D), ["(P), - }-

St f es un homeomorfismo, la orbita negativa de p € M respecto a f es el conjunto

Of () ={p, ' (0)--- . /7" (D)}
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Observemos que el comportamiento que pueda tener la 6rbita de un punto p € M
depende del espacio de fase M.

Ejemplo 1.1 Sea S' = {(z,y) € R? : 22 + 3?2 = 2}, r > 0. Sea g : S — S',una
funcion continua y p € S, entonces la drbita de p es (9;’ (p) =A{p,9(p),...,9"(p),...},
g"(p) € S',Vn € N. Como S' es compacto existe nj, — oo tal que g™ (p) = q para
algiin ¢ € S'. Es decir, la drbita de cualquier punto posee puntos de acumulacion.

Definicién 1.4 » Un punto p €M es fijo si cumple que f(p)=p, el conjunto de todos
los puntos fijos lo denotamos por Fix(f).

» Un punto q €M es periddico si existe k entero positivo tal que f* (q)=q.
Si k= min {n : f"(q) = q}, k es llamado periodo y en este caso q es periddico de
periodo k. El conjunto de todos los puntos periddicos lo denotamos por Per(f).

Definiciéon 1.5 = Un punto ¢ € M es positivamente asintético a p st
d(f™(q), f™(p)) — 0 cuando n — +o0. En el caso que p es periddico de perio-
do k, se tiene que d(f™*(q),p) — 0 cuando n — +oo.

s Si f es invertible, dado p € M, q es negativamente asintdtico a p si
d(f~"™(q), f~™(p)) — 0 cuando n — +oo. Si p es periddico de periodo k entonces
d(f~"(q),p) — 0 cuando n — +oc.

Definicién 1.6 » Dado p € M el conjunto W#(p) = {q € M : q es positivamente
asintdtico a p } es llamado conjunto estable de p respecto a f.

» Bl conjunto W"(p) = {q € M : q es negativamente asintdtico a p } es llamado
conjunto inestable de p respecto f.

Ejemplo 1.2 Sea f : R — R tal que f(z) = x> (ver figura 1.1), f es continua y
sobreyectiva, sus puntos fijos son todos los x € R que satisfacen la ecuacion x? = x,
luego, se sigue que Fiz(f) = {0,1}. Continuando con el conjunto Fix(f) veamos si
existen puntos periddicos de periodo 2.

Denotemos por Per(2,f) como el conjunto de los puntos periddicos de periodo 2 y que-
remos ver que este conjunto es vacio, para ello, supongamos que existe x €Per(2,f)
entonces,

fAlx)=z o 2'=z
e 2t—2=0

& z(@*—1)=0

De donde se sigue que x = 0 6 x = 1 por lo tanto, Per(2,f) = 0 es decir, no existen
puntos periddicos de periodo 2.

Observe que como f no es invertible entonces, sélo podemos estudiar los conjuntos
estables para cada uno de los puntos fijos. Afirmamos que W*(0) = (—1,1), en efecto,
sea p € (—1,1) entonces, |p| < 1y f*(p) = p*" luego, f™(p) = p*" — 0 cuando n — +oo
por lo tanto, d(f™(p),0) — 0 cuando n — 400, es decir, p € W5(0).

Ahora veamos la otra contencion, sea p € W*5(0) si suponemos que p ¢ (—1,1) entonces,
Ip| > 1y f*(p) = p*" - 0 cuando n — +oo y esto es una contradiccion, por lo tanto

€ (—1,1). Es decir, hemos probado que W*(0) = (—1,1).
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Por otro lado es claro que W*(1) = {1, —1}.

Figura 1.1: Grafica de f(x) = 22

Ahora si restringimos la funcion anterior de tal manera que sea invertible entonces,
los puntos fijos son Fiz(x) = {0,1} , observe que W"(0) = {0} y afirmamos que
Wu(1) = (0,400), para ver esto tltimo observe que f~'(x) = x, f2(x) = Yz y
asi sucesivamente se tiene que f~"(z) = %/z luego f~"(x) — 1 cuando n — +oo lo
que implica que d(f~"(x),1) — 0 cuando n — +oo es decir, W"(1) = (0, 4+00).

Figura 1.2: Grafica de 22
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Definiciéon 1.7 Un subconjunto A C M es positivamente invariante si f(A) C A . Si f
es invertible se dice que es negativamente invariante si f~1(A) C A.

Proposiciéon 1.2 Sea f: M — M continua entonces, el conjunto de puntos periddicos
de f es positivamente invariante.

Prueba: Vamos a probar que f(Per(f)) C Per(f). Sea g € f(Per(f)) entonces, existe
p € Per(f) tal que, f(p) = q. Supongamos que p es periodico de periodo k > 0 es decir,

f*(p) = p. Luego, f*(f(p)) = f*(g) de donde se tiene que f*(q) = f**'(p) = f(p) = ¢
por lo tanto ¢ € Per(f). [

Definicién 1.8 m Sea g € M el conjunto w- limite de q respecto a f es el conjunto

wr(q) ={z € M : 3 ny, — 400 tal que f"*(q) — z}.

= Si f es un homeomorfismo, dado p € M definimos el conjunto a-limite de p
respecto f como

a(p) ={g € M : Iny — 400 tal que f~"*(p) — q}.
Definicién 1.9 Sea f: M — M continua, un punto x € M es recurrente si x € wy(x).

Definicién 1.10 Un punto p € M es no errante si para todo entorno U de p, existe
N > 0 tal que fN(U)NU # 0. Al conjunto de todos los puntos no errantes lo denotamos

por Q(f).

Ejemplo 1.3 Sea Ty : R — R tal que T\(x) = 2> — Az, estudiemos la dindmica de Ty
para A > 0. Ver figura 1.3.
Los puntos fijos de Ty son todos los x € R que satisfacen Th(x) = x, es decir

22—\ =
-z =
z(z?-A-1) =

Luego se sigue que Fix(T\) = {0,£+v X+ 1}. Para simplificar un poco la notacion
denotemos por [—p,p] = [—\/)\ + 1,V A+ 1|. Si un punto z estd en el intervalo (-p,p)
entonces su orbita tiende a cero, (ver figura 1.3).

Por otro lado si un punto x no pertenece al intervalo (-p,p), entonces f(x) > x y f es
creciente para x> p luego f2(x) > f(x) > x asi,

fz)> " Yz)>...> flz) > =

entonces {f™(x)} es una sucesion creciente, si f"(x) converge a algin x, > f(x) ,
entonces f"(z) — f(x,) > f(x) luego por unicidad del limite f(x,) =z, > f(z) >py
esto es una contradiccion. Por otro lado si, © < —p, entonces f(x) < z y f es decreciente
para x < —p, se tiene f2(x) > f(z) y f3(z) < f(2) asi,

RNy ) < flo) <z < fAx) < ... < fR(2)

11
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luego, si n es par, entonces {f™(x)} es una sucesion creciente, luego si suponemos que,
f(z) — x, < f(x) se tiene que, P (x) — f(xo) > f2(x) y como f2(x) > f(x) > 0
entonces, f(x,) =z, < f(x) < —p y esto es una contradiccion. El caso sin es impar es
andlogo.

Entonces concluimos que, para cada © € (—p,p) = es asintdtico a cero, es decir,
W#(0) = (—p,p). Ahora, es claro que W*(£vA+1) = {£V A+ 1}. En la grifica se
muestra la dindmica de Ty para A >0

Figura 1.3: Grafica de T)(x)

Proposicion 1.3 f: M — M entonces se cumple que:
1. El conjunto w-limite es positivamente invariante.
2. St AC M es cerrado y positivamente invariante, entonces Vp € A, wy(p) C A.
3. Si A es compacto , wy(q) #0, Vg€ A.
4. wg(x) es cerrado, Vo € M.
Demostracion:

1. Veamos que f(w(p)) C w(p) Vp € M.
Sea q € f(w(p)) entonces, 3z € w(p) tal que ¢ = f(x), como z € w(p) entonces,
dng, — +oo tal que f(p) — x. Sea my, = nip+1 ,(observe que my — +oo cuando
k — ++00) entonces f™(p) = fH(p) = F(f(p)) — f(x) cuando f%(p) — ,
es decir existe una sucesion my, convergiendo a 400 cuando k tiende a +oo talque
f™(p) — f(x) = q, por lo tanto q € w(p).

2. Sea ¢ € wy¢(p) = Inp — +oo cuando k — +oo tal que f"(p) — ¢. Como A es
positivamente invariante entonces, f™(p) € AV n € Ny como A es cerrado ¢ € A.

12
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3. Supongamos que A C M es compacto entonces, toda sucesiéon z,, € A posee una
subsucesion convergente en A. Si suponemos que existe € A tal que wy(z) = 0
entonces, f"(x) » z, Vnp — 400y V z € A, y esto es una contradiccion con la
compacidad de A.

4. Para ver que wy(x) es cerrado, tenemos que probar que si P, es una sucesion tal
que P, — py P, € wy(x), entonces p € wy(x).

Entonces, supongamos que existe P, € wy(x) tal queP, — p. Sea ¢, = % Para
€1 3 Py, € B(p,e1) también existe my, ) = a1 > 1 tal que f*(z) € B(p,e1).

Para eg 3 P, € B(p,e2) también existe my,) = a2 tal que f*2(z) € B(p,e2) y
tomamos My, > o asi, as > . Asi, inductivamente, para
€m 3 Pn,, € B(p,em) y también existe my () = am—1 tal que f¥(x) € B(p,em).
Asi, la sucesion f*m(zr) — p cuando m — 400 y a,, — -+oo, por lo tanto,

p € wyr(x).
|

Observacion 1.2 Del item 8 observe que, el hecho de considerar en muchos casos el
espacio de fase compacto es para garantizar la existencia de la dindmica en ese espacio.

Definicion 1.11 Dado un espacio métrico M, un conjunto R se llama residual si es
interseccion numerable de conjuntos abiertos y densos.

1.2. Transitividad y Conjugacién Topolbgica
En esta seccion M denota un espacio métricoy f: M — M continua.

Definicion 1.12 f es transitiva para un conjunto A C M cerrado y positivamente in-
variante si 3 p € A tal que su drbita Of(p) = {f"(p) : n € Z} es densa en A, es
decir, que para todo punto q € A existe una sucesion ny — +oo tal que f™(p) — q. La
definicion es equivalente a wy(p) = A.

Aqui denotamos wy(p) por w(p).
La transitividad es una propiedad puramente topologica que tiene consecuencias bas-
tante impresionantes. Un teorema que muestra equivalencias es el siguiente.

Teorema 1.1 Sea X un espacio métrico separable de Baire y T : X — X continua. Las
sigutentes propiedades son equivalentes

1. T es transitivo.
2. La propiedad w(z) = X wvale para un conjunto residual de puntos z € X.

3. Para todo U C X el conjunto |J T~™(U) es denso en X.
n>0

Demostracion:
» (1 = 3) Supongamos que T es transitivo, queremos probar que, para todo U C X
el conjunto |J T7™(U) es denso en X. Para simplificar la notacién denotemos

n>0

13
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B = |J T7™(U) entonces, queremos probar que, dado V entorno de y cualquiera
n>0

en X, VNB#(.

Sea U C X abierto, y € X y V un entorno de y. Como T es transitivo, existe

z € X tal que w(z) = X (es decir la orbita de = es densa) asi y € w(z) y existe

n > 0 tal que T"(z) € V.

Como w(z) = X entonces, existen my — +oo y k tal que my, >nVk >k, y
T™e(x) € Uy T™(z) € V, luego se sigue que

T™(x) € T~ =) (7™ (z)) ¢ T~ ™))

luego como T"(x) € T-™="(U),¥Y k > k y como T"™(x) € V entonces
VAT =) £ (Y k >k es decir, VN B # 0 en conclusion, B es denso en
X.

» (3 = 2) X es separable entonces, existe {U,, : n € Z} una base numerable de
abiertos de X. Para cada i € Ny n € Z, como T es continua T~%(U,,) es abierto
V i, se sigue de la hipétesis que, el conjunto

Sin = U T_j(T_i(Un)) = U T_(jﬂ)(Un) = U T_j(Un)

>0 >0 j>i

es abierto y denso.

Sea S, = () Si.n entonces S, es residual para todo n. Luego tomando S =[S,
i>0 n

se tiene que, es residual, ya que intersecciéon numerable de residuales es residual.

Afirmamos que si z € S, implica que w(z) = X (es decir la orbita de x es densa)

es decir, que si z € S, entonces para todo abierto U se tiene que T (z) € U para

infinitos valores de m > 0. Como U contiene algin U, de la base es suficiente

probarlo para un elemento de la base, es decir, U,, C U.

Pero x € S implica z € S,,, 0 sea, x € ()| Si., y esto es
i>0

x € ﬂ UT_j(Un)

i>05>i
de donde se tiene que z € |J T/ (U,), Vi >0y asi # € T~™(U,) para infinitos
Jj=i
valores de m, y para estos valores T (x) € U, C U.

s (2=1) Como X es de Baire supongamos que existe un residual de puntos z € X
tal que w(x) = X, de aqui es claro que T es transitivo.

|
Ahora introduciremos el concepto de conjugacién topolégica el cual nos permitira
pasar informacién de un sistema dinamico a otro.
Sean M, N espacios métricosy f: M — M , g: N — N funciones continuas.

Definicion 1.13 f es topoldgicamente conjugada a ¢ si existe un homeomorfismo

h: M — N tal que ho f =goh.

14
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Si fy g son dos funciones continuas. Denotaremos por f ~ g si fy g son topoldgicamente
conjugados.

Proposicion 1.4 La conjugacion topoldgica es una relacion de equivalencia.

Demostracion:

s Reflexividad: f ~ f
Sea f: M — M, el homeomorfismo que conjuga a f consigo mismo es la identidad,
es decir, I : M — M tal que I(x) = x entonces se tiene que fol = I o f por lo
tanto f ~ f.

= Simetria: Si f ~ g entonces g ~ f. Sea h homeomorfismo tal que ho f = go h,
h~! es homeomorfismo y ademés tenemos que

hofoh_lzgohoh_1

hofoh_lzg
h—log:foh—l
por lo tanto g ~ f.

= Transitividad: Supongamos que f ~ gy g ~ f*, y sean h, h* homeomorfismos
tales que;

hof=goh (1.1)
h*og= f"oh* (1.2)
en (1.1) componemos con h*, asi tenemos
h*ohof=h"ogoh (1.3)
luego usando (1.2) se tiene
h*ohof=f*oh*oh (1.4)

y como h* o h es homeomorfismo se concluye que f ~ f*.

Definicion 1.14 fy g son semi-conjugadas si existe una funcidn continua y sobreyectiva
h:M — N tal que ho f =goh.

Observacioén 1.3 La semi-conjugacion no es una relacion de equivalencia pues no se
cumple la simetria.

Proposiciéon 1.5 Sean f: M — M, g : N — N funciones continuas conjugadas por
un homeomorfismo h : M — N. Sea A C M cerrado e invariante por f entonces, f es
transitiva en A si, y solo si, g es transitiva en h(A).

15
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Demostraciéon: Sea © € A tal que (9;‘(:17) = A mostraremos que Oy (h(x)) = h(A).
Observemos que h(A) es cerrado pues h es continua y A es cerrado, ademéas h(A) es
invariante por g pues f(A) C A asi h(f(A)) C h(A) y como f ~ g se sigue que
g(h(A)) = h(f(A)) C h(A).

Sea ¢ € h(A) 3 h™1(q) € A pues h es homeomorfismo. Como (9;{(33) es densa en A
entonces, existe una sucesion nj, — +oo cuando k — +oo tal que ™ (x) — h™1(q) luego
h(f™(x)) — q (por la continuidad de h) y como f ~ g entonces se tiene g"*(h(x)) — ¢
es decir ¢ tiene una orbita densa en h(A).

El reciproco es analogo pues ~ es simétrica. |

Proposicion 1.6 Sean f: M — M, g: N — N funciones continuas conjugados por un
homeomorfismo h : M — N. Entonces: p es periddico por f si, y sdlo si, h(p) es periddico

por g.

Demostracién: Supongamos que f¥(p) = p para algtn k. Primero veamos que h o
f* = ¢g¥ o h, en efecto, por inducciéon sobre k tenemos,para k = 1 es claro pues f ~
g,supongamos que se cumple para algin k, asi ho f¥ = ¢gFoh, luego ho f¥1 = hofFof =
gFohof=gFogoh=g""1oh. Entonces tenemos que h(p) = h(f*(p)) = ¢*(h(p)) asi
h(p) es periddico de periodo k por g.

Para ver el reciproco observemos que h™! o g = g o h™! entonces si g*(h(p)) = h(p)
para algin k, luego h(f*(p)) = h(p) y como h es inyectiva entonces f¥(p) = p, asi p es
periodico por f. |

Proposicion 1.7 Sean f : M — M, g : N — N funciones continuas conjugadas por
un homeomorfismo h : M — N. Entonces, p es no errante para f si, y sélo si, h(p) es
no errante para g.

Demostraciéon: Sea p € M un punto no errante para f y consideremos U entorno de p
y N >0, luego fN(U)NU # 0 asi, f¥(p) € U y por lo tanto h(f(p)) € h(U) entonces,
como f ~ g se sigue que h(fN(p)) = g™ (h(p)) € h(U) asi, gV (WU)) N h(U) # O es

decir, h(p) es no errante para g. El reciproco es anélogo. |

1.3. Conjuntos totalmente disconexos

En esta seccién estudiamos los conjuntos totalmente disconexos pues estos son un
punto clave a la hora de estudiar los sistemas expansivos y la relacién que tienen con la
dindmica simboélica, que seréan estudiados en el capitulo 2.

Definicion 1.15 Un espacio topoldgico X se dice disconexo si existen subconjuntos A y
B no vacios, abiertos tales que X = AUB y AN B = 0.

Definicion 1.16 Un espacio topoldgico es conexo si no es disconexo.

Definicion 1.17 X espacio topoldgico, S C X es totalmente disconexo si los inicos
conjuntos conexos son los conjuntos formados por un sdélo punto, conocidos también
como los singletones.

Definicion 1.18 Dado un espacio métrico M se llama componente conexa, a cada uno
de los conjuntos mazximales conexos de M.

16



Capitulo 1: Preliminares 1.3Conjuntos totalmente disconexos

En el capitulo 3 necesitaremos el siguiente resultado.

Teorema 1.2 Sea X espacio topoldgico, S C X compacto, S es totalmente disconezxo si,
y sdlo si, cada punto posee una base de entornos abiertos ¢ cerrados.

Demostracion: Supongamos que S es totalmente disconexo.

Tenemos que probar: V z € S y V V entorno de = existe W C V entorno abierto 6
cerrado de x.

Vamos a construir una base de la siguiente manera:

Sea x € Sy V entorno de z, consideremos un entorno U4 C V tal que toda la frontera
de U estéa contenida en V', es decir 9(U) C V.

Observe que O(U) es compacto y como S es totalmente disconexo entonces O(U) no
puede ser conexo.

Luego V y € O(U) existen conjuntos M, y N, abiertos 6 cerrados disjuntos tales que
y € M,y x € Ny, como se muestra en la figura.

M,

Luego como los M, cubren O(U) V y € O(U) estoes |J M, D O(U), entonces tomamos
eou

un subcubrimiento finito de estos conjuntos y parayest(os), existen una cantidad finita de

conjuntos N, (entornos de z). Nuestro proximo paso es considerar la interseccion de

todos los entornos N, donde esta interseccién es abierta y cerrada pues los N, lo son.

Este procedimiento lo hacemos para cualquier entorno arbitrario de x, entonces formal-

mente decimos que:

Para cada V' entorno de x existe {Ni(v) le una familia finita de abiertos y cerrados

k
. 1% . . ]
contenidos en V talque = € ) NZ-( ). Denotemos a esta interseccion asi
i=1

k
NV) = N Ni(V),observe que N) es abierta y cerrada.
=1

Sea P la familia de todos los entornos N() | luego U N) es una base de z.
NWV)ep
Reciprocamente supongamos que todo & € S posee una base de entornos abiertos y

cerrados. Razonando por el absurdo supongamos que existe A C S conexo tal que el
cardinal de A es mayor que uno, es decir, |A| > 1. Sean z,y € Ay V entorno de z tal

quey ¢ V.
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Capitulo 1: Preliminares 1.3Conjuntos totalmente disconexos

Por hipotesis existe U C V un entorno abierto y cerrado de x, asi se tiene que
A =UU(A\U), observe que A\U es abierto pues U es cerrado y ademas UN(A\U) = 0.
Pero esto es una contradiccién pues A es conexo, por lo tanto, no puede existir otra com-
ponente conexa que no sean los singletones. |

Ejemplo 1.4 Q es totalmente disconexo, por lo tanto posee una base de entornos abier-
tos 6 cerrados.

Proposicion 1.8 Sean X,Y dos espacios métricos y f : X — Y un homeomorfismo
entre ellos. X es totalmente disconexo si, y solo si, Y también lo es.

Demostracion: Supongamos que X es totalmente disconexo, es decir, las tnicas com-
ponentes conexas son los conjuntos unitarios. Sea V un conexo cualquiera de Y en-
tonces como f es continua f~1(V) es conexo en X, luego f~1(V) es un punto y asi
V = f(f~Y(V)) es un punto, por lo tanto, Y es totalmente disconexo. El reciproco es
anélogo, suponga que U es un conexo cualquiera de X, como f~! es continua f(U) es
conexo en Y luego, f(U) es un punto y asi U = f(f~1(U)) es un punto por lo tanto, X
es totalmente disconexo. |

Definicion 1.19 Si X es un espacio topoldgico se dice que X es metrizable si existe
una distancia d en el conjunto X que induce la topologia de X. Un espacio métrico X
es un espacio metrizable junto a una distancia especifica d que da la topologia de X.

Proposicion 1.9 Sean (X, M)(Y,N) espacios topoldgicos y h : X — 'Y un homeomor-
fismo. Si X es metrizable entonces Y es metrizable.

Demostracion: Sea d una métrica que genera la topologia M, definimos d* : Y XY — R
como

d*(y1,y2) = d(h™ (y1), h ™ (y2))

Afirmamos que d* es una métrica. En efecto ;
Sean y1,y2 Yy ys €Y

s d*(y1,y2) > 0 pues d(h=(y1), h "1 (y2)) > 0.

Por otro lado

d*(y1,y2) =0 & d(h™ (1), h " (12)) =0
& b y) =h7 ()
& hoh™Y(y) =hoh (i)
< Y1=1Y2

» Simetria:

d*(y1,92) = d(h™ (1), h ™ (y2)) = d(h ™" (y2), B~ (1)) = d" (2, 1)

18



Capitulo 1: Preliminares 1.3Conjuntos totalmente disconexos

= Desigualdad triangular:

d*(y1,y2) = d(h (y1), b (12))
d(h (1), b (y3)) + d(h ™" (ys), b (y2))
d*(y1,y3) + d(y3, y2)

IA A

Ahora veamos que d* genera en Y los mismos abiertos que genera d en X.
Sea V€ N yuy, €V, luego como h es un homeomorfismo, existe h=*(y,) € h= (V) y
h=1(V) € M. Como X es metrizable entonces existe una bola respecto a la métrica d
de centro h~=!(y,) y radio € > 0 tal que Bg(h~'(y,),e) C h~1(V). Afirmamos que existe
una bola By« (y,,e) C V.
Para ver esto ultimo, tomemos w € Bg«(yo,€), entonces d*(yo,w) < e, luego
d(h™(y,), h 1 (w)) < e y por lo tanto h~1 (w) € By(h™1(y,),€) C h=1(V) lo que implica
weV.

[
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CAPITULO 2

SISTEMAS DINAMICOS EXPANSIVOS

El shift, mejor conocido como la funcién desplazamiento, es una clase de funcién bien
estudiada en sistemas dindmicos pues en su dindmica encontramos abundantes 6rbitas
periddicas y orbitas transitivas. La importancia de los shifts radica en que nos ayuda
a tener informacion de la dindmica de otros homeomorfismos pues no siempre es facil
saber cuando existen o no 6rbitas transitivas.

2.1. Espacio de n Simbolos:

En esta seccion vamos a definir el espacio B(n) sobre el cual estudiaremos el shift y
su relacién con los sistemas expansivos. B(n) también es denotado por {1,...,n}? pero
aqui por facilidad en la notacion usaremos B(n).

Sea X = {l,...,n} un espacio finito de n simbolos, definimos B(n) como,
B(n) = {(6i)iez donde 6; € X}. Definimos una distancia sobre B(n) de la siguiente
manera, sean «, 3 € B(n)

d(()é,ﬁ) _ Z 5(0%76]6)

k
keZ 4| |
donde

5(akyﬁk) - { 1, Si Qg 7& ﬁk }
Observemos que

0

5 aka ﬁk Oék, ﬁk)
d(a, B) < k_§ i §_: Tk k)
de donde se sigue que
0 1 +o0 1 400 1
d(a> ﬁ) < k_E W + kE_O 4_k =2 kE_O 4_k
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Capitulo 2 Dinamica del Shift

como es bien conocido
“+o00

1
23w
k=0

es finita entonces, d(a, 3) esta bien definida.

En la definicién de d colocamos 4 en el denominador porque més adelante definire-
mos lo que es un cilindro y necesitaremos que estos cilindros sean abiertos. En general
definamos la siguiente distancia para B(n).

Sea A > 1 ,ay 8 € B(n) definimos
d akaﬁk
d(a, 8) = %
keZ

donde
5(akyﬁk) - { 1, Siag 7& B }

Teorema 2.1 Sean o, 3 € B(n) y A > 1. Las siguientes proposiciones son ciertas:
1. dy es una métrica en B(n).

2. Dadas o, € B(n) y A > 3 se tiene que dy(a, 3) < 2- AN - (A= 1)"1 si, y sélo
si, ap = (3; para todo |i| < N.

3. B(n) es compacto y totalmente disconezo.

Demostracion:

1. Sean a , By 0 € B(n), dx(r, 3) > 0 por la definicion de 6(-). Luego dy(a, 5) =0
si, y solo si, 0(ay, Bx) =0,V k € Z si, y solo si, a, = B Vk € Z si, y solo si, a =
Para ver la simetria observemos que,

o)=Y 6(a/\k;€|ﬂk) _ ;% 5(5;;{%) — dy(B. ).

keZ

Para ver la desigualdad triangular observemos que V a,3 y 6 € B(n) tenemos que

VkeZod(ag, Br) < d(ag,0k) + 5Ok, Br),luego

d(a, Br) d(au, Or) SOk, Br)
D T ST T T
keZ keZ €L
asi, se tiene que dy(a, 8) < dx(a,0) + dx (0, 3).

Por lo tanto dy es una métrica en B(n).

2. Sean «a, 8 € B(n) y A > 3, supongamos que oy = [k para todo |k| < N.
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di(a,B) = Z 75(a§;5k)

IA IA
[\ [\
I N
e
| I
M=

>~

=8

=

+

M=

3|~

|

NE

e
N————

k=0 k=0
A 1_(%)]\7—1—1
= 9 _
A—1 1-1
1
2'AN(A—1)

Astdy(a,B) <2- A7V . (A-1)7!

Reciprocamente supongamos que dy(a, 3) < 2- A7V . (A — 1)~! entonces veamos

que o = [ V|k| < N.

Supongamos que existe |[j| < N tal que «; # 3;, entonces dy(a, ) > ﬁ > )%N
Como A > 3, entonces (/\31) < 1 asf se tiene que

1 2

1
T3 7AW —1)

>
d)\(()é,ﬁ) > )\| | =
Por lo tanto si dy(a, 3) <2- A7V - (A —1)71, se tiene que ap = B V |k| < N.
3. Usando el Teorema de Tychonoff se tiene que, B(n) es compacto pues es producto

de espacios compactos. Para ver que B(n) es totalmente disconexo observemos que

fijado t € B(n) y A > 3 las bolas
{s€ B(n):dy(s,t) <2- XN - (A1)}
son cerradas, por otro lado dado € > 0 existe N > 0 talque
2 AN A=)t <e<2 AN -t
es decir para este N las bolas de radio 2-A\™" - (A—1)"! estan contenidas en una de

radio ¢ y ademés s; = t; V |i| < N y por lo tanto dy(s,t) <2- A"V .- (A-1)"1 <¢
es decir estas bolas son abiertas.

Como las bolas forman una base para la topologia de B(n) entonces B(n) posee una
base de bolas que son abiertas y cerradas, por lo tanto B(n) es totalmente disconexo. B

Observacion 2.1 Del item (2) hemos probado que dado t € B(n) y A >3

{s€B(n):si=tV]i| <N} ={s € B(n):d(s,t) §2-)\_N-()\—1)_1}.
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Definicion 2.1 Sea t € B(n) y N > 0, el conjunto {s € B(n) : s; = t;,V |i| < N} es
llamado cilindro.

2.2. El Shift bilateral:

Definiciéon 2.2 El shift es la transformacion o : B(n) — B(n) definida por o(a) = 3
donde ﬁj = Oéj_|_1,Vj SYA

Lo podemos ver mejor si resaltamos con una * la posicion cero, esto es, si a € B(n), en-

* *
tonces es de la forma a = (...a_y... g aq...) luego o(a) = (...a_n_1... 0 71 ...),
a este tipo de shift se le conoce como shift bilateral.

= Puntos fijos de o:
a=(...111...111...) es decir o; = 1,V i € Z.
B=1(..222...222...)estoes 3; =2V i € Z.
Asi sucesivamente los puntos fijos de o son todos los de la forma
a = (...kkkkkk ... kkkkk...) esto es oy = k, Vi € Zy k € {1,...,n}, ob-
servemos que o) = a.

= Puntos periédicos de o:
Un punto periédico de periodo k es de la forma: fijemos a;; € {1,...,n} 1 <j <k

*
a=(..00. .. Qp_1Qf Q] ... Qp_1OKO] ... Q1 . . .)

en particular un punto peridédico de periodo 3 es de la forma

*
a=(...qp0109 ap a1 aRaOIOS ... ApATAS . . .)

Proposicion 2.1 Sea o : B(n) — B(n) el shift. Las siguientes proposiciones son cier-
tas:

1. o es continuo.

2. El conjunto Per(o) es denso en B(n).

3. Eziste a € B(n) tal que su drbita es densa en B(n), es decir, o es transitivo.
Prueba:

1. Tenemos que probar que, dada o € B(n) y € > 0si 8 € B(n) satisface d(a, 3) < 0,
entonces d(o(a),0(8)) < e.
Dado € > 0, 3 N > 0 talque % AN <e< % -4=N*+1 v tomemos § = % 4= (N+D)

Sea 3 € B(n) talque d(«, 3) < ¢ entonces por el teorema 2.1 parte (2) se tiene
que a; = 3; V |i| < N + 1. De donde se tiene que d(o(a),0(8)) < 2-47N <eV
li| < N, es decir, o es continuo.
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2. Sea € B(n) y € > 0 arbitrarios, 3 N > 0 talque % -4=N < ¢. Vamos a construir
una orbita periodica de perido 2N + 1 de la siguiente manera, sea o € Per (o) tal

que a = (B_n ... B-18001 - --BN76jN o Bo1Bobr - BN, BN - B=1Bofr - .- BN)s

es decir a; = (3; V |i| < N luego por el teorema 2.1 parte (2) tenemos que,
d(ay, ) < % 47N de donde se sigue que d(an,3) < €, que es lo que se queria
probar.

3. Para cada k € N consideremos todos los bloques de longitud k, por ejemplo para
k = 1 todos los posibles bloques de longitud 1 son de la forma: 123456 ...n
(recordemos que nuestro espacio es un espacio de n simbolos), luego para k = 2
los bloques de longitud 2 son : 11 22 33 12 23 13 14 34 56 ..., entonces sea « la
sucesion que tiene todos los bloques finitos de longitud k, esto es,

a=(123456...,111213 ... 222334...,111222123345..., ...)

bloque de longitud 1 bloque de longitud 2 bloque de longitud 3

Afirmamos que la érbita de a es densa en B(n). En efecto, sea 8 € B(n), dado
e>03IN>0talque2- 4V <e<2.4Mlyg=(.08nN...00...0n...)
entonces iteramos « hasta encontrar el bloque de longitud 2V + 1 en [ esto es el
bloque (B_n ... 0 ...0n), digamos que iteramos M veces, asi

d(B,cM(a)) <=4V <¢

Wil

entonces d(3,0™(a)) < ¢ ,es decir, la érbita de « es densa en B(n). |

Definiciéon 2.3 Un subconjunto A C B(n) es un subshift si es cerrado y positivamente
invariante bajo o, esto es, o(A) C A. Por abuso del lenguaje se dice que A es transitivo
si o|p es transitivo.

2.3. Homeomorfismos Expansivos

En esta seccién estudiaremos una clase de homeomorfismos que nos permitira dar
una caracterizacion intrinseca de los subshifts.

Definicion 2.4 Sea X un espacio métrico y f : X — X un homeomorfismo, deci-
mos que f es expansiva si para todo r > 0 yV x,y € X x # y ,3 k € Z tal que
d(f*(x), f*(y)) > .

Esta definicion es equivalente a decir que f es expansiva st 3 & >0 tal que six , y € X
yd(f*(x), f¥(y)) < eV k € Z entonces, x = y.

Definicion 2.5 Sea X un espacio métrico y f : X — X un homeomorfismo, se dice
que [ tiene sensibilidad a las condiciones iniciales si A r >0 tal queVr € X yVe >0
eviste y € X tal que d(v,y) < e y Ik € Z tal que d(f*(x), fF(y)) >r.

La expansividad significa que para cierto € > 0 suficientemente pequeno, dos érbitas
diferentes nunca se acompanan, esta definicién no debe confundirse con la definicién de
tener sensibilidad a las condiciones iniciales.
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Observacion 2.2 Recordemos que un espacio métrico es perfecto si todos sus puntos,
son puntos de acumulacion.

Proposicion 2.2 Sea X un espacio métrico perfecto y f : X — X un homeomorfismo,
si f es expansivo, entonces f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales.

Demostracion: Supongamos que f es expansiva y X es perfecto.

Seax € X y e > 0. Como X es perfecto x es punto de acumulaciéon por lo tanto
existe y € B(z,e) N X (es decir existe una bola de centro z y radio £ que intersecta
a X), luego usando la hipotesis de ser f expansiva se tiene que existe k € Z tal que
d(f*(z), f¥(y)) > r, es decir f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales.

La expansividad también es una propiedad que se preserva a través de conjugaciones,
para ver esto proponemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.3 Sean X,Y espacios métricos compactos. Suponga que f : X — X y
g:Y =Y son conjugadas por un homeomorfismo h. Entonces, g es expansiva si, y sélo
si f es expansiva.

Demostracion:

Supongamos que g es expansiva, es decir, existe r > 0 tal que Vx,y € Y 3k € Z tal
que d(g*(x), 9" (y)) > 7.

Sea r > 0 la constante de expansividad de g, y h : X — Y un homeomorfismo que
conjuga a f con g. Por la compacidad de X y Y se tiene que h es uniformemente
continua. Por lo tanto, para r > 0, existe § > 0 tal que si d(z,y) < 0 en X, entonces
d(h(z),h(y)) <renY.En consecuencia, si d(h(x),h(y)) > r en Y, entonces d(x,y) >
en X.

Si denotamos los puntos de forma diferente tenemos que, si d(x,y) > r en Y, entonces
d(h=Y(x),h 1(y)) >0 en X.

Ahora veamos que f es expansiva. Sean z,p € X entonces, existen h(z) y h(p) en Y,
las denotamos por h(xz) =y , h(p) = q. Como g es expansiva entonces 3 k > 0 tal que
d(g*(y), g"(q)) > r y asi usando la continuidad se sigue que d(h~'(g*(y)), h " (g% (q))) <
& pero observemos que

W () = AN (y) = (=)
hHg"(@) = FF(h (@) = fF(p)

entonces tenemos que d(f*(z), f*(p)) > 6.
En conclusién hemos probado que, 3 6 > 0 tal que para cualesquiera x,p € X 3k > 0

tal que d(f*(z), f¥(p)) > 6, es decir, que f es expansiva con constante de expansividad
J.

Proposicion 2.4 FEl shift bilateral es expansivo.

Prueba: Sea r = 1y a # € B(n) entonces existe k € Z tal que o # [k, la
iterada k-ésima por o lo que hace es ubicarnos en la posiciéon cero, lo que implica que

d(o* (), 0" (8)) > 1.
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Hasta ahora lo que hemos hecho es estudiar los homeomorfismos expansivos. A con-

tinuaciéon veamos porque la definicion de expansividad y la de ser sensible a las condi-
ciones iniciales tienen gran importancia.
Observemos que los sistemas expansivos de cierta forma son bastante predecibles, es de-
cir, podemos tener conocimiento del comportamiento de sus 6rbitas. En la teoria general
de sistemas dindmicos surge un concepto en el cual estas dos definiciones estan bastante
vinculadas, esta es la definicion de caos.

Definicion 2.6 Sea V' un conjunto. f : V — V se dice que es cadtica si
1. f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales.
2. f es transitiva.
3. El conjunto de puntos periddicos es denso en V.

Observemos de la proposicion 2.2 se tiene que si f esté definida sobre un espacio métrico
perfecto y cumple que f es expansiva y cumple los items 2 y 3 entonces f es caotica.

Observacion 2.3 En el transcurso del trabajo hemos hecho énfasis en los conjuntos
que son totalmente disconexos, esto es debido a que en el capitulo 8 expondremos un
resultado en el cudl bajo ciertas condiciones vamos a tener una conjugacion entre un
subshift de tipo finito y un homeomorfismo expansivo, como los que estudiamos en la
seccion anterior.

Ahora, jpor qué es tan importante esta hipotesis?, bueno més adelante daremos varios
ejemplos de homeomorfismos que no son transitivos. Pero primero recordemos que :

Proposicion 2.5 Todo homeomorfismo f de R es mondtonamente creciente (estricto)
o mondtonamente decreciente (estricto).

Prueba: Sea f: R — R homeomorfismo, por definicién f es inyectiva y continua.
Fijemos z,y € R con z < y, hay dos alternativas f(x) < f(y) 6 f(x) > f(y) (por la
inyectividad de f).

Supongamos que f(x) < f(y) y mostremos que f es estrictamente creciente. Sean
¢, d € R arbitrarios y supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ < d entonces
mostraremos que f(c) < f(d).

Para esto consideremos r = min{x,c} y j = max{y,d} asi z,y,c,d € [r,j]. Afir-
mamos que f es creciente en [r,j|; en efecto, hay dos posibles casos f(r) < f(j) o
f(r) > f(j), igualmente veamos que si f(r) < f(j), f es estrictamente creciente. Sea
z € R tal que r < z < j entonces f(r) < f(z) < f(j) si esto no fuese asi, existiria
z € [r,j] tal que f(z) < f(r) < f(4) 6 f(r) < f(j) < f(2); en la primera alternativa
tenemos que 3 p € [r, z] tal que f(p) = f(j), lo cual es una contradiccion pues p # j.
Asi, hemos probado que f es creciente en [r,j]. Retomando la demostracion tenemos
que, como f(x) < f(y) entonces f es estrictamente creciente en [r,j] en consecuencia
f(e) < f(d) asi f es mondtona creciente (estricta).

Anélogamente se prueba que si f(c) > f(d) entonces, f es mondtona decreciente
(estricta).
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Capitulo 2 Dinamica del Shift

Ejemplo 2.1 Sea f : [a,b] — [a,b] un homeomorfismo, entonces veamos que f no puede
ser transitiva.

Para ver esto supongamos que f es transitiva, es decir, 3 x € [a,b] tal que la orbita de
x es densa en [a,b].

s Supongamos que f es estrictamente creciente, asi f(x) # x, entonces hay que
probar que f(x) >z ¢ f(z) < x.
Si f(x) > x tenemos que como la funcion f es creciente entonces f™ es una
sucesion creciente. Como OT(z) es densa, entonces para y € [a,b] con y < x
eviste k € N tal que |f*(z) —y| < @ y asi fF(x) < x pero esto contradice el
hecho que f™ sea una sucesion creciente.
Si suponemos que f(x) < x el razonamiento es andlogo.

» Ahora supongamos que f es estrictamenente decreciente. Como x # f(x) tenemos
que f(z) >z 0 f(z) < z.
Si f(z) > x entonces f3(x) > f(x) y f2(x) < x luego f2™(z) < ... < f2(z) <z y
< f(x) < f2x) < ... 2™ () por lo tanto f?"(x) es una sucesion decreciente
y f2(z) es creciente.
Sea y € [a,b] tal que k € (f2*+D(z), f2*(x)), como Ot (x) es densa 3 j tal que
Ifi(x) —y| < w, pero si j es par es una contradiccion y si j es impar
entonces fi(z) > x > f2k(z).

Si f(z) < x el razonamiento es andlogo al anterior.

Es decir, que no podemos tener transitividad en este tipo de aplicaciones, entonces
si queremos encontrar una conjugaciéon a un subshift de tipo finito que sea transitivo
tenemos que quitar la conexidad.
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CAPITULO 3

TEOREMA DE EXPANSIVIDAD

En este capitulo presentamos el teorema principal de nuestro trabajo, recordemos
que nuestro objetivo es encontrar una clase de homeomorfismos que nos den una ca-
racterizacion intrinseca con la dinamica simboélica. En otras palabras queremos encontrar
bajo que condiciones podemos tener una conjugacion entre un homeomorfismo expansivo
y un subshift de tipo finito, para ello es necesario imponer la condicién de que nuestro
espacio topologico sea totalmente disconexo. Pues en el capitulo 2 estudiamos que al
fallar esta condicién, entonces no tenemos 6érbitas densas.

Teorema 3.1 Un homeomorfismo T de un espacio topoldgico X es topoldgicamente
equivalente a un subshift si, y solo si, X es un espacio métrico, compacto, totalmente
disconero y T es expansivo.

Demostracion: Suficiencia:
Supongamos que X es un espacio métrico, compacto, totalmente disconexoy T : X — X
es expansivo con constante de expansividad £ > 0.

Afirmacioén 3.1 Existe un cubrimiento Uy, ..., U, finito de X por conjuntos abiertos ¢
cerrados dos a dos disjuntos con didmetro menor o iqual a €.

Prueba: Como X es totalmente disconexo, por el teorema 1.2, cada punto posee una
base de entornos abiertos 6 cerrados, tomemos para cada x € X, un entorno V. abierto

6 cerrado tal que su didmetro sea menor o igual a ¢ asi, |J V, = X.
zeX

Por la compacidad de X existe un conjunto finito {z1,...,z,} tales que

n

Uve, =x

i=1
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Capitulo 3 Teorema de Expansividad

Definimos los siguientes conjuntos

U = Vi

U, = Vo = N1

Uy = Vpa —(V2UW)

U = Vi — (Ve UV, UV,

asi inductivamente

7j—1
U =vy, — Vi
=1

Observacion 3.1 Por la forma como se vienen definiendo los conjuntos observe que
Jj—1 Jj—1
Uve = Uu.
i=1 i=1

En efecto, usando recurrencia sobre i tenemos, para i = 1 es claro pues Uy = V,,,
supongamos que el resultado es cierto para algin n >k > 1 esto es

y veamos que se satisface para k + 1, en efecto

k+1 k k k k c k

U U = UUiUUkH = U Vi, U111 = U Ve, U <ka+1 n (U Vl‘z‘) ) = U Vo UV
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Ast

k+1 k+1

Uui=J Ve
i=1 i=1

j—1
Luego de la observacion anterior concluimos que U; =V, — U U.
i=1

Por la forma como se definieron los U,, estos son dos a dos disjuntos y son abiertos 6
cerrados pues los V. lo son.

Ahora como los V,; tienen didmetro menor o igual a € y los U; C V,,,; entonces los U;
también tienen diametro menor o igual a €. |
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Capitulo 3 Teorema de Expansividad

Queremos encontrar una conjugacion a un subshift de tipo finito para ello consider-
emos el siguiente conjunto,

A={0eBm): (T ) # 0}

meZ

A es el conjunto de todas las sucesiones 6 en B(n) tales que para todo m € Z la iterada
T™(x) cae en un entorno Uy ,,), donde, Ug(,,) es uno de los conjuntos abiertos 6 cerrados
del cubrimiento de la afirmacion 3.1 con 8(m) € {1,...,n},Vm € Z.

En el capitulo 2 denotamos a las sucesiones en B(n) de la forma o = (... 01 .. .)
donde o; € {1,...,n} Vi € Z ahora de aqui en adelante denotaremos «a(i) = «;.

Afirmacion 3.2 A C B(n) es un subshift, esto es;

1. A es cerrado.

2. A\ es positivamente invariante bajo el shift o : B(n) — B(n).
Prueba:

L. Note que A®= {0 € B(n): | T~™(Uy(m)) = 0}. Veamos que A es abierto.
meZ

Observemos que si 6 € A€ entonces;

ﬁ () 77 Usemy) = () T (Usmy) =0 (3.1)

N=1|m|<N mez
Denotemos por Ky = (| T—™ (Z/[g(m)). Como los Up(,y,) son cerrados y T' es un
Im|<N

homeomorfismo se tiene que 7'~ (Z/{g(m)) es cerrado V |m| < N, asi los Ky son
cerrados, entonces de (3.1) concluimos que Ky, = () para algin N, > 0.

Por otra parte consideremos el cilindro C'(0,0(—N,),...,0(N,)) y veamos

C(0,0(=N,),...,0(N,)) C A°

Recordemos que el cilindro es un conjunto abierto y de la forma

C(0,0(=N,),....0(No)) = {a € B(n) : a(i) = 0(i) ¥ [i| < N,}

Seaa € C(0,0(—N,),...,0(N,)), entonces () T7™ (Upimy) € N T7™ (Ua(m))
mez [m|< N,
pero a(m) = B(m) ¥V |m| < N, asi

N T7" Uaem) € () T7" Uagmy) = () T7" (Uom)) =0

meZ |m|<No |m|<N,

pues 6 € A° por lo tanto concluimos que a € A€, que es lo que se queria probar.
En conclusién tenemos que A€ es abierto.
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Capitulo 3 Teorema de Expansividad

2. Sea o : B(n) — B(n), veamos que o(A) C A.
En efecto, sea § € o(A), entonces 3 a € A tal que o(a) = 6, donde 0(n) = a(n+1).

Como « € A entonces (| T—™ (Ua(m)) # (0, de donde se sigue que

meZ
(ﬂ T a(m ) 7'5@
mMEZL
, luego
T ( m T—m (Z/{a > m T—m+1 a(m ﬂ ™ a(m+1)) 75@
MEZ meZ meZ

y como 6#(m) = a(m + 1) entonces, sustituyendo en la ecuacion de arriba

N T (Upgny) # 0. Asi 6 € A. |
meZ

Ahora definimos h : A — X como,

ﬂ T~ (Ug(my)

meZ
Para ver que h esté bien definida veamos que el conjunto de la derecha es un punto.

Razonando por reduccién al absurdo supongamos que existen 1, z9 € (| T-™ (Z/{g(m)),
meEZ
entonces T (x;) € Up(m) para i = 1,2y V' m € Z.
Como los Uy, tienen didmetro menor o igual a € se sigue que d(1™ (z1), T™(x2)) < ¢,
Vm € Zy asi x1 = x9, pues T es expansivo con constante de expansividad e.

Afirmacién 3.3 h es un homeomorfismo.
Prueba:

» h es sobreyectiva: Sea x € X, como los {Uj,...,U,} cubren a X (de la afirma-
cion 3.1) entonces, definamos la siguiente sucesion § € B(n) tal que, T™(x) € U,
VmeZy je€{l,...,n}y ahora definimos 6(m) = j asi, x € T (Up()
luego x € (| T7"(Upimy) Ym € Z y 0(m) € {1,...,n}, como el conjunto

meZ
(N T~™(Up(m)) contiene un tnico punto entonces xz = (| T~ (Uy(m)), lo que
EZL meZ
implica que h() = x, es decir, h es sobreyectiva.

= h es continua: Sea 6 € A, y V un entorno abierto de h(6) = x, escribiendo

:c_ﬂ () T (Upgm)

N=1|m|<N
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Capitulo 3 Teorema de Expansividad

se tiene que para algin N

() T7" (Usm) <V
Im|<N

entonces mostremos que existe U abierto de 6 tal que h(U) C V, es decir, hay que
verificar que
C(0,0(=N),...,0(N)NAcCh {(V)

pues recordemos que los cilindros forman una base para la topologia de B(n),
entonces un abierto en A es de la forma M N A donde M es un cilindro de B(n).

Sea a € C(0,6(—N),...,0(N))N A luego

= (VT Uaew) © () T7" Uagm)

meZ |m|<N

y como a(m) = 60(m) V |m| < N entonces

h(a) = ﬂ —m a(m m —m a(m m T u@(m) cV.

meZ |m|<N |m|<N

= h es inyectiva: Sean 6,60y € B(n), supongamos que h(f1) = h(62), asi,

= ﬂ T=™ (Up,) = ﬂ =™ (Up,)

mEZ mEZL

si x = h(61), entonces T (x) € Up, () ¥ T () € Ugy(m), ¥ m € Z ya que los U;
son dos a dos disjuntos Up, (m) = Up,(m) ¥ m € 7Z asi, se tiene que 01(m) = 02(m)
Vm € Z, es decir, h es inyectiva.

= Como X es compacto y h es biyectiva y continua, entonces ™! es continua.

Ahora como h es un homeomorfismo soélo falta ver que hoo(f) =T oh(0) V0 € A,
para ello sea 6 € A

=T(() T Upmy) = [ T Upmy) = [ T~ Usp(ms1)) = hoa().

meZ MEZL meZ

Entonces, de las afirmaciones 3.1, 3.2 y 3.3 concluimos la demostracion de la suficiencia
del teorema.

Veamos la otra implicacion: (Necesidad)
Sea T': X — X un homeomorfismo y A C B(n) un subshift y supongamos que existe
h: A — X un homeomorfismo tal que hoo =T o h.

Como B(n) es un espacio métrico entonces usando la proposicion 1.9 se tiene que X
es un espacio métrico, por otro lado como A es cerrado y B(n) es compacto, entonces A
es compacto, asi h(A) es compacto pues h es continuo. Por otro lado usando la proposi-
cion 1.8 se tiene que X es totalmente disconexo pues B(n) también lo es.
Para terminar sélo falta ver que T es expansivo, para ver esto observe que, de la proposi-
cion 2.4 se tiene que el shift es expansivo luego como existe una conjugaciéon entre A y
T y ademés o es expansivo, se sigue de la proposiciéon 2.3 que T es expansivo. |
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Capitulo 3 Teorema de Expansividad

En conclusion lo que nos esta ayudando a pasar informacion de un sistema a otro es
el hecho de ser totalmente disconexo. Observemos que con este resultado hemos ganado
bastante dindmica para 1" pues con el simple hecho de T estar definido sobre un espacio
métrico compacto totalmente disconexo y ser expansivo ya podemos asegurar que 1" es
conjugado a un subshift de tipo finito. La pregunta natural que surge es jcuél es ese
subshift?.

En la prueba del teorema anterior observemos que el hecho de ser X totalmente
disconexo s6lo lo usamos para ver que h era inyectiva, entonces si debilitamos la hipote-
sis de ser totalmente disconexo podemos adaptar la prueba del teorema anterior para
probar la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1 Dado un homeomorfismo expansivo T de un espacio métrico compacto
X existe un subshift A y una aplicacion continua y sobreyectiva h : A — X tal que

hoo=Toh.

Demostraciéon: Supongamos que X es un espacio métrico compacto y 1" es expansivo
con constante de expansividad e.

Afirmacién 3.4 Sea € > 0, existe un cubrimiento Uy, ... U, finito de X por conjuntos
cerrados con didmetro menor o igual a €.

Prueba: Por la compacidad de X consideremos un cubrimiento por conjuntos cerrados

tales que |J U, = X y los U, con didmetro menor o igual a &, donde los U, no
zeX
necesariamente son disjuntos, luego tomemos un subcubrimiento finito {z1,...,z,} tales

que J Uy, =X
i=1

Anélogo a la prueba del teorema anterior consideremos el conjunto

A={0€Bn): (| T ™ Upm) # 0}

MEZL

Afirmacion 3.5 A C B(n) es un subshift, esto es;

1. A es cerrado.

2. A\ es positivamente invariante bajo el shift o : B(n) — B(n).

Prueba: Es la misma que la realizada en la afirmacion 3.2.

Ahora definimos h : A — X como,
= ()T (Usm))
meZ

usando el mismo razonamiento que en el teorema 3.1 se tiene que el conjunto de la
derecha es distinto de vacio y contiene un tnico punto. |
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Capitulo 3 Teorema de Expansividad

Afirmacioén 3.6 h es continua y sobreyectiva.

Prueba: Ver afirmacion 3.3, las pruebas son las mismas.

Observe que h no es inyectiva pues los conjuntos del cubrimiento de la afirmacion 3.4 no
son necesariamente disjuntos entonces pueden existir dos puntos distintos con la misma
imagen. Por ultimo para ver que hoo(f) =T oh(0) V 8 € A, se hace igual a lo hecho en
la prueba del teorema anterior.

Luego de las afirmaciones 3.4, 3.5 y 3.6 concluimos la prueba de la proposiciéon 3.1.
|

Con la proposicién anterior lo que concluimos es que al quitar la hipotesis de ser X
totalmente disconexo entonces logramos encontrar una semiconjugaciéon entre un homeo-
morfismo expansivo Ty un subshift A. Entonces, concluimos que 1" tiene al menos la
dindmica de o, es decir, T tiene 6rbitas periddicas y es transitivo. Para estar seguro que
la semiconjugacién hace que T sea transitivo observe lo siguiente:

Sea § € Ay {o™(0)} densa en A, entonces {T™(h(#))} es densa en X. Para ver esto,
seay € X, 30, € Atal que h(6,) =y, como {c"(0)} es densa en A, entonces 3 ny — +00
tal que o™ (0) — 6, luego por la continuidad de h se sigue que h(c™(0)) — h(6,) = v,
ademaés como se tiene que hoo™t (0) = T (h(0)), se concluye que T+ (h(0)) — h(0) = v,
por lo tanto, {T"(h(f))} es densa en X.
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