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INTRODUCCION

Este trabajo concierne la agregaciéon de conjuntos de juicios que los individuos de
un grupo hacen sobre ciertas aserciones. Estas aserciones estdn generalmente interconec-
tadas logicamente. Se quiere encontrar métodos para que los miembros del grupo aprue-
ban individualmente, formando un conjunto colectivo de juicios que aprueban o no dichas

propuestas.

En este trabajo veremos céomo tratar de conciliar la mayoria con un poco de légica
produce la llamada Paradoja Doctrinal. Esto en realidad es un teorema de imposibilidad

en este marco.

Es importante distinguir la agregacién de juicios de dos tareas similares estudiadas
en Inteligencia Artificial y en Economia. La primera de ellas es la fusion logica de conjun-
tos de creencias (ver por ejemplo [4]). La otra, es la tarea de agregacion de preferencias
la cual es uno de los temas centrales en Teoria de Eleccién Social [1]. Los juicios son
representados como actos de aceptacion o rechazo (afirmacion o negacion de las proposi-
ciones). Difieren de las creencias en no permitir grados de confianza. Los juicios son
binarios. En cuanto a la diferencia entre agregacién de preferencias ordenadas y agre-
gacion de conjuntos de juicios podemos citar primero que los juicios no son graduados a
diferencia de las preferencias y segundo los juicios tienen interconexiones logicas, lo cual

en principio esta ausente de las preferencias.

Ya hemos mencionado que agregar juicios interconectados loégicamente conlleva a
paradojas. Nosotros estudiaremos precisamente el significado matemético de esta parado-
ja como un teorema de imposibilidad de tener métodos de agregacién de juicios que
tengan ciertas propiedades. Este resultado es debido a List y Pettit [5]. Nosotros lo ex-

pondremos en el primer capitulo.



4 Introduccion

Un estudio sistematico de estos resultados de imposibilidad ha sido recientemente
llevado cabo por Dietrich y Mongin [2]. El estudio de este articulo seré el objeto de los

capitulos 2 y 3 de este trabajo.



CAPITULO 1

PROLEGOMENO

Sea N ={1,2,3,...,n} un conjunto de individuos (nosotros asumimos n > 2).
Sea X = {¢1, d2,...} un conjunto de foérmulas bien formadas del calculo proposicional.

Se interpreta como el conjunto de proposiciones sobre el cual se haran juicios simulténeos.

Nosotros asumimos que X contiene al menos dos proposiciones atémicas distintas
Py @ y la conjuncion (P A Q). Ademas asumimos que X contiene pares proposicion—
negacion, es decir, cuando ¢ € X, entonces -¢ € X (la negacion de ¢ esta en X) o
1 € X donde ¢ = =) (¢ es la negacion de otra proposicion contenida en X). Para
cualquier S C X, nosotros ponemos S* = {¢,~p : p € S} y decimos que S es cerrado
por negaciéon si S = ST. Una subagenda de X es algtin subconjunto P C X no vacio y

cerrado por negacion.

Un conjunto de juicios es un conjunto B C X de férmulas representando las proposi-

ciones aceptadas por un individuo o el colectivo.

A cada individuo 7 en N, le corresponde un conjunto personal de juicios A; C X,
donde A; es interpretado como el conjunto de todas estas proposiciones sobre X con las

cuales el individuo 7 estd de acuerdo.

Un perfil de conjuntos de juicios es una n-upla (4;);eny conteniendo un conjunto

=
personal de juicios A; para cada individuo ¢ en N y lo denotaremos por A en vez de
(Ai)ien-

Definicion 1.1 Un conjunto de juicios A se dice completo si, para todo ¢ en X, al
menos una de ¢ € A, =¢p € A, o bien ) € A, donde ¢ = —1 se cumple.



Definicion 1.2 Un conjunto de juicios A se dice consistente si a partir de él no se

prueba (cldasicamente) una contradiccion ldgica.

Definicion 1.3 Un conjunto de juicios A se dice deductivamente cerrado si, para toda
¥ € X tal que A implica logicamente 1, se tiene i € A

Definicion 1.4 Nosotros definimos a D como el conjunto de todos los conjuntos de
juicios que son consistentes y completos. Definimos a D* como el conjunto de todos los

conjuntos de juicios que son consistentes y deductivamente cerrados.

Lema 1.1 D C D*.

Prueba: Sea A € D, A consistente y completo. Supongamos que A F «, mostraremos
que o € A. Supongamos que « ¢ A por ser A completo tenemos que ~a« € Ao P € A
tal que a = —).

Si—a€ A= AL -aycomo AF «a necesariamente A - -« A a lo que contradice la
consistencia de A.

Si existe ¢ € A tal que o = = se tiene A - =) y como A F ¢ porque ¢ € A. Asi,

A A= lo cual es una contradiccién por ser A consistente. i

Una funcién de agregacion de juicios es una funciéon F' cuya entrada es un per-
fil de conjuntos de juicios y cuya salida es un conjunto colectivo de juicios A C X,
F: (2X)N — 2% donde A es interpretado como el conjunto de todas esas proposiciones

en X para el cual el grupo N esta de acuerdo.

Definicion 1.5 Una funcion de agregacion de juicios F' tal que cada elemento de la
imagen sea un conjunto consistente (respectivamente completo, deductivamente cerrado)

se llamard consistente (respectivamente completa, deductivamente cerrada,).

N
Diremos que un perfil A es deductivamente cerrado, completo y consistente si cada

A; es deductivamente cerrado, completo y consistente.

Definicién 1.6 (Dominio Universal (U)) : El dominio de F' es el conjuntos de todos
los perfiles donde cada conjunto individual es completo, consistente y deductivamente

cerrado.

Definicién 1.7 (Anonimato (A)) : Para cualquier A en el dominio de F y toda per-
—

mutacion o : N — N, F(Z) = F(Agu)-

Definiciéon 1.8 (Sistematicidad (S)) : Diremos que F satisface sistematicidad si

existe una funcion f : {0,1}" — {0,1} tal que, para cualquier A en el dominio de F,
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F(Z) ={¢ € X : f(01(¢),02(9),...,0n(¢)) = 1}, donde, para cada i € N y cada
e X, 0(0) =1sid €A ybi(d)=0sio ¢ A,

Proposicion 1.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) F satisface sistematicidad.

N
(ii) Para cualesquiera par de formulas o, B € X y perfiles X, A’ en el dominio de F,

st para cada i € N, o € A; si y solo si 3 € A;, entonces a € F(Z) sty solo st
—
BeFA).

Prueba:

(i) = (i7) Existe una funcion f : {0,1}" — {0,1} tal que, para cualquier A en el do-
minio de F, F(Z) ={¢p € X : f(61(),02(¥),...,0n(¢) = 1)}, donde, para cada i € N
y cada ¢ € X, 6;(¢) = 1si<;5€_>Ai y 0i(¢) =0si¢p ¢ A,.

sean «, 3 € X y perfiles Z, A’ en el dominio de F

Supongamos que para cada i € N a € A; & (0 € A; entonces para todo ¢ € N,
0i(a) = 8;(B), luego, por la hipotesis, a € F(Z) < f(61(a),d2(a),...,0n()) = 1 &
L= f(01(8):02(8), ., 6u(B)) & B € F(A").

(73) = (i) Para cada A C X, sea 04 : X — {0, 1} la funcién definida por

5a(a) 1 siaoe A
o) =
4 0 sia¢ A

Consideremos (k1,...,k,) € {0,1}" y mostraremos que existe a € X y A un perfil
tal que (k1,...,kn) = (04, (@),...,04,(a)).

Sea « una féormula consistente de X tal que —« también sea consistente.
Consideremos para cada ¢ € N:
Si k; =1, A; es una extension completa y consistente de a.

Si k; =0, A; es una extension completa y consistente de —ar.

Asi,sik; =1, a€4; = 04,(a)=1
Por otro lado si k; =0, a ¢ A; = 04,(a) =0
Por lo tanto Vi € N, d4,(a) = k;
Asi (k1,...,ky) = (04,(a),...,04, ()

Sea f:{0,1}"¥ — {0,1}, f definida por:

N
1 siae F(A)
N
A

f(éAl(a)v"'ﬂéAn(a)):{ 0 Si()é%F( )



Veamos s que f no depende de a 'y A.
Sean A yA dos perfiles y o, 3 € X tales que (04, (0),...,04, () = (5A/1(6),...,5A/n(6))
y mostraremos que f(d4,(c),...,04,(a)) = f(éArl(ﬁ), 504 (8))

Como d4,(a) = 5A((ﬁ), Vi € N, entonces a € A; < 3 € A luego por (i) o €

F(A) & f € F(A) es decit L0 000) =1 & Sy )y O) =
Por lo tanto, f(éAl( )yery04, () = f( (ﬂ) ;0,47 (). Luego por la definicion de
[ se tiene F(A )—{¢€X f(51( ); 0 (¢)= ( ) =1} "

Teorema 1.1 No eziste una funcion de agregacion de juicios F' completa, consistente
y deductivamente cerrada que satisface (U), (A) y (S).

Prueba: Supongamos que Fsatisface (U), (A) y (S) y es completa, consistente y de-
ductivamente cerrada. Tenemos que P,Q,(PAQ),~(PAQ) € X

Como F satisface (9), existe una funcion f: {0,1}" — {0, 1} tal que, para cualquier
A en el dominio de F, F( ) ={¢ € X : f(61(0),2(),...,0n(¢) = 1)}, donde, para
cadaie€ N ycada ¢ e X, 6;(¢) =1sip € A; ydi(¢p) =0si¢p ¢ A;.

Como F satisface (A), para cualquier (dy,ds,...,d,) € {0,1}" y cualquier per-
mutacion o : N — N, f(di,da,...,dn) = f(ds1),do(2); - - - do(n)). Luego para cualquier
(di,da,...,dy), (e1,€2,...,6,) en {0,1}" f(dy,da,...,dy) = f(e1,ea,...,€y,) ssi
Hie N:di=1}|=|{i € N:e; =1}|.

Para cada ¢ € X, definimos Ny := {i € N : ¢ € A;}. Entonces, para cualquier,
¢, € X, si |Ny| = |Ny|, entonces ¢ € F(Z) siy solo si ¢ € F(Z)

—
Por suposiciéon n > 2. Consideremos un perfil A con las siguientes propiedades:

5i(P) 4i(Q) 5i((PAQ)) | si(=(PAQ))
1=1 1 1 1 0
1=2 1 0 0 1
i=3 0 1 0 1
1> 3 1es par 1 1 1 0
1 >3 iesimpar | 0 0 0 1
Sea A = F(Z)
Caso n par. Nosotros tenemos [Nppg)| = [N-(ppg)l; luego

PAQeA = —(PAQ)eA (»
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Por la completitud de A, al menos una de PAQ € A o bien =(P A Q) € A. Asi, por (x)
tenemos PAQ € Ay =(P A Q) € A la cual contradice la consistencia de A.

Caso n impar. Nosotros tenemos |Np| = |[Ng| = [N-(ppg)|- Por lo tanto, P € A <
QeAs-(PAQ) €A
Si P e Aentonces Q € Ay 7(PAQ) € A, como P,Q € A, Aimplica logicamente P A Q
y por ser A deductivamente cerrado, (P A Q) € A, pero entonces ambas =(P A Q) € A
y (PAQ) € Alo que contradice la consistencia de A.

Si P ¢ Aentonces @ ¢ Ay (P AQ) ¢ A entonces por la completitud de A,
(PAQ) € A, pero como (P A Q) implica logicamente P,y A es deductivamente cerrado,

nosotros tenemos P € A una contradiccion. ]

—
Definicion 1.9 Un perfil A es unidimensionalmente alineado si los individuos involu-
crados pueden ser reordenados por una permutacion p: N — N tal que que para cada
proposicion a existe un ko € N tal que para todo i < ko, o € Ay y para todo i > ko,
a & Ayy) o bien para todo i < ko, a & Ay y para todo @ > ko, o € Ay

Un ejemplo de este tipo de perfiles puede verse en la tabla siguiente donde p(1) = 3,
p(2)=1,p(3)=2 p(4) =5y p(5) =4

individuo 3 | individuo 1 | individuo 2 | individuo 5 | individuo 4
« verdad verdad verdad falso falso
0 falso falso falso verdad verdad
aAp falso falso falso falso falso
—(a A B) | verdad verdad verdad verdad verdad

Teorema 1.2 Supongamos que N es impar. Entonces existe una funcion F de agre-
gacion de juicios, la cual es completa, consistente y deductivamente cerrada definida
sobre perfiles l6gicamente cerrados, consistentes, completos y unidemensionalmente alin-

eados. Ademds F' satisface sistematicidad y anonimato.

Prueba:

Sea A un perfil unidemensionalmente alineado y cerrado.

Sea F(Z) ={peX:{ieN:pec A} >|{i e N:¢¢ A;}|} Veamos que F(Z) es
completa. Sea o € X y supongamos que « ¢ F(Z) entonces se tiene que —a € F(Z)
por ser N impar y cada perfil cerrado. De manera anéloga se verifica que F' es con-
sistente. Veamos que F' es deductivamente cerrada. Recordemos que el lenguaje L es

generado por {—,V, A}, asi solo verificaremos que F' es deductivamente cerrado para
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V,A, y —. sean «, 3 € F(Z) y verifiquemos que a A 3 € F(Z), para ello tomaremos
i = min{ky, k3}. Como a, 3 € F(Z) necesariamente 7 > % y para todo j <1i, aAf € A;
por ser A; deductivamente cerrado. Luego a A 3 € F' (Z) El caso de la disyuncién se
trata de manera analoga.

El anonimato y la sistematicidad son evidentes por la definicién de F'.

La tabla siguiente ilustra el fenémeno con N =5

p(1) | p(2) | p3) | p(4) | p(5)
a |1 1 1 1 0
3 |1 1 1 0 0
anB |1 1 1 0 0
avp |1 1 1 1 0

En la tabla anterior podemos observar que ¢ = 3 F' y que para j < 3, a A3 € A;
luego a A B € F(Z) .



CAPITULO 2

ENFOQUE BASADO EN PREMISAS

Nosotros consideramos un conjunto de individuos N de cardinalidad |N| > 2y
funciones de agregacion de juicios del tipo F' : DV — 2% con codominio D y D* como

N
casos particulares y denotaremos a los perfiles (4;);en por A.

Vamos a asumir que P C X es una subagenda cerrada por negacion.

—

Definiciéon 2.1 (Independecia sobre P) Para todo p € P y todo Z,A* € DV, si
para todo i € N, p € A; & p € A7, entonces

—

peF(A) & pe F(AY)

Definicién 2.2 (Preservacion de Unanimidad sobre P) Para todo ¢ € P y todo
X, si para todo i € N, @ € A;, entonces p € F(Z)

Definicién 2.3 Sea F : DV — 2% Decimos que F es basado en premisas, si y solo si,

F' es independiente sobre P y preserva unanimidad sobre X.

Definicién 2.4 Sea F : DY — 2X. Decimos que F es basado en conclusiones, si y sélo

si, F' preserva unanimidad sobre X\P.

Para ver ejemplos de los dos enfoques, consideremos la funcién Fyp la funcién que
se basa en la mayoria de votos sobre las premisas y la funciéon Fi;c que se basa en
la mayoria de votos sobre las conclusiones. Més precisamente, dado N de cardinalidad
finita, para cada perfil Z € DY, nosotros definimos F MP(Z) de la manera siguiente:
Phnaj={peP:|{i:pe A} > |N|/2}, y entonces ponemos

—
FMP(A) = Pmaj U {(,D S X\P : Pmaj F (p} U (ﬁAl)

11
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Fire, se define de la siguiente manera
— .
Fuo(A) ={p e X\P:[{i:pe Ai}| >[N|/2}

N
para cada perfil A € DV,

Ilustremos el comportamiento de estas funciones con el ejemplo de la paradoja doc-
trinal. Una corte de 3 jueces tiene para decidir si un acusado es responsable (culpable)
de violacion de contrato. Segun la doctrina legal, la corte hayaréa al acusado culpable si
y solo si el contrato es valido y hubo la violacion del contrato. Ahora imagine los tres
jueces 1,2 y 3, votan como se indica en la tabla siguiente sobre esos dos hechos y sobre
la materia derivable de si el acusado es en efecto culpable. El ‘si” o ‘no’ sobre alguna fila

representa el juicio de cada juez sobre el hecho en cuestion.

P Q PAQ
jcontrato valido? | ;violacién de contrato? | jculpable?

si no no

no si no

si si si

Si consideramos las premisas como P, —P, @, —(Q (donde P representa ‘contrato vali-
do’ y @ representa ‘violacion del contrato’) y las conclusiones P A @Q,—=(P A Q) (donde
P A @ representa ‘culpable’), la s funciones Fysp y Fasc son dos formas muy naturales
de agregar los juicios para tomar la decisiéon. Los jueces podrian hacer razonamientos
individuales y entonces agregar los votos sobre la conclusién, la propuesta ‘culpable’.
Si se toma la funcién Fjso la proposicion ‘culpable’ no serfa mayoritaria, y el acusado
saldria libre. Esto es el enfoque basado en la conclusion.

La corte podria hacer que los jueces agreguen sus votos sobre las premisas individuales
(‘contrato valido’ y ‘violacion de contrato’) y dejar que el resultado sobre esas premisas
determine la conclusion. Ese es el funcionamiento de Fjre. Como mayoritarimente
se tiene ‘contrato vélido’ y ‘violacién de contrato’, el resultado en este caso es que el

acusado seria hallado culpable. Esto es justamente el enfoque basado en premisas.

Definicién 2.5 Decimos que F' es una oligarquia sobre P si existe un conjunto no
vacio M C N (los oligarcas) tal que, para todo Ae DN, F(Z) NP =Niem(A;NP).
Decimos que F' es una dictadura sobre P, si F' es una oligarquia sobre P con M = {i}

para algin i. Un tal © se llama el dictador sobre P.
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Cuando F es una oligarquia [resp. dictadura] sobre X (es decir, el conjunto P son

todas las proposiciones) decimos que F' es una oligarquia (global) [resp. dictadura (global)]

Definicién 2.6 (Sistematicidad sobre P) Decimos que F' es sistemdtica sobre P si
—
para todo p, p* € P y perfiles cualesquiera X,A* € DN, sipara todoi € N, peA; &

—

.
p* € A, entonces p € F(A) & p*e F(A")

Definicién 2.7 (Monotonia sobre P) Decimos que F' cumple monotonia sobre P si
para todo p € P y perfiles cualesquiera Z,ﬁ € DN, si para todoi € N, pe A; =
p €A, ypara algin j € N, p ¢ Aj yp € A3, entonces p € F(Z) =p€ F(F)

Definicion 2.8 A un subconjunto C C N lo llamaremos una coalicion. Diremos que

un conjunto de coaliciones D C 2V es:

i) cerrado por super conjunto si para coaliciones cualesquiera C,C* si C € D y
C C C* entonces C* € D;

ii) cerrada por interseccion si para coaliciones cualesquiera C,C* si C,C* € D en-
tonces C N C* € D;

i11) completo si para toda coalicion C' se tiene que C' € D o bien N — {C} € D.

Definicion 2.9 Decimos que D es un filtro si es cerrado por super conjunto, cerrado
por interseccion, ) ¢ D y D # ().

Definicion 2.10 Decimos que D es un ultrafiltro si es un filtro completo.

Para cualquier funcion de agregacion de juicios F' : DV — 2% nosotros decimos que
D C 2V determina F sobre p € P si

VA, peF(A)s{i:pcAleD (1)

En tal caso denotaremos D por Cf; . Si ademaés el mismo D determina F' sobre cada

p € P, diremos que D determina F' sobre P y denotamos a ese conjunto por C}I; .

Definicién 2.11 Para cualquiera o, € X, diremos que ¢ implica condicionalmente
Y, denotado ph1), si existe un conjunto (posiblemente vacid) Y C X tal que YU{p} F ¢
y ambos Y U{p} y Y U {4} son consistentes.

Definiciéon 2.12 Sea Z C X. Definimos Y-z como el conjunto (Y\Z)U{—p :p € Z},
es decir el conjunto obtenido de 'Y quitdndole Z y agregdndole la negacion de las formulas
de Z
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Ejemplo 2.1 Sea X = {p,q,p — q,...} finito y cerrado por negacion, y veamos que
(p — q)b~q, para ello basta tomar Y = {p} ya que {p} U{p — q} F q y Y es consistente

con p— q y con —q

Condiciones sobre las premisas P.

a) Existe un conjunto minimal inconsistente ¥ C X tal que |Y N P| > 3.

b) Existe un conjunto minimal inconsistente Y C X tal que Y.z es consistente para

algtin conjunto Z C Y N P de cardinalidad par.

c) Para todo p,q € P, existe una sucesion pi,...,pr € P (k > 2) tal que p =

pibpab .. ok = g

Ejemplo 2.2 Sea X = {p,q,p — q,...} finito y cerrado por negacion. Sea P =
{p,¢,p — q,—p,—q,—~(p — q)}. Veamos que P cumple las condiciones anteriores.

Para la parte (a) sea’Y = {p,p — q,—q}, claramente Y es inconsistente y notemos que
cualquier formula proposicional que extraigamos de'Y lo hace consistente, y |Y N P| > 3.
Para la parte (b) sea Z = {p,—~q} CY NP yY.z ={p — q,q,7p} es consistente, ya
que Y-z = {p — q} U{-p,q}.

Para la parte (c) veamos que ph—p, en efecto ppo—gh—p, y sea Y = {p—q} v Y U{q}
es consistente. De manera andloga se hace la prueba para los otros elementos de P.

Teorema 2.1 Suponga que N es finito con |N| > 3. Entonces,

1. P satisface (a), (b) y (c), si, y sélo si, para cada F : DN — D*, funcidn de
agregacion de juicios, si F' es basada en premisas sobre P, entonces F es una

oligarquia sobre P.

2. P satisface (a), (b) y (c), si, y sélo si, para cada F : DN — D, funcion de agre-
gacion de juicios, si F' es basada en premisas sobre P, entonces F es dictatorial

sobre P.

La demostracion del teorema precedente necesitara de 9 lemas que enunciamos més

abajo y cuyas pruebas se realizaran posteriormente.

Lema 2.1 Una funcion de agregacion de juicios F : DN — 2% es

(i) independiente sobre P, si y sdlo si, para cada p € P, existe Cf C 2N generando F

sobre p;

(ii) sistemdtica sobre P, siy sdlo si, existe C5 C 2V generando F sobre P
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Lema 2.2 Sea F : DV — D* una funcion de agregacion de juicios independiente sobre
P. Entonces, para todo p € P y todo C C N, si C € Cg, entonces N\C' ¢ Cfp, Y St
ademds F : DN — D, wale el reciproco. Ademds, N € Cf y 0 ¢ Cf st F' preserva

unanimidad.

Lema 2.3 Supongamos que (b) se cumple. Entonces, si una funcion de agregacion de
juicios F : DN — D* es sistemdtica sobre P y preserva unanimidad, Cg es cerrado por

super conjunto.

Lema 2.4 Supongamos que (a) y (b) se cumplen. Entonces, si una funcion de agre-
gacion de juicios F : DN — D* es sistemdtica sobre P y preserva unanimidad, CE es

cerrada por interseccion.

Lema 2.5 Supongamos que (a) y (b) se cumplen. Entonces,

1. Si una funcion de agregacion de juicios F : DN — D* es sistemdtica sobre P y
preserva unanimidad, C}I; es un filtro, y para N finito, F' es una oligarquia sobre

P.

2. Si una funcion de agregacion de juicios F : DN — D es sistemdtica sobre P y
preserva unanimidad, Cf; es ultrafiltro, y para N finito, F' es una dictadura sobre
pP.

Lema 2.6 Siuna funcion de agregacion de juicios F': DN — D* es independiente sobre
P y preserva unanimidad, entonces para todo p,q € P, si ppoq entonces C, C Cq. Si

ademds (c) se cumple, F' es sistemdtica sobre P.

Lema 2.7 Si |[N| >3 y (a) no se cumple, entonces existe una funcion de agregacion de
juicios F : DN — D que es sistemdtica (por tanto independiente) sobre P, mondtona

sobre P y preservando unanimidad, y tal que C}I; no es un filtro.

Lema 2.8 Si|N| >3 y (b) no se cumple, entonces existe una funcion de agregacion de
juicios F : DN — D que es sistemdtica (por tanto independiente) sobre P 1y preservando

unanimeidad, y tal que Cf; no es un filtro.

Lema 2.9 Supongamos que (c) no se cumple, entonces existe una funcion de agregacion
de juicios F' : DN — D que es independiente sobre P y preservando unanimidad, y tal

que Cf no es el mismo para todo p € P.

Demostraciéon del Teorema 2.1
Supongamos que P satisface (a), (b) y (c). Supongamos ademéas que F' es basada en
premisas. Por el lema 2.6 F' es sistematica. Por el Lema 2.1 Cf; determina F' sobre P.

Por el Lema 2.5, C}I; es un filtro en el caso en que el codominio de la funcién es D* y
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cuando N es finito F' es una oligarquia. Esto prueba la direcciéon sdlo si de la parte 1
del teorema. Si el codominio es D por el Lema 2.5, Cf; es un ultrafiltro y cuando N es
finito F' es una dictadura. Esto prueba la direcciéon sdlo si de la parte 2 del teorema.
Ahora veamos la direccién si de ambas partes. Razonando por el absurdo, supong-
amos que P no satisface alguna de las condiciones (a), (b) y (c).
Si (a) falla, por el lema 2.7 existe una funcion de agregacion de juicios sisteméatica y
basada en premisas de tipo F': DV — D tal que Cg no es un filtro, y por el lema 2.5
se tiene que F no es oligarquia (resp. no es dictatorial) lo cual es una contradiccion.
Si (b) no se cumple aplicamos el lema 2.8 para mostrar que existe una funcion de agre-
gacion de juicios sistematica y basada en premisas de tipo F : DV — D tal que CE no
es un filtro, y por el lema 2.5 se tiene que F' no es oligarquia (resp. no es dictatorial) lo
cual es una contradiccion.
Si (c) no se cumple aplicamos el lema 2.9 para mostrar que existe una funciéon de agre-
gacion de juicios basada en premisas de tipo F' : DY — D que no puede ser repre-
sentada por un conjunto CE y luego tiene que F' no puede ser oligarquia lo cual es una

contradiccion. i

A continuacién enunciamos otra condiciéon sobre las premisas P que permite refinar

el Teorema 2.1:

(d) Para todo S C P que es consistente y completo con respecto a P, y todo ¢ € X,
SFeoSk-p.

Teorema 2.2 Suponga que N es finito con |N| > 3. Entonces, P satisface (a), (b), (c)
y (d) siy sdlo si para toda funcion F : DV — D, si F es basada en premisas sobre P

entonces F' es globalmente dictatorial.

Este teorema se prueba con la ayuda del Teorema 2.1 y los lemas que a continuacién

enunciamos.

Lema 2.10 Supongamos que (d) se cumple. Si una funcion de agregacion de juicios

F: DN — D es una dictadura sobre P, esta es una dictadura (global).

Lema 2.11 Sea N finito y (d) no se cumple, entonces existe una funcion de agregacion
de juicios F': DV — D que es sistemdtica (por tanto independiente) sobre P y preserva

unanimidad, pero no es una dictadura.

Prueba del teorema 2.2
=) Por el teorema 2.1 y el lema 2.10 se tiene que F' es una dictadura.

<) Por el teorema 2.1 ya sabemos que (a), (b) y (c) se cumplen. Falta ver que (d)
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se cumple. Si no fuese asi, entonces, por el lema 2.11, se puede construir F' del tipo

F : DV — D no dictatorial y basada en premisas, lo cual es una contradiccion. i

Tenemos también algunas variantes del Teorema 2.1.

Teorema 2.3 Suponga que N es finito con |N| > 3, entonces,

1. P satisface (a) y (b) si, y sdlo si, para cada F : DN — D* funcion de agregacion
de juicios si es sistemdtica sobre P y preserva unanimidad sobre P entonces F es

una oligarquia.

2. P satisface (a) y (b) si, y solo si, para cada F : DN — D funcion de agregacion
de juicios si es sistemdtica sobre P y preserva unanimidad sobre P entonces F es

una dictadura.

Prueba: Parte (1)
(=) Por el lema 2.5 C£ es un filtro y como N es finito F' es una oligarquia.
(<) Supongamos que (a) o (b) no se cumplen.
Si (a) falla, por el lema 2.7 existe una funcion de agregacion de juicios sistematica y
basada en premisas de tipo F': DV — D tal que C}I; no es un filtro, y por el lema 2.5
se tiene que F' no es oligarquia lo cual es una contradiccion.
Si (b) no se cumple aplicamos el lema 2.8 para mostrar que existe una funciéon de
agregacion de juicios sisteméatica y basada en premisas de tipo F' : DY — D tal que
CE no es un filtro, y por el lema 2.5 se tiene que F' no es oligarquia lo cual es una
contradiccion.

Parte (2):
(=) Por la segunda parte del lema 2.5 C es un ultrafiltro y como N es finito F' es una
dictadura.
(<) Supongamos que (a) o (b) no se cumplen.
Si (a) falla, por el lema 2.7 existe una funcion de agregacion de juicios sistematica y
basada en premisas de tipo F': DY — D tal que Cf; no es un filtro, y por el lema 2.5 se
tiene que F' no es oligarquia por lo tanto no es dictatorial, lo cual es una contradiccion.
Si (b) no se cumple aplicamos el lema 2.8 para mostrar que existe una funcion de agre-
gacion de juicios sistematica y basada en premisas de tipo F' : DV — D tal que Cg
no es un filtro, y por el lema 2.5 se tiene que F' no es oligarquia por lo tanto no es

dictatorial, lo cual es una contradiccion. i

La segunda variante del Teorema 2.1 es la siguiente:

Teorema 2.4 Suponga que N es finito con |[N| > 3, entonces,
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1. P satisface (a) si, y solo si, para cada F : DV — D* funcién de agregacion de
Juicios que es sistemdtica sobre P, mondtona sobre P y preserva unanimidad sobre

P, es necesariamente una oligarquia sobre P.

2. P satisface (a) si, y solo si, para cada F : DN — D funcion de agregacion de
juicios que es sistemdtica sobre P, mondtona sobre P y preserva unanimidad

sobre P, es necesariamente una dictadura sobre P

Para probar este teorema necesitamos unos lemas més, a saber:

Lema 2.12 Supongamos que P cumple (a) y que F : DN — D* es mondtona. Entonces,
St una funcion de agregacion de juicios F' es sistemdtica sobre P y preserva unanimidad,

Cf; es cerrada por interseccion.

Lema 2.13 Supongamos que (a) se cumple y que F' es mondtona.

1. Si una funcion de agregacion de juicios F : DN — D* es sistemdtica sobre P y
preserva unanimidad, Cf; es un filtro, y para N finito, F' es una oligarquia sobre
P

2. Si una funcion de agregacion de juicios F : DN — D es sistemdtica sobre P y
preserva unanimaidad, Cﬁ es un ultrafiltro, y para N finito, F' es una dictadura
sobre P

Prueba del teorema 2.4

Para la parte (1) tenemos:

(=) Por el lema 2.12 CE es cerrada por interseccién y por el lema 2.13 Ck es un filtro y
por tanto una oligarquia.

(<) Se deduce inmediatamente del Lema 2.7.
La parte (2) se hace de manera totalmente analoga. i

Finalmente consideramos la siguiente variante del Teorema 2.1

Teorema 2.5 Suponga que N es finito con |N| > 3, entonces

1. P satisface (a) y (c) si, y sélo si, para cada F : DV — D* funcion de agregacion
de juicios es independiente sobre P y mondtona sobre P y preserva unanimidad

sobre P entonces F' es una oligarquia sobre P.

2. P satisface (a) y (c) si, y solo si, para cada F : DN — D funcién de agregacion
de juicios es independiente sobre P y mondtona sobre P y preserva unanimidad

sobre P entonces F' es una dictadura sobre P.
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Prueba: Parte (1).
(=) Por el lema 2.6 F es sistemética. Por el lema 2.12 C£ es cerrada por interseccién y
por el lema 2.13 parte 1, CE es un filtro y por tanto una oligarquia.
<) La demostracion es anéloga a la demostracion (<) del Teorema 2.1.

Parte (2) del teorema 2.4:
=) Por el lema 2.6 F es sistematica. Por el lema 2.12 C§ es cerrada por interseccion y
por el lema 2.12 parte 2, Cg es un ultrafiltro y por tanto una dictadura.

<) La demostracion es anéloga a la demostraccion (<) del Teorema 2.1. i
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CAPITULO 3

PRUEBAS

-
Notacion: Dado (4;) un perfil cualquiera lo denotaremos por A, y para cada

pEP, NpA denotara al conjunto {i € N : p € A;}. Para cada Z C X, —Z sera determi-
nado por el conjunto {—p: p € Z}.

Recordemos que P C X es una subagenda cerrada por negacién y que F' sea sis-
temética sobre P quiere decir que, para todo p, p* € P y perfiles cualesquiera Z’, ﬁ €
DN siparatodoi € N, pe A; & p* € A, entonces p € F(Z) & phe F(?)

Y que F sea independiente sobre P si para todo p € Py todo X, E € DV si para cada
iGNpGZ@)pGE‘),entoncespéF(Z)@peF(f‘)).

Dados F : DV — 2% una funcion de agregacion de juicios y p una formula, conside-

remos los siguientes conjuntos de coaliciones, determinados por ellos:
— —
D, ={CCN:3A, {i:peA}=C N peF(A)}
D, ={CCN:VAecDV {iipcA}=C =pecF(A)}
— —
D:={CCN:VpePVAecDN {i:pcA}=C =pcF(A)}

En los siguientes dos resultados mostraremos que estos conjuntos caracterizan, en

cierto modo, la independencia y la sistematicidad de F' sobre una subagenda P.

Proposiciéon 3.1 Sea F : DN — 2% wuna funcion de agregacion de juicios y P una

subagenda. Entonces:
(i) F independiente sobre P si, y sdlo si, para cada p € P se tiene que D, = D_p.

(ii) F es sistemdtica sobre P si, sélo si, para cada p € P se tiene que D, = D.

21
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Prueba:

(1)

Supongamos que F' es independiente sobre P y consideremos p € P, arbitrario.
Si C' € D, entonces existe A e DN talque C = {i:pc A} ypc F(Z)
Consideremos B un perfil cualquiera tal que C' = {i : p € B;}, y notemos que,
para cada i € N, p € A; si, y sblo si p € B;. De esta forma, como p € F(Z), y en
virtud de que F' es independiente sobre P, se tiene que p € F (§), mostrandose
que C € D_p. Por otro lado, si C € D_p entonces para cada perfil Z, con C' = {i:
p € A;}, se tiene que p € F (Z) Asi, basta considerar A un perfil tal que para
cada i € N, p € A; siempre y cuando i € C.

Reciprocamente, supongamos para cada p € P se tiene que D, = D,, y mostremos
que F' es independiente sobre P. Sean p € P,y (4;), (B;) perfiles cualesquiera,
y supongamos que para cada i € N, se tiene que p € A; si, y sblo si, p € B;.
Supongamos que p € F(A;) y sea C = {i : p € A;}. De esta manera C € D, = D,,,
y puesto que C' = {i : p € B;} se tiene que p € F(B;). Analogamente se demuestra
que si p € F(B;) entonces p € F(A;). Luego F' es independiente sobre P.

Supongamos que F' es sistematica sobre P y consideremos p € P, arbitrario. Si
C € D,, entonces exist_fz A e DN tal que C = {i : p€ A} yp¢€ F(Z)
Consideremos o € Py B cualesquiera, tales que C'= {i : o € B;}, y notemos que,
para cada i € N, p € A; si, y sOlo si 0 € B;. De esta forma, como p € F(Z), y en
virtud de que F' es sistemaética sobre P, se tiene que o € F (ﬁ), mostrandose que
C € D. Por otro lado, si C' € D, para cada perfil Z, con C' = {i:p€ A;}, se tiene
que p € F(Z) Asi, basta considerar A un perfil tal que para cada i € N, p € 4;

siy solo si ¢ € C, lo cual muestra que C € D,,.

Reciprocamente, supongamos para cada p € P se tiene que D, = D, y mostremos
que F' es sistematica sobre P. Sean p,p* € P,y Z, B perfiles cualesquiera, y
supongamos que para cada i € IV, se tiene que p € A; si, y sblo si, p* € B;. Si
pE F(Z), considerando C' = {i : p € A;} tenemos que C € D, = D, y puesto que
C = {i: px € B;} se tiene que p* € F (E)) De manera similar se demuestra que si

p* € F(ﬁ) entonces p € F (Z) Luego F' es sistematica sobre P.

Lema 3.1 Una funcion de agregacion de juicios F : DN — 2% es

1.

2.

independiente sobre P, st y solo si, para cada p € P, existe Cf C 2V generando F

sobre p;

sistemdtica sobre P, si y solo st, existe Cf; C 2V generando F sobre P
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Prueba: Para la parte (i), para cada p € P basta considerar C’f = D,, donde D, es
el conjunto de la proposicion anterior, mientras que para la parte (ii) basta considerar

CE =D, donde D es el conjunto de la proposicion anterior. |

Lema 3.2 Sea F : DV — D* una funcion de agregacion de juicios independiente sobre
P. Entonces, para todo p € P y todo C C N, si C € Cg, entonces N\C ¢ Cfp, Y
si ademds F : DN — D, vale el reciproco. Ademds, N € Cf y ¢ Cf st F' preserva

unanimidad.

Prueba: Como C € Cg, existe un perfil A tal que :
—

peA siieCypédA siigCypeF(A)

Veamos que N\C ¢ CE .
Por reduccién al absurdo, supongamos que N\C' € Cfp. Asi —p € F(Z) Luego p,—p €
F (Z), pero F' (Z) es consistente. Contradiccion.
Reciprocamente, supongamos que N\C' ¢ Cfp, y sea A un perfil tal que N\C = {i :
—p € A}
{i:—pe A} ¢ Cgf’ entonces —p iF(Z) _
Notemos que F(A) € D. Asi F(A) es consistente y completo, y como —p ¢ F(A), se
tiene que p € F(Z) ie C € Cf. Supongamos que § € CE y que p € P y para cada
A € DV si para cada i € N p ¢ A; entonces se tiene que —p € A;, asi por unanimidad
-p € F(Z) y por tanto N € C5. 1

Proposicion 3.2 Sea Y C X un conjunto minimal inconsistente y sea p € Y entonces

Yﬁ{p} es consistente.

Prueba: Supongamos que Y_,3 = Y'\{p} U {—p} es inconsistente, entonces se tiene
que Y\{p} U{=p} F —p. Asi Y\{p} F p F —p y por tanto Y\{p} F —p lo cual es una

contradiccion ya que Y'\{p} es consistente.

Proposicion 3.3 Asuma (b). Entonces existe un conjunto minimal inconsistente Y C

X y distintas premisas p,q € Y N P tal que Y_y, oy es consistente.

Prueba:

Por (b), existe al menos un par (Y, Z) formado por un conjunto minimal inconsis-
tente Y C X y un conjunto de premisas de tamano par Z C Y N P tal que Y_z es
consistente. Entre esos pares escojamos un (Y, Z) tal que Z tenga el menor tamano. Si

|Z| = 2, esta listo, ya que Z # (), si no se tendria que Y_(gy =Y y seria consistente lo
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cual es una contradiccion, ya que Y es inconsistente.

Asi asumamos que |Z]| > 2. Tomemos dos elementos distintos p,q € Z. Por la condi-
cion de minimalidad en la eleccion de Y y Z, vamos a ver que, el conjunto Y_g,
es inconsistente, ya que si no Z = {p, ¢} seria de tamano minimo una contradiccion.
De hecho vamos a ver que Y_, 1 es minimal inconsistente. En efecto este es minimal
inconsistente por el siguiente argumento. Existe un subconjunto minimal inconsistente
W C Y_y, 3 Por definicion de inconsistente (ya que todo conjunto inconsistente posee un
subconjunto finito minimal inconsistente), y deseamos mostrar que W = Y. (p,qy- Ambos
—py —q estan en W de lo contrario W podria ser incluido en los conjuntos consistentes
Yolap ¥ Yop-

En efecto si =p ¢ W entonces W C Y'\{p,q} U {—q} C Y_;4 que es consistente por la
proposicion 3.2, de manera similar se prueba que si =g ¢ W entonces W C Yo

El conjunto Wﬁ{ﬁp’ﬁq} es inconsistente por la condicién de minimalidad sobre la eleccién
de Y y Z. De esto se deduce que Y = Wﬁ{ﬁpﬁq}, {-p-q} © Y
que es inconsistente lo cual contradice la elecciéon de que Y es minimal inconsistente.
Sea Y =Y'U{p,q} donde Y' =Y — {p, q},

W =W'U {-p, ~q} donde W' C Y’

Wop—gt = W U{p,q} =Y U{p,q}, por tanto Y_g, » = W como deseamos.

si no se tendria que W_

Ahora, en el conjunto minimal inconsistente Y_,, ;1, negamos los miembros de Z \{p, q};
es decir, sea Y' = Y. v = Y\{p,q} U {-p,~q}, sea Z' = Z\{p,q} entonces Y’ ,, =
Y\{p, I\(Z\{p, a})U{-p, ~q}U{~t : t € Z\{p,q}} = Y\ZU{~t:t € Z} = Y-z estonos
conduce a Y.z que es un conjunto consistente por las elecciones de Y, Z. Pero esto con-
tradice la condicién de minimalidad de Z en esta eleccion, porque Z\{p,q} C Y-, 4 NP

es par y tiene menor cardinalidad que Z.

Lema 3.3 Supongamos que (b) se cumple. Entonces, si una funcion de agregacion de
pong q 14 ) greg
juicios F : DN — D* es sistemdtica sobre P y es undnime, Cg es cerrada por super

conjuntos.

Prueba: Sea F' como se especifica. sea Y, p,q como en la proposiciéon anterior. Con-

sideremos con C € CE y C C C*. Mostraremos que C* € CJI;. Ahora por el lema 3.1 es
— — —

suficiente para la prueba seleccionar un A y un r € P tal que C = N2 y r € F(A).

Extenderemos los conjuntos consistente Y_ g1, Y1y v Y. g, ;1 @ conjuntos de juicios
=

en D, resp Ayﬂ{p},Ayﬂ{q} y Ayﬁ{m} y consideramos el perfil B € DV definido por

Ay, stiel

Bi={ Ay, siieC"\C

Ay, siie N\C*
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Ahora, F(ﬁ) contiene a q pues qu = C € CE, ytodo ¢ € Y\{p,q}, pues N, = N el
lema 3.2 luego Y\{p} - F(B) La inconsistencia de Y asegura que Y \{p} F —p, por lo
tanto —p € F(B) por la suposicién de que F(B) € D*. Asi {i: =p € B;} € CE. Ahora
bien note que -p € Ay, "p€ Ay v P ¢ Ay - Asi {i:—p € B;} = C*. Luego

C* e Cf; como queriamos.

Lema 3.4 Supongamos que (a) y (b) se cumplen. Entonces, si una funcion de agregacion
de juicios F': DV — D* es sistemdtica sobre P y es undnime sobre X, Cg es cerrada

por interseccion.

Prueba: Supongamos que se cumple (a) y (b). Sea F' sistematica y unanime sobre P,y
sea Cf; el conjunto que determina F' , y tomemos C,C* € Cg . Tomamos Y C X satisfa-
ciendo la condicion (a), entonces existe al menos tres formulas distintas p,q,r € Y N P,
tales que los conjuntos Y_ gy, Y_ (41, Yo ;) son consistente por la inconsistencia minimal

de Y y la proposiciéon 3.2

Por tanto, existe A € D' como sigue:

» Para todo 1 € C N C*, A; extiende Y_ ¢y
= para todo i € C*\C, A; extiende a Y,y
= para todo i € N\C*, A; extiende a Y_

La unanimidad asegura que Y'\{p,q,r} C F(A) Notemos que q € F(A) porque
Nq = (CNC*U(CH\C) = C* € CE y también r € F(A) porque NT,A = (CnN
C*) U (N\C*) 2 C € CE y CE es cerrado por super conjunto por el lema 3.3. Asi,
Y\{p} C F(Z), como Y es minimal inconsistente y p € Y, Y\p F —p. Asi —p € F(Z)
pues F(Z) € D*, i.e es cerrado por deducciéon. Por lo tanto NXP = CNC* esta en CJI;,
como deseamos probar.

Observacion: Si N es finito cada filtro es generado por algin M C N. Sea F
un filtro y sean A, B € F entonces AN B € F, luego por induccién tenemos que si
A1,..., A, € Fentonces M = AyNAyN...NA, € F(x). y cada ultrafilto es el conjunto
de super conjunto de {i} para algin i € N.Sea U un ultrafiltro y sea M C N sea
{a} € M si {a} € U esta listo, supongamos que {a} ¢ U entonces por (*) se tiene que

{a} ¢ M lo cual es una contradiccion.

Lema 3.5 Supongamos que (a) y (b) se cumplen. Entonces,

1. Si una funcion de agregacion de juicios F : DN — D* es sistemdtica sobre P vy es

undnime, CE es un filtro, y para N finito, F' es una oligarquia sobre P.
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2. Si una funcion de agregacion de juicios F : DV — D es sistemdtica sobre P y es

undnime, Cf; es ultrafiltro, y para N finito, F' es una dictadura sobre P.

Prueba: Supongamos que (a) y (b) se cumplen. Sea F' sistemética sobre P, y unanime.
Sea Cg el conjunto que determina F'. Del lema 3.2, Cg no contiene al ), y del lema 3.3
y 3.4, CE es cerrado por super conjunto e intersecciéon. Por tanto C}I; es un filtro. Si
ademas F : DV — D, el lema 3.2 implica que Cg es un ultrafiltro. Si NV es finito por
la observacién anterior tenemos que, cada filtro es el super conjunto de algin M C N,
y cada ultrafiltro el conjunto de super conjuntos de {i} para algin i € N; asi F' es una

oligarquia o una dictadura respectivamente.

Lema 3.6 Si una funcion de agregacion de juicios F : DN — D* es independiente sobre
P y es undnime, entonces para todo p,q € P, si pfvq entonces Cf - Cf. Si ademds (c)

se cumple, F es sistemdtica sobre P.

Prueba: Sea F' independiente sobre P y unanime. Consideremos p,q € P y los gener-
adores Cllj , C{ . Supongamos que ppq, y sea C' € Cllj . Por definicion de v, existe Y € X
tal que Y U {p} v Y U {—q} son consistentes, y Y U {p, ¢} es inconsistente, en efecto
tenemos que phvq entonces existe Y C X tal que YU {p} Fqy Y U{p}y Y U{~q}
son consistente es decir que Y U {p} pertenece a los modelos de ¢ por tanto no puede
pertenecer al mismo tiempo a los modelos de —¢, por tanto Y U {p,~q}. Ademas la
ultima afirmacion implica que Y U {p,q} y Y U {—p, —q} son consistentes. Sea A e DN
como sigue:

- Para todo i € C, A; extiende a Y U {p, q}. Asi podemos definir si i ¢ C' A; extiende a
Y U {-p,q}.

Con este perfil, Y C F(Z), por unanimidad, y p € F(Z) porque {i:p € A;} =C € Cf.
También ¢ € F(Z) ya que Y U {p} ¢ F(Z) es cerrada por deduccion (F(Z) € D¥).
Porque Nq‘—4> = (), tenemos que C € Cf , como querfamos probar.

Suponga que (c) se cumple. Entonces, para todo p,q € P, la sucesion de implicaciones
condicionales ppope, ..., pr_1fq por esta condicién que conlleva por lo anterior a una
sucesion de inclusiones, Cf ccrk cth C Cf , vy entonces para Cf = Cf analoga-

P2y VPRt
mente se prueba que Cf C Cg , por el lema 3.1, F es sistemética sobre P

Lema 3.7 Si [N| >3 y (a) no se cumple, entonces existe una funcion de agregacion de
juicios F : DN — D que es sistemdtica (por tanto independiente) sobre P, mondtona

sobre P y es undnime, y tal que C}I; no es un filtro.

Prueba: Sea |[N| > 3,y supongamos que no se cumple (a). Entonces existe una coali-
cion M C N de cardinalidad impar con |M| # 1. Para cualquier A € DV, definimos
el conjunto B = (NienyA4;)U{pe P:|{ie M :pe A;}| >|M|/2}, (En palabras, B es

la coleccién de todas las formulas unanimente aceptadas y todas las premisas aceptadas
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por una mayoria en M). Nosotros mostraremos que B es consistente. Si no, por com-
pacidad, B tiene un conjunto minimal inconsistente Y C B. Y como ademas (a) no se
cumple, se tiene que |[Y N P| < 2, y veamos que Y N P # (), ya que si suponemos que
Y NP =, se tiene que como Y C NieyA; U{p € P:|{i € M :pe A} > |M|/2}
y por la consistencia de los perfiles y que son completos, se tiene que Y # (), por tanto
Y NP #0,y ahora si suponemos que |Y N P| =1, note que Y =Y UY3 con Y] C A; y
YoC{peP:|{ieM:pec A} > |M|/2}, como Y es inconsistente y Y] es consistente
necesariamente Y es diferente de (. si |Ya| = 1; i.e Y2 = {p} con ]sz NM|>|M|/2, se
tiene que Y7 U Y5 es consistente pues Y7 C A; con i € NpX N M lo cual es una contradic-
cién pues Y es inconsistente.

Por tanto |Y' N P| = 2. Decimos que Y NP = {p, ¢}. Una mayoria acepta p y una mayoria
acepta g en M. Como las dos mayorias se solapan, existen un j € M tal que {p,q} C A;.
Ademés Y U {p,q} =Y con Y1 = NA; y p,q estan en Y3, como {p,q} C A; y Y C Aj,

pues A; es consistente lo cual es una contradiccion, asi B es consistente.

Como B es consistente, nosotros podemos extender B a un conjunto en D; sea F’ (Z)
tal extension. Note que B ya es completo con respecto a P. En efecto sea p € P y supong-
amos que p ¢ B entonces por definicién de B y que los perfiles son consistente tenemos
que [{i € M : —p e A;}| > |M|/2, asi ~p € By se verifica que es completo.
F(A)nP=BnP={peP:|{icM:pc A} >|M|/2}.

Tenemos definida una funciéon de agregacion de juicios F : DY — D que es generada so-
bre P por Ck = {C C M : |C] > |M|/2}. Por el lema 3.1 tenemos que F es sistematica.
Ademas F' preserva unanimidad por construccién y C no es un filtro, no siendo cerrada
por interseccion (tomando por ejemplo dos mayorias de % que intersectados es un

singleton).

Sea M = {aj,as,a3}, sean C' = {ay,as}, C' = {ag,a3}, C,C" € Cf; ylCndC| =
[{as}| =1 # |M]/2, por tanto C N C’ ¢ CE

Lema 3.8 Si [N| >3 y (b) no se cumple, entonces existe una funcion de agregacion de
juicios F : DN — D que es sistemdtica (por tanto independiente) sobre P y preservando

unanimidad, y tal que C¥' no es un filtro.

Prueba: Sea [N| > 3. Asi N contiene al menos tres distintos individuos que seran
etiquetados por 1, 2, 3. Supongamos que (b) no se cumple. Para cualquiera Z’ e DV,
definimos B = By U By, donde By = Ay N Ay N A3y

By ={p € P: p esta en exactamente uno de los conjuntos Aj, Ay, A3}

Probaremos que B es consistente. Supongamos que no, entonces por compacidad existe
un subconjunto minimal inconsistente Y C B. Definimos Y* =Y NPy A7 = A,NP
para todo ¢ € N. Tenemos que Y* # (), de otra forma Y C By C Ay, lo cual es imposible
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pues Y es inconsistente y Aj es consistente. Ahora Y™* puede ser expresado como la

union disjunta de pares de los siguientes conjuntos(los cuales son disjuntos dos a dos):
Zo=Y*NATNASN A3

Z1 = Y* N A\ (45 U 43)]

Zy = Y* NA3\(A7 U A7)

Zy = Y* NA;\(4] U A3)

Debe existir dos conjuntos entre Zi,Zs, Z3, sin perdida de generalidad supongamos

71, Zs, tal que |Z1 U Zs| es par y Zy U Zy # 0. (la primera afirmacion es combinatoria

simple, ya que debemos considerar seis casos verifiquemos que si |Z1 U Zs| es par entonces

Z1, Zy son pares o son impares y si |Z; U Z3| es impar entonces Z; es par y Zs es impar

o viceversa de manera analoga se verifica los otros casos y la segunda una sigue por

contradiccion de la consistencia de Az, pues si Z1 U Zy = () se tiene que Y* C Az, ya que

como 7 = () se tiene que Y* € Ay ya que Z; no esta en By,de manera similar se verifica

que Y* Z Ay, por tanto Y C As lo cual es una contradiccion.) pongamos Z = Z; U Zs.

Como (b) no ocurre, obtenemos una contradiccion si probamos Y.z = (Y\Z) U —Z , es

consistente. Ahora, Y.,z puede ser obtenido como la unién

Y ={Y\Y*)U(Y*\Z)U—~Z donde:

(i) Y\Y*C B; C A3

i) Y \Z=Y*NA; C Ajy

(ii)~Z ={-p:peY*p¢g A5} C{-p:pe€ Pp¢ A5} = A; la ultima igualdad se

cumple como A5 = Az N P contiene exactamente un miembro de cada par p,—p € P.

Poniendo (i), (ii) y (iii) juntos, vemos que Y-z pertenece a A3 y por tanto consistente.

Teniendo que B es consistente, nosotros podemos extender B para ser un conjunto en

D; Este conjunto es nuestra F((4;)ien)-

Como B ya es completo con respecto a P, ya que si para todo p € P si p ¢ B entonces

se tiene que —p esta en Bi, o en By por ser los perfiles consistentes. Por tanto se verifica

que B es completo con respecto a P.

F((Aj)ien)NP=BNP={peP:|N,N{L,2,3} es impar}.

La funcion de agregacion de juicios recién definida F : DN — D es determinada
sobre P por
CE={CCN:|CNn{1,2,3} es impar}

Por tanto F' es sistematica sobre P por el lema 3.1; también es unénime pues
NienA; € By € F((A)ien). Pero CF no es un filtro, claramente no es cerrado por
super conjuntos.

Por ejemplo sea C,C’ C N con C = {1}, C' = {1,2}, C € C' y claramente C € CL y
C’ ¢ CE ya que |C’' N {1,2,3}| es par, por tanto C5 no es cerrado por super conjuntos.
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Lema 3.9 Supongamos que (c) no se cumple, entonces existe una funcion de agregacion
de juicios F : DN — D que es independiente sobre P y es undnime, y tal que Cf no es

el mismo para todo p € P.

Prueba: Supongamos que (c) no se cumple. Supongamos que N contiene dos indi-
viduos distintos, digamos 1 y 2. Para p,q € P, definimos pRq si existe una sucesion
de implicaciones condicionales de p hasta ¢, como en la condicion (¢). Como (c) no se
cumple, hay p,q € P tal que —(pRq), y P puede ser particionado en dos conjuntos no
vacios
Sy ={p € P :pRp}y Se = {p € P : —~(pRp)}, son no vacios, ya que para Sy si
consideramos P = p se tiene que p € S7 y para Sy consideramos p = q y se verifica que
ambos son no vacios.

Note que p fq para todo p € S; y todo g € Ss. (2)
Ya que si no fuera asi por definicion de v tenemos que existe Y C X tal que YU {p} F ¢
es decir que los modelos de Y U {p} pertenece a los modelos de ¢ y por tanto se tendria
que S1 = S5 lo cual es una contradiccion.

Ahora haremos una particién de S7 en los conjuntos:

SH:{p651:ﬁpeSl}ySm:{peslzﬁpesg}
y similarmente para Sa, en los conjuntos
Spr={p€Sa:peSi}ySw={peS:-pe S}
—
Ahora consideramos un perfil cualquiera A € DV, Primero definimos B C P como

sigue: para todo p € P,

peEA sip€e S
pe Ay sip€ Sy
pe AT UAy sip € Sy
peAiNAy sipe So

peEB &

Ahora veamos que B U (A; N Ag) es un conjunto consistente. Supongamos que no;

entonces por compacidad existe un subconjunto minimal inconsistente Y C BU(A1NAs).
Por tanto
phv—q para todo p,q € Y distintos. (3)
En efecto, por definicion de v, tomamos Y’ = Y\{p, ¢} y vemos que Y' U {p} = Y'\{q}
y YU {q} = Y\{p} son consistente por la condicién de minimalidad de Y, solo falta
probar que Y/ U {p} F —q si, y solo si, los modelos de Y\{q} estan contenido en los
modelos de =g, y como Y es inconsistente, luego todo modelo de Y'\{q} tiene que ser
modelo de —¢, porque si no tendriamos un modelo de Y\{q} y de ¢ es decir que Y
seria consistente lo cual es una contradiccién pues Y es inconsistente por hipotesis. Sea
Y*=YnP

(i) Y* & S11 U Sa. Sino, la definicién de B implica que Y* C Ay, y Y C Ay, un
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conjunto consistente.
(i) Y* € S5 U Syy por un argumento similar al anterior.

(i) Y*N S12 # 0. Si no, Y* C S13 U S9e U Sy, v por (i) y (ii), existen p,q € Y* con
p € S11y q € Sag, por tanto también —q € Saa, por (3), pho—g, lo cual contradice

(2).

(iv) Y*NS12 = {r}. Si no existieran r,s € Y* N Sj9, r # s, (3) implicaria que spo—r lo

cual contradice (2).
(v) Y*N Sy = 0. Sino, sea p € Y*N S, entonces por (3) pr—r, lo cual contradice (2).
(vi) Y* N Sy2 = 0 por un argumento similar.

De (iv), (v) y (vi), Y* C {r}uUSa; C {r}U(A; N As), donde la segunda inclusion se
sigue de la definicion de B.
Como Y C Y*U (A1 N Ag), ademés se cumple que Y C {r} U (4; N Ag).
La definicion de B implica que r € Aj or € Ay, donde Y C Ay o Y C Ao, lo cual es

una contradiccién con la consistencia de Ay y Ag

Para todo Z’ € DV, uno puede extender el conjunto consistente B U (A1 N Ag) para
uno en D. Definimos la funcion de agregacion de juicios F : DY — D. Ademés B ya seria
completo con respecto a P, ya que si para cada p € P suponemos que p ¢ B, entonces
tenemos que —p € Ay si —p € S11, 0 7p € Ag si —p € S99, 0 —p 6_141 U Ag si —p € Spo,

0 -p € A; N Ay si—p € Sy, en consecuencia —p € B, tenemos F(A)NP = BN P para
todo Z € DN

De esto se deduce que, para cada p € P, F' es determinada sobre p por algin Cf ,
porCfes{C’QN:1GC’}O{C’QN:1600’2EC’}sipGSl,mientrassipeSg
entonces Cf es {C CN:2e€C}o{C CN:{1,2} CC}, por tanto por el lema 3.1
F es independiente sobre P. F' es unanime pues NjenyA; € A1 N Ay C F(A), se verifica

que Cf no es el mismo para cada p € P

Lema 3.10 Supongamos que (d) se cumple. Si una funcion de agregacion de juicios

F: DN — D es una dictadura sobre P, esta es una dictadura (global).

Prueba: Supongamos que (d) se cumple y F : DN — D es una dictadura sobre P.
Sea j el dictador sobre P. Sea G : DV — D una dictadura sobre X con dictador j. Para
mostrar que F' = G, consideramos algin A e DV y mostramos que F (Z) = G(Z)
Como F(Z) y G(Z) estan en D, esto es suficiente para mostrar que F(Z) C G(Z) En
efecto sea p € Py supongamos que p € G(Z) yp ¢ F(Z) entonces —p € F(Z) C G(Z),

— —
es decir que p,—p € G(A) lo cual es una contradiccién pues G(A) es consistente.
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Consideremos algin ¢ € F(Z) Sea § = F(Z) N P. Por (d), tenemos que S F ¢ o
S F —p. Esto no puede ser que S F -, pues de otra forma F(Z) contendria —¢ por
ser deductivamente cerrado, por tanto ser inconsistente. Asi S - ¢. Por definicion de G,

— — — —
G(A)NP = F(A)N P, donde G(A) NP = S. Asi también G(A) implica ¢. Como

G(Z) es deductivamente cerrado, ¢ € G(Z), como deseamos.

Lema 3.11 Sea N finito y (d) no se cumple, entonces existe una funcion de agregacion
de juicios F': DV — D que es sistemdtica (por tanto independiente) sobre P y preserva

unanimidad, pero no es una dictadura.

Prueba: Si (d) no se cumple, existe un conjunto S que es completo con respecto a P
y tal que para algin ¢ € X\P, ambos S U {¢} y SU{—¢} son consistentes. Estos dos
conjuntos pueden ser extendidos, asi que existen B, B’ € D con BN P = B’ N P, pero
B # B'. Sea F : DV — D definida por la condicién que para todo A e DV,

F(Z) o B si Ay =B’ y A; = B para todo i € N\{1}
a A1 en otro caso

Esta F' es unanime, pues para todo ¢ € X si para cada A € DV, si para cada
1 € N, p € A; tenemos que ¢ € B 0 ¢ € A;, en consecuencia, ¢ € F(Z), pero no es
una dictadura, veamos primero que 1 es un dictador sobre P, pero no es un dictador
global. Consideramos F(Z) NP=A;NP=BNP=DB'NP, es cualquier caso, asi 1 es
el dictador sobre P, pero no es un dictador global ya que si consideramos los siguientes
perfiles, F(B',B,...,B) = By F(B,B’,...,B’) = B notamos que 1 no es dictador y
para i # 1 tampoco es dictador, asi F' no es una dictadura, F' es sisteméatica sobre P

por el lema 3.1 con el generador Cf; = {1} y por tanto independiente sobre P.

Lema 3.12 Supongamos que F : DN — D* es mondtona y sistemdtica sobre P entonces

CE es cerrada por super conjuntos.

Prueba: S@) C e Cf si, y soélo si, existe A tal que NE.
Sea C' C C* A es tal que para todo i € C*\C pasa que p ¢ A;.
A; si 1eC
Consideremos el siguiente perfil B; = ¢ A, si i€ C*\C
A; siie N\C*

donde A, es consistente y completo.

paratodot € N pe A; = pe B;
Luego por monotonia tenemos que existe un j € N con p ¢ A;, y p € Bj, entonces
— — —

p € F(A) = p € F(B). Asi por sistematicidad tenemos que NPB = C* € CE y se

verifica que es cerrado por super conjuntos.
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Lema 3.13 Supongamos que (a) se cumplen y F' es mondtona. Entonces, si una funcion
de agregacion de juicios F : DN — D* es sistemdtica sobre P y es undnime sobre P,

CE es cerrada por interseccion.

Prueba: Supongamos que se cumple (a). Tomamos F como se especifica, y sea CF
el asociado a F' , y algunos C,C* € CJI;. Tomamos Y C X como en (a), entonces ex-
iste al menos tres pares distintos de formulas p,q,r € Y N P, tales que los conjuntos

Yo i1, Yoqqy, Yoqry son consistente por la inconsistencia minimal de Y

Por tanto, existe (4;)ien € DV como sigue:

» Para todo i € C'NC*, A; extiende Y_ gy
= para todo i € C*\C, A; extiende a Y_ 1,y

= para todo i € N\C*, A; extiende a Y_ (g

Por unanimidad asegura que Y\{p,q,7} C A. Por tanto ¢ € A porque N, =
(CNC*U(C\C)=C*eCEyre Aporque N, = (CNC*U(N\C*) D2 CelChy
CE es cerrado por super conjunto por el lema 3.12. Asi, Y\{p} C Ay —p € A como Y
es inconsistente y A € D*. Esto implica que C N C* € CE , como deseamos probar.

Lema 3.14 Supongamos que (a) se cumplen y F' es mondtona. Entonces,

1. Si una funcion de agregacion de juicios F : DV — D* es sistemdtica sobre P y es

undnime, CE es un filtro, y para N finito, F' es una oligarquia sobre P.

2. Si una funcion de agregacion de juicios F : DV — D es sistemdtica sobre P y es

undnime, Cf; es ultrafiltro, y para N finito, F' es una dictadura sobre P.

Prueba: Supongamos que (a) se cumplen. Tomamos F' como se especifica, y sea Cf;
el asociado a F'. Del lema 3.2, CE no contiene al ), y del lema 3.12 y 3.13, CE es cerrado
por super conjunto e intersecciéon. Por tanto Cg es un filtro. Si ademas F : DV — D, el
lema 3.2 implica que C}I; es un ultrafiltro. Si N es finito, cada filtro es el super conjunto
de algin M C N, y cada ultrafiltro el conjunto de super conjuntos de {i} para algin

1 € N; asi F' es una oligarquia o una dictadura respectivamente.
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