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Resumen

En este trabajo estudiamos protocolos de reparticion equitativa de un bien divisible entre un
numero finito de agentes. Estos protocolos son procedimientos que mediante un ntmero finito
de pasos logran la reparticion de un bien. Dos tipos de protocolos son estudiados: los llamados
protocolos proporcionales, en los que a cada agente que interviene en la reparticion le toca al menos
% de la porcion total del bien, donde n es el nimero de agentes. Los otros protocolos estudiados,
bastante mas complejos, se llaman protocolos de satisfaccion total (o libres de envidia). El fin que
se persigue en estos protocolos es que cada agente tenga una porcién del bien que él considere
maximal, es decir cada agente considerara que no hay otros agentes que tengan una porcién mas
grande que la que él posee.
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Introduccion

El problema que estudiamos en esta monografia es el de la reparticion de un bien divisible
entre un numero finito de individuos. El caso tipico, que ademads sera nuestro paradigma, es el de
la reparticiéon de una torta, la cual por supuesto suponemos que se puede dividir. Debemos hacer
notar, sin embargo, que este es un problema importante en Ciencias Sociales, en particular en
Economia o en Geopolitica, pues bien puede tratarse de un terreno o un territorio maritimo, etc y
los agentes pudieran ser paises, por ejemplo.

Los métodos que se estudian, llamados protocolos en la literatura, tienen la caracteristica de
hacer intervenir solamente a los agentes envueltos en la reparticion. Esto aunado a que cada agente
tiene una medida individual hace que el problema sea realmente interesante.[ Lo de la medida
individual es que un mismo pedazo de la torta, a un agente le puede parecer que mide un tercio y
a otro que mide la mitad.]

Estudiaremos entonces protocolos de reparticion equitativa de un bien divisible para 2 o mas
personas. La palabra equitativa tendré dos significados que aclararemos un poco mas adelante.

Un protocolo de reparticién es aquel procedimiento interactivo formado por reglas y estrategias
que genera una reparticién de un bien divisible entre nimero finito de participantes. Insistimos en
el hecho de que no se involucran agentes externos ya que los tinicos que deciden si una regla se ha
cumplido o no son los mismos participantes. Insistimos también en que cada uno de los agentes
posee una medida aditiva individual la cual sera la valoracion que cada uno dara a las diferentes
piezas de la reparticion.

Dos son los significados de la palabra equitativo en este contexto. El primero significa propor-
cionalidad. Es decir, si hay n agentes cada uno debe tener al menos % del todo, seguin su medida
individual. El otro significado significa que no hay envidia, en el sentido de que cada agente posee
una pieza que tiene medida maximal segtin su propia medida, esto es, que si él mide todas las piezas
repartidas la medida de su pieza es el méximo de esos valores (pudiendo haber otras que alcancen
ese maximo, pero nunca un valor mas grande). Los protocolos que satisfacen esta propiedad se
llaman de satisfaccién total (o libres de envidia).

Este trabajo esta organizado en tres capitulos. El primero esta dedicado al estudio de los pro-
tocolos mas sencillos. Algunos de ellos son muy antiguos. Alli incluiremos algunos protocolos que
se llaman protocolos con movimientos de cuchillos.

El segundo capitulo esta dedicado a la presentacién de dos protocolos de satisfaccion total para
4 personas. El primero requiere de un gran nimero de cortes, por lo que se hace dificil su realizacion
practica. El segundo protocolo de satisfaccion total para cuatro personas que presentamos, emplea
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la técnica de movimientos de cuchillos y sélo requiere de once cortes para su ejecucion.

Finalmente, en el tercer capitulo se presenta una solucion al problema de existencia del protocolo
de satisfaccién total para un nimero arbitrario de personas. Este es una generalizacién del primer
protocolo considerado en el capitulo 2. La prueba constructiva de la existencia de este protocolo
para n > 5 es nuestra.



Capitulo 1

Protocolos mas Basicos

Partimos de una situacién en la cual se quiere repartir un bien entre un nimero conocido de
personas de tal manera que todos estén satisfechos con la reparticién. En este capitulo presentaremos
los procedimientos méas basicos usados para repartir de forma equitativa un bien entre un nimero
dado de personas.

En correspondencia con los creadores de algunos procedimientos utilizaremos una torta en
representacion del bien y llamaremos jugadores a las personas que obtendran una parte del bien.

Supongamos que queremos repartir una torta entre n jugadores. Diremos que una asignacién
de la torta es proporcional si cada jugador recibe una pieza de tamano mayor o igual a % (segin
la medida de cada uno), y se dice que es de satisfaccién total si cada jugador recibe una pieza que
no intercambiarfa con la pieza de otro jugador (porque él piensa que su pieza es la mas grande de
todas o de tamano igual a la més grande).

Los procedimientos encontrados para obtener este tipo de asignaciones son llamados protocolos.
Un protocolo es un procedimiento interactivo formado por reglas y estrategias. Las reglas incorporan
las normas que han de seguirse en los procedimientos y son ejecutadas por los mismos jugadores,
quienes podran decidir si una norma se ha cumplido o no sin saber la valoraciéon que los otros
jugadores han dado a las diferentes piezas de la torta. Las estrategias son los asesoramientos dados
a los jugadores sobre las decisiones que deben tomar, en conformidad con las normas, mediante
el uso de su informacién privada acerca de cuanto valoran las diferentes piezas de la torta. Por
conveniencia las estrategias seran colocadas entre paréntesis y con letra cursiva.

Se dice que un protocolo es proporcional si cada jugador posee una estrategia que le garantiza
como minimo % de la torta (segiin su medida) independientemente de las estrategias de los otros
jugadores; y diremos que un protocolo es de satisfaccion total si cada jugador posee una estrategia
que le garantiza la pieza mas grande de la reparticién o por lo menos una de tamano igual a la mas
grande. Todo protocolo de satisfaccion total es también proporcional, sin embargo no todo protocolo
proporcional es de satisfaccién total, la proporcionalidad no garantiza la pieza mas grande a los
jugadores. Mas adelante daremos argumentos y un ejemplo de esta situacién.



Capitulo 1. Protocolos mds Bdsicos

Los jugadores daran una valoracion a cada pieza segin una medida aditiva individual. Dada
una particiéon de la torta en k piezas Py, P, ..., Py, el Jugador 1 piensa que la pieza P; es de tamano
p1(P;), de forma general el Jugador i piensa que la pieza P; es de tamafio y;(P;) y la torta que
denotaremos como T serd de tamano p;(7) = 1 para todo i.

§1.1. Protocolo Cortar y Elegir

Cuenta un relato del antiguo testamento que dos mujeres embarazadas vivian en una misma
casa, las dos dieron a luz a sus bebés con una diferencia de tres dias. Una noche, a pocos dias del
alumbramiento, uno de los bebés muere por causas desconocidas, la madre al percatarse de ello
intercambia los bebés mientras que la otra mujer duerme. Al levantarse para dar pecho a su hijo
se da cuenta que el bebé que estaba entre sus brazos estaba muerto y que no era su hijo. Luego de
muchas disputas y sin encontrar solucién estas deciden buscar justicia ante el Rey.

Cuentan lo ocurrido al Rey Salomoén; afirmando ambas que su hijo era el que estaba vivo. El
Rey decide llamar a uno de sus guardia y le ordena dividir el nino en 2. Desesperada la verdadera
madre le ruega al rey que no le haga dano al nino y pide que se lo entreguen a la otra mujer
renunciando a su derecho de madre, mientras que la otra mujer pide al rey que lo divida. El rey al
escuchar a las mujeres ordena a su guardia entregar el nino a la primera mujer “Entregad a aquella
el nino vivo, y no lo matéis; ella es su madre”.

La solucién propuesta por Salomoén es una de las primeras nociones explicitas de reparticién
equitativa (con derechos) que haya sido registrada. Es claro que el Rey no queria dafiar al nino
sino desenmascarar a la mujer impostora. Para ello él considera la siguiente estrategia: la verdadera
madre tendra como prioridad salvar la vida de su hijo aunque ello le cueste la separacién entre
ambos mientras que la mujer impostora despreciara el hecho de salvar al bebé. De esta forma el
Rey Salomén descarta la mujer impostora y entrega el bebé a la verdadera madre.

Aunque para Salomoén fue exitosa esta estrategia en otros casos no lo seria. Por ejemplo, es
posible que la mujer mentirosa también ruegue para que el nino no sea lastimado.

En un relato mucho mas antiguo se tiene algo muy cercano al Protocolo Cortar y Elegir. Cuenta
la leyenda que hace méas de 2800 anos los dioses griegos Zeus y Prometeo querian dividir un cimulo
de carne para los dos. Prometeo armé dos pilas de carne y Zeus seleccioné una de ellas.

Protocolo Cortar y Elegir

Pasol Jugador 1 corta la torta en dos piezas (del mismo tamanio).
Paso2 Jugador 2 elige una de las piezas (de tamano mayor o igual a %)

Paso3 Jugador 1 toma la pieza restante.

Este protocolo garantiza una asignacion proporcional y de satisfaccién total de la torta si los
jugadores siguen sus estrategias. Supongamos que el Jugador 1 corta la torta en dos piezas de
tamanos diferentes, luego el Jugador 2 elige la pieza més grande de la divisién y deja al Jugador 1
la pieza més pequena. En este caso el Jugador 1 pierde ya que recibe una pieza no deseada al no
seguir las estrategias asignadas por el protocolo.
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§ 1.1. Protocolo Cortar y FElegir

Proposicién 1.1 Todo protocolo de Satisfaccion Total es también Proporcional para cualquier n.

Prueba. Consideremos un protocolo de satisfaccion total donde participan n jugadores y cuya
asignacion final de la torta es P, Ps, ..., P, donde P; es la pieza asignada del Jugador i. Bastaria
probar que para cada i se cumple que u;(P;) > %

Supongamos que existe un Jugador k que piensa que g (Py) < %

Dado que la asignacion del pastel es de satisfaccion total el Jugador k piensa que
wi(P;) < pg(Py) para cada 1 < j < n. Luego

Zﬂk(Pj) < ZMk(Pk)

pe(T) < npue(Pr)
1

T)<n.—
pr(T') nn

(1) < 1

Pero esto es una contradiccién. Por lo tanto pu;(P;) > % se cumple para todo i, asi todo protocolo
de satisfaccion total es también proporcional. [ |

Proposicion 1.2 Sin = 2 entonces la proporcionalidad implica la propiedad de satisfaccion total.

Prueba. Si cada jugador piensa que posee al menos la mitad de la torta, automaticamente pen-
sara que el otro jugador no podra tener una pieza mas grande que la de suya. [

Una aplicacion del protocolo Cortar y Elegir es la siguiente. La Convencién sobre el Derecho
del Mar, que entr6 en vigencia en 1994, incorpora un plan para proteger los intereses de los paises
en desarrollo cuando una nacion altamente industrializada desea explotar una parte de las aguas
subyacentes de los fondos marinos internacionales. El pais que desea explotar dividiria la zona en
dos partes. Una agencia independiente que representa a los paises en desarrollo elige una de las dos
zonas y las reserva para uso futuro.

11



Capitulo 1. Protocolos mds Bdsicos

§1.2. Protocolos proporcionales para 3 personas

§1.2.1. Protocolo de Steinhaus

Cerca del afio 1943 el matemético Polaco Hugo Steinhaus [6] descubrié una extensién del pro-
tocolo Cortar y Elegir que daba como resultado una asignacién proporcional para tres personas.

Protocolo de Steinhaus

Paso 1 Jugador 1 corta la torta en tres piezas (del mismo tamano).

Paso 2 Jugador 2 puede elegir pasar (lo cual hace si dos o mds piezas poseen tamario
de por lo menos % de la torta) o etiqueta dos piezas como malas (si estas son de
tamarno menor estricto a 3 ).

Paso 3 Si el Jugador 2 pasa en el Paso 2, entonces los jugadores proceden a elegir

una pieza en el siguiente orden: Jugador 3, Jugador 2 y Jugador 1.

En este caso, cada jugador obtiene una pieza de tamano mayor o igual a % seglin su
medida. El Jugador 3 porque elige de primero, el Jugador 2 porque asegura en el
Paso 2 una pieza de tamano mayor o igual a % y el Jugador 1 porque hace todas las

1

piezas de tamano

Paso 4 Si el Jugador 2 no pasa en el Paso 2, entonces el Jugador 3 tendrd las mis-

mas dos opciones que el Jugador 2 en el Paso 2, ignorando las etiquetas del Jugador 2.

Paso 5 Si el Jugador 3 pasa en el Paso 4, entonces los jugadores proceden a elegir

en el siguiente orden: Jugador 2, Jugador 3 y Jugador 1.

12



§ 1.2. Protocolos proporcionales para 8 personas

En este caso, cada jugador obtiene una pieza de tamano mayor o igual a % seguin su
medida. El Jugador 2 porque elige de primero, el Jugador 3 porque asegura en el

Paso 4 una pieza de tamano mayor o igual a % (segin su medida) y el Jugador 1

1

porque hace todas las piezas de tamano 3

Paso6 Si el Jugador 3 no pasa en el Paso 4, entonces el Jugador 1 debe tomar una
pieza que el Jugador 2 y el Jugador 3 etiquetaron como mala (note que en este caso
al menos una pieza es etiquetada por los jugadores 2 y 8). Las otras dos piezas son

unificadas.

Paso7 El Jugador 2 y el Jugador 3 realizan el protocolo Cortar y Elegir con la nueva
pieza.

En este dltimo caso cada jugador obtiene una pieza de tamano mayor o igual a %
El Jugador 1 porque toma la pieza etiquetada como mala y segiin su medida es de
tamano % Los jugadores 2 y 3 porque realizan el protocolo Cortar y Elegir con la
parte restante de la torta la cual posee tamano mayor estricto que %, y es por ello

que cada una de las piezas finales posee tamano mayor estricto que %

Observacién 1 FEste protocolo no es de satisfaccion total.

Considérese el caso en donde los Jugadores 2 y 3 etiquetan cada uno dos piezas como malas y
donde el Jugador 1 toma una de éstas (etiquetada por ambos jugadores). Lo siguiente de acuerdo
al protocolo es que los jugadores 2 y 3 emplean el protocolo Cortar y FElegir con la parte restante
de la torta, luego no existe seguridad de que todos los jugadores estén totalmente satisfechos ya que
el Jugador 1 pudiese estar en desacuerdo al pensar que una de las piezas resultantes del protocolo
Cortar y Elegir es mas grande que la asignada a este. Es por ello que el protocolo propuesto por
Steinhaus no es de satisfaccién total.

13



Capitulo 1. Protocolos mds Bdsicos

§1.2.2. Protocolo de Fink

En 1964 Fink [5] descubrié una manera de repartir proporcionalmente una torta entre tres o
mas jugadores de una forma muy diferente al protocolo propuesto por Steinhaus.

Protocolo de Fink

Pasol Jugador 1 corta la torta en dos piezas (del mismo tamano).

Paso2 Jugador 2 elige una pieza (la mds grande) y da al Jugador 1 la pieza
restante.

Paso3 Jugador 1 y Jugador 2 trisecan la pieza que tienen cada uno.

Paso4 El Jugador 3 selecciona una pieza de cada triseccion (las mds grande)

y los jugadores 1 y 2 toman las piezas restantes.

Torta = | Jugador1l

El siguiente lema es necesario para comprobar que el protocolo de Fink es proporcional.

Lema 1.1 Si T se divide en n pedazos al menos uno es de tamano mayor o igual a %

Prueba. Sean Aj, A,, ..., A, las piezas resultantes de la divisién de T y supongamos que p(A4;) < %
para todo 1 < i < n. Entonces

n

(™) = p(JAi) = DA < -

=1

1

Z =1
n

pero esto es una contradiccion. Por lo tanto existe al menos un A; cuyo tamano es mayor o igual a
1

= |
n

14



§ 1.2. Protocolos proporcionales para 8 personas

Faltaria mostrar que el protocolo de Fink es proporcional. Denotemos por A y B las piezas
resultantes en el Pasol. Sin pérdida de generalidad supongamos que es B la pieza elegida por el
Jugador 2 en el Paso2.

m(A)=m(B)=3 v p(B)> u(A)

Denotemos por { Ay, As, A3} v {Bi, Bs, B3} las piezas resultantes de las trisecciones realizadas en
el Paso3 y supongamos sin pérdida de generalidad que las piezas elegidas por el Jugador 3 en el
Paso4 son A; y By. Entonces

A
() = m(A2) = (A = D — 1
1 1

p2(B1) = pa(Ba) = pa(Bs) = 223) >ii=4

=

Comprobemos que las piezas A; y By son para el Jugador 3 de tamano mayor o igual a é.
Supongamos que no es cierto, entonces como el Jugador 3 piensa que A; es la pieza més grande
del conjunto {A;, As, A3} y B> es la pieza mas grande del conjunto {Bj, By, B3} se tiene que las
piezas As, A3, By y Bz son de tamano menor estricto que é, pero esto es una contradiccién con
el Lemal.l. Por lo tanto cada jugador obtiene dos piezas de tamano mayor o igual a % de la torta
y asi una pieza de tamano mayor o igual a % segun la medida de cada uno.

Observacién 2 FEste protocolo no es de satisfaccion total.

Consideremos el ejemplo mostrado anteriormente, es posible que el Jugador 1 piense que

pi(B2) > pi(As) o pi(Ba) > pa(Asz)

por lo tanto, este pensaria que el Jugador 3 obtiene una pieza mas grande que la de él, asi el pro-
tocolo no es proporcional. Una caracteristica del protocolo de Fink es que este se puede generalizar
para n + 1 personas siempre y cuando se tenga algin protocolo proporcional para n personas.

Lema 1.2 Si para n personas existe un protocolo proporcional, entonces para n + 1 personas el
protocolo de Fink se puede generalizar.

Prueba. Sean Aj, A,, ..., A, las piezas asignadas con el protocolo proporcional a n de los n + 1
jugadores. Cada jugador dividira su pieza en n + 1 pedazos de igual tamano segin su medida, el
jugador que no participa en el protocolo proporcional tomara una pieza de cada jugador y dejara a
estos las piezas restantes.

Mostremos que la asignacién final es proporcional.

15



Capitulo 1. Protocolos mds Bdsicos

Cualquier jugador que participa en el protocolo proporcional para n personas obtiene una pieza
de tamano mayor o igual a % (segun su medida). Al dividirla en n + 1 piezas y ceder una al otro

jugador, este queda con n piezas de tamano % -—L_ cada una y al unificarlas obtiene una pieza final

n+1
de tamarfio mayor o igual a —.
Consideremos el jugador que no participa en el protocolo proporcional para n personas. Este
obtiene n piezas, digamos P, P, ..., P,, donde u(P;) > ’jl(—fl) para cada 1 < i < n. Luego

uUJP) ;“( Z)_izln—l—l n+1

1=1

Por lo tanto, el jugador en cuestion obtiene una parte de la torta de tamano mayor o igual a
n+r1' Asi, el protocolo de Fink generalizado también es proporcional. |

§1.3. Protocolo “El ultimo que recorta toma la parte recortada”

Steinhaus, al haber creado un protocolo proporcional para tres personas, se pregunto si podria
generalizarse para cuatro, cinco o un nimero arbitrario de personas. Esta pregunta fue respondida
por sus colegas Polacos Stefan Banach y Bronislaw Knaster cerca del afio 1944 (Ver [8] y [9])
quienes crearon un protocolo proporcional para n de personas y le dieron el nombre “El ultimo que
recorta toma la parte recortada”.

Protocolo FEl ultimo que recorta toma la parte recortada

Pasol Jugador 1 corta una pieza P; de la torta (de tamarno +).

Paso2 Jugador 2 puede elegir pasar (lo cual hace si Py posee tamario menor o igual a

1

) orecorta Py (y crea una nueva pieza de tamano ezactamente % segun su medida).
La nueva pieza (P recortada o P;) serd renombrada P, y el recorte, si lo hubo,
serd dejado a un lado.

Paso3 Para 3 < i < n, Jugador ¢ toma la pieza P, _; y procede exactamente como

lo hizo el Jugador 2 en el Paso2, resultando una pieza llamada P;.

Nota: Para 1 <1 < n, el Jugador ¢ piensa que P; es de tamano menor o igual a %

16



§ 1.83. Protocolo “El ultimo que recorta toma la parte recortada”

Paso4 La pieza P, sera asignada al ultimo jugador que recorté.

Pasob Los recortes seran unificados y los Pasos 1-4 se repetiran con el resto de la
torta y los n — 1 jugadores restantes.

Nota: Los Jugadores en esta segunda etapa piensan que la parte restante del pastel
es de tamafnio mayor o igual a ”T_l

Paso6 El Pasob es iterado hasta que solo queden 2 Jugadores. Estos tltimos re-

alizaran el Protocolo Cortar y FElegir.

Verifiquemos que cada jugador obtiene una pieza de tamano mayor o igual a % seguin la medida
de cada uno.

Los primeros n — 2 jugadores que obtienen una pieza de la reparticiéon aseguran que el tamano
de su pieza es exactamente %, dado que cada uno recorto su pieza. Por otro lado los ultimos dos
jugadores en elegir piensan que las piezas ya asignadas son de tamano menor o igual a % cada una,
por ello piensan que la parte restante de la torta es de tamano mayor o igual a

n—2 2

1

n n

Luego, al realizar el protocolo Cortar y Elegir con el resto de la torta ellos aseguran, cada uno,
una pieza de tamano mayor igual a %, asi este protocolo es proporcional.

Por tltimo notemos que este protocolo no es de satisfaccion total. Consideremos el caso donde
el Jugador 1 obtiene la pieza X; y seguidamente el Jugador 2 obtiene la pieza X5, dado que el
Jugador 1 no participa en la asignacién de Xy, él puede pensar que puq(X7) < p1(Xa).

17



Capitulo 1. Protocolos mds Bdsicos

§1.4. Protocolo de Selfridge y Conway

Creado por John L. Selfridge en el ano 1960 y de forma independiente por John H. Conway en
el ano 1993, es el primer protocolo de satisfaccion total que se elabora para tres personas. Aunque
Selfridge y Conway no publicaron sus resultados, este protocolo fue ampliamente difundido por
Richard K. Guy y otros.

Protocolo de Selfridge y Conway

Pasol Jugador 1 corta la torta en tres piezas (del mismo tamano).

Paso2 Jugador 2 puede elegir pasar (lo cual hace si por lo menos dos de las piezas
mas grandes tienen el mismo tamano) o recorta una de las tres (la mds grande y
crea una pieza de igual tamano a la seqgunda mds grande).

Si el Jugador 2 recorta llamaremos L a la parte restante del recorte y lo dejaremos
a un lado.

Paso3 Los Jugadores proceden a elegir una pieza (la mds grande segin su medida)
en el siguiente orden: Jugador 3, Jugador 2 y Jugador 1. Si el Jugador 2 no pasa en
el Paso2, este debera tomar la pieza recortada si el Jugador 3 no lo hizo. Llamemos

X; la pieza elegida por el Jugador ¢, con i = 1,2, 3.

En este caso, obtenemos una particion de la torta {X;, Xs, X3, L} donde

{X1, X3, X3} es una asignacién de Satisfaccion Total. El Jugador 3, como elige de

primero, toma la pieza mds grande (segiin su medida). El Jugador 2 posee una es-

trategia que le garantiza una pieza de tamano igual a la mas grande y el Jugador 1
1

como hace las primeras piezas del mismo tamano asegura una de tamano 3 (a él no

le toca la pieza recortada, si la hay).
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Paso4 Si el Jugador 2 no recorta, se habra asignado toda la torta, donde la asignacion
es de Satisfaccion Total. De otra forma el Jugador 3 o el Jugador 2 elige la pieza
recortada y el otro la no recortada. En este caso, el jugador que reciba la pieza no
recortada dividird L en 3 partes (del mismo tamano) y llamaremos a este Cortador
y al otro No-cortador.

Nota: El Jugador 1 tendra una ventaja irrevocable sobre el No-cortador. Llamemos

X, la pieza elegida por el No-cortador. Para el Jugador 1, se tiene

pi(X1) = m(Xe) + (L) donde pu(L) >0

Por lo tanto, al hacerse cualquier reparticion de la pieza L, el Jugador 1 pensara que

su parte total de la torta serda mucho mayor que la del No-cortador.

Paso5 Los Jugadores proceden a elegir una pieza de L, en el siguiente orden:
No-cortador, Jugador 1 y Cortador. Llamemos L; a la pieza elegida por el Jugador
i.

Luego, la asignacién de la pieza L es de Satisfaccion Total. Para el No-cortador,
porque elige de primero; el Jugador 1, porque tiene una ventaja irrevocable sobre el
No-cortador y el Cortador, porque hace todas las piezas de tamano % de L.
Finalmente, cada jugador obtiene dos piezas asignadas con la propiedad de satisfac-
cién total, asi la unién de estas , que es la parte de la torta que le corresponde a

cada jugador, es asignada con dicha propiedad.
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Lema 1.3 Si T se divide en k pedazos y cada uno de ellos se usa para efectuar una reparticion de
satisfaccion total entre n jugadores entonces la reparticion final de T es de satisfaccion total.

Prueba. Sean Aj, As, ..., Ay las k piezas obtenidas de la divisién de T y supongamos que n jugadores
realizan una reparticion de satisfaccion total con estas k piezas. Denotemos por A? la pieza asignada
al jugador j de la pieza original A; y Ule Al la parte total de la torta que le corresponde al Jugador
i,

Mostremos que la asignacion final de la torta es de satisfaccién total.
Consideremos el Jugador s, este jugador piensa que ps(AF) > ps(A%) para todo r. Luego

k k k
ns(l ) A2 = Zus A > Z = ns(lJ 4D
i=1 i=1 =1

Por lo tanto cada jugador piensa que la parte total de la torta que le corresponde es el mas
grande de todos, segiin su propia medida. [ |
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§1.5. Protocolos con movimientos de cuchillos

§1.5.1. Protocolo de Dubins-Spanier para 2 personas

Es la version con movimientos de cuchillos del protocolo Cortar y Elegir. Creado por los
matematicos Lester Dubins y Edwin Spanier cerca del ano 1961 [4], fué el primer ejemplo de
un procedimiento con movimiento de cuchillo registrado.

Protocolo Dubins-Spanier

Un réferi mueve lentamente un cuchillo a través de una torta desde el borde izquierdo hasta el
borde derecho.

Torta

En cualquier momento un jugador manda a cortar (cuando crea que el cuchillo ha llegado a la
mitad de la torta).

jcortar!

El jugador que manda a cortar recibe la pieza que esta al lado izquierdo del cuchillo mientras que
el otro recibe la parte restante.

Este procedimiento es de Satisfaccion Total. El jugador que manda a cortar recibe una pieza que
segun su medida es % de la torta mientras que el otro jugador recibe una pieza (la parte restante
de la torta) la cual para él es por lo menos tan grande como la pieza del otro jugador.
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§1.5.2. Protocolo de Austin para 2 personas

Es una version modificada del protocolo Cortar y FElegir. Esta modificacion creada por Austin

en el ano 1982 [1] produce una divisién de la torta que garantiza a cada uno de los jugadores una
1

pieza de tamao 3.

Protocolo de Austin

Un cuchillo se mueve lentamente a través de una torta desde el borde izquierdo hasta el derecho,
como en Dubins-Spanier.

En algtin momento un jugador (supongamos el Jugador 1) dice pare (cuando crea que el cuchillo
ha llegado a la mitad de la torta). Alll se hace una marca. En este momento se coloca un segundo
cuchillo en el borde izquierdo de la torta y llamaremos A la pieza del lado izquierdo de la marca y
B la parte restante de la torta.

—_—

Torta - A E B - A B

I ipare! I I ipare!

El Jugador 1 mueve ambos cuchillos paralelamente (de forma que la pieza entre los dos cuchillos
sea de tamano % de la torta, para él). Los mueve con la condicién de que el cuchillo de la izquierda
no sobrepase la marca a menos que el cuchillo de la derecha llegue al borde derecho de la torta.

En algin momento el Jugador 2 dice pare (cuando piense que la parte que estd entre ambos
cuchillos sea % de la torta). En este preciso momento se corta la torta donde las piezas resultantes
seran asignadas al azar.

A | B [7|Aa|l B
| I I;pare!l

Una caracteristica importante de este protocolo es que ambos jugadores estan de acuerdo que
las piezas resultantes tienen el mismo tamano y por eso son intercambiables.

Como el Jugador 1 hace los movimientos de cuchillo éste asegura dos piezas del mismo tamano
segun su medida.

Por otro lado, cuando se hace la marca, el Jugador 2 puede pensar que pus(A) < % y po(B) > %
Luego cuando el Jugador 1 realiza el movimiento de cuchillos el Jugador 2 observa que estos cuchillos
se separan, es decir, no van a mantener la distancia pues la condicién es que si el cuchillo de la
derecha llega al extremo derecho de la torta, el de la izquierda debera llegar a la marca, dando la
oportunidad al Jugador 2 de hallar una pieza de tamano exacto a % entre estos cuchillos. Notemos
ademas que el Jugador 2 no permitira que el cuchillo de la derecha llegue al extremo derecho de la
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torta ni que el izquierdo llegue a la marca puesto que las piezas resultantes son asignadas al azar y
en este caso es posible que al Jugador 2 le toque la pieza A la cual segun su medida es mas pequena
que la pieza B.

§1.5.3. Acuerdo de una pieza de tamano % de Austin

Austin noté [1] que una simple extensién de su protocolo produce uno nuevo en donde los
jugadores se ponen de acuerdo sobre el tamano de una pieza.

Acuerdo de Austin

El Jugador 1 hace k-1 marcas paralelas sobre la torta (de forma que las k piezas determinadas
sean de tamario } cada una).

T
1
|
K - Piezas '

Si el Jugador 2 piensa que alguna de las piezas marcadas tiene tamano i, entonces se termina
el protocolo. De otra forma para €l existe una pieza de tamano menor y mayor a i, se recorta estas
dos y se ordenan colocando de primera la menor y de segunda la mayor.

El Jugador 1 toma dos cuchillos y los coloca en el borde izquierdo y derecho de la primera pieza
(piensa que la distancia entre ambos cuchillos es % de la torta) y los mueve de la misma forma que

el protocolo anterior.

En cualquier momento el Jugador 2 pensara que la distancia entre ambos cuchillos es exactamente
% (ya que posee parte del complemento el cual es de tamano mayor estricto a %) y manda a cortar.
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§1.5.4. Version de Austin del Protocolo de Fink para 3 personas

Austin descubrié que combinando sus resultados con el Protocolo de Fink se obtiene un pro-
cedimiento proporcional para tres personas (Ver [1] y [5]). Esta versién consiste en lo siguiente
Jugador 1 y Jugador 2 usan el Protocolo de Austin para dividir la torta en dos piezas A y B
(donde A y B son de tamarnio 3).

Torta —) A B

El Jugador 1 y el Jugador 3 usando el Acuerdo de Austin obtienen una pieza A" de A de tamaifio
%. El Jugador 2 y el Jugador 3 hacen lo mismo con B y obtienen B'.

A A-A B’ B-B’

El Jugador 1 recibe A\ A’, el Jugador 2 recibe B\ B y el Jugador 3 recibe A" U B’

Este protocolo es proporcional. El Jugador 1 piensa que

S ILC) B N N

/

pa(AN\ Al) = p1(A) — (A

Para el Jugador 2

i

M2(B\B/):M2(B)—mU2(B):M2(B)—7:——§'§Z—

Para el Jugador 3

) = p3(A) n p3(B) _ p3(A) + p3(B) _ us(T) _

! ! ! 1
AUB)= A B —
ps(A UB) = ps(A) + ps( 3 3 3 3 3

Por otro lado, este protocolo no es de satisfaccion total. Puede ocurrir que el Jugador 1 piense
que B’ es de tamafo estrictamente menor a % de B (ya que él no participa en la obtencién de esta
pieza) y como consecuencia se tiene que B\ B’ es de tamafo mayor estricto a % y asi mas grande
que la pieza del Jugador 1.
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§1.5.5. Protocolo de Stromquist para 3 personas

El protocolo de Stromquist [10] inicia con un réferi sosteniendo un cuchillo en el borde izquierdo
de la torta. Cada uno de los tres jugadores coloca un cuchillo sobre la torta paralelo al cuchillo

del réferi (de forma que cada uno piense que estd dividiendo por la mitad la parte de la torta a la
derecha del cuchillo del réferi).

Réferi Tres Jugadores

El réferi mueve el cuchillo como en Dubins-Spanier. Los tres Jugadores mueven sus cuchillos en
la misma direccién que el réferi (de modo que siga dividiendo por la mitad la parte de la torta a la
derecha del réferi).

En cualquier momento un jugador puede decir corte (cuando piense que la parte de la torta a la
1zquierda del cuchillo del réferi es de tamano igual a %), en este momento hacen un corte el réferi
y el jugador que tenga el cuchillo en el medio de los otros dos jugadores.

Denotemos por X la pieza a la izquierda del cuchillo del réferi; Y la pieza que se encuentra

entre los cuchillos que cortan y Z la pieza restante.

X Y 4

Réferi Tres Jugadores
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Las piezas X,Y y Z seran asignadas de la siguiente manera:

El Jugador que dice corte recibe la pieza X. De los jugadores que no dijeron corte, el que tiene
el cuchillo mas cercano al cuchillo del réferi recibe la pieza Y y el jugador restante recibe la pieza
Z.

Este protocolo es proporcional. Sin pérdida de generalidad, hagamos corresponder el primer
cuchillo (de izquierda a derecha) al Jugador 1, el segundo al Jugador 2 y el dltimo al Jugador 3.
La parte de la torta ubicada entre los cuchillos de los jugadores 1 y 2 la llamaremos R y la parte
entre los cuchillos de los jugadores 2 y 3 la llamaremos S.

Caso 1.- El Jugador 1 dice corte. Siguiendo el protocolo el Jugador 1 recibe X, el Jugador 2
recibe Y y el Jugador 3 recibe Z.

El Jugador 1 piensa que p(X) = %
El Jugador 2 piensa que ps(X) < ; v oY) =11-p(X) >4 2=1
El Jugador 3 piensa que p3(X) <5 v p3(Z2) > pus(Z\S) =11 —ps(X)) >3- -2=1

Todos obtienen una pieza de tamano mayor o igual a %

Caso 2.- El Jugador 2 dice corte. Siguiendo el protocolo el Jugador 2 recibe X, el Jugador 1
recibe Y y el Jugador 3 recibe Z.
El Jugador 2 piensa que pa(X) =
El Jugador 1 piensa que py(X) <z v (YY) > pa(
El Jugador 3 piensa que p3(X) <z v ps(Z) > us(
Todos obtienen una pieza de tamano mayor o igual a

P WRIRW W=

Caso 3.- El Jugador 3 dice corte. Siguiendo el protocolo el Jugador 3 recibe X, el Jugador 1
recibe Y y el Jugador 2 recibe Z.
El Jugador 3 piensa que pz(X) =
El Jugador 1 piensa que p;(X) <
El Jugador 2 piensa que ps(X) < 3z y  pa(2)
Todos obtienen una pieza de tamano mayor o igual a

| W W=

y m(Y) > g
=3

1

L

Notemos que este protocolo no es de satisfaccién total. Supongamos que el Jugador 1 dice corte,
siguiendo el protocolo de Stromquist el Jugador 1 recibe X, el Jugador 2 recibe Y y el Jugador 3
recibe Z. Luego, para el jugador 1 se tiene:

m(X)=mY\R) vy mY)>m¥ \R) donde pui(R)>0

donde la pieza Y correspondiente al Jugador 2 es mas grande que la pieza obtenida por el
Jugador 1 (segun su medida). Por lo tanto el protocolo no es de satisfaccién total.

26



§ 1.5. Protocolos con movimientos de cuchillos

§1.5.6. Protocolo de Levmore-Cook para 3 personas

Es otro procedimiento de satisfaccion total y es creado por Saul Levmore y Elizabeth Cook en
el Ano 1981 [7].

Protocolo Levmore-Cook

Jugador 1 divide la torta en tres piezas P, Q y R (que considera del mismo tamario).

P Q R

Los jugadores 2 y 3 marcan cada uno una pieza (que considere la mds grande). Si estos marcan
piezas distintas estas seran asignadas al jugador que las marcé y la pieza restante serd asignada al
Jugador 1 terminandose el protocolo. En caso contrario podemos asumir que ambos marcan P.

El Jugador 1 comenzara un movimiento vertical de cuchillo como en Dubins-Spanier, pero al
mismo tiempo pondra un segundo cuchillo perpendicular al primer cuchillo. (Como en la figura)
Note que P quedaria cortado en tres pedazos donde dos de ellos van marcados por ambos cuchillos.
Llamemos S y T a cada una de esas partes.

P

T

El segundo cuchillo se movera haciendo una incisién (de tal manera que el Jugador 1 piense que
Sy T tienen el mismo tamano). En el momento que el proceso empieza Sy T son conjuntos vacios
asi que el jugador 2 y el Jugador 3 piensan que P\ (SUT) es més grande que QUS, RUT, QUT y RUS.
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De modo que tenemos 4 desigualdades:

P\(SUT)>QuUS

P\(SUT)>RUT

P\(SUT)>QUT

P\(SUT)>RUS

En cualquier momento uno de los dos jugadores 2 y 3 pueden decir pare (cuando crea que una de
las desigualdades se invierte). El que no dice pare toma P\ (SUT), el que dice pare toma uno de
los siguientes conjuntos {QUS, RUT, QUT RUS.} (cualquiera que piense que sea el mds grande)
y el Jugador 1 toma la parte restante de la torta.

El que obtuvo P\ (SUT) piensa que se siguen cumpliendo las desigualdades, por lo tanto su
pieza es mas grande que las restantes (segun su medida). El que dijo pare piensa que obtiene una
pieza de igual tamano a P\ (SUT) y més grande o igual que la pieza restante. Por tltimo el Jugador
1 piensa que obtiene una pieza de tamano més grande que P\ (SUT) y de igual tamano que la del
otro jugador, dado que S=T.

§1.5.7. Protocolo de Webb para 3 personas

([11]) Un cuchillo se mueve como en Dubins-Spanier hasta que un jugador dice corte (cuando
piense que la pieza en el lado izquierdo del cuchillo es de tamano % de la torta); supongamos que
es el Jugador 1. Llamemos A la pieza resultante del corte.

A

Corte

Ahora el Jugador 1 y cualquiera de los otros dos jugadores, supongamos el Jugador 2, emplean
el Protocolo de Austin para dividir el resto de la torta en dos piezas, digamos B y C (de modo que
ambos piensen que fue cortada a la mitad).
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Las piezas A, B y C se reparten en el siguiente orden: Jugador 3, Jugador 2 y Jugador 1.

Esta asignacion es de satisfaccion total. El Jugador 3 porque elige de primero, el Jugador 2
porque elige una de las piezas B o C que tienen el mismo tamano y son por lo menos tan grandes
como la pieza A. Por ultimo el Jugador 1 toma la pieza restante de la torta que segin su medida
es de igual tamano a las piezas elegidas por los jugadores 2 y 3.

Note que sélo se usan dos cortes en este protocolo.
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Capitulo 2

Protocolos de Satisfacciéon Total para 4 personas

En el capitulo anterior nos familiarizamos con el problema de repartir un bien entre un ntimero
dado de personas dando la definicién de Protocolos y los tipos de asignaciones. Mostramos los proto-
colos de Steinhaus y el de Fink, los cuales producen una asignaciéon proporcional para tres personas
y el generalizado creado por Banach y Knaster. Estudiamos algunos protocolos con movimientos de
cuchillos y el protocolo de Selfridge y Conway el cual asegura a cada jugador una pieza de tamano
maximal segin su medida. En el presente capitulo mostraremos dos protocolos de satisfaccion total
para cuatro personas.

Podemos pensar en una generalizacién utilizando el proceso recortar y elegir, el cual asegura una
asignacion de satisfaccion total parcial en cada iteracion. Mas precisamente, la idea es la siguiente
en el caso en que tenemos 4 personas: el jugador 1 corta el pastel en cinco piezas (del mismo tamano
segtin su medida). El jugador 2 elige tres piezas (las més grandes segtin su medida) y puede pasar
(si son de igual tamano) o recorta a lo sumo dos (las mas grandes llevandolas al tamano de la més
pequena entre esas tres piezas). Luego el Jugador 2 elige dos piezas (las més grandes) y puede pasar
(si son de igual tamano) o recorta una (la méas grande llevandola al tamano de la més pequena).
Los recortes en cualquiera de los casos son dejados a un lado. Los jugadores proceden a elegir una
pieza (la més grande segin su medida) en el siguiente orden: Jugador 4, Jugador 3, Jugador 2 y
Jugador 1

Es facil ver que esa asignacién parcial es de satisfaccion total. El Jugador 4 porque elige de
primero, los jugadores 2 y 3 porque poseen una estrategia que les garantiza una pieza de igual
tamano a la mas grande, y el Jugador 1 porque hace al inicio todas las piezas de igual tamano y
ademads se asegura una de estas sin modificar, dado que son cinco piezas. Sin embargo, el protocolo
no ha terminado por lo que se repiten los pasos unificando las piezas restantes. El inconveniente
de este protocolo es no tener un numero finito de iteraciones pues siempre sobrard una pieza sin
asignar junto con los recortes. Asi, es necesario buscar otras ideas de reparticion.

No obstante, en el ano 1995 Steven J. Brams y Alan D. Taylor [2] crearon un protocolo de sat-
isfaccion total para cuatro personas. La idea central de esta generalizacion es tomada del protocolo
de satisfacciéon total para 3 personas creado por Selfridge y Conway la cual dice:

Si existe un jugador inconforme con una asignacion, éste manipula la pieza envidiada
de tal forma que, al hacer una nueva reparticion, €l pensard que tieme una ventaja
irrevocable sobre el jugador cortador.
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§2.1. Primer protocolo de satisfaccién total para n—=4

Antes de presentar este protocolo es necesario mostrar un esquema del mismo ya que es de gran
importancia ubicar las ideas fundamentales dentro de los 20 pasos que conforman este protocolo.

§2.1.1. Esquema del Protocolo de Satisfaccion Total para n=4
El esquema esta formado por cuatro etapas:

Etapa 1 Un jugador corta la torta en cuatro piezas de igual tamaifio, las reparte y si todos
estan satisfechos, se termina el protocolo.

Etapa 2 Si no termina el protocolo, se tiene un jugador insatisfecho y un cortador.

Las piezas asignadas inicialmente a estos dos jugadores se manipulan de tal forma que al hacer una
nueva reparticion, la pieza asignada al jugador insatisfecho sea estrictamente mas grande que la
asignada al jugador cortador. Llamaremos a esa diferencia e.

Etapa 3 Se hace una serie de iteraciones manipulando las piezas restantes (unién de recortes) y
asignando una parte de éstas, hasta lograr una pieza de tamano menor estricto a €. En este punto
el Jugador insatisfecho tendra una ventaja irrevocable sobre el cortador.

Nota: En las etapas 2 y 3 las asignaciones parciales realizadas han sido de Satisfaccion total.

Etapa 4 Se define el conjunto de ventaja irrevocable como:

V.= {(4,7) : Jugador i tiene una ventaja irrevocable sobre el Jugador j, 1<i,57<4 y j#1i}

El cortador manipula la pieza restante y se definen los conjuntos A y D (acuerdo y desacuerdo).
Cada uno de los jugadores se define de tipo A si estd de acuerdo en que las piezas resultantes de la
manipulacién tienen el mismo tamano o de tipo D, si no lo esta.

Luego, si D x A CV se reparten las piezas entre los jugadores de tipo A y se termina el protocolo,
de lo contrario se toma el menor par (a,b) € D x A siguiendo el orden lexicografico y se regresa a
la Etapa 2 donde el Jugador a tomara el papel del jugador insatisfecho y el Jugador b tomaré el
papel del cortador.
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§ 2.1.2. Pasos del protocolo de satisfaccién total para n=4
Pasol Uno de los jugadores, supongamos el Jugador 2, corta la torta en cuatro piezas
(del mismo tamano), elige una y asigna una pieza a cada jugador.
Paso2 Al resto de los jugadores se les pregunta si estan o no satisfechos con dicha
asignacion.
Paso3 Si todos los jugadores estéan satisfechos, entonces el protocolo se termina.
Paso4 De otra forma, elegimos el menor i tal que el Jugador i no esta satisfecho.
Supongamos que es el Jugador 1. Llamemos A la pieza envidiada por éste jugador y B la
pieza que le fue asignada a éste en el Pasol; las piezas restantes son dejadas a un lado.
Para el Jugador 1 la pieza A es mas grande que que la pieza B y para el Jugador 2 las
piezas A y B tienen el mismo tamano.
Paso5 El Jugador 1 nombra un entero positivo r > 10 (lo elige de manera que para
cualquier particion de A en r pedazos el Jugador 1 prefiera A que a B aun con las siete
piezas de menor tamano removidas de A). Ver Lema 2.1.
Paso6 El Jugador 2 particiona A en r subconjuntos (del mismo tamano) y hace lo mismo
con la pieza B.
Paso7 El Jugador 1 elige tres piezas (las mds pequenas) de la particién de B y las nombra
B, s, B._1, B, (en orden decreciente), también elige tres piezas (las mds grandes) de la
particién de A (si piensa que estas son estrictamente mds grandes que las B's) y recorta
a lo sumo dos de estas (llevdndolas al tamano de la mds pequena), o divide una pieza (la
mas grande) de la particiéon de A en tres pedazos (que él considere del mismo tamano).

En cualquier caso, él nombra estas piezas Y7, Ys, V3.

Observacién 3 La estrategia del Jugador 1 le garantiza que las piezas Y1, Ys y Ys tengan
el mismo tamano (segin su medida) y que sean estrictamente mds grandes que las piezas
B, 5, B,_1 y B,. Por otro lado el Jugador 2 piensa que las piezas B,_s, B,_1 y B, tienen
el mismo tamano y son por lo menos tan grandes como las piezas Y1, Ys y Y3.

Ver Lema 2.2.
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Paso8 El Jugador 3 observa las piezas Y1,Ys, Y3, B2, B,_1 v B, y puede pasar (si por
lo menos las dos mds grandes tienen el mismo tamano) o recorta una (la mds grande
llevandola al tamano de la seqgunda mds grande). Los recortes son dejados a un lado.
Paso9 Los Jugadores 4,3,2, y 1, en este orden, proceden a elegir una de las seis piezas
modificadas o no en el Paso 8 (que ellos consideren la mds grande) y donde el Jugador 3
requiere tomar la pieza recortada si hubo corte y si el Jugador 4 no la eligié, el Jugador 2
debe elegir una de las piezas de B,_», B,_1, B, no modificada y el Jugador 1 debe elegir
una de la piezas de Y7, Y5, Y3 no modificada.

Denotemos X; la pieza elegida por el Jugador 1.

Esto da una particién { X7, X, X3, Xy, L} de la torta donde:

1. El Jugador 1 tiene asegurada una pieza no modificada del conjunto {Y7, Y3, Y3} y el
Jugador 2 tiene asegurada una pieza no modificada del conjunto {B,_s, B,_1, B;.}.

Ver Lema 2.35.

2. {X1, Xs, X3, Xy} es una asignacion de satisfaccién total. Para el Jugador 4, porque
elige de primero; el Jugador 3, porque asegura en el Paso8 una pieza de tamano
igual a la mas grande. Para los jugadores 1 y 2, porque aseguran una pieza no

modificada del conjunto {Y7, Y5, Y3} v {B,_o, B,_1, B} respectivamente.
3. L es la unién de las piezas restantes.

4. El Jugador 1 piensa que py(X7) > p1(X2).
Para éste, X; € {¥1,Y2, Y3} v Xy € {B,_2, B,_1, B,}. En virtud del Lema 2.2. se
tiene la desigualdad. Consideremos p1(X;) — p1(Xs2) = €.
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Pasoslo El Jugador 1 nombra un entero positivo s. Lo elige de tal manera que
<§) (L) <e.

El entero s especifica cuantas veces los jugadores iteraran la secuencia de cortar y elegir
de los pasos 11 a 14. La iteracion se detendra cuando el tamano de la pieza restante sea
menor que €. Ver Lema 2.4.

Pasol1 El Jugador 1 divide L en cinco piezas (que €l considera del mismo tamano).
Paso12 El Jugador 2 toma la coleccién de cinco piezas y selecciona tres (las mds grandes)
y recorta dos piezas (las dos mds grandes las lleva al tamano de la mds pequena de entre
ellas).

Paso13 El Jugador 3 toma la coleccién de cinco piezas y selecciona dos (las mds grandes)
y recorta una pieza (la mds grande, llevandola al tamano de la mds pequena).

Pasol4 Los Jugadores 4,3,2, y 1, en este orden, proceden a elegir una pieza de entre
las cinco (que ellos consideren la mds grande o de igual tamano a la mds grande). Los
jugadores 2 y 3 deben tomar una pieza recortada por ellos si estas no fueron elegidas.
Pasol5 Los Pasos 11-14 son repetidos s — 1 veces, obteniéndose una particion
{X], X5, X3, X,, L} donde X; = LSJ Xij, con X;; la pieza asignada al Jugador i en
la iteracion j. !

Afirmacion a.- Para cada iteracion j, la asignacién parcial {X; ;, Xo;, X3, X4} es
de satisfaccién total.

Para el Jugador 1, porque divide L en cinco piezas de igual tamano, y siempre le queda
una sin modificar. Los jugadores 2 y 3 aseguran en los Pasos 13 y 14 una pieza de tamano
igual a la mas grande, segtin sus medidas. El Jugador 4, como elige de primero, se asegura
de tomar la pieza méas grande.

Afirmacidén b.- {X,, X,, X5, X,} es una asignacién parcial de satisfaccién total.

En virtud del Lema 1.3., cada una de las piezas XZ-’ es una asignacion de satisfaccién

total, para todo i.
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Afirmacién c.- Parael Jugador 1, (X, U X)) > u (XU Xo) U pg(Ly).
Dada la Afirmacion b, el Jugador 1 asegura que ji;(X,) > p1(X5), ademds en el Paso

9 fue considerado € = u1(X7) — p1(Xsz). De esto se obtiene
p (X1 U X)) 2 i (Xo U Xy) + € > pn(Xo U Xy) + i (L)

En esta parte de la etapa, el Jugador 1 piensa que tiene una ventaja irrevocable sobre
el Jugador 2. Para él es independiente la forma en que se quiera repartir la pieza
Ls (respecto al Jugador 2), ya que, al final, la parte total de la torta que le corre-

sponderia al Jugador 2 no podria superar la parte total de la torta que a él le corresponde.

Daremos creacién a un subconjunto de {1,2,3,4} x {1,2,3,4} el cual llamaremos V'

para ventaja irrevocable, donde (1,2) €V .

Paso16 El Jugador 2 corta Lg en doce piezas (que €l considere del mismo tamano).
Paso17 Cada uno de los otros jugadores se declara a si mismo de tipo A si esta de acuer-
do en que todas las piezas tienen el mismo tamano, o de tipo D si no lo esta.

El Jugador 2 se declara de tipo A.

Pasol8 Si D x A C V', entonces se repartirdan las doce piezas entre los jugadores de
tipo A y se habra asignado todo el pastel. Los jugadores que pertenecen a D poseen una
ventaja irrevocable sobre los de A e independientemente de la reparticion de estas doce
piezas, para los jugadores de D las piezas de los jugadores de A no superaran en tamano
a sus piezas.

Paso19 De otra forma , elegimos el menor par (a,b) € D x A (siguiendo el orden lex-
icogrdfico) y regresaremos al Paso4 donde el Jugador a tomara el rol del Jugador 1
(insatisfecho), el Jugador b tomard el rol del Jugador 2 (cortador) y Ly tomara el lugar

de la torta.
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Paso20 Los Pasos 5-19 se repiten, hasta que el protocolo se termine con la aplicacion
del paso 18 en la ultima iteracién. Lo que garantiza que el protocolo termine es que el
conjunto de pares de individuos es finito y en cada iteracion al conjunto V' se le anade

un par.

Lema 2.1 Se puede nombrar un entero positivo r > 10 de forma que para cualquier particion de
A en r subconjuntos, el Jugador 1 prefiera a A que a B atun con las 7 piezas de menor tamano
removidas de A.

Prueba. Debemos probar que existe r > 10 que cumple

T

> u(Ay) < u(A) — u(B)

i=r—6

En virtud de la propiedad arquimediana se puede elegir un r lo suficientemente grande para que
cumpla

1(A)
7 M5 < () - (B) (21)
Considere ahora cualquier particion de A en r subconjuntos dispuestos en orden decreciente.
Ala A2a sery AT’

Dado que pu(A;41) < p(A;) para todo ¢ se tiene que pu(Ax) < pu(A,_7) se cumple para cualquier

k entre r — 6 y r. Entonces
T

> (A < T (A7)

i=r—=6
Multiplicando ambos lados de la desigualdad por (r —7) se tiene

T

(r=7)- > w(A) < (r=7)-(7) p(Ar_7) (2.2)

i=r—6
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De igual forma se cumple que u(A,_7) < p(Ax) para cualquier k entre 1 y r — 7. Entonces

r—7

(r=7) - plArg) <> p(A)

1=1

Multiplicando ambos lados de la desigualdad por 7 se tiene

(1) (r = Dp(Ar) < 7Y (A

De las desigualdades (2.2) y (2.3) se obtiene

=) Y0 WA <73 m(A)

i=r—6

Sumando 7Y ;_ < u(A;) en ambos lados de la desigualdad

T

Ty A+ =T) Y plA) <T Y p(A) +

i=r—>6 i=r—>6 i=r—>6
N (4)
d E A)<T7-—=
es decir, Z-:T_6M( ) .

Finalmente, de (2.1) y (2.4) se obtiene que

T

S #(A) < u(4) - u(B)

i=r—6

(2.3)
r—7
Z 1(A;)
(2.4)
|
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Lema 2.2 Para el Jugador 1, las piezas Y1, Yo y Y3 son estrictamente mds grandes que las piezas
Br—2> Br—l Y BT’

Prueba. Sean A, Ay, ..., A, y By, Bo, ..., B, las particiones de A y B respectivamente, ordenadas
en forma decreciente, segin la medida del Jugador 1.

Casol: si el Jugador 1 piensa que A;, As y As son estrictamente més grandes que B,_s, se
tendria que (Y1) = p1(Ya) = p1(Ys) = pi(As) y ademds py(As) > pi(B,—2), cumpliéndose con el
lema. Caso2: Por el contrario, podemos suponer que:

A
L in(¥) = (%) = m(vy) = 1104,
2. p1(Br_g) > p1(As), es decir Ay, Ay y Az no son estrictamente més grandes que Z, _s.

S pa(Ar)
- 3

3. Supongamos por reduccién al absurdo que p;(B,_2)

De 2. tenemos

p(B1) = p(Bz) = .. = pa(Bro2) = p(As) 2 pn(Ag) 2 .. = pa(Ar)
Ast
M1 (B7 U Bg U..u Br_g) Z M1 (Ag U A4 U..u Ar_7) (25)

De 3. tenemos
w1 (B1 U By U Bs) > 3u1(Br_2) > p1(Ar)

p1 (BysU Bs U Bg) > 311 (By—2) > p1(Ay) > i (As)
Asi
M1 (Bl U Bg U Bg U B4 U B5 U Bﬁ) Z M1 (Al U Ag) (26)

De (2.5) y (2.6) tenemos
,ul(B) Z 1251 (Bl U Bg U..u BT_3) Z 1251 (Al U Ag U..u AT_7)

Por lo tanto i

p1(B) > i (AyU Ay U U A ) = pa(A) = > u(4)

i=r—6

Pero esto es una contradiccion, ya que r se eligié de tal forma que B no sea méas grande que A atin

con las siete piezas mas pequenas removidas de A.
|
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Lema 2.3 El Jugador 1 tiene asequrada una pieza no modificada del conjunto Y = {Y1,Y2, Y3} y
el Jugador 2 tiene asequrada una pieza no modificada del conjunto {B,_o, B,._1, B, }.

Prueba. Consideremos el peor caso posible que le puede suceder al Jugador 1, para mostrar que a
éste le queda una pieza del conjunto {Y7,Ys, Y3} sin modificar.

Supongamos que el Jugador 3, en el Paso8, modifica una pieza de Y y el Jugador 4 elige una
pieza de Y (distinta a la modificada). Siguiendo el protocolo, el Jugador 3 debe tomar la pieza
modificada en el Paso8 (pues el Jugador 4 no lo hizo). Luego el Jugador 2 requiere tomar una de
las piezas del conjunto {B,_s, B,_1, B,} (que no fueron modificadas). Asi se habran modificado y
asignado solo 2 de las tres piezas de Y. Por lo tanto se le asegura una de estas sin modificar al
Jugador 1. [ |

Lema 2.4 El Jugador 1 puede nombrar un entero positivo s de manera que al iterar s veces los
Pasos 11-14 tengamos que py1(Ls) < €, donde Ly es la parte restante de la torta.

Prueba.
En primer lugar siempre es posible encontrar un s tal que (%)S -p1(L) < € ya que R <ly

p1(L) < 1. Faltarfa mostrar que

iz < (1) (o)

se cumple para cualquier s.
Haremos la prueba por induccién sobre el ntimero de iteraciones.
Base inductiva Veamos que se cumple para s = 1.

Aplicando los Pasos 11-14 se tiene una particién {X;, Xo, X3, X4, L1} de L donde el Jugador

1 piensa:

L
L (%) = () = 1)
L L
2. 1 (X;) = 'ulé ) _ u1(R;), donde 0 < py(R;) < 'ulé ) con i=2,3,4.

3. /J,l(Ll) = ,ul(X5 U R2 U Rg U R4)
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Luego

,ul(Ll) = ,ul(X5 U Ry U Rg U R4) < (%) ,ul(L)

AN K
Hipdtesis inductiva Supongamos que se cumple para s=k, es decir uq(Ly) < <—) w1 (L)
k+1
4
Debemos probar que py(Lyy1) < <S) pi(L)

Iterando los  Pasos 11-14  k+ 1 veces se tiene una particién { X, Xo, X3, Xy, L1} de Ly donde
el Jugador 1 piensa:

L
Lop(Xy) = (X5) = M1(5 )
L L
2. 1 (X;) = # —m(R;), donde 0<u(R;)< ,u1(5 3 con 1=2,3,4

3. /~L1(Lk+1) = /Jq(X5 U R2 U Rg U R4)

Luego

p(Las) = (X U R U R URe) < (£ ) () < (3) <g)kﬂl(L) _ <g)k+1M1(L)

Como queriamos. [ ]
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§2.2. Protocolo de Satisfaccion total con movimientos de
cuchillos para 4 personas

El problema de la existencia de un protocolo de satisfaccion total para cuatro o mas personas
fue resuelto en la seccion precedente, sin embargo esto requiere de un gran niimero de pasos, y sobre
todo un gran nimero de cortes, por lo que su realizacion practica se hace dificil o casi imposible.

Es por ello que se busca un nuevo protocolo, que sea de satisfaccion total, tenga un ntmero
razonable de cortes y funcione por lo menos para cuatro personas.

En Febrero del ano 1997 fue presentado en el articulo “A Moving-Knife Solution to the Four-
Person Envy-Free Cake-Division Problem” [12] un protocolo de satisfaccién total para cuatro per-
sonas que requiere solo once cortes.

Este protocolo emplea movimientos de cuchillos, en particular el Protocolo de Austin para dos
personas y es presentado como la unién de dos protocolos.

El primero consiste en repartir una torta entre cuatro personas empleando el Protocolo de Austin.
Este asegura una asignacion de satisfaccion total para los jugadores, pero es necesario hacer trece
cortes, luego se presenta un segundo protocolo que disminuye a once el niimero de cortes. Esa es
la mejor cota por el momento.

Pasamos ahora a la exposiciéon de los protocolos mencionados.

El siguiente protocolo con movimientos de cuchillo produce una reparticién de satisfaccion total
para cuatro personas empleando el Protocolo de Austin.
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Teorema 2.1 FExiste un protocolo con movimientos de cuchillo que produce una asignacion de
satisfaccion total entre cuatro personas.

Prueba. Consideremos el siguiente protocolo

Pasol Los Jugadores 1 y 2 emplean el Protocolo de Austin para obtener dos piezas de
igual tamano. Repiten este procedimiento con cada una de las partes resultando cuatro
piezas de igual tamano (segiun la medida de cada jugador).

Paso2 El Jugador 3 elige dos de las cuatro piezas (las mds grandes) y puede pasar (si
tienen el mismo tamano) o recorta una (la mds grande, llevandola al tamano de la se-
gunda mdas grande). Llamemos L al recorte, éste serd dejado a un lado.

Paso3 Los Jugadores 4,3,2, y 1, en este orden, proceden a elegir una pieza (la que con-
sideren mds grande), donde el Jugador 3 requiere tomar la pieza recortada si el Jugador
4 no lo hizo, en el caso donde el Jugador 3 recorta. Llamemos X; la pieza asignada al
Jugador .

En este caso, la asignacién parcial {X;, Xo, X3, X4} es de satisfaccién total.

El Jugador 4, como elige de primero, toma la pieza més grande, segin su medida. El Ju-
gador 3 posee una estrategia que le garantiza una pieza de tamano igual a la méas grande.
Los jugadores 1 y 2 aseguran, empleando el Protocolo de Austin tres veces, una de las
cuatro piezas no modificadas que poseen igual tamano.

Paso4 Si el Jugador 3 no recorta, entonces se habra asignado toda la torta.

Paso5 De lo contrario, el jugador que toma la pieza recortada sera llamado No-cortador
y el otro Cortador. Respecto a los jugadores 3 y 4.

En este momento el Jugador 1 tiene una ventaja irrevocable sobre el No-Cortador.

Segun la medida del Jugador 1, no importa la forma en que se asigne una parte de L
al No-cortador, ya que al final, la parte de la torta correspondiente al No-cortador no

podra superar la del Jugador 1.

Paso6 El Cortador y el Jugador 2 emplean el Protocolo de Austin para dividir L en

cuatro piezas de igual tamano.
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Paso7 Los jugadores proceden a elegir una de las piezas resultantes en el siguiente orden:
No-cortador, Jugador 1, el Cortador o el Jugador 2 en cualquier orden.

Llamemos X/ la pieza asignada al Jugador 7.

La asignacion parcial { X7, X}, X%, X} es de satisfaccion total.

Para el No-cortador, porque elige de primero; el Jugador 1, porque elige antes que el

Jugador 2 y el Cortador, y porque tiene una ventaja irrevocable sobre el No-cortador.
Finalmente el Jugador 2 y el Cortador, porque dividen L en cuatro piezas de igual tamano
y siempre les queda una pieza no modificada.

Luego, empleando el Lema 1.3. se tiene que la asignacion total de la torta es de satisfac-

cion total.
Observaciéon 4 Trece es el mdazrimo niumero de cortes realizables en este protocolo.
e En el Paso 1, Austin requiere realizar a lo sumo seis cortes (dos por cada pieza).

e El Jugador 3 puede realizar un corte en el Paso2.

e En el Paso 6 se usa de nuevo Austin por lo cual se pueden realizar , a lo sumo, otros

seis cortes mas.

El siguiente lema sera usado para mostrar la existencia de un protocolo de satisfaccion

total para cuatro personas que emplea sélo once cortes.
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Lema 2.5 Dados dos jugadores, existe un protocolo con movimientos de cuchillos que divide la
torta en cuatro piezas haciendo sélo cinco cortes y en donde:

i) Un jugador piensa que las cuatro piezas tienen el mismo tamarnio.

ii) Para el otro jugador, las tres piezas mds grandes tienen el mismo tamano.

Prueba. Consideremos el siguiente protocolo

Pasol El protocolo inicia con un cuchillo moviéndose desde el extremo izquierdo de la
torta hacia el derecho, como en Austin. Uno de los jugadores, supongamos el Jugador 1,
manda a cortar cuando piense que la parte al lado izquierdo del cuchillo sea i de la torta.
Llamemos a esta pieza A y al resto de la torta R;.

Notemos que

1
p(A) =~ Mz(A)SZ y Ri=T\A

Paso2 Sobre R; el Jugador 1 hace dos marcas paralelas al corte anterior. Las hace de tal
forma que las piezas entre estas marcas sean de tamano % de R;.

Paso3 Si para el Jugador 2 una de las piezas determinada por las marcas posee tamano
exactamente % de R, entonces la separa haciendo uno o dos cortes. Llamemos a esta

pieza B.

Torta - (A

Ry
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De otra forma el Jugador 2 indica dos de las piezas adyacentes que, segin su medida,
presentan tamano menor y mayor estricto a % de R;. El Jugador 1 mueve dos cuchillos
sobre las piezas adyacentes, como en Austin, y el Jugador 2 manda a cortar cuando piense
que la pieza entre ambos cuchillos sea exactamente % de R;. Esta nueva pieza sera llamada

By el resto Ry

g I ~

Ry
En cualquier caso
1 1 3 1 1 1 3 1
B =-m(R)==->=-2 B) = —pp(Ry) > =2 ==
m(B) =gm(f) =5 =7 mw(B)=gm() 25 =7
1 2 .
Re =R \B vy  p(Re)=p(R)— g#i(Rl) = g#i(Rl)> para ¢ =1,2

Paso4 Los jugadores emplean el Protocolo de Austin para dividir Ry en dos piezas de

igual tamano y las nombran C'y D.

1

(€)= (D) = Zuu(Ro) = 5 - 2yu(Rr) = Syl Ra) = u(B) para i =1,2

[GCI )

L
2
Por lo tanto, se cumple que

L (A) = m(B) = m(C) = (D) = i

2. p1a(B) = p2(C) = pa(D) > 7 con  pip(A) < §

Suponiendo que el Jugador 1 manda a cortar en el Paso 1.
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Ahora estamos listos para probar el teorema de existencia de un protocolo de satisfaccion total
para 4 personas con 11 cortes.

Teorema 2.2 FExiste un protocolo con movimientos de cuchillo que emplea solo once cortes y pro-
duce una asignacion de satisfaccion total para cuatro personas.

Prueba. Consideremos el siguiente protocolo

Pasol Los Jugadores 1 y 2 usan el Lema 2.5. para dividir la torta en cuatro piezas.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que el Jugador 1 piensa que las piezas resultantes
tienen el mismo tamano y que el Jugador 2 piensa que las tres mas grandes tienen el mismo
tamano.

Paso2 El Jugador 3 elige dos piezas (las mds grandes) y puede pasar (si tienen el mismo
tamano) o recorta a lo sumo una (la mds grande, llevandola al tamano de la mds pequena
entre las dos). Llamemos L al recorte, este serd dejado a un lado.

Paso3 Los Jugadores 4,3,2, y 1, en este orden, proceden a elegir una pieza (la mds grande
segin su medida), donde el Jugador 3 requiere tomar la pieza recortada si el Jugador 4
no lo hizo, en el caso donde el Jugador 3 recorta.

Llamemos X; la pieza asignada al Jugador .

En este caso la asignacién parcial {X7, Xo, X3, Xy} es de satisfaccién total.

El Jugador 4, como elige de primero, toma la pieza mas grande. El Jugador 3 posee una
estrategia que le garantiza una pieza de tamano igual a la mas grande. Emplear el lema
anterior en el Paso 1 asegura que el Jugador 2 obtenga una de las tres piezas mas grandes
no modificada de la reparticién; de igual forma asegura al Jugador 1 una de las cuatro

piezas mas grandes no modificada.

Observacién 5 Se han realizado a lo sumo seis cortes, cinco posibles cortes correspon-
dientes al Lema 2.5. y uno que puede hacer el Jugador 3 en el Paso 2.

Paso4 Si el Jugador 3 no recorta, entonces se habrd asignado toda la torta.
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Paso5 De lo contrario, el jugador que toma la pieza recortada sera llamado No-cortador
y el otro Cortador. Respecto a los jugadores 3 y 4.
En este momento el Jugador 1 tiene una ventaja irrevocable sobre el No-Cortador.
Segun la medida del Jugador 1, no importa la forma en que se asigne una parte de L
al No-cortador, ya que al final, la parte de la torta correspondiente al No-cortador no
podra superar la del Jugador 1.
Paso6 El Cortador y el Jugador 2 emplean el Lema 2.5. anterior para dividir L en cuatro
piezas de igual tamano.
Sin pérdida de generalidad supongamos que el Cortador piensa que las piezas resultantes
tienen el mismo tamano y que el Jugador 2 piensa que las tres mas grandes tienen el
mismo tamano.
Paso7 Los jugadores proceden a elegir una pieza (la mds grande segin su medida) en el
siguiente orden:

No-cortador, Jugador 1, Jugador 2 y Cortador.
Llamemos X la pieza asignada al Jugador i.
La asignacion parcial { X7, X3, X%, X} es de satisfaccion total.
El No-cortador, como elige de primero, toma la pieza mas grande. El Jugador 1 elige antes
que el Jugador 2 y el Cortador, y tiene una ventaja irrevocable sobre el No-cortador.
Emplear el lema anterior en el Paso 6 asegura que el Jugador 2 obtenga una de las tres
piezas mas grandes no modificadas de la reparticion; y el cortador una de las cuatro piezas
mas grandes no modificadas.
Luego, empleando el Lema 1.5. se tiene que la asignacion total de la torta es de satisfaccion
total.
Por 1ltimo, en este protocolo, se han realizado a lo sumo cinco cortes, los correspondientes
al Lema 2.5. Por lo tanto, se ha encontrado un protocolo que solo necesita de once cortes

y que es de satisfaccion total para cuatro personas.



Capitulo 3

Protocolo de Satisfaccién Total para n > 4

En este capitulo presentamos una generalizacion del protocolo presentado en la seccion 2.1 del
capitulo anterior.

§3.1. Esquema del Protocolo de Satisfaccion Total para
n personas, con n > 4

El siguiente esquema divide el protocolo en cuatro etapas. Cada una representard los objetivos
necesarios para alcanzar tan esperada asignacion.

Etapa 1 Un jugador corta la torta en n piezas de igual tamafo, las reparte y si todos estdn
satisfechos, se termina el protocolo.

Etapa 2 Si no termina el protocolo, se tiene un jugador insatisfecho y un cortador.
Las piezas asignadas a estos dos jugadores se manipulan de tal forma que al hacer una nueva repar-
ticion, la pieza asignada al Jugador insatisfecho sea estrictamente més grande que la asignada al
cortador.

Llamaremos a esa diferencia €.

Etapa 3 Se itera los pasos 12-15 manipulando las piezas restantes (unién de recortes), hasta
lograr una pieza de tamano menor estricto a €. En este punto el Jugador insatisfecho tendra una
ventaja irrevocable sobre el cortador.

Etapa 4 Se define el conjunto de ventaja irrevocable como:
V.= {(4,7) : Jugador i tiene una ventaja irrevocable sobre el Jugador j, 1<i,j<n y j#i}

El cortador manipula la parte restante de la torta y define los conjuntos A y D (acuerdo y
desacuerdo). Cada uno de los jugadores se declara de tipo A si estda de acuerdo en que las piezas
resultantes de la manipulacién tienen el mismo tamano o de tipo D si no lo esta.

Luego, si D x A CV', se reparten estas piezas entre los jugadores de tipo A y se termina el
protocolo. De lo contrario, se toma el menor par (a,b) € D x A siguiendo el orden lexicografico y
se regresa a la Etapa 2 donde el Jugador a tomara el papel del jugador insatisfecho y el Jugador
b tomara el papel del cortador.
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§ 3.2. Pasos del protocolo de satisfaccion total para n personas,
conn >4

Pasol Uno de los jugadores, supongamos el Jugador 2, corta la torta en n piezas (del
mismo tamano), elige una y asigna una pieza a cada jugador.

Paso2 Al resto de los jugadores se les pregunta si estan o no satisfechos con esta asig-
nacion.

Paso3 Si todos estan satisfechos, se termina el protocolo.

Paso4 De otra forma elegimos el menor i tal que el Jugador i no esta satisfecho.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que es el Jugador 1, llamemos A a la pieza en-
vidiada por éste jugador y B a la pieza asignada a este jugador en el Paso 1; las piezas
restantes son dejadas a un lado.

Para el Jugador 1, la pieza A es mas grande que la pieza B y para el Jugador 2 las piezas
Ay B tienen el mismo tamano.

Paso5 El Jugador 1 nombra un entero positivo r > m? 4 1.

Lo hace de tal forma que para cualquier particion de A en r piezas el Jugador 1 prefiera a
A que a B atin con las k piezas de menor tamaifio removidas de A, donde m = 2(*=3) 41

y k= (m—1)(m)+1. Ver Lema 3.1.

Observacién 6 Los valores de m,r y k dependen del nimero de jugadores que participan

en el protocolo. Mds adelante daremos una razon del por qué se tomaron de esta manera.

Paso6 El Jugador 2 particiona las piezas Ay B en r subconjuntos (del mismo tamano).
Paso7 El Jugador 1 elige m piezas (las mas pequenas) de la particién de B y m piezas
(las mds grandes) de la particién de A.

Consideremos {A1, Ay, ..., A} v {Br—m-1), Br—(m-2), ..., By}, las particiones obtenidas

en el Paso 7, cuyas piezas estan ordenadas en forma decreciente.



§ 3.2. Pasos del protocolo de satisfaccion total para n personas, conn >4

Paso8 El Jugador 1 observa el conjunto {A;, A, ..., A, Br_m-1), By—(m-2), ..., By }. Si
p(Am) > p(Br—gn-1y), éste puede recortar a lo sumo (m — 1) piezas de Ay, Ag, ..., Ap—y
(v las iguala en tamano). De lo contrario, el Jugador 1 divide la pieza A; en m pedazos
(del mismo tamano). En cualquier caso, denotemos Y7, Y, ..., Y,, las piezas obtenidas.

La estrategia del Jugador 2 le garantiza m piezas {B,_um-1), Br—(m-2), ..., By} de igual
tamano que son por lo menos tan grandes como las piezas {Y7,Ys, ..., Y;,}, esto se debe a
que el Jugador 2, en el Paso 2, hace las piezas del conjunto {A, ..., An, Br—(m—1y, ..., By }
de igual tamano, mientras que en el Paso 8 las piezas de A han podido ser modifi-
cadas y llamadas Y. Por otro lado, la estrategia del Jugador 1 le garantiza m piezas
{1,Y,, ..., Y, } de igual tamaiio que son estrictamente més grandes que B,_(,—1) (segin

la medida del Jugador 1). Ver Lema 3.2.

Paso9 Para i = 3,...,n — 1 el Jugador i toma 2"~(+1) 41 piezas (las mds grandes) de
la coleccién {Y1,Ys, ..., Yo, Br—(m-1), Br—(m-2), ---, B, } (modificadas o no) y puede pasar
(si tienen el mismo tamario) o las iguala en tamafio (recortando a lo sumo 2~ (+1)
piezas).

Pasol10 Los Jugadores proceden a elegir una de las piezas resultantes en el siguiente

orden:
Jugador n, Jugador n — 1, ..., Jugador 2, Jugador 1

donde el Jugador i requiere tomar una de sus piezas modificadas, si los primeros ju-
gadores en elegir no lo hicieron. El Jugador 1 debe elegir una pieza no modificada del
conjunto {Y7,Ys, ..., Y,, } v el Jugador 2 debe tomar una pieza no modificada del conjunto
{B,,_(m_l), By _(m=2), - B, }. Denotemos L a la parte restante de la torta y llamemos X;

a la pieza elegida por el Jugador i.
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Afirmacion a.- Los jugadores 3,...n — 1 obtienen una pieza de tamano igual a la mas
grande, segin la medida de cada jugador. Es un resultado del Lema 3.3., considerando

el conjunto C' = {Y1,Ys, ..., Yo, Br_(m-1), Br—(m—-2), ---, Br}.

Afirmaciéon b.- El Jugador 1 asegura una pieza no modificada del conjunto
{Y1,Ys, ..., Yo .

El conjunto {Y1,Ys, ..., Y;,} estd formado por m = 23 + 1 piezas.

Consideremos el peor caso, supongamos que los n — 2 jugadores restantes (no incluyendo
el Jugador 2) modifican y eligen las piezas de Y. Verifiquemos que se sigue cumpliendo

la condicién para el Jugador 1.
1. El Jugador n elige de primero, y toma una pieza de {Y1,Ys, ..., Y, }.

2. Los jugadores Js,...,J,_1 pueden modificar a lo sumo 23 — 1 piezas de

{}/17}/27 "'aYm}-

En 1, 2 se puede modificar a lo sumo 2("~3) piezas. Por lo tanto, el Jugador 1 asegura
una pieza no modificada del conjunto {Y1,Ys, ..., Y, }.
Afirmacion c.- El Jugador 2 asegura una pieza no modificada del conjunto

{B,—(m-1)s Br—(m-2), -, By }. Es un resultado andlogo de la Afirmacion a.

Afirmacion d.- La asignacion parcial { X7, X, ..., X, } es de satisfaccién total.

El Jugador n como elige de primero, toma la pieza més grande de la reparticién. Los
jugadores 1 y 2 aseguran con las afirmaciones anteriores y con el Paso 8 una pieza de
tamano igual a la mas grande. Por tltimo, el Lema 3.3. garantiza al resto de los jugadores

una pieza de tamano igual a la méas grande.

Afirmacion e.- El Jugador 1 piensa que uq(X7) > 1 (Xs).
Xy € {V1,Y5, Y3} y Xy € {B,_9, B,_1, B, }. En virtud del Lema 3.2. se tiene la desigual-
dad. Consideremos p1(X1) — p1(Xs) = €.



§ 3.2. Pasos del protocolo de satisfaccion total para n personas, conn >4

Pasoll El Jugador 1 nombra un entero positivo s (lo elige de tal manera que
9(n—2) s
(m) (L) <e).

El entero s especifica cuantas veces los jugadores iteraran la siguiente secuencia
de cortar y elegir. En algiin momento uno de los jugadores mandara a parar la iteracion,
cuando considere que el tamano de la pieza restante es menor que €. Ver Lema 3.4.
Paso12 El Jugador 1 divide a L en 22 4 1 piezas (que ¢l considere del mismo
tamano).

Paso13 El Jugador 2 toma la coleccién de L piezas y selecciona 2"~ + 1 (las mds
grandes) donde puede elegir recortar a lo sumo 23 piezas (para igualarlas en tamario).
Pasol4 Para i = 3,...,n — 1 el Jugador i toma la coleccién de L piezas (modificadas o
no) y selecciona 2"~(+Y) 11 (Jas mds grandes) donde puede elegir recortar a lo sumo
2(n=(+1) piezas (y las iguala en tamarnio).

Pasol5 Los Jugadores proceden a elegir una pieza (la mds grande o de igual tamano a

la mds grande) en el siguiente orden:
Jugador n, Jugador n — 1, ..., Jugador 2, Jugador 1

donde el Jugador i requiere tomar una pieza recortada por éste si los r — ¢ primeros
jugadores no lo hicieron.
Pasol16 Los pasos 12-15 son iterados s — 1 veces con los restos de la torta.

Esto da una particién {X;, X5, ..., X, , L} de la torta, donde:
1. X! = szl X, donde X, ; es la pieza asignada al jugador 7 en la iteracion j.

2. {X1;,Xs,,..., Xy} es una asignacién parcial de satisfaccién total en cada iteracién.

El Jugador n, como elige de primero, toma la pieza mas grande. El Lema 3.5.
(considerando el conjunto L) asegura a los jugadores n — 1,n — 2,...,2 una pieza
de tamano igual a la mas grande (segin sus medidas). El Jugador 1 divide L en

2("=2) 11 piezas de igual tamafio, y siempre le queda una sin modificar.
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3 {X},..., X, } es una asignacién parcial de satisfaccién total.

Esto es una consecuencia del Lema 1.5.
4 Para el Jugador 1 py(X; U X7) > g (X U Xo) U iy (Ly).

e En virtud del Lema 1.3., el Jugador 1 asegura que la asignacién X, es de

satisfaccion total, por lo tanto p1(X;) > p1(X5).

e En el Paso 10 fue considerado € = 11 (X1) — p1(X2). De esto se obtiene

p(X U X)) > i (Xo U Xp) + € > i (Xo U X) + (L)

En este instante el Jugador 1 tiene una ventaja irrevocable sobre el Jugador 2. Daremos
creacion a un subconjunto de {1,2,...,n} x{1,2,...,n} el cual llamaremos V" para ventaja
irrevocable, donde (1,2) €V'.

Pasol7 El Jugador 2 corta Lg en h piezas (del mismo tamano). Donde h representa el
minimo comtun multiplo de los primeros n naturales.

Pasol18 Cada uno de los otros jugadores se declara a si mismo de tipo A, si esta de
acuerdo en que todas las piezas tienen el mismo tamano, o de tipo D si no lo esta.

El Jugador 2 se declara de tipo A.

Pasol19 Si D x A C V', entonces se repartiran las h piezas entre los jugadores de tipo A
y se habra asignado toda la torta.

Paso20 De otra forma , elegimos el menor par (a,b) (siguiendo el orden lezicogrifico) del
conjunto D x A que no estd en V' y regresaremos al Paso4 donde el Jugador a tomars el
rol del Jugador 1 (insatisfecho), el Jugador b tomaré el rol del Jugador 2 (cortador) y Ly
tomara el lugar de la torta.

Paso21 Los Pasos 5-20 se repiten.

Observacién 7 Cada vez que pasemos por el Pasol7 anadiremos un par ordenado a V.

Final del protocolo
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Lema 3.1 Se puede nombrar un entero positivo r > m? +1 de forma que, para cualquier particion
de A en r subconjuntos, el Jugador 1 prefiera a A que a B, aun con las k piezas de menor tamano
removidas de A, donde m =23 +1 y k= (m)(m — 1) + 1.

Prueba. Sea {A1, As, ..., A,} cualquier particién de A en r piezas (ordenadas en forma decreciente).
Mostremos las siguientes desigualdades

Lo > wA) < k‘M
i=r—k+1 r

2. K <) u(p)

En virtud de la propiedad arquimediana siempre es posible encontrar un r que cumpla

WA < )~ ()

Para mostrar la otra desigualdad consideremos la siguiente afirmacién
Las k piezas mas pequenas de la particion de A no supera k veces el promedio del tamano de
las piezas de A.
T
(4)

>y < it
i=r—k+1 r

Supongamos por reduccién al absurdo que
: A
> 4> KA

i=r—k+1

entonces, la pieza mds grande de la coleccion {Aq_i41), Ap—p), -, Ar} es de por lo menos tan
grande como el promedio de las r piezas.

1(A) (3.1)

r

A —kt1)) =

Por otro lado, las r — k piezas mas grandes de la particién de A son por lo menos tan grandes
como la pieza A _i11), asi

p(Ai) > p(Ag—kt1)) Para todo 1<i<r—k (3.2)

A
Por la transitividad en (3.1) y (3.2) tenemos pu(A;) > niA) para todo 1 <i <r — k.
r

r—k
A = (r - i (33

r
i=1
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Luego de la suposicién y (3.3), tenemos

SnA)+ Y ud) > - EA g
ZT:,U(Az’) > 7“#(:1)
,Zu_(T) > 1

Lo cual es una contradiccion.
Finalmente, de las desigualdades 1 y 2 se tiene que

T

> nl(Ai) < p(A) — u(B)

i=r—k+1

Y asi

T

u(B) < p(A) — > (4

i=r—k+1

donde A¢_g11y, Ar—p), -, Ar son las k piezas mas pequenas de la particién de A. [ |
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Lema 3.2 El Jugador 1 tiene garantizado que los Y's son mds grandes que las B's segin su medida.

Prueba. Asumiremos que A y B son particionadas en r piezas y que B no es mas grande que A
aun con las k piezas mas pequenas removidas de A. Las piezas de las particiones seran organizadas
en orden decreciente Ay, As, ..., A, y By, Bs, ..., B, segun la medida del Jugador 1.

Casol.: si el Jugador 1 piensa que jii(Ap) > p1(Br—(m-1)) se tiene

(Y1) = p(Ya) = ... = (Yon) = p1(Am) > p1(Br—gm-1)) = ... > p1(By)

cumpliendose la afirmacion.

Caso2: por el contrario, supongamos que:

Lopn(Y) = m(Ya) = ... = (Vi) =

2. p1(Br—(m-1)) > p1(An), es decir las piezas del conjunto {A;, A, ..., A, } no son estrictamente
mas grandes que B,_(;,—1).

,U/I(Al).

3. Supongamos por reduccién al absurdo que ju; (B, —(n-1)) >
m

De 2. tenemos

pi(Bi) > pi(Bz) > oo 2 i (Br—n-1)) = p1(Am) = pn(Amg1) > o > i (Ay)

p1(BeUBg_1 U...UBy_p) > (A U A U UA, ) (3.4)
Asi
r—m r—k
S m(B) =Y () (3.5)
i=k i=m

De 3. tenemos

p1 (ByU By U ... UBy,) 2> mpn (Br_mt1)) = p(Ar)
p1 (Bpg1 U Brpo U .U Bopy) > mypin (Br—(m+1)) = (A1) > pa(As)

Ha (Bm2—2m+1 UBp2_omia U ... U B(m—l)m) > mpiy (Br—(m+1)) > p1(A1) > .. > pa(Am-a)

Y asi

(m—1)m m—1

p1(B;)
=1 =1

Y%
(]
=
=

(3.6)
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3. ’gmmi):mw— S (A

i=r—(k+1)
Finalmente, de 1, 2 y 3 se obtiene

T

w1 (B) > pi(A) — Z 1 (Ay) Contradiccion con el enunciado
i=r—(k+1)

) . A
Por lo tanto, es necesario considerar fi;(B,_m-1)) < %

Observaciones
» Es necesario considerar k = m(m — 1) + 1 para completar las sumatorias en (3.5) y (3.6).

» Para asegurar por lo menos una pieza en (3.4), es necesario considerar r > m + k, es por ello
que
r>m?+41

» Recordemos que m = 2("=3) 4 1, asf los valores de r y k dependen del ntimero de jugadores

que participan en el protocolo.
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Lema 3.3 Es necesario considerar 2"~0+1)) + 1 piezas de un conjunto C' dado y modificar a lo
sumo 2=0D) parg asequrar al Jugador i una pieza de tamatio iqual a la mds grande.

Prueba. De acuerdo con el protocolo, el Jugador i en el toma las (2(”_(”1)) +1) piezas mas grandes
del conjunto C' (modificadas o no por otro jugador) y puede igualarlas en tamano, modificando a
lo sumo (2("=0+1)) piezas.

Denotemos J; al Jugador i. Los jugadores J;i1, ..., J,—1 repiten el procedimiento realizado por

n—1
el Jugador i, donde al final se obtiene > 2("~U+1) modificaciones posibles entre estos jugadores.

j=it1
n—(i+1)
Consideremos la sumatoria ) 27 la cual equivalente a la sumatoria anterior.
J=0

P .
Afirmacién: > 20 =21 — 1 donde p=n—(i+1)
7=0
Haremos la prueba por induccién sobre el valor de p.

Base inductiva Veamos que se cumple para p = 0. En efecto,

27 =20=1=2""-1

M-

7=0
Hipdtesis inductiva Supongamos que se cumple para p=Kk,

k

ZQJ :2k+1_1

§=0
Debemos mostrar que se cumple para p=k+1

k+1

Z 2]‘ — 2k+2 —1
=0

Empleando la Hipotesis inductiva, tenemos

k+1 k
D2l = LN = oM okt = (o) 1 =2
=0 =0

Como queriamos.
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Luego
n 200=0+D) _ 1 piezas pueden ser modificadas por los jugadores J;i1, ..., Jy_1.

= J, podria tomar una de las piezas de C la cual no necesariamente es modificada por los
jugadores mencionados.

Quedando asi por lo menos una pieza no modificada para el Jugador i la cual, segtin su medida, es
de igual tamano que la pieza mas grande de la reparticion.

Lema 3.4 El Jugador 1 puede nombrar un entero positivo s de manera que al iterar s veces los
Pasos 12-15 tengamos que py1(Ls) < €, donde Ly es la parte restante de la torta.

-~ s
Prueba. FEn primer lugar siempre es posible encontrar un s tal que (;%;jrl) pi(L) < e ya que

9(n—2)

Faltaria mostrar que la siguiente desigualdad se cumple para todo entero positivo s.

9(n—2) s
L, < (2(7> NI(L)

n—2) +1

Haremos la prueba por induccién sobre el nimero de iteraciones.
Base inductiva Veamos que se cumple para s = 1.

Sea {Py, P, ..., Py, Pyi1, ..., Pyn-2 1 } la particién de L obtenida en el Paso 12.

Realizando los Pasos 13-15 se obtiene una particién {X;, X, ..., X,,, L1} de L donde X; es la
pieza elegida por el Jugador ¢ (para i = 1,...,n) y Ly es la parte restante de L.

Denotemos Rs, ..., R, los posibles recortes que se realizaron sobre las piezas de P y llamemos
i1, L2y ooy Zotn—2) 41 las piezas que no fueron elegidas. Luego

L .
L. NI(XI) = Ml(Zi) = 2(5%)11 parat=n+1,..., 2(n=2) 4 1
(L) (L) .
2. MI(XZ) = m - /"Ll(RZ>7 dOIlde 0 S Ml(Rz) < W, para y— 2’ _._7n'
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3. /~L1(L1> = ,ul(Rg U Rg U..u Rn U Xn_|_1 U..u X2(n72)+1)

De estos tenemos

L
,ul(Ll) = /le(RQ U Rg U...uJ Rn U Xn+1 U...u X2(n72)+1) < 2(n—2) . <2(5%)_?_1)

9(n—2)

Obteniéndose iy (L;) < <m

) w1 (L), por lo tanto se cumple para s = 1.

Hipdtesis inductiva Supongamos que se cumple para s = k, es decir

(L) < (ﬂ)kum

200-2) 41
Veamos que se cumple para s =k + 1

Iterando los pasos 12-15 & -+ 1 veces se obtiene una particién { X}, Xy, ..., X,,, Ly} de L donde X;
es la pieza elegida por el Jugador i (para i =1,...,n) y L es la parte restante de L.

Denotemos R,, ..., R, los posibles recortes obtenidos en la tltima iteracién y llamemos

/ / . . , . . .,
i1y Lpyos s & las piezas que no fueron elegidas, en la ultima iteracién.

!
2(n=2) 11

Notemos que, para el Jugador 1 se cumple

Lo (X)) = (Z) = 2{;@‘%@1 Parai=n+1,..,20"2 41
2. i (X;) = % —m(R)), donde 0<u(R) < %, para i=2,..,n
3. pn(Liyr) = p(RyU Ry U UR UX, UL UX o)
De estos tenemos
pi(Lisr) = p(Ry U Ry U .U R, U X, U ..U Xpy,,) <2072 (#ﬁ%)
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Luego

9(n—2) 9(n—2) 9(n—2) k 9(n—2) k+1
i (Lig) < (W) p(Ly) < (W) ' (W) (L) = (m) pa(L)

Cumpliéndose para s = k.

2(n—2)

Por lo tanto L, < (m

S
) u1(L) se cumple para cualquier s. [ |
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Observaciones finales

A manera de conclusién quisiéramos recapitular nuestro trabajo. Hemos presentado protocolos
proporcionales y de satisfaccion total para cualquier niimero de personas.

La construcciéon del protocolo para n > 5 es nuestra y se inspira en el trabajo de Brams y
Taylor [2].

Un problema abierto es la existencia de protocolos de satisfaccion total para n > 5 en donde el
nimero de cortes esté limitado.
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