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Introduccion

En cualquier fenémeno natural, las variables involucradas y sus razones de cambio
estan relacionadas entre si por medio de los principios cientificos basicos que gobiernan
dicho proceso. Al expresar tal conexién en el lenguaje matemaético, el resultado es con
frecuencia una ecuacién diferencial.

Pocas ecuaciones diferenciales tienen una solucion analitica sencilla, la mayor parte
de las veces es necesario realizar aproximaciones o estudiar el comportamiento del sis-
tema bajo ciertas condiciones. Un problema importante para discutir es la estabilidad
de estas soluciones, para el estudio de la estabilidad de equlibrios de sistemas de ecua-
ciones diferenciales de tipo parabdlico es fundamental conocer cuando una matriz A y sus
perturbaciones tienen todos sus autovalores con parte real negativa.

En este trabajo nos vamos a concentrar en el siguiente problema, dada una matriz A
de dimensién n x n, vamos hallar las condiciones necesarias y suficientes para que todos
los autovalores de la matriz (A — D) tengan parte real negativa, para cualquier matriz
diagonal D > 0.

Ahora, dado un sistema de ecuaciones diferenciales
X' =F(X) con F(X)=(fi(X),..., fu(X)) v X = (21,...,2,),

sabemos que la estabilidad de X =0 viene caracterizada por los autovalores de la matriz

Jacobiana J = <afi(0))
1<i, j<m

03:,-
df1 df1
8—:):1(0) %(0)
J—
Ofm Ofm
8—561(0) %(0)



4 Introduccién

El objetivo principal de esta tesis es encontrar las condiciones necesarias y suficientes
para las cuales esta matriz jacobiana es estable, semiestable, fuertemente estable, Volterra-
Lyapunov estable y exitable, estudiando sus submatrices principales y los autovalores de
dicha matriz.

Para esto, primero vamos a presentar algunos resultados béasicos de algebra lineal que
dan condiciones sobre los autovalores de una matriz y definiciones de los tipos de matrices,
también vamos a presentar algunos teoremas como el de estabilidad de Routh-Hurwitz,
el de Lyapunov y uno importante de andlisis complejo como es el teorema de Rouché.



Capitulo

Preliminares

En este capitulo introduciremos algunos conceptos basicos que nos serviran para el
desarrollo de este trabajo.

Definicién 1.1 Sea D una matriz real de dimension n X n, D es una matriz diagonal si
todas sus entradas son cero excepto las de la diagonal.

Definicién 1.2 Sea A una matriz de dimension n X n con entradas en C, A es una
matriz hermitiana st A = A*, donde A* es la transpuesta cojugada de A.

Definicién 1.3 Sea A una matriz hermitiana de dimension n X n, entonces:
s A es definida positiva, si T Ax >0, Vo € R* (6 C", denotada por A > 0).
s A es definida negativa, si v Az <0, Vo € R* (6 C", denotada por A < 0).
» A es semidefinida positiva, si xT Az >0, Vo € R* (6 C", denotada por A > 0).
» A es semidefinida negativa, si v Az <0, Vo € R (6 C*, denotada por A <0).

Donde x* es el vector transpuesto conjugado de x.

Proposicién 1.4 Sea B una matriz real de dimension n xn. Si B es simétrica entonces
todos sus autovalores son reales.

Demostracion:
Sea A un autovalor de B, entonces se cumple que para un vector x # 0 en C”,
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Bx = A\x. (1.1)

Como B es simétrica y real B* = BT = B. Ahora

(Bz,z) = (z,BTz)

(Ar,z) = (7, \)
Mz, z) = Mz, ),
asi (z,z)(A — A) = 0y como x # 0 entonces A = ), por lo tanto A es real. [

Proposicién 1.5 Si B es una matriz real, simétrica y de dimension n X n , entonces B
es definida positiva si, y solo si, todos sus autovalores son positivos.

Demostracion:

Supongamos primero que B3 es una matriz real, simétrica, de dimensién n xn y definida
positiva entonces por la proposicion anterior todos sus autovalores son reales, ahora si A
es un autovalor de B y denotemos por x = (x1,...,x,) su autovector asociado, etonces,
tenemos que Bx = Az, de esto y como B es definida positiva se tiene que 27 Bz = 27 \x
= Az} +...+22) >0, por lo tanto A > 0.

Reciprocamente, como B es simétrica todos sus autovalores son reales, es mas, existe
una base ortonormal formada por autovectores de B, sea {x1,xs, ..., x,} dicha base y sea
x #0en R" como x = (ayx1 + ...+ a,z,) entonces

2TBr = @3N |||+ .. 4 a2 X2 2,)?
= @A +...+a2)\2 > 0.

Teorema 1.6 ( Teorema de Lyapunov)(Lema 1.15, pag 295, [6])
Suponga que A es una matriz real de dimension n X n. La ecuacion matricial

A"B+BA=-C

tiene una solucion definida positiva B para cada matriz definida positiva C si, y solo si,

ReA(A) < 0.

Definicién 1.7 Para z € R, diremos que

Pn(’Z) = 2" + alzn_l + a2+ ag,

con a; € R, es un polinomio de Hurwitz, si todas sus raices tienen parte real negativa.
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Lema 1.8 Si P,(z) es un polinomio de Hurwitz, entonces a; > 0, para todoi=1...n

Demostracién: Sean zi,..., 2, las raices reales de P,(z) y au,...,q, sus correspon-
dientes multiplicidades. Denotemos con zpi1,..., 2+, las raices complejas de P,(z) y
B, ..., By sus respectivas multiplicidades. Por hipétesis la parte real de 2, es negativa
paracada k=1,2,...,p+q.

Sabemos que

p q
Pn(z):Hz—zko"“Hz—erk z—zp+k)ﬁ

k=1 k=1
Pongamos z=—b, con by >0,k =1,...,py 2zj4p=—bj4, +ic;j, con by, >0,
j=1,...,q. Asi

p q
Po(2) = [ [z + 0 [ [ (2> + 2bj4p2 + 074, + &),
k=1 k=1
lo cual implica que todos los coeficientes de P,(z) son mayores que cero. [ |

Corolario 1.9 En el caso n < 2 la condicion anterior es suficiente; es decir, todo poli-
nomio de sequndo grado es de Hurwitz si, y solo si, a; > 0,i=1,2.

Demostracién:

(=)Es consecuencia inmediata del lema anterior.

(<)Sea Py(2)=2® + a1z + ap con a; > 0, i = 1,2. Ahora vamos a buscar las raices de
Py(z) por medio de la ecuacion:

—b+ Vb — 4dac
2a

asi las raices de Py(z) son:

—ay + \/a? — 4as
5 )
» Caso(1): Si a? < 4ay, entonces la raices serian complejas y estarfan dadas asf:

—ay " \/a% — 4ast

2 2

21,2 =

Como a; es positivo entonces “1 es negativo, por lo tanto para este caso las raices
son complejas con parte real negatlva, es decir P(z) es un polinomio de Hurwitz.
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» Caso(2): Si a? > 4as, entonces a? > a? —4ay > 0, ya que ay es positivo, por lo tanto

a Va2 — 4ay

2 2 ’
y de esto es inmediato ver que para este caso P5(z) es un polinomio de Hurwitz.

» Caso(3): Si aj = 4a, entonces la raiz de Pa(2) es =% < 0, ya que a; es positivo, en

consecuencia P(z) es un polinomio de Hurwitz. [

Denotemos por H,, al conjunto de todos los polinomios de Hurwitz de grado n.

Definicién 1.10 Diremos que F(z) es un polinomio asociado a P,(z) si existe o > 0 tal
que F(2) = (1 4+ az)P,(2) — P.(—2).

Lema 1.11 (Lema 4.8, pag 63, [9])
Sea P,(z) € H,.Entonces su asociado F(z) € Hyyq.

Lema 1.12 ( Lema 4.9, pag 64, [9])
Si F(z) € H,11, entonces existe « > 0 y P, € H, tal que F es el asociado de P,.

Ahora consideremos el polinomio P,(z) y supongamos que los a; > 0, Vi =1,2,...,n.
Formemos la matriz

aa 1 0 0 - O

az as ap 1 . 0
I as as as as - 0
0O 0 0 0 0 a,
y sean
a; 1
AIICLl, AQZ a; as 7“‘7An:anAn—l-

Teorema 1.13 (Criterio de Routh - Hurwitz)
Las raices de P,(z) poseen parte real negativa si, y solo si, N; >0, i =1,...,n.
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Demostracion:

(=) Asumamos que P, € H,,. Realicemos la prueba por induccién. Sea P;(z) = z+a;.
Asi z = —a; < 0y Ay = a; > 0. Consideremos P;(z2) = 2%+ay2+as. Luego por el corolario
1.8, Ay y /Ay son positivas.

Supongamos que para todo P, € H,, se verifica que A; > 0, j = 1,...,n. Sea

F € H, ;. De acuerdo con el lema 1.12, existe a > 0y P, € H, tal que

F(z) = (14 az)P.(z) + P.,(—2).

Por comodidad pongamos o = 2¢, donde ¢ > 0. Entonces

F(z) = 22"+ (14 (=1)" + 2cay)z" + (a1 + (=1)""tay + 2cay)z"! (1.3)
+ oot (Ao + (=1)%an_o + 2can_1)2% + (an_1 + (=1)an_1 + 2cay,)z + 2a,,.
Supongamos por ejemplo que n es par, el caso n impar se analiza en forma similar. De
(1.3) obtenemos que:
F(2) = 2c2™ + (2 4 2cay) 2™ + 2cas2™ "t + ...+ (2an_9 + 2cayn)2* + 2ca,z + 2ay;

de donde sigue:

2+ 2caq 2c 0 -0
2a9 4+ 2cas 2cas; 24 2cay

2a4 + 2cas 2cay 2as + 2cas

S
I

0 0 0 - 2ay

Multiplicando la segunda columna por —1/c y suméndola a la primera; la cuarta la mul-
tiplicamos por —1/c y la sumamos a la tercera; y asi sucesivamente hasta arribar a la
n—ésima, columna, obtenemos
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2ca; 2c 0o - 0
2cas 2casy 2caq

2cas 2cay 2cas

Hp =
0 0 0 - 2a,
De donde se sigue que:
Al = 20&1:20A1,
Ao = @™ 1= (@02,
az as ’
A, = (201,

An—l—l = 2anAn

Teniendo en cuenta que A; >0, Vj =1,...,n, se sigue que Aj >0,Vy=1,...,n+1.

(<) Sea P, (%) un polinomio dado, con a; >0, Vji=1,...,ny A; >0,
Vi =1,...,n. La prueba la realizaremos por induccién.
Sea Pi(z) = z + a;. Como A1 = a; > 0, entonces z; = —a; < 0. Para n = 2 nuestra

afirmacién sigue del corolario 1.9. B

Sea F'(z) un polinomio de grado (n + 1) con coefientes positivos tal que A; > 0,
Vj=1,...,n+ 1. Por hipdtesis todo polinomio de grado n con coefientes positivos que
verifique la condicién de Hurwitz, es un polinomio de Hurwitz.

Realizando un célculo analogo al que hicimos en la prueba de la necesidad, obtenemos
que A; = (2¢)’Aj, Vj =1,...,n. Sabemos que dado F(z), el polinomio P,(z) se elige
de la siguiente igualdad

a?2*P,(2) = (az — 1)F(2) + F(—2).
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Puesto que &j >0, Vj=1,...,n+1, tendremos que AA; >0 (j =1,...,n). Asi, por la
hipétesis inductiva P,(z) es un polinomio de Hurwitz y por el lema 1.11 concluimos que
FeH,,. [ |

Definicién 1.14 Consideremos el conjunto Z, = {B € My : bi; < 0,Yi # j}, decimos
que A es una M-matriz si A € Z,, y ademds posee todos sus autovalores con parte real
Positiva.

Definiciéon 1.15

= A es estrictamente diagonal dominante por fila si
Jail > > |ayl,
i#]
parat=1,...,n.

» Decimos que A es estrictamente diagonal dominante por columna si AT es estric-
tamente diagonal dominante por fila.

Proposicién 1.16 (Corolario 7.2.3, pag 403, [7] ). Sea A una matriz real, simétrica
y estrictamente diagonal dominante. Si a; > 0 para todo i = 1,...,n entonces A es
definida positiva.

Proposicién 1.17 (Teorema 2.5.3, pag 144, [8] ). Las siguientes condiciones son
equivalentes:

n B es una M -matriz.

» B=al—P,P>0, ya>p(P); donde p(P)es el radio espectral de P.

Eziste x > 0 en R™ tal que Bx > 0.

Los elementos de la diagonal de B son todos mayores que cero y existe E > 0
diagonal tal que BE es digonal dominante por fila.

Existen E,D diagonales tales que DBE es diagonal dominate por fila y columna.

Teorema 1.18 ( Teorema de Rouché)(Corolario, pag 152, [1])

Sea C una curva cerrada simple y sea J su interior. Si f y g son funciones analiticas
definidas en C y J, con:
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f(2),9(z) # 0, para todo z € C y
|f(2) —g(2)| < |g(2)| para todo z € J UC.
Entonces f y g poseen el mismo numero de ceros en J .

Teorema 1.19 Sea {f,}n>1 una sucesion de funciones analiticas definidas sobre D un
subconjunto de C, la cual converge uniformemente a f # 0 sobre compactos. Entonces
dada una curva v que no contenga ceros de f, existe ng tal que f, y f tienen la misma
cantidad de ceros en la region acotada por vy, para todo n = nyg.

Demostracién: Sea = min|f(z)| > 0. Luego |f,.(2) — f(2)| < p < |f(2)], para todo
n = ng y todo z € v. Poniendo g(2)=f,.(z) — f(2), el teorema de Rouché implica f,(z) y

f(z) tienen la misma cantidad de ceros en la regién acotada por . [

Teorema 1.20 Las raices de un polinomio dependen continuamente de sus coeficientes.

Demostracién: Consideremos P,,(z)=a,x™+...+ax+ag con a; € R, parai=1,...,m.
Sean zi, ..., 2, las raices de P,,.

Definamos

F:R™ L cm
por
F(ag,...,am) = (21, -, 2m)-
. ., 1

Consideremos ahora la sucesion {(agn, - - ., Gmn) }n>1 C R tal que (agp, .-y @) —

(ag, ..., am), n — 0o. Definamos

Qr(2) = amnz™ 4+ ...+ a1pz + Aop.

Como los ceros z; de P,,(z) son aislados, entonces para 0 < € << 1, B(z;) contiene
solo una raiz de P,,(z) parai=1,...,m.

Por otro lado Q" (z) — P,,(z) uniformrmente sobre compactos, lo cual implica por el
teorema 1.19 que existe ng tal que Q7 (z) y Pn(z) tienen la misma cantidad de ceros en
la region acotada por 9B, (z;).

Por lo tanto, si (z1p, - - ., Zmn) son los ceros de Q7 (z), entonces existe ng € N tal que

H(Zlna---azmn) - (Zla---azm)H <€,

sin > ng. [ |



Capitulo

Estabilidad de Matrices

En este capitulo vamos a presentar los tipos de estabilidad para matrices reales, asi co-
mo las condiciones necesarias y suficientes para caracterizar a las matrices estables en
terminos de sus submatrices principales.

Definicién 2.1 Sea D una matriz diagonal con entradas en R. Se dice que una matriz

A es:
1. Estable si todos sus autovalores poseen parte real negativa.
2. Semiestable si todos sus autovalores poseen parte real menor o igual a cero.

3. Fuertemente Estable (Fuertemente semiestable) si A — D es estable (semiestable)
para toda D no definida negativa.

4. D-estable (D-semiestable) si DA es estable (semiestable) para toda D definida posi-
tiva.

5. Volterra-Lyapunov estable si existe una matriz D definida positiva, tal que la matriz
AD + DAT es definida negativa.

6. Ezxitable si A es estable pero no es fuertemente estable.

13
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Proposicién 2.2 Si A es Volterra-Lyapunov estable entonces también es fuertemente
estable y D-estable.

Demostracion:

Sea A una matriz real y Volterra-Lyapunov estable, entonces existe una matriz Dq
diagonal, real y definida positiva tal que AD, + Dy AT < 0, luego para todo D > 0 se
tiene que (A — D)Dy + Do(AT — D) = ADy + Dy AT — 2DyD, como ADy + Dy AT < 0
y —2DyD < 0 entonces (A — D)Dy + Do(AT — D) < 0 y esto implica que A — D es
Volterra-Lyapunov estable, asi por el Teorema de Lyapunov se tiene que A — D es estable,
por lo tanto A es fuertemente estable.

Ahora veamos que si A es Volterra-Lyapunov estable entonces es D-estable. Si A
es Volterra-Lyapunov estable entonces ADy + Dy AT < 0 para algtin Dy > 0, como el
producto de una matriz definida positiva con una matriz definida negativa es una matriz
definida negativa, entonces para todo D > 0 se cumple que:

(DA)(DyD) + (DDy)(ATD) = D(AD, + Dy A™)D < 0,

por tanto DA es Volterra-Lyapunov estable, de lo cual se tiene por el Teorema de Lya-

punov que DA es estable y asi A es D-estable. [ |
Definicién 2.3 Para algin subconjunto 1 <i; < iy < --- <i; <n de enteros 1,2,...,n,
la submatriz principal A;,, . .., A, de A, es obtenida omitiendo las filas y columnas excepto
las de indices iy, 1y, . . ., 1;. El menor principal correspondiente es M, ;. = det(Ail,,,,Jj).

Para fijar ideas sobre como se obtienen las submatrices principales de una matriz
veamos el siguiente ejemplo:

@11 a2 13
A= Q21 A2z (23 )
31 dz2 (33

luego algunas submatrices principales de A son:

A1=(CL11) A12:<011 &12) A13:<a11 Ollg).

Q21 A22 az1 ass

Definicién 2.4 Los menores principales signados de A son las cantidades (—l)j/\/lil,,,,@.
El polinomio caracteristico de A es:

detONl — A) = A"+ C A"+ +Cs AN+ O,
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donde,
C_] = Z (_1)]-/\/111,,2]

1< < <ij<n

es la suma de todos los menores principales signados de orden 7.
Teorema 2.5 Sea A una matriz real:

(a) Si A es fuertemente estable, entonces toda submatriz principal de A es fuertemente
semiestable.

(b) Si A es D-estable, entonces toda submatriz principal de A es D-semiestable.

(c) Si A es Volterra-Lyapunov estable, entonces toda submatriz principal de A es Volterra-
Lyapunov estable.

Demostracion:
(a) Sea A fuertemente estable. Supongamos que existe una submatriz Aiy....i; que no es
fuertemente semiestable, es claro que A # A;, i, ya que A es fuertemente estable. Si
Ail,,,,,ij no es fuertemente semiestable, entonces existe Dy > 0 tal que (A—Do)il,,,.@ posee
al menos un autovalor Ay con parte real positiva. Sea D una matriz diagonal con ceros en
las posiciones i1,...,7; y d > 0 en las demds posiciones.

Luego,

n—j
det(\] — A+ Do+ D) =Y _ P(Nd*
k=0

donde Pj(A) son polinomios en A\ y P,_;(A) = det(A — A+ Dy);,,...;;- Como Ay posee
parte real positiva podemos suponer que existe C' un circulo con centro Ay y totalmente
contenido en el semiplano positivo. Definamos

g(d) = Py (V™.

Sea J el interior de C, luego el conjunto J U C' es compacto entonces, por ser Py(\)
un polinomio, él es continuo para cada k y ademas tiene maximo y minimo en J U C,
sean My, = max{P,(\)} y mp = min{Px(\)}.
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Entonces
1f(d) —g(d)] = |¥ P(\d* — P,_j(\)d*

asi,

n—j—1

Py(N)d"| < (2.1)

n—j—1
> Mydk
k=0

B
Il
o

i (M| < [Peey(Vd* )| = [g(d)]. (2:2)

n—j—1
S Myd*
k=0

Como |my_;(A\)d*77| es un polinomio positivo de un grado mayor que

entonces, para d suficientemente grande se tiene que

n—j—1

Z M. d*
k=0

Por (2.1), (2.2) y (2.3) tenemos que |f(d) — g(d)| < |g(d)| y aplicando el Teorema
de Rouché, se concluye que f y ¢ tienen la misma cantidad de ceros en J U C, como
Ao es un cero de g en J U C| entonces f tiene también una raiz en J U C, esto es una
contradiccion, ya que por hipdtesis A es fuertemente estable y esto implica que todas las
raices de f poseen parte real negativa, por tanto, todas las submatrices principales de A
son fuertemente semiestables.

< m—y (V) d* 1. (2.3)

(b) Para fijar ideas, consideremos:

11 diz2 A3 di; 0 0
.A = 91 Q929 Q923 D = 0 dgg O
as; asy as3 0 0 dss

dian diarz diags
DA = daagr  daage daags
dzaz1 dzasp dzass

entonces consideremos la submatriz Asz, luego,
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0 0 0
L = dlim0 DA = doasy  dsase dsass | . Ahora el polinomio caracteristico de L
' dzaz dsazy dzass
viene dado por:

A 0 0
det d2a21 A — d2a22 d2a23 = )\3 + )\d2a22d3a33 — )\2(d2a22 + d3a33) — )\d2a33d3a32
dzazy  dsazz A —dzass
= A — X3(daags + dzass) — A(dzagsdsasy — daagodsass)
= AA? = A(daaza + d3ass) — (daagsdsasy — daagedsass)).

El polinomio caracteristico de D.Ayz es:

det()\l — DA)12 = )\2 — )\(dg&gz + dga,gg) — (dg&ggdg&gg — dga,ggdga,gg) = 0

De donde se puede observar que las raices del polinomio caracteristico de la matriz D.As3
son tambien las de L, ahora como A es D—estable, entonces L es semiestable y ademéds
como los autovalores dependen continuamente de los d; entonces DAz es semiestable.

Caso General: Sea A una matriz real de dimensién n x n y D una matriz diagonal
de la misma dimension y definida positiva, sea una submatriz principal de A, tenemos
que probar que .A,-L___J-j es semiestable. Sea

L=1m DA

con i & {i1,...,4;}. Como cada autovalor de (D.A);, ., es autovalor de L, y ademas A
es D-estable entonces L es semiestable, ahora como todos los autovalores DA dependen
continuamente de los d;, entonces se tiene que (DA)%,..,Z-J. es semiestable.

(c) Para fijar ideas, consideremos:

11 diz2 A3 ail Aag1 asi

A= AT =
= Q21 A22 A23 = aiz2 Ag2 Aa32
a3; daszz2 a33 a13 Qg3 A33

d 0 O

D= 0 dy O

0 0 dj

Con A Volterra Lyapunov estable, y supongamos que para la matriz diagonal D se
tiene que que AD + DAT < 0, entonces:



18 Capitulo 2 Estabilidad de Matrices

aiidi  ai2dz  aizds z1 aindi  aizdi  aizdy z1
(xl,xg,xg) a21d1  az2edz2  a23ds x2 —I—(SL‘l,SL’g,Ig) az1dz  agedy  az3da z2 <0,

az1d; aszad2  aszds x3 azids asads assds z3
(2.4)

para todo vector (xy, T2, z3) € R3. En particular, para vectores de tipo (x1, 22, 0); (21,0, 23);
(0, 9, 23); (21,0,0); (0, 22,0); (0,0, x3). Tenemos que probar que cada submatriz principal
de A es Volterra Lyapunov estable, ahora si sustituimos el vector (x1,0,0) en (2.4) se tiene
que ay1d1712 + andiz? < 0,y de esto, tenemos que dado un vector cualquiera z ahora de
tamarnio 1, entonces (aj;) es Volterra Lyapunov estable. De igual manera se demuestra que
(ag2) y (as3) son volterra Lyapunov estable haciendo el mismo procedimiento con (0, 2, 0)
y (0, O, Ig).

Para probar que A2 es Volterra Lyapunov estable sustituimos el vector (z1, z2,0) en
(2.4) se tiene que:

2 2 2 2
T1 a1 + T2 age + 2T1T2a21 + 2T1T2a12 + X1 a1 + T2 Az < 0,

y con esto probamos que Ay es Volterra Lyapunov estable, de la misma manera se
demuestra que A3 yAsz son Volterra Lyapunov estables, asi tenemos para este caso que
si A es Volterra Lyapunov estable todas sus submatrices principales son Volterra Lyapunov
estables.

Caso General: Para probar esta proposicién consideremos A una matriz real de
dimensién n x n y Volterra Lyapunov estable entonces se cumple que: AD + DAT es
definida negativa, es decir, para todo = € R" se tiene que:

2 ADxT + 2DAT 2T < 0.

Ahora sea Aj, ;, ., una subamtriz principal de A, veamos que es Volterra Lyapunov
estable, consideremos z € R" tal que los y,,...,x;; # 0y 0 los otros elementos de x, al
hacer el producto

T T, T T T T
2 ADx" +2DA" z° = szi1,i2,...,ijDl,2,...,j$j +Z’D1727,,,7j./4 x: < O,

11,825000y85 7]

de esto se tiene que A;, 4, ;. es Volterra Lyapunov estable. [ |

i
Definicién 2.6 Sea P la clase de las matrices cuyos signos de los menores principales
son todos positivos y Py la clase de las matrices cuyos signos de los menores principales
son no negativos con al menos uno de cada orden positivo.
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Corolario 2.7 Si A es fuertemente estable o D-estable, entonces A € Py. Si A es
Volterra-Lyapunov estable, entonces A € P.

Demostracion: Sea A fuertemente estable o D-estable, ahora por el teorema previo, ca-
da submatriz principal A;, _;; es semiestable, por tanto (—1)j/\/li1,,,,7,-j > 0 donde M, i,
es el producto de los autovalores de Ail,,,,,ij, y de los autovalores complejos con sus respec-
tivas conjugadas de esto se tiene que A € P;". Otra forma de ver esta demostracién es
la siguiente, como A es estable, entonces los coeficientes del polinomio caracteristico son
positivos por Hurwitz, asi todos los menores principales signados de A son no negativos,
por tanto, A € P

Sea A Volterra-Lyapunov estable, entonces por el teorema anterior se cumple que to-
das sus submatrices principales A;, . ;, son Volterra-Lyapunov estable, de lo que se deduce
que (—1)jMi1,,,,,ij > 0 y de aqui se desprende que A € P. [ |

Teorema 2.8 Sea A una matriz real de dimension n X n, entonces se tienen que son
ciertas las siguientes equivalencias:

1. Si A es normal entonces estabilidad fuerte, D-estale y Volterra Lyapunov estable
son equivalentes a estabilidad.

2. Si A€ F, donde F ={B:b; >0,Vi# j}, entonces se tiene que estabilidad fuerte,
D-estable y Volterra Lyapunov estable son equivalentes a estabilidad.

3. St A es simétrica y en F', A es estable si, y solo si, A € P.
Demostracion:

(1) Veamos que si A es normal, fuertemente estable, D-estable y Volterra Lyapunov
estable son equivalentes a estabilidad.

(=) Es claro que si A es fuertemente estable, A es estable, ya que para D = (0);;
se cumple que A — D = A es estable. Del mismo modo se tiene que si A es D-
estable, entonces A es estable ya que para D = I, DA = A es estable. Y si A
es Volterra Lyapunov estable, entonces por la proposicion (2.2), se tiene que A es
fuerte y D-estable y esto implica inmediatamente que A es estable.

(<) Ahora supongamos que A es una matriz normal y estable, veamos que A
es Volterra-Lyapunov estable. Como A es normal se cumple que existe una base
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ortonormal vy, ...,v, de R" formada por autovectores de A, los cuales también son
autovectores de A7,

Veamos que A + A" es definida negativa, es decir, dado # € R", entonces se cumple
que 27 (A + A7)z < 0. Como vy, . ..,v, es una base ortonormal se tiene que

n
xr = E a;v;.
=1

Luego,

T (A+AD)x = 2T (.A Z a;v; + AT Z aivi)
i—1 i—1

= 2T (a M\v1 + asdavs + .. F A AUn + AU F L A\ Uy)

= 2T (2ayRe(\)vy + 2asRe(Xo)vg + . .. + 2a, Re(\,)vy,)

= (av1 + ...+ anv,)(2a1 Re(A)vy + 2aaRe(Ag)vg + ... + 2a,Re(A,)vy)

(2a3Re(\1)v? + 2aas Re(Ag)vavy + . . . + 2a2 Re(\,)v2).

Como cada v; es un vector ortonormal, se tiene que v;v; = 0si i # jy v? = 1, asi
se tiene que

2T (A4 ATz = (23 Re(\)) + 2a2Re(N\y) + ... + 2a2 Re(\y,)),

como cada Re()\;) < 0 entonces 7 (A + AT)z < 0, por tanto, A + A” es definida
negativa y asi Volterra-Lyapunov estable con D igual a la matriz identidad.

Veamos que si A € F, ' = {B: b; > 0,Vi # j} estabilidad Fuerte, D estable y
VolterraLyapunov estable son equivalentes a estabilidad.

(=) Sea A € F y estable, entonces —A y —A” son M-matrices; por la proposicién
1.16 se tiene que existen E, D > 0 matrices diagonales tal que D(—A)E y E(—AT)D
son diagonal dominante por fila y columna, ademas, los elementos de la diagonal
de cada una son positivos, entonces la matriz D(—A)E + (D(—A)E)? es diagonal
dominante por filas y columnas y todos los elementos de su diagonal son positivos.

Ahora, D(—A)E+(D(—A)E)T es simétrica, asf que todos sus autovalores son reales
y por la proposicién 1.16 D(—A)E + (D(—A)E)” es definida positiva.
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Como E es diagonal y definida positiva entonces £~! diagonal, definida positiva y
(E~HT = E~'. Por lo tanto como D(—A)E+(D(—A)E)T definida positiva entonces

E-D(~A)E + (D(—A)B)TE = E-'D(—A)EE + E-'E(—A)"DE"!
= (E7'D)(—A) + (-A)TDE!

es definida positiva, luego E~'DA+ ATDE~! es definida negativa para E~1, D > 0,
tomemos Dy=E~'D, por lo tanto para Dy se tiene que A es Volterra-Lyapunov
estable.

(<) El resultado se sigue del Teorema de Lyapunov.

(3) Para matrices simétricas y en la clase F', A es estable si, y sélo si, A € P.

(=) Sea A una matriz simétrica en F'y estable, entonces por lo probado en el iteral
anterior A es Volterra-Lyapunov estable, y por el corolario (2.7), se tiene que A € P.

(<) Si A € P entonces todos los coeficientes del polinomio caracteristico son mayo-
res que cero, por tanto, por el Criterio de Routh Hurwitz se cumple que todos los
autovalores de A poseen parte real negativa y por tanto A es estable. [ |

Proposicién 2.9 Sea A una matriz real de dimension n x n entonces para toda matriz
D > 0 se cumplen las siquientes condiciones:

s Si A€ P entonces A—D € P.

= Si A€ Py entonces A—D € Fy .

Demostracién: Para fijar ideas, sea

a1; G2 ais d 0 0
A= 91 A9y A93 ,AGPyD: 0 dy O
as; as as3 0 0 ds
cond; >0, i =1,2,3. Probemos que A —D € P.
ap; —dy a2 a13
A—-D = 21 g — dy @23

a3 a32 ass — ds
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Ahora como A € P sus menores principales signados son positivos entonces —det A,
— det Ay, —det As, det Aqo, det A3, det Ass v —det A son positivos. Luego veamos que todos
los menores principales signados de A — D son positivos.

(—1)1d6t(./4 - D)l = (—1)(&1 — dl),

como —(aj;) > 0 ya que —detA; > 0, y ademds d; > 0 entonces —(a; — d;) > 0. De la
misma manera se prueba que los menores principales —det(A — D)y y —det(A — D)3 son
positivos. Veamos que el menor principal det(A — D) es positivo:

d6t(./4 — D)lg = det ( = dl @2 )

a1 agy — dsy
= anagxg — ajdy — agd; — aj2ag + dids

= det(Alg) - det(.Al)dg - det(.Ag)dl + dldg.

Como —det(Ay), —det(As), det(Ajs),s0n positivos por hipétesis, y d; > 0, entonces
(—1)?det(A — D)2 > 0. El mismo razonamiento andlogo se usa para probar que
(—1)%det(A — D)13 y (—1)*det(A — D)s3 son positivos.

Caso General: Sea A una matriz real de dimensién n x n y A € P, ahora vamos
a demostrar que toda submatriz principal de A — D esta en P, para esto probemos que
(—1)"det(A — D)., es positivo.

(~1)"det(A = D)iy...i, = (=1)"det(Ar,.n) + (—1)" " det(Aiy,..i_y)dnt
+ (D) det(Aiy,.in_gyin)dn-1 + ...+
+ det(Ai1,i2)d3d4 e dn + ... = det(.Al)dg . dn_

— L —det(Ap)dy .. dp_y + (=1)"dy ... dy.

Como por hipétesis A € P y ademas cada d; es positivo, entonces
(—1)*det(A—D);,....i, es positivo, utilizando el mismo razonamiento andlogo para cualquier
submatriz principal de A — D se tiene que (A — D) € P. [ |

Proposicién 2.10 Sea A una matriz real de dimension n X n entonces para toda matriz
D > 0 se cumplen las siguientes condiciones:

s Si A€ P entonces DA € P.
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» Si A€ P, entonces DA € P;.

Demostracion: Para cada menor principal de DA se cumple

det(DA)il,,,,,ij = dildig e dijdet Ail,...,ija

ahora, como (—1)7 det .A,-l___ij > 0y dj ...d;; son mayores que cero, entonces todos los
menores principales signados de DA son positivos para todo D > 0.
El mismo razonamiento se aplica cuando A € Py [

Teorema 2.11 Para una matriz real 2 X 2 se cumplen las siguientes condiciones:
1. A es Fuertemente estable y D-estable si, y sdlo si, A € Py
2. A es Volterra Lyapunov estable si, y solo si, A € P.

Demostracién:

1. (=)Se desprende del Corolario 2.7.

(«<)Por la Proposicién 2.9y 2.10 A— D € P)" y AD € P, ahora por el corolario
1.8 se tiene que A — D y AD son estables, y en consecuencia A es Fuertemente
estable y D-estable.

2. (=)Esto es consecuencia inmediata del Corolario 2.7.
(<) Sea A € P, veamos que A es Volterra Lyapunov estable.

a11 a2

Como A = ( ) € P entonces a; < 0, Qg < 0 Y Q110922 — A12G21 > 0.

Q21  A22

Consideremos la matriz

d 0
D= donde d; fijo y dy € (da2,ds1), donde:
0 do
oy = <4a11a22d1 — 2a12a91d; + 42\/CL116L22(CL116L22 - a12a21)> dy > 0.
a1o

4 dy — 2 di —4 —
oy = ( A11Q2201 a1202101 \/011022(011@2 a12a21)> dy > 0.

2
a7
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Como

. 2a11d; ay2ds + asid;
as1dy + a1ads 2a92dy

de aqui se sigue que el polinomio caracteristico asociado a esta matriz es

= )\2 - (2aud1 + 2@22612))\ + 4&11&22d1d2 - (a12d2 + a21d1)2
De 1 y 2 se sigue que dlCLH + d2a22 <0 y 4d1d2a11ag2 - (d1a21 —+ d2a12)2 > 0.

Por lo tanto A es Volterra Lyapunov estable. [

En otras palabras, una matriz A real, 2 x 2 es fuertemente estable si las siguientes
condiciones se cumplen:

1. a1 + agsn < 0.
2. aj1a9s — ajaas > 0.
3. a;; <0, a <0.

Y es exitable si 2,3 y a;; > 0 0 azy > 0.



Capitulo

Aplicaciones

En este capitulo nos concentraremos en aplicar los resultados vistos en los capitu-
los precedentes para el estudio de la estabilidad del punto de equlibrio no trivial de dos
modelos depredador-presa en concreto. Primero vamos a dar unos conceptos bésicos para
desarrollar y entender mejor lo que vamos a presentar posteriormente.

Modelo de Reacciéon y Difusiéon. Consideremos el siguiente sistema:

0X
E:DAXjLF(X), XeQCR"y F=(f1,--, fm), (3.1)
con () abierto, conexo y con frontera suave, D = diag(Ds,...,D,),D; > 0,i=1,...,n,
X = (z1,...,m,) el cual estd sujeto a condiciones de frontera del tipo Newman ho-
mogéneas, es decir,
0X
a—n(l',t):(), :L'E@Q, t>0,

y condicion inicial
X(z,0) = ¢(x) > 0, paratodox € €.

Supongamos que z = 0 es un punto de equilibrio del sistema

X' = F(X) (3.2)

y nétese que X =0 también satisface el sistema (3.1).
Sean {Ag, ..., Am, - . .} los autovalores del operador laplaciano Ay {¢o, . .., &m, ..} sus
respectivas autofunciones, es decir, A ¢; = —\; ¢;. Para el sistema (3.1) los autovalores

25
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A; satisfacen que: 0 < A\g < A\ < Ay < ...y los ¢; forman una base ortonormal de Ly(€2),

donde
Lo = {g:&)—ﬁ]R :J/|gp <ioo},
Q

1/2
y la norma ||g|]2 = (/ |g|2dx) , por lo tanto, si u € Ly(2) entonces u = Zaigbi(x).
0

n>0
Sabemos que la estabilidad de X = 0 para el sistema (3.2) viene caracterizada por los

autovalores de la matriz Jacobiana J = <8f,-(0))
1<i, j<m

ox;
g—:ﬁ(m . gx—f;@)
J—
oy )
Consideremos ahora el sistema lineal
aa—f _DAX+JX. (3.3)

Ahora podemos resolver el sistema (3.3) haciendo una expansion en series de Fourier o en
autofunciones.

X(x,t) = si(t)d;(x),  s(t) € R™.

320

Sustituyendo en (3.3) se tiene:

STstoi(x) = D DA G (@) + T si(t)di(w)

j20 J=0 j=0

= 3 s O(-ADS () + T65(1).

Jj=0
Igualando coeficientes se tiene que:
8Sj

5 [J — \;D]s;. (3.4)
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Ahora X = 0 es asintéticamente estable para el sistema (3.3) si, y sélo si, cada solucién
de (3.4) decae a cero cuando t — oo, 0 equivalentemente si cada autovalor de la matriz
J — A\;D tiene parte real negativa para cada j. Nétese que A\;D es una matriz definida
positiva para cada j.

Definicién 3.1 Sea X =0 un punto de equilibrio del sistema (3.1), se dice que X =0 es
un punto difuncionalmente Turing inestable si es asintoticamente estable para el sistema
(3.2) y es inestable respecto al sistema (3.1).

Modelo Depredador Presa con repuesta funcional del tipo Holling II.
Sea

N PN
N = e(1-2)N—
5( k) “CFN
bPN
P = —dp4
3+ N

donde

N - densidad de la Presa.

P - densidad del Depredador.

¢ - Tasa de crecimiento de la presa en ausencia de depredadores.
k - Capacidad de carga del sistema.

d - Tasa de mortalidad del Depredador.

a,3 - Constantes de Conversion.

Vamos a estudiar la estabilidad de este sistema, primero veamos cuales son los puntos
de equilibrio, es decir, cuando N’ =0y P’ = 0.

5(1—%)N—aPN = 0,

bPN
—dP+—— = 0,
B+ N

Reacomodando estas expresiones se tiene que:
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bN
(- 55%) P

Ahora los puntos (0,0) y (K,0) son puntos de equilibrio triviales del sistema, vamos
a hallar otro punto de equilibrio distinto de los triviales haciendo lo siguiente:

eN aP _ 0
"% TB+N
bN
6+ N

Despejando N en (2) se tiene
DN p

g+ N

BN = dB+dN

dp
N = %
b—d
sustituyendo (2) en (1)

(N*, P7)

b—d  (ka)(b—d)?

( A3 Bb(kb — kd — Bd)
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Veamos quien es el Jacobiano de E* = (N*, P*).

N PN PN
SeaFl(N,P)ze(l——)N—a y F5(N,P) = —dP +b

k B+ N B— N’
OF, . OF, .
8—N(E ) 8—P(E )
J(E) =
OF, _ OF,
T T2
€ . Pg aN*
P IS R
J(E) =
bP* 3 bN*
(B+ N°)? At

Utilizando el hecho de que E* es un punto de equilibrio del sistema se tiene que:
N* aP* PN*
5( k:) G Y R T

asi J(E*) la podemos escribir de la siguiente manera:

€ aP*( da
Sh—froNy_ 2P 4
A S DI
J(E*) =
b [k~ "] ;
ak (B4 N*)
. £ , 2 (k—p )
Si f(N) = E(k‘ — N)(6+ N) entonces f'(N) = e — N ), asi la traza de J(E*)
es negativa si f/(N*) < 0. Entonces k;ﬁ — N* < 0, es decir, % < N* luego
k—p3 < dgs .
2 T d-b

Por lo tanto la configuracién de los signos de J(E*) es
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J(E") =
+ 0

De esto se tiene que traza (J(E*)) < 0y det(J(E*)) > 0, ya que

@wwm:%%%%%>o

Luego, por el Teorema 2.11, J(E*) € P;", por tanto el sistema es fuertemente estable
y por lo tanto J — \;D es estable para todo ¢, en consecuencia el sistema no presenta
inestabilidad de Turing. |

Modelo depredador presa con respuesta funcional de tipo Cociente-Dependiente.
Consideremos el sistema

sNP
N = N(1-N)-—
( ) N+ P
(3.5)
P = 6P( -
) (T+N—|—P)

primero hallaremos los puntos de equilibrio del sistema (3.5), que viene dado por las
soluciones de las siguientes ecuaciones:

sP
N|{1-N-— =
(1-v-55) = 0

0P| — =0
<T+P+N)

Los puntos de equilibrio del sistema (3.5) estan todos en el primer cuadrante, y son
(0,0) obtenido por la condicion de que N + P # 0y (1,0). Ahorasi 0 < r < 1y
0 <s < 1/(1—r), el sistema (3.5) admite una solucién no trivial (N*, P*) y se halla
resolviendo los siguientes sistemas:

1)1 —-—N — = 2) — =0.
() P+ N @ =ty =0
despejemos N de (2) entonces
rP
— = —rP—rN+ N = N(1l—7r)=rP= N =
rt oy 0= rP-rN+ 0=N{1-r)=rP= T
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31
Sustituyendo el valor de N en (1) se tiene
P P
R __° = =0
(I=r) p+i5
rP s P rP rP
1— — = 1— —s(l—r)= = —1)+1
= % 0= 1= s(1—r) 0:>1—7" s(r—1)+
p_ (1—7r)[s(r—1)+ 1]’ luego N = r(1— r)[s(rr —1)+1]
" (i)
N=s(r—1)+1
Ast (N*, P*) = (s(r —1) + 1, (1_7’)[8(7,;1)“}) cuando r = 1, (N*, P*) = (0,1)
La matriz Jacobiana en E* = (N*, P*) viene dada por
ON'" _.. ON' _.
an () 55 (E)
J(E*) =
opP _.. 0P  _.
aN(E ) OP (£°)
SP*Z SN*2
1 - N*) - N*— "7 S
J(E*) =
5P*2 5N*2
— —10 + ——————
Utilizando el hecho de que E* es un punto de equilibrio del sistema, se tiene que:
N* sP*
—-r+—= 1-N"——— =0.
TN Y R
Como _N entonces L =72, luego
Nt P (N1 prz 08
5N*2 )
—rd + NPy =—1rd+dr°=—ré(1—r) (3.6)
N*2 _SN*2
2 _ 2
BRIEEE = N PR sre. (3.7)
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P* 1 _ N 2 P* 2
Ahoral— N = ﬁ entonces [ ] =s {P* T N*} por lo tanto
pr 77 1 — N*)?
1—-2N*—s {m} = 1—-2N*— %, sustituyendo N*

[1—s(r—1)—1)

= 1-2[s(r—1)+1] — ;

= 1-=2[s(r—=1)4+1] —s(r—1)
= 1-2s(r—1)—2—s(r—1)>
= —1—2sr+2s—sr’+2sr—s
= —1—sr’+s

= s(1—r%—1,

por ultimo

6H—Nﬂ2_5[ N* r’

52 P* +N*
o SL-N2 5
T = Sl -1 =60 -1y
= 6(1—r)%

Sustituyendo estos valores en J(E*) nos queda

s(1—r?%)—1 —sr?
J(E") =
5(1 —r)? —or(l —r)

Teniendo en cuenta que la parte real de los autovalores de J(E*) es negativa si, y s6lo
si, la traza de J(E*) < 0y det(J(E*)) > 0, entonces obtenemos que N* es localmente
asintoticamente estable si, y sélo si,

s(1—r*)—1—-6r(1—7)<0 y (s(1 —72) = 1)(=6r(1 — 1)) + sr2(6(1 —1)%) > 0.
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De las condiones puestas sobre r y s y ademas de las obtenidas por estas dos anteriores
se tiene que:

1 0 1
0<s< + T,0<r<1,s<—,6>0.
1—72 1+7r 1—r

Ahora sabemos por el Teorema 2.11 que J(E*) es fuertemente estable si, y sélo si,
J(E*) € By, es decir, todos los menores principales signados de J(E*) no son negativos
con al menos uno de orden positivo. Si vemos

J(E), = (=Ds(1—=r?) 1)

= —(s(1-7r*)—-1)<0.

Asi, J(E*) con las condiciones dada, no es fuertemente estable. La configuracion de
signos para esta matriz queda

+ i
J(E) =
_l_ —

Por lo tanto con esta configuracion de signos el sistema es exitable, y en consecuencia
el punto de equilibrio es difusionalmente Turing inestable. Es mas, Lizana y Marin de-
mostraron, en [10], que el sistema (3.5) con difusién presenta una bifurcacién de Turing,
surgiendo asi patrones, es decir, emergen soluciones que son independientes del tiempo y

no constantes. [
Conclusiones:
Con lo mostrado en este capitulo y en el capitulo 2 podemos concluir que dada una
matriz
A= { a1l a2 ] ’
Qg1  A22

real y estable, con alguna de las siguientes configuraciones de signos

.

entonces A es Fuertemente estable, y en consecuencia A no seria Turing inestable.
Ahora si por el contrario A presentara alguna de las siguientes configuracion de signos

) ) L]
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entonces A es Exitable, y por consiguiente es difunsionalmente Turing inestable.

En consecuencia verificando la configuracién de los signos de la matriz Jacobiana de
una ecuacion diferencial, evaluada en un punto de equilibrio no trivial, podemos inmedia-
tamente determinar la estabilidad del mismo punto de equilibrio pero ahora al sistema
con difusion asociado a la ecuacion diferencial.
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