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Introduccion

Uno de los resultados mejor conocidos en el andlisis es el Teorema de Weierstrass el cual
afirma que el conjunto de los polinomios es denso en el espacio de las funciones continuas
C0,1] (con la topologia uniforme). Este teorema fue demostrado por Karl Weierstrass
en 1985. Mas tarde, Marshall Stone enfocdndose en algunas propiedades funcionales de
la familia de los polinomios, noté que si un conjunto de funciones en C|0, 1] contaba con
esas propiedades entonces este debia de ser denso en C|0, 1]. Dicho resultado es conocido
como el teorema ¢ generalizacion de Stone - Weierstrass.

Esta generalizacién nos permite dar numerosos ejemplos de familias densas en C|0, 1]
distintas de la familia de los polinomios; sin embargo, al considerar una sucesion de
ntumeros reales positivos {\,}nen creciente, y la familia F que surge al hacer combi-
naciones lineales de las funciones

Lth, 2, ot

dicho teorema no es lo “suficientemente general” para poder afirmar que F es denso en
([0, 1]. La pregunta que surge entonces es: ;, Cudl es la condicién necesaria y suficiente para

que F sea denso en C[0, 1]7, esta interrogante la hizo Berstein [3], que a su vez sugirié que

dicha condicién fuese que la serie Z " divergiese. Este no estaba equivocado, pues
n=1""

Herman Miintz [8] logré demostrarlo en el ano 1914 y dos aos mas tarde Otto Szész [11]
di6 otra manera de demostrarlo, actualmente este resultado es conocido como el Teorema
de Miuntz - Szasz.

El presente trabajo tendra como finalidad discutir y dar una demsotracién de este
teorema como aparece en el texto Real and Complex Analysis de Walter Rudin [10]. Dicha
demostracion involucra teoremas del Anélisis funcional, teoria de la medida y funciones

analiticas, por esto hemos estructurado este trabajo en 4 capitulos:
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En el capitulo 1, discutiremos algunos aspectos basicos sobre C y C0, 1], ademds de
enunciar el teorema de Stone - Weierstrass que sera el punto de partida de este trabajo.
Asi mismo enunciamos el teorema de Hanh - Banach, para poder asi presentar una car-
acterizacién fundamental de los puntos clausura de un subespacio vectorial de C[0,1] a
travéz de funcionales lineales en C10, 1]*.

En el capitulo 2, daremos una breve introduccién sobre medidas complejas y reales.
Enunciaremos el teorema de Representacién de Riesz, el cual nos permitira caracterizar
los funcionales lineales en C[0, 1]* a travéz de ciertas medidas complejas.

En el capitulo 3, trataremos temas y teoremas de las funciones analiticas, asi como
resultados que nos permitiran construir funciones analiticas a partir de medidas complejas.

En el capitulo 4, definiremos la transformadas de Fourier para funciones en L!(R) para
dar paso a la demostracion del teorema de Miintz - Szasz y algunas observaciones sobre
este.



Capitulo

Preliminares

En este capitulo presentamos algunos aspectos basicos fundamentales sobre el conjunto
de los numeros complejos y sobre el espacio C[0,1]. Asumimos que el lector estd famil-
iarizado con las principales definiciones y resultados de la teoria de funciones de una
variable compleja. El proposito fundamental del capitulo es fijar la notacién y presentar
algunos resultados que nos permitan establecer el lenguaje y la motivacién necesaria para
el ulterior planteamiento y discusiéon de nuestros objetivos fundamentales.

1.1. Discos abiertos y la topologia en C

Denotaremos el conjunto de los ntimeros complejos mediante C. Si z € C, entonces
podemos expresar z en su descomposicion como parte real e imaginaria mediante

z=x+uy, =z, yeclR.

Como es usual, Z denotara al niimero complejo z — yi llamado el conjugado de z. El
médulo (o valor absoluto)de z se define como

|z| := /2?2 +y? = V2Z.

Si r >0 y a es un nimero complejo, denotaremos mediante D(a; ) al disco abierto
de centro a y radio r. Es decir:

D(a;r)={z:|z—a| <r}

Al disco abierto de centro 0 y radio 1 lo denotaremos simplemente como U y lo
llamaremos disco unitario.
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D(a;r) = {z: |z —a| <1} es la adherencia de D(a;7), ¥y
D'(a,7) = {2z :0 < |z — a|] < r} es el disco perforado con centro a y radio r.

La coleccién de todos los discos abiertos es una base para la, asi llamada, topologia
usual de C. Cualquier definicién topolégica (abierto cerrado, compacto, conexo, etc...)
sobre C a que hagamos referencia en este trabajo sera con respecto a la topologia usual.

Un subconjunto abierto y conexo diferente de vacio en el plano complejo se denomina
region.

Como cada subconjunto abierto €2 en el plano es una unién de discos, y como todos los
discos son conjuntos conexos, cada componente conexa de () es abierta. Asi, todo conjunto
abierto en el plano es unién de regiones disjuntas.

Una funcién f se dice compleja si tiene como codominio al conjunto de los niimeros
complejos

Si A es un conjunto no vacio, f y g son funciones complejas definidas en A y A € C
se define las funciones f + g, Af, fg, f v |f| como

(f +9)(x) = fz) + g(x)
(Af)(x) = Af(x)
(f9)(z) = flx)g(x)

1.

N

1.2. El espacio C|0,1]

C'[0, 1] denotara el conjunto de todas las funciones complejas continuas definidas en [0, 1],
las operaciones (1) y (2) definidas en C|0, 1] hacen de este un espacio vectorial com-
plejo.

Recordemos que si f € C[0,1] el conjunto {|f(z)| : = € [0,1]} alcanza mdaximo,
pudiendo asi definir

I lloo : €0, 1] — R



CAPITULO 1. PRELIMINARES 5

como
| flloo = max{|f(x)| : = €[0,1]} (llamada norma del supremo).
Esta funcién define una norma sobre C|0, 1]; es decir, .||~ satisface:
L lflle=0&f=0 (f € €[0,1])
2. M lloo = Ml fllse - (A€ C, f € C[0,1])
3. + gl < [ fllse + llglloe (f,g € Cla,b]).

Cuando hagamos referencia de C|0, 1] como espacio vectorial normado serd con respecto
a las operaciones ya definidas y a la norma del supremo.

Esta norma sobre C'[0,1] induce una topologia 7., sobre C]0, 1], llamada topologia
de la convergencia uniforme y serda esta con la que consideraremos a C]0, 1] como
espacio topologico

Sea X C C[0,1] diremos que f € es una combinacién lineal (C.L.) de elementos en X
si existen funciones fi, fo,..., fn, € X y escalares aq, ao, ..., a, € C tales que

f=afitasfo+ ...+ ayfn.

Definimos Span(X) = {f € C[0,1] : fes una C.L. de elementos en X}
Recordemos que fy € C[0, 1] es punto clausura de X si para cada € > 0 existe una
funcion f; en X tal que

Ifo— fillo < e.

X denotard al conjunto de todos los puntos clausura de X. Diremos que X es denso
en C[0,1] si X = C[0,1]

Lema 1.1 Si X C ([0, 1] satisface que af +g € X paracada f,g € X y a € C entonces
X también tiene esta propiedad

Prueba. Sea f,g € X, a € C\{0} y € > 0 por definicién existen f,g € X tales que

3

—_— — o < E/2

If = fillse <

por lo tanto

l(af+9) = (afi+g1)llee < llllf = fillo + llg — g1l <€
como af; + g1 € X se cumple que aof + g € X [ |
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Definicién 1.2 Si K C C, {f,}. es una sucesion de funciones complejas definidas en
K diremos que la sucesion {f,}, converge uniformemente en K a una funcion f (y lo
denotaremos por f, = f) si para cada ¢ > 0 existe no € N tal que

|fu(z) — f(2)] < e para cada ze Ky n>ng

Teorema 1.3 (M-test de Weierstrass) Supongamos que { f,,},, s una sucesion de fun-
ciones complejas continuas definidas en 2 C C, y que existe una sucesion {M,,}, C R*
tal que

| fn(2)] < M, (paracada n € Ny z € Q).
Si > M, < oo entonces la serie ) f, converge uniformemente en 2 a una funcion
n=1 n=1
continua f

Teorema 1.4 (Aproximacién de Weierstrass) Para cada f € C|0, 1] existe una suce-
sion de polinomios {P,}, tal que

Po=f

El teorema de aproximacion de Weierstrass nos dice en su forma més sencilla que el
conjunto de los polinomios es denso en C|0,1]. A continuacién presentaremos dos lemas
que aunque su demostracion es relativamente facil, nos seran de gran utilidad més ade-
lante.

Lema 1.5 El disco unitario es homeomorfo al semiplano derecho O := {z € C
Re(z) > 0}
. . . + 2 n
Prueba. Veamos primero que si z = x + iy € D(0,1), =,y € R, entonces e,
—Z

En efecto:

?+y’<1l & 1-2)1+2)—y*>0

(1+x+dy)(1 —z+iy)
o re(E ) 5o

= Re<1+z) >0
1—=z2
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Ahora podemos definir
f: D(0,1) — QF como

fe)= 122 (ze D)

I) f esinyectiva: si z1, 20 € D(0,1) v f(21) = f(22) entonces

1+21_1+22
1—2’1_1—2’2

Sl—2m4+21—2129=1420— 21 — 2120 & 21 = 2o

IT) [ essobreyectiva: si zg = a+ bi € QF, a,b € R entonces

Z()—l

a>0& (a—1)+b¥ < (a+1)°+V = € D(0,1)
ZQ+1
1_|_E
ademas f 21 = ZO+1:%=Z
ZQ+1 1_20_1 2 0
ZQ+1

luego por la parte 1) y 1) existe f~!: QT — D(0, 1) ademds

-1 z—1 +
z) = z €
=7 )
de més este decir f y f~! son funciones continuas. [ |

Lema 1.6 Si {\,} es una sucesion de nimeros reales positivos tal que ¢ := inf{\, : n €

=1 - An — 1]
N}>OyZ—:oo,entoncesZ{1— ]:oo
n=1 )\n n=1 )\n_'_l

‘ n_l‘

An+1
Prueba. Definimos A={n e N : )\, <1} y B = N\A entonces A es finito o infinito

Note que 1 —

> ( para cada n € N

Caso I: A es finito

o
. . . . . 1
En este caso se tiene que por ser la serie E " divergente, también lo es la serie g —,
n=1"" neB "
ademas
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| An — 1] 2 1 2
Z[l—)\n+1 :Zl+)\n y )\—n<1+)\n para cada n € B

neB neB

Por lo tanto

|)‘n_1| o ; C |)‘n_1| o
%[1 W = 00 y asi nz::ll N = 00

Caso II: A es infinito

Como para cadan € A

n

O<c< A\ < T A se cumple que
S-Sl -w 2 -
nEA|: An £ 1 neB1+)\"
- A — 1
por lo tanto ; [1— |)\n7+1|] = 00 [ |

1.3. El Teorema de Stone-Weierstrass

En esta seccién mostraremos que la conclusion del Teorema de Weierstrass se puede
extender a familias de funciones que satisfacen propiedades similares a las del conjunto
de los polinomios, para esto definiremos en primer lugar lo siguiente:

Definicién 1.7 Diremos que un conjunto R C (0, 1] tiene la propiedad de Stone si
satisface las siguientes condiciones:

1. f+g7 f97 Cfa TGR Vf,gGRyCEC
2. Para cada par de puntos 1, z, € [0, 1] existe f € R tal que f(z1) # f(z2)

3. Para cada = € [0, 1] existe f € R tal que f(z) #0

Si f es una funcién compleja definida en [0, 1], denotaremos por X s al conjunto formado
por todas las combinaciones lineales de las funciones
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LofofA e,

Es claro que si f € C[0, 1] es una funcién a valores reales inyectiva, entonces X tiene la
propiedad de Stone.

Teorema 1.8 (Stone - Weierstrass) Todo subconjunto R de C|0, 1] que satisface la
propiedad de Stone es denso en C0, 1].

Corolario 1.9 Si f € C[0,1] es una funcion a valores reales inyectiva, entonces X es
denso en C[0, 1].

El teorema de Stone - Weierstrass nos permite dar numerosos ejemplos de subconjuntos
densos en C[0, 1]. Sin embargo, nuestro interés esta en ciertas colecciones de polinomios
que estan muy lejos de ser el conjunto de todos los polinomios en C10, 1].

Lema 1.10 Supongamos que A C N es finito, p € Ny ky, ko, k3, ... €S una enumeracion
de N/A. Definamos

M = span{l, t" ¢k ks 1

N := span{l, t*, t* ¢ ..}

entonces M/ y N son densos en C[0, 1].

Prueba.

Sea k = min{ky, ko, ks, ...} v definamos My := span{l, t*, t?* ...} Por el corolario
1.9 es evidente que tanto N como My, son densos en C|0, 1], ademés My, C M, concluyendo
asi que M también es denso en C10, 1]. |

Si ahora consideramos una sucesién creciente {ny }reny de nimeros naturales y el subespa-
cio

X ({ng}ren) := Span{l, t"* t" ...}

la pregunta que surge es ; Cudndo podemos asegurar que X es denso en C[0,1]?, evi-
dentemente si X ({nx}ren) posee una subcoleccién con la propiedad de Stone entonces
X ({nk }ren) serfa denso, pero esta condicién a parte de ser suficiente ; serd necesaria? La
respuesta es NO, para esto, daremos un ejemplo el cual verificaremos en el capitulo 4.
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Lema 1.11 Supongamos que p1, po, ... €S Una enumeracion creciente de los nimero pri-

1
mos, entonces Z = 0
“ Dn

La divergencia de esta peculiar serie fue demostrada por primera vez en 1737 por Euler
y la siguiente demostracion se debe a Clarkson

Prueba. -

Supongamos que la serie Z — converge, entonces existe k € N tal que

n=1

1
m=k-+1 Pm 2
sea () = py-ps - - - pr y definamos para cadan € N a,, = 1+ n@, note que ninguno de los
numeros pi, po, - .., pr divide a a, y por lo tanto los factores de a, se encuentran entre

los primos pyi1, Prta; - - -
Ahora, si s € N se cumple que

Z_<Z<Z pn>t (1.1)

n=1 = m=k+1

pues la suma de la derecha contiene todos los términos de la suma izquierda. Como la

t
serie Z <§) es convergente se tiene que la serie Z ( Z —) también lo es y en
t=1 n

t=1 \m=k+1
0

1
consecuencia por (1.1) la serie E — también es convergente.

1 9
Sin € N es claro que
1 20 20Q
n = 1+nQ  a,
oo
Ya que la serie Z . también es convergente se tendria que la serie armoénica también
n=1 "

lo es, lo que nos lleva a una contradiccién (ya que la serie armonica es divergente). Por lo

1
tanto, la serie Z — es divergente. |
1 Pn



CAPITULO 1. PRELIMINARES 11

X ({pk }ren) no posee una subcoleccién con la propiedad de Stone y sin embargo es
denso en C|0, 1], en realidad la condicién necesaria y suficiente para que X ({ng}ren) sea

— 1
densa en C]0, 1] es que E — = 00, como lo veremos en el Capitulo 4.
T
k=1

1.4. El Teorema de Hahn-Banach y consecuencias

En esta seccién X denotard a un espacio vectorial complejo con norma || - || y M un
subespacio vectorial de X el cual consideraremos a su vez como un espacio topolégico con
respecto a la topologia inducida por la norma || - ||.

Diremos que una funcién f es un funcional lineal en M, si f es una funciéon compleja
definida en M y ademds satisface que f(ax +y) = af(z) + f(y) para cada z,y € M y
a e C.

Definicién 1.12 Un funcional lineal f definido en M es acotado si lo esta el conjunto
L:{% : zeM\{O}}.
x

En este caso definimos || f||5; como el supremo de L y denotaremos por M* al conjunto
de todos los funcionales lineales definidos en M acotados.

Usualmente se le conoce a M* como el dual de M
Teorema 1.13 Si f es un funcional lineal en el M entonces son equivalentes:

(i) f es un funcional lineal acotado

(ii) f es una funcidn continua.

Prueba.
(i) = (it) Sea xy € M por ser f un funcional lineal acotado se cumple que

|f(x) = f(xo)| = |f(x —z0)| < ||f|lm]lz — x0|| paracada z€ M

lo cual implica que f es continua en x.
(1) = (i) Si f es continua, en particular lo es en el cero, por lo tanto para ¢ = 1 existe
d > 0 tal que para cada x € M con ||z|| < ¢ se cumple que |f(z)| <1 (1)

2

Mostraremos que — es cota superior del conjunto

o



CAPITULO 1. PRELIMINARES 12

) 0 )
Sea x € M\{0} ya que ——H:—<5secumplep0r 1) que f<——> <1

MY EERE W EE

)

—|f(x)] <1

2||a7||‘ (2)]

|f(z)] 2

< = [
[ I—

Uno de los teoremas més conocido y basico en el Andlisis funcional es el de Hahn -
Banach, el cual nos sera de gran utilidad mas adelante y solo lo enunciaremos.

Teorema 1.14 (Hahn - Banach) Si f € M* entonces existe F' € X* tal que F|y = f
Y Lfllar = [1F1lx

Teorema 1.15 Si M es un subespacio vectorial de X'y zo € X, entonces,
xo € M siy solo si para cada f € X* que se anule en todo M se cumple que f(zo) =0

Prueba.

(=) Sixg € M, existe una sucesién {z, }ney € M tal que ||z, — 20| — 0. Sea f € X*
una funcién que se anule en todo M, por el teorema 3.1 f es continua en g, por lo tanto
f(zn) — f(zo) pero f(z,) =0 para cadan € N

f(zo) =0
(<) Supongamos que xg € M, en tal caso existiria § > 0 tal que

|lx — zo|| >0 para cada reM (1.2)

Sea L={x+Xxg : x € M y X € C}, claramente L es un subespacio vectorial de X que
contiene a M, definamos

g: L—C como

g(x + Axg) = A (xe M,\eC)
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Note que si x € M y A € C entonces

T+ Ag=0<=2x=0y A=0

y esto nos permite asegurar que g esta bien definido y que ademéds es un funcional lineal
en L ademads si A # 0

gle el |=A_1
||z + Azo| |z + Azo| H_% _ xOH

(1.2) ! >1

or (1. — >

p =5 =l
A
|9(x + Azy)| <1
|z + Axo|| )

g € L*, luego por el teorema de Hahn - Banach, existe G € X* tal que G|, = g como
para cada z € M g(z) = 0 se concluye que G|y =0

Sin embargo, G(x¢) = G(0 + 1zg) = 1, lo cual contradice nuestra hipétesis. |
Lema 1.16 Si M es un subespacio vectorial de X entonces M también lo es

Prueba. Sean z,y € M y )\ € C, para mostrar que Az +y € M, bastarfa mostrar que
todo funcional lineal f en M* que se anule en M se tiene que anular en Az + y.
Sea f € M* tal que f|y =0 como z,y € M se tiene que f(x) = f(y) =0
fz+y) =Af(z) + f(y) =0 u

Vale la pena destacar que aunque el Teorema de Hanh - Banach depende del Axioma
de Eleccion, el lema anterior no depende de esté pués se puede demostrar de una forma
similar a lo hecho en el lema 1.1.



Capitulo

Medidas de Borel reales y complejas

En este capitulo daremos algunas definiciones bésicas para poder comprender los enunci-
ados del Teorema de Representacion de Riesz y el Teorema de Fubini.

Definicién 2.1 Una coleccion £ de subconjuntos de un conjunto Y se llama o—algebra
en Y si L tiene las siguientes propiedades:

1.YeCl
2. Si Ae L, entonces Y\A € L

o0
3. Si {A,}nen €5 una coleccion de elementos en £, entonces U A, eL

n=1

Teorema 2.2 Si F es una coleccidon de subconjuntos de Y existe una o—algebra minima
L en Y que contiene a F

Prueba. Sea Q = {L : L es una o — dlgebra en Y que contiene a F}, € es no vacio
pues la coleccién de todos los subconjunto de Y es una o—aélgebra en Y que contiene a
F, definamos

£=c

LeQ

observemos que

a) Y € L para todo L € Q, por lo tanto Y € L*

14



CAPITULO 2. MEDIDAS DE BOREL REALES Y COMPLEJAS 15

b) Si A € £* entonces Y\A € L para cada L € Qy asi Y\A € L*

c) Si A= U A, v A, € L" para cada n € N entonces A € L, para cada L € §2, por lo
n=1

tanto A € L*
d) F C L paracada £ €, yasi F C L*

e) Si L es un o—4élgebra que contiene a F entonces £ € Qy asi L* C L

por a), b), ¢) y d) se concluye que L* es una o—algebra en Y que contiene a F y por e)
se tiene que L* es la menor o—algebra en Y con esta propiedad. [ |

En lo que sigue Y denotard un conjunto no vacio y 7 una topologia sobre Y.

Definicién 2.3 Denotaremos por X, a la menor o—algebra en Y que contiene a 7, a X,
la [lamaremos oc—algebra de Borel en Y y a sus elementos conjuntos de Borel en Y.

Definicién 2.4 Si f es una funcion compleja definida en Y diremos que

(a) f es una funcién medible Borel si para todo z, € Cy ¢ > 0 se cumple que

'z eC |z — 2| <e}) eX,

(b) Si f(Y) es finito, diremos que f es una funcién simple ademas si f(Y) C R se
define

5 Y — [0, 400) como

fr(z) = max{f(z),0} vy  f'(2)=-min{f(2),0} (z€Y)

Teorema 2.5 Si f, g son funciones medibles Borel y f = u+iv donde u y v son funciones
reales, entonces:

(a) Si f(Y)C R entonces f, f~ son medibles Borel

(b) w,v, f+g, f gy |f| son medibles Borel
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Definicién 2.6 Una medida de Borel positiva sobre Y es una funcion p definida
en X, con recorrido en [0, +oc] con la propiedad de aditividad numerable, es decir que si
{A, }en €S una coleccidon numerable de conjuntos disjuntos en X, entonces

K (U An) = ZM(AH)
n=1 n=1
Si 1 es una funcion definida en X, con recorrido en C y ademas por la propiedad de

aditividad numerable diremos que ;. es una medida de Borel compleja

Una medida de borel positiva p sobre Y es de medida de o—finita si existe una sucesion
de conjuntos {E,}, en X, tal que Y = UE,, y u(E,) < oo para cada n € N.

Si f es una funcion medible Borel simple donde a4, as, . .., o, son los distintos valores
que toma la funcién en Y y p es una medida de Borel positiva en Y definimos

[Efdu =Y aip(EN A,

i=1
donde F € ¥,y A, ={x €Y : f(x) = a;} para cada i = 1,2,3,...,n del mismo modo,
si f tiene recorrido en [0, +00) se define

/ fdu = sup {/ sdp : s es una funcién medible Borel simple y 0 < s(z) < f(z) Vz € Y}
E E

Definicién 2.7 Si p es una medida de borel positiva, definimos L*(;) como el conjunto
de todas las funciones medibles borel tal que / | fldp < oo del mismo modo si f = u + v,

Y
donde u y v son funciones reales, f € L'(u) y E € ¥, definimos

/fd,u:/u+d,u—/u_du+i/v+d,u—i/v_d,u
E E E E E

Teorema 2.8 [Teorema de la Convergencia dominada de Lebesgue]
Supongamos que {f,} es una sucesion de funciones medibles complejas sobre Y tales
que existe

f(x) = lim f,(z) paratodox €Y
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si existe una funcion g € L'(u) tal que

(@) <g(z)  (n=123,..;2z€Y)
entonces f € L'(u)

i [ 1 = fldu=0
n—oo Y

/fduz lim/fndu
Y n—oo Jy

Definicién 2.9 Si p es una medida de borel compleja, se define |u| : ¥, — [0, +00]
mediante

|| (E) = sup {Z (u(E,)| : E =) E, donde {E,}, C %, es una coleccion disjunta dos a dos}
=1

n=1

|| recibe el nombre de variacién total de u.

Teorema 2.10 Si x es una medida de borel compleja sobre Y, entonces la variacion total
|| de 1 es una medida de borel positiva sobre Y, ademas |u|(Y) < oo

Teorema 2.11 Si p es una medida de borel compleja existe una funcion medible borel
sobre Y, h tal que |h(x)| =1 paratodo z € Yy

w(E) = / hd| | para toda EeX;
E

Teniendo sentido definir la integral de una funcion medible borel f sobre un subconjunto
E € Y. con respecto a la medida ;. como:

/E fdp = [E fhalul

Teorema 2.12 Si p es una medida de borel positiva sobre Y, g € L'(u) y

A(E) = / gdy  (E€,)
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se tiene que A es una medida de borel compleja sobre Y.
Ademas,

/ fd\ = / fgdu E € ¥,y f medible borel.
E E

2.1. El Teorema Representacion de Riesz

Si u es una medida de borel compleja sobre [0, 1], la funcién ¢ : C[0, 1] — C definida
por

o(f)= | fdu  (f€C0,1]) (2.1)

[0,1]

determina un funcional lineal que ademds es acotado por |u|([0,1]). Lo que Riesz de-
mostré fue que los funcionales lineales en C]0, 1]* son necesisariamente de esta forma.
Ahora estamos en condiciones de enunciar el Teorema de Representacién de Riesz.

Teorema 2.13 (Representacién de Riesz) A cada funcional lineal acotado ¢ sobre
C'[0, 1] le corresponde una medida de borel compleja p sobre [0, 1] tal que

o(f)= | fdu  (fe€C[0,1])

[0,1]

2.2. El Teorema de Fubini

Sean XY conjuntos no vacio y f una funcién compleja definida en X x Y, para cada
x € X ey €Y definimos

fo:Y —C y fY: X —C
como

fola) = f(z,a)  fU(b) = flby) (a€Y, beX).

El Teorema de Fubini involucra definiciones que no estan dentro de nuestro interés para la
realizacion de este trabajo, es por esto que daremos una version méas débil de este teorema.
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Teorema 2.14 (Fubini) Sean X, Y espacios topologicos y ., A medidas de borel reales
y de medida o—finita sobre X e Y respectivamente, sea f una funcion compleja definida
en X xY talque paracadar € X,y €Y

[flas fo€ LNy fUeLl(p)
definamos

o) = /Y LAy o) = / Sl by = /X fldp (reX. yey)

Entonces

1. ¢* es una funcion medible borel en X

2. Si / @*du < oo se cumple ademas que ¢ € L'(u), e L'(\)y
X

/deALZ/Y@DdA

Ejemplo 2.15 Sea m la medida de Lebesgue sobre [0, 1], definamos f : [0, 1] x[0,1] — C

como
e si y<x<l1
flz,y) =
0 st 0<y<y
en este caso
o) = [ e y)dm(y) = / e dy, o) = [ fley)dm()
[0,1} 0 [0,1}
1 2
= o*(z) = /ew dx
Yy

como f es una funcion acotada, entonces ¢* € L'(m). El Teorema de Fubini nos garantiza
que ¢ Yy 1 son funciones medibles Lebesgue, (pero esto no es de sorprender pues el Teorema
Fundamental del Calculo podemos afirmar que ¢ y ¢ son continuas), ademas se cumple
que
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vdm = / wdm
[0,1] [0,1]

pdm = /01{ MJ‘(ﬂf,y)dm(y)}dﬂj

1 1
= /{/ e:”2dy}dx
0 0
1 2
= /xew dz
0

1
B e’ _6—1
N 21 2
0

1 1
~ ~ 2 . .
En el calculo surgia un problema al tratar de hallar el valor de / / e® dxdy sin cambiar
0 Jy

[0.1]

el orden de integracion, pues la funcién ¢** no posee primitiva a través de funciones
elementales.



Capitulo

Funciones analiticas y distribucion de ceros

En el presente capitulo {2 denotara un subconjunto abierto del plano complejo y U al
conjunto {z € C : |z] < 1}

Definicién 3.1 Diremos que una funcion compleja f definida en (2 es diferenciable en
20 € Q2 si

existe,

f,(z()) — h/m f(Z) - f(20>
Z—Z0 Z— 20
Del mismo modo si se cumple que f es diferenciable en todo punto de 2 diremos que f
es analitica en () y denotaremos por H({2) al conjunto de todos las funciones complejas
definidas en Q2 que sean analiticas en ).

Definicién 3.2 Una curva en C es una funcion compleja ~ definida en un intervalo
compacto [a,b] € R la cual es continua, en donde denotaremos por +* al conjunto de
todos los puntos ~(t) con a <t <b.

Un camino es una curva en C continuamente diferenciable a trozos, es decir existen
una cantidad finita de puntos a = dy < 9 < §p < ... < 9, = b tales que 7|[5i71’6i] es
diferenciable y con derivada continua (i = 1,2,...,n).

Si v es un camino tal que v(a) = ~(b) diremos que ~ €S un camino cerrado.

Dos de los resultados que nos serd bastante 1til es el de la fgrmula integral de Cauchy
y el de teorema de Morera, para esto definiremos lo siguiente:

Definicién 3.3 Si -y es una curva en C definida en [a,b] C Ry f es una funcion compleja
continua en ~*, la integral de f sobre ~ se define como

21
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[ ez = [ oy
Ejemplo 3.4 Definamos f: C\{0} — Cy v :[0,27] — C\{0} como
fe) =2 (zeC\{o)),

Y(t) = e = cost +isent (t € [0,2n])
Calculemos la integral de f sobre v

[ = [ TG = [T Em D,

cost+1isent

= / (—sent +icost)(cost —isent)dt
0

2m
= / (—sent cost + isen®t + i cos® t + sent cos t)dt
0

2T 2T
= / 0dt+i/ dt = 0+ 27 = 127.
0 0

Teorema 3.5 Sea v un camino cerrado, sea k = C\y* y definimos

1 d
Ind7<2):%/<_fz (ZEK)
Y

22

entonces Ind., es una funcion definida sobre K a valores enteros que es constante en cada

componente de K y que es 0 en la componente no acotada de K

Ejemplo 3.6 Si v es la circunferencia orientada positivamente con centro en a € C y
radio r, se tendria que las componente de C\v* son D(a,r)y C\D(a,r) siendo esta tGltima

la componente no acotada, lo cual por el teorema anterior se tendria que

Ind,(z) =0 Si |z —al <r
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Ahora para saber el valor que toma la funciéon Ind, en la componente D(a,r) basta
con saber que valor toma en a
2T - it . 2
1e’dt 1
Ind,( —_— = — dt =1

27Tz ( 27Tz o €t+a—a 27w J,

por lo tanto

1 si |z—al<r
Ind,(z) =
0 si |[z—a|]>r
A continuacion y con el objeto de demarcar completamente el alcance de nuestra
exposicion damos una lista de algunos de los principales resultados de la teoria de funciones
de una variable compleja.

s [Teorema Fundamental del Célculo en C] Supongamos que F' € H(S2) y que
F’ es continua en ). Entonces
/ F'(2)dz=0
N

para todo camino cerrado 7y en ().
/1]

» [Teorema de Cauchy]' Sean:  C C, un conjunto abierto y convexo, p € 2, f
una funcién continua en €2, tal que f € H(2— {p}). Entonces existe F € H(f?)

tal que F' = f. Por lo tanto
/f(z) dz =
.

para todo camino cerrado v C €.
/1]

» [Férmula Integral de Cauchy| Supongamos que 7 es un camino cerrado en un
conjunto abierto y convexo Q,y f € H(Q) SizeQyz¢ v(a,b]), entonces

/(=) - Ind, (2) (3.1)

27i C—z

1Esta versién del clasico teorema es suficiente para nuestros propositos.
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» [Teorema del Valor Medio de Gauss| El caso en que Ind,(a) =1 es de partic-
ular interés: Si f € H(D(a,r)), entonces

1 2w

— fla+re?)ds.
2m

fla) =

/]

= [Analiticidad] Si2 C C es abierto, entonces toda f € H(£2) puede representarse
mediante series de potencias en §2; precisando: Si a € () entonces existe r > 0 tal
que

chz—a V z€ D(a,r)C Q,;
n=0

en particular, toda funcén f € H(S2) es infinitamente diferenciable.

Reciprocamente, si f puede representarse mediante series de potencias en (2,
entonces f € H(Q2) y [’ también se representa mediante series de potencias en

Q.

De hecho si .
chz—a z € D(a,r),
n=0

entonces

nin—1)...n—k+1)c,(z—a)" %, z¢&D(a,r). (3.2)

NE

fHz) =

Ea

~—

n
En consecuencia, (1.1) implica que

klcy, = f*(a) (k=0,1,2,...),

de modo que para cada a € () existe una tnica sucesién {c,} para la que se verifica
(1.1).
/1]

= [Ceros de Funciones Analiticas y Unicidad | Supongamos que €2 es una regién,
f e H(Q), y pongamos

Z(f) ={aeQ: f(a) =0}.
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Entonces, o bien Z(f) = Q, o Z(f) no tiene puntos limites en Q. Si Z(f) # €,
entonces a cada a € Z(f) le corresponde un tnico entero positivo m = m(a) tal que

f(z) = (2 =a)"g(2) (z € Q)

donde ¢ € H(R) y g(a) # 0; ademas, Z(f) es a lo sumo numerable. Como
consecuencia, se tiene el siguiente teorema de unicidad para funciones holomorfas:

s [Teorema de Unicidad]| Si f,¢ son funciones holomorfas en una region Q y si
f(2) = g(z) para todo z de algin conjunto que posea un punto limite en 2, entonces
f(z) = g(z) para todo z € Q.

/]

» [Versién Cuadratica del TVM]
Sif(z)=>"yen(z—a)", z€D(a;r); y si 0<r <R, entonces

0 1 - '
zyﬁm:%/Lm+www. (3.3)

—Tr

/]

» [Teorema de Morera] Si f es una funcién continua en un dominio 2 y

Lf@ﬂz:o

para todo contorno cerrado 7 en €, entonces f € H(D).
/]

» [Teorema de Liouville] Supongamos que f € H(C) y que existen constantes
reales A, B, R € (0,00) y N € NU{0}, tales que

1f(2)] < Alz|¥ + B paratodo z tal que |z| > R.

Entonces f es un polinomio de grado menor o igual que N.

/]
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En el estudio de las funciones analiticas en un conjunto abierto €2, un tépico de gran
importancia es el de la distribucién de los ceros. El Teorema de Unicidad, mencionado
arriba, afirma que los ceros de una funcién analitica en una regién €2 no pueden acumularse
en () a menos que la funcién sea identicamente igual a cero. Otro resultado similar a este
ultimo (y el cual no se deriva del mismo) es el siguiente:

Teorema 3.7 Si f € H(U) tal que f es acotada y oy, as,... son ceros de f en U y si

ademas » (1 — |ay|) = oo, entonces f =0

n=1
Definicién 3.8 Supongamos que {U, }, es una sucesion de nimeros complejos, pongamos
P,=U-Uy-Us---U, (n=1,2,...)

y supongamos que existe P = lim F,. Entonces escribimos

n—oo

P=]]U. (3.4)
n=1
Los P, son los productos parciales del producto infinito (3.4).

El teorema que a continuacién se presenta nos va a permitir mas adelante construir
funciones analitica en un conjunto abierto 2 con ceros en puntos preescritos en ).

Teorema 3.9 Supongamos que f, € H(Q2) para n = 1,2,3,..., que ninguna f, es iden-
ticamente 0 en ninguna componente de €2, y que

D= fu(2)]
n=1
converge uniformemente en cada subconjunto compacto de Q2. Entonces se puede definir

f:Q—C como

=11k (9

y se cumple que f € H(2) ademas, si z, € €2 entonces f(zy) = 0, si y sdlo si f,(z) =0
para algiin n € N



CAPITULO 3. FUNCIONES ANALITICAS Y DISTRIBUCION DE CEROS 27

Hasta los momentos hemos definido conceptos y enunciado teoremas (a los que por
obvias razones de exposicion y espacio le hemos omitido su demostracién) los cuales son
conocidos en distintos ramas de la matematica y que nos serviran para demostrar el
teorema de Muntz - Szasz. Resulta muy gratificante obtener y demostrar resultados, con
interes propio, que se derivan de aquellos teoremas “basicos”, para comenzar veamos como
ejemplo el siguiente resultado.

Teorema 3.10 Sea p una medida de borel compleja sobre un espacio X, €2 un conjunto
abierto de C y ¢ una funcion compleja definida sobre €2 x X tal que

1. ¢ es acotada;

es una funcion medible para cada z € Q;

2.
4 {z}xX

€ H(N2) para cada t € X

3.
14 Qx{z}

Si definimos f : Q — C como f(z) :/ oz, t)du(t) (z € ), entonces f € H().
X

Prueba.

Para demostrar que f € H((2), basta con ver que f satisface las hipdtesis del Teorema de
Morera.

I) f es continua en {2

Sea zp € 2 y € > 0, sin pérdida de generalidad supongamos que p es una medida no
2

5
nula, y que D(zg,¢) & €, tomemos 0 = min< /2, ————— 5 donde M es una cota en
2M|p|(X)

R* de la funcién ¢.
Veamos que f(D(z,0)) C D(f(20),¢)
Si z € D(29,0)\{20} v 7 es una circunferencia orientada positivamente con centro zy y
radio 9.
Por la formula de Cauchy se tiene que:

_ L [el&Y) L [0
o(z,t) = %/75_720% y ¢(Zo7t)%lad§

para cada t € X
Luego
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1 o(&,t) (1) dp(t)
/X%[/(ﬁ— 5—20)0[43—20
/ (/ (w(&t) B w(i,t))dg) dp(t)
X \Jy §—z £ — 2o Z— %

e(&,1) '
deld

[y €= 2)(€ — )| IO

/m—i()i%t)—z@)df‘ = M/|§—z||s—zO| M/|s—z|

4dme
€ 6/2/ 5——M——M

)f(Z) — /(=)

Z— 20

1

2

1

2 Jx

VAN

Pero

Por lo tanto,

‘ f(z) = f(=)

Z— 20

<147TM/|| ||
“e/2 € a a

yasi |f(2) = f(z)| < E\MI(X)M\Z— 20| <e

. f(2) € D(f(%),¢)

IT) Ahora si A C ) es un tridngulo cerrado, entonces

RCCE /a . ( /X @(z,t)d,u(t)) il T e P /X < /8 . <p(z,t)dz) du(t)

€ H(2) para cada t € 2, entonces [ ¢(z,t)dz = 0 para cada t € Q

como ¢
Qx {t} EYN
Luego

» f(z)dz = /XOd,u(t) =0

28
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Sea QT ={z € C : Re(z) > 0} y definamos ¢ : Q" x [0,1] — C como
em®= i ¢ >0

oz, t) =t = (z,t) € Q1 x [0,1]
0 si t=0

note que para cada t € [0,1] la funcién ¢|, ., es analitica en Q% y fijado 2 € Q7 la

funcién Q[ es continua en [0, 1], ademds si (2,7) € Q% x (0, 1] entonces

|S0(Z t)| < |6zln | |6Re(z 1nt61mzlnt7,| _ |6Re z 1nt| tRe(z) S 1

*. ¢ es una funcién acotada en Q7 x [0, 1]

Asi, si p es una medida de borel compleja en [0, 1], podemos afirmar, en virtud del teorema
3.12, que la funcién

f: Qft —C definida como
f(z) = / t*du(t) (2 € Q) es analitica en QF
[0,1]

Lema 3.11 Si p es una medida de borel compleja definida en [0, 1] entonces la funcion
f(z) = / t*du(t) (z € QT) es analitica en QO
[0,1]

Hemos enunciado resultados sobre la distribucién de los ceros de una funcién analitica
pero j Qué tiene que ver esto con el teorema de Muntz - Szasz? para responder esta
pregunta comenzaremos por demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3.12 Si Q" = {z € C : Re(z) > —2}, y {\.} es una sucesion de nimeros

reales positivos tal que Z — < oo, entonces existe una funcion f* € H({)*) acotada en

’fL

el conjunto g = {z € (C Re( ) > —1} y que se anula sdlo en los puntos 0, A\, Ao, ...

Prueba. Para cada n € N definamos
fo: Q" —C como

Ay — 2

T W

(z € QY),
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es claro que f, € H(2") pues es cociente de funciones analitica en Q* y 2+ A\, + z no se
anula en €2*.

o
Sea K un subconjunto compacto de €, veamos que la serie Z |1 — f.(2)| converge

n=1
uniformemente en K
Como K es compacto existe M > 0 tal que
M >12+22|+ 2+ 2| Vze K
1 o0
ademas " — 0 (ya que Z " < 00) y en consecuencia \, — 00, sea ng € N tal que
n n=1 n

Ap > 2M Vn > ng

entonces se verifica las siguientes desigualdades para cada z € K y n > nyg

1242 <M
2.0< N\, — M <24\, + 2|
M 2M

<

> A — M 7 A\,

por lo tanto

22 + 2| M 2M
1—f, = < <
1= 1a(2) 24X +2 TN -M TN,

o
2M
para cada n > ngy z € K, como la serie ~ converge se tiene por el M —Test de
n=ng n
o o
Weierstrass que Z |1 — f.(2)| converge uniformemente en K, por lo tanto Z 11— fu(2)]
n=ng n=1

converge uniformemente en K
Ahora aplicando el teorema 3.12 podemos definir

fr: QF — C como

o
Ap — 2

i} oz

(z € Q)
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y ademds afirmar que f* € H(*), por otra parte si 2o = a + bi con a,b € R, a > —1
entonces para cada n € N

Ap — 20
" 1<l & (N —a)?+< (24N, 2 b2
'2+An+zo < ( a)) +b0* < (2+ A +a)’ +
S N2 =20, <4440+ X2 +da+20a
& 0<446N, +4a+2\a
& 0<4(a+1)+2)\,(a+3)
H fa(z0)| = H | fa(20)] <1
n=1 n=1
de igual forma se prueba que (2570)3 < 1 concluyendo, asi que |f*(z9)| < 1, otra
20
consecuencia del teorema 3.12 es que f* se anula sélo en los puntos 0, A1, \o, ... [ |

Mas adelante, veremos como se relaciona esta funcién con un funcional lineal en

Clo,1]*.

. 1 .
Lema 3.13 Si f € H(Q") es acotada y E = oo donde {\,}, es una sucesion de
n=1""

nimeros reales positivos en donde se anula f y inf{\, : n € N} > 0, entonces f es
identicamente igual a cero en Q*

Prueba. Sea g:U — C definida por

1+=2
= U
o) =1 (1) e
por ser la correspondencia
1+2
— 3.5
I (3.5)

una biyeccién entre U y Q7 (ver lema 1.5) se cumple que f = 0 si y sélo si g = 0 ahora
bien, ya que la correspondencia (3.5) determina una funcién analitica en U se tiene que

=1
g € H(U) ademas, si Z 3 = o0 por el lema 1.6
n=1""
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e e}

D 1| =00
n=1

Ap— 1 .
(n € N) ademas g(«,,) = 0 para cada n € N, luego por el teorema

An + 1
3.9 se cumple que g =0

donde a,, =

=0 ]



Capitulo

El Teorema de Muntz - Szasz

4.1. Transformada de Fourier

En esta seccion utilizaremos la letra m para representar a la medida de Lebesgue en R
y denotaremos por L' al conjunto de las funciones complejas f, definidas en R y medibles
Lebesgue tales que

/\f|dm es finita.
R

Definicién 4.1 Si f € L! se define f : R — C como

~ 1 .
fit) = 5= [ rwettin@) e w).
21 Jr
A la funcion fse le llama transformada de Fourier de f

El teorema que nos serda de gran utilidad en este trabajo es el que afirma que ]? es
continua y acotada.

Teorema 4.2 Si f € L', entonces fes continua en todo R y ademas es acotada.

Prueba. Seat € R. Para probar la continuidad en ¢, supongamos que {t,}, C R es

-~ ~

una sucesion que converge a t y veamos que f(t,) — f(t) definamos para cada n € N la
funcién f, : R — C como f,(z) = f(z)(e"* — ") (t € R) entonces para cada z € R

fu(x) — 0

33
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ademas

\fulz)| <2/f(z)] VzeRy2fel

luego por el teorema de la convergencia dominada

/an(:c)dm—>/Rodm

/ (@) — ) dm — 0
R

~ -~

[fu(tn) = F(B)] =

[ e~ [ f(x)e”xdm‘

S N
R

|fn(tn) - f(t)| — 0y asi f es continua en ¢
Por otra parte,

F ()] =

/R f(@)e = dm(x)

< [1r@en)

- / F(@)ldm(z) < o

lo que muestra que J?es acotada en R.

Teorema 4.3 Sea f* como en el teorema 3.12, existe una medida de borel compleja 1
sobre [0, 1] tal que

f(z) = /[ JFdnolt) (ze b

Prueba. f*(z) = CEIE (z € ) donde h(z) = 1+ZH2+)\n+Z

n=1

sea z € QT y R>|z+ 1|+ 1, como f* € H(Q*) por la férmula de Cauchy (Teorema 3.7)

podemos afirmar que
F(2) = S M f*<odc+ f*@dc} (4.1)

2mi (—=z cp C—2
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donde lg y Cg son las curvas

|
——

lr(s) :=—1—1s (s € [-R, R))

lr

e
L

Ahora si t € [—m, 7] entonces

Cr(t) .= Re" —1 (t € [-m, 7))

f*(Cr(t))iRe"
Ret — 1 — 2z

’ f*(Cr(1))
(Re® + 1)2(Re* — 1 — 2)

< 1t < R
= R-DAR—z+1) = (R=1)p

f*(() 4 R B 2R
/CRC_ch\ < / G2 = w1y

lim / (9 = 0 de este hecho y por (4.1) se cumple que
c

R—o0 z

por lo tanto

- —
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Q)
f2) = éiﬂoz—m/mgfﬂ

_ hm/ fr=1—si)(=1) .

i R—oo —1—-5—z

R .
*(—1
— _ lim Mds
2T R—oo J_p 1 —s1+ 2

1 [ f (-1 '
_ L r s
2 J_ o 1 =81+ 2

Por otra parte, para cada s € R

1 ' p—sitl 1 1
/ FotidE = : =
0 z—is+1], z—is+1
o L 27 f* (=1 + s1)
* = dt 3 d
(z) /—oo{/o 27(1 — si+ 2) } y

1 [e'e)
Teo. de Fubini 1 . —isint
| tz - * ~1 isln d dt
/0 {2% /_oof (=1 +is)e s

g: R—C como

definamos

g(s) =f(=1+1is) (s€R)
por tanto

lg(—1 4+ is)] < 1 < 1

9= T S TP S @

[e'e] 1 R
como / pa 1ds < 00, se tiene que g € L' y por el teorema 4.2 § es acotada, asf la
o0 S

funcién P(t) = g(logt) (t € (0,400)) (donde g es la transformada de Fourier de g) es
continua y acotada, definamos
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W(E) = /E Pt Ees,,

por el teorema 2.12 1 es una medida de borel compleja en (0, 1] que claramente la podemos
extender a una medida compleja po en [0, 1], obteniendo finalmente que

f(z) = / (1)

4.2. FEl Teorema de Muntz - Szasz

En este capitulo daremos una de las demostraciones del Teorema de Muntz - Szasz. A
saber, la que se expone en el famoso texto de Walter Rudin: Real & Complex Analysis,
[10]. Finalizamos este capitulo enunciando algunas generalizaciones de este teorema.

Teorema 4.4 (Mintz - Szasz)
Supongamos que 0 < A\; < Ay < ... <\, <...Yyque Y =span{l, t*, t* . .}

[e.e]

. 1 —
1. Si E =% entonces Y = C[0, 1].
n=1""

[e.9]

. 1 . — . .
2. Si Z " <oo ysi A {\.}, M #0 entonces Y no contiene la funcion ¢*

n=1""

o] 1 .
Prueba. a) Supongamos que Z Sl 00. Si Y contiene al conjunto de todos los
n=1""

polinomios, el teorema de Weierstrass nos garantizaria entonces que Y es denso en C[0, 1].
Para ver esto, en virtud del lema 1.16, s6lo bastaria con mostrar que:

ey para cada n € N.

Sea ng € N, para mostrar que t" € Y haremos uso del teorema 1.15. Sea ¢ un funcional
lineal en C10, 1]* tal que

¢l, =0. (4.2)
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Entonces, por el teorema de representacion de Riesz (Teorema 2.13) existe una medida
de borel compleja u sobre [0, 1] tal que

o(f)= | fdu (f € €0, 1)).

[0.1]

El lema 3.13 nos asegura que la funcion

f(z) = /[ ) (zeah)

es analitica en Q1 ademds por (4.2) f se anula en los puntos Aj, Ao, ...y ya que la serie
o

Z " es divergente, el teorema 3.13 implica que f es identicamente igual a cero en Q7;
n=1""
en particular, f(ng) = 0.

(™) = 0. Luego t™ €Y.

=1
b) Supongamos ahora que g ™ es convergente.
n=1

Sea A € R\{0, A1, A\g,...} y definamos f* como en el teorema 3.12.
Sabemos que f* no se anula en A\, ademas por el teorema 4.3, se tiene la representacion

f1(z) = /[ JFnoft) (zeqah) (4.3)

donde fy es una medida de borel compleja en [0, 1. Luego, como pg determina un funcional
lineal en C'[0, 1]*, el cual, por (4.3), no se anula en t*, concluimos por el teorema 1.17 que
t* no pertenece a Y. [

Recordando el lema 1.11 obtenemos el siguiente corolario

Corolario 4.5 Si {p,}.cn €S Una enumeracion creciente de los nimeros primos entonces
el conjunto span{l,t"*, t*2 ...} es denso en C|0, 1].

1
Siay, =1+ — (n € N), el teorema de Muntz - Szasz no nos asegura si Yy =

span{l, t*, t*2, n} es denso 6 no (C[0,1]), ya que la sucesién {w,}, no es creciente;
sin embargo, en los lemas que estdn involucrados en la demostraciéon de este teorema
nunca se supuso que la sucesiéon {\, }, fuese creciente. La demostracion del siguiente lema,
béasicamente es la misma que la del teorema 4.4
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Lema 4.6 Sea {\,}, es una sucesion de nUmeros reales, entonces

: =1 _
1. Si inf{)\, :neN} >0y Z)\— = oo, entonces Y = C0, 1]

o 1 ) . ) .
> 1= <00 ysi A¢{\}, A0 entonces ¥ no contiene la funcion .

Corolario 4.7 Y; es denso en C|0, 1].

Otro ejemplo surge al considerar las funciones

17 tu\/i %7 %7"’

i, Serd el conjunto Y; = span{l, t,\/t, V/t, V't,...} denso en C[0,1]?
y la respuesta es si, pues la demostracién del teorema 4.4 da para mucho mas, observemos
que

— 1/n+1 — 1/n+1 “—~n+l
esto quiere decir que si f es una funcién analitica en Q7 acotada y se anula en los puntos
de la forma 1/n (n € N) entonces necesariamente f se anula en todo es semiplano
derecho (comparar con el lema 3.13)

Si seguimos el esquema de la demostracién del teorema de Miintz - Ssasz en la parte
a) tomando en cuenta lo dicho anteriomente llegamos a que Y7, es denso en C[0, 1].

Con argumentos muy parecidos a los que se encuentran en la demostracion del teorema
de Miintz - Szdsz, Peter Borwein y Tomds Erdélyi [4], [7] dieron la demostracion del
siguiente teorema

Teorema 4.8 (Generalizacién del Teorema de Muntz - Szész) Si {)\,}, esuna suce-
sion de nimeros reales entonces

o0 )\n
Y = span{l, t", t*,.. .} es denso en C[0,1] & )
=1

T+ A2
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Miintz - Szasz en espacios L”[0, 1]

Si0 < p<ooysif esuna funcién compleja definida en [0, 1] la cual es medible

Lebesgue se define
1/p
I, ={ [ 1vam}
0,1]

Sea L0, 1] el conjunto de todas las funciones f para las que verifica

£l < o0

Una de las propiedades del conjunto LP[0, 1] es que es un espacio vectorial complejo (con
las operaciones usuales) y que || - ||, define una norma sobre este espacio, al considerar el
espacio LP[0, 1] como espacio topoldgico con respecto a la topologia que induce la norma
| - ||, Borwein y Edyerlin demostrar en el mismo trabajo, el siguiente teorema.

Teorema 4.9 (Miintz - Szasz en L?[0, 1]) Si {\,},, es una sucesion de niUmeros reales
distintos y mayores que —1/p (p € (0,+00)) entonces son equivalentes

1. Span{t*, t*2 ... t* ...} es denso en LP[0,1]
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