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compañ́ıa durante todo el periodo de estudio.

Hoy y siempre, a mi familia y compañeros.
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Introducción

En el año 1908, Frederic Riesz introdujo el concepto de ultrafiltro, en una charla donde
no recibió mucha atención. Su uso sistemático en matemática se inició en la década de
1930 por la Escuela Polaca (Banach, Tarski, Ulam, etc.). Los ultrafiltros son herramien-
tas estándar en matemática, lógica y teoŕıa de conjuntos; pero también son ampliamente
usados en combinatoria y topoloǵıa.

En este trabajo mostraremos tres aplicaciones de los ultrafiltros, seguiremos el art́ıculo
de Peter Komjath y Vilmos Totik [2]:

1. El problema de los interruptores. Tenemos un conjunto de interruptores, cada uno
con tres posiciones, todos conectados a una lámpara que puede estar en tres estados
(por ejemplo, un semáforo). Se supone que además satisfacen la restricción que si
todos los interruptores cambian simultáneamente de posición, entonces la lámpara
cambia de estado. Entonces existe un ultrafiltro tal que el estado de la lámpara
depende sólo de los subconjuntos (de interruptores) que pertenecen al ultrafiltro. En
particular, mostraremos que cuando el conjunto de interruptores es finito entonces
existe un interruptor que determina el estado de la luz.

2. Una versión del teorema de Arrow para conjuntos infinitos. Este teorema trata sobre
sistemas de votación. Mostraremos que bajo ciertas condiciones los sistemas de
votación están determinado por un ultrafiltro. La versión más conocida es cuando
el conjunto de votantes es finito, en este caso, el teorema de Arrow nos garantiza la
existencia de un votante que determina el resultado.

3. Ĺımites de Banach. Este método permite basado en ultrafiltros, asociar una noción
de ĺımite a cualquier sucesión acotada de números reales.
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2 ÍNDICE GENERAL

Este trabajo lo dividiremos en cuatro caṕıtulos, en el primer caṕıtulo daremos los
conceptos necesarios para desarrollar toda la teoŕıa.

En el segundo caṕıtulo daremos solución al primer problema, el modelo usado se
basa en unas funciones que hemos llamado de agregación. Mostraremos que la existencia
de ultrafiltros es equivalente a la existencia de funciones de agregación, parte de esta
equivalencia es un resultado no incluido en el art́ıculo [2] (véase teorema (2.14)).

En el tercer caṕıtulo resolveremos el segundo problema, el modelo usado se basa en
funciones que hemos llamado sistemas de votación. Mostraremos que la existencia de
ultrafiltros es equivalente a la existencia de sistemas de votación, parte de esta equivalencia
también es un resultado que no está en el art́ıculo [2] (véase teorema (3.17)).

Por último, en el cuarto caṕıtulo atacaremos el tercer problema. Mostraremos que dado
un ultrafiltro podemos asociar a toda sucesión acotada de números reales una noción de
ĺımite, que hemos llamado ĺımite generalizado. Por otra parte mostraremos que el uso de
los ultrafiltros es imprescindible para definir los ĺımites generalizados (véase el teorema
(4.12)). Esto también es un resultado que no está incluido en [2].



Capı́tulo 1
Preliminares

El propósito de este caṕıtulo es dar algunas definiciones y resultados básicos que serán
usados en el trabajo.

Definición 1.1 Una familia H de subconjuntos de un conjunto X; es un filtro sobre
X si satisface las siguientes propiedades:

i) ∅ 6∈ H.

ii) X ∈ H.

iii) Si A ∈ H y A ⊆ B entonces B ∈ H.

iv) Si A, B ∈ H entonces A ∩ B ∈ H.

Ejemplos 1.2

1. Sea N el conjunto de los números naturales y H el conjunto de todos los subconjuntos
cofinitos de N, es decir H = {A ⊆ N | N\A es finito}. Entonces H es un filtro
sobre N.

2. En general, dado cualquier conjunto infinito X y H el conjunto de todos los subcon-
juntos cofinitos de X, entonces H es un filtro sobre X.

3. Sea τ una topoloǵıa sobre X. Para cada x ∈ X el conjunto

V(x) = {A ⊆ X | x ∈ V ⊆ A para algún V ∈ τ}

es un filtro sobre X; cada A ∈ V(x) es una vecindad de x y V(x) se denomina el
filtro de vecindades del punto x.
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4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

4. Sea µ la medida de lebesgue en R. Entonces el conjunto

F = {A ⊆ R | µ(R\A) = 0}

es un filtro.

5. Sea f : X → Y y F un filtro sobre X. Entonces el conjunto

f [F ] = {B ⊆ Y | f−1[B] ∈ F}

es un filtro sobre Y , se denomina el filtro imagen de F por f . ♣

Definición 1.3 Un filtro F sobre X es un ultrafiltro si además satisface que:

∀A ⊆ X (A ∈ F ó X\A ∈ F)

Ejemplos 1.4

1. Sea N el conjunto de los números naturales y H el conjunto de todos los subconjuntos
cofinitos de N, es decir H = {A ⊆ N | N\A es finito}. Entonces H no es un
ultrafiltro sobre N.

2. Sea µ la medida de lebesgue en R. Entonces el conjunto

F = {A ⊆ R | µ(R\A) = 0}

no es un ultrafiltro.

3. Sea a ∈ X fijo. Entonces el siguiente conjunto

Ha = {Y ⊆ X | a ∈ Y }

es un ultrafiltro generado por un solo elemento, también es llamado ultrafiltro

principal. ♣

Definición 1.5 Una relación ≤ en un conjunto P es un orden parcial si cumple con
las siguientes propiedades:

i) Para todo a, b ∈ P se cumple que si a ≤ b y b ≤ a entonces a = b.

ii) Para todo a ∈ P se cumple la relación a ≤ a.
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iii) Para todo a, b, c ∈ P se cumple que si a ≤ b y b ≤ c entonces a ≤ c.

Definición 1.6 C ⊆ P es una cadena si:

∀ a, b ∈ C (a ≤ b ó b ≤ a)

Teorema 1.7 (Principio de Maximalidad) Sea (P,≤) un orden parcial. Toda cadena
en P está contenida en una cadena maximal.

Definición 1.8 Una familia A de subconjuntos de un conjunto X tiene la propiedad de
intersección finita , si para todo n y para todo A1, . . . , An ∈ A se cumple que:

A1 ∩ . . . ∩ An 6= ∅

Proposición 1.9 Sea A una familia con la propiedad de intersección finita sobre X,
entonces la siguiente colección:

F = {B ⊆ X | ∃n y ∃A1, . . . , An ∈ A (A1 ∩ . . . ∩ An ⊆ B)}

es un filtro sobre X que contiene a A.

Demostración: Es claro que A ⊆ F , a continuación verificaremos las condiciones para
que F sea un filtro:

i) Supongamos que ∅ ∈ F , aśı existen k ∈ N y A1, . . . , Ak ∈ A tales que A1∩. . .∩Ak ⊆
∅ pero esto es una contradicción ya que A tiene la propiedad de intersección finita,
por lo tanto A1 ∩ . . . ∩ Ak 6= ∅; aśı ∅ 6∈ F .

ii) Sean M, N ∈ F luego existen m, n ∈ N y M1, . . . , Mm, N1, . . . , Nn ∈ A tales que:

M1 ∩ . . . ∩ Mm ⊆ M y N1 ∩ . . . ∩ Nn ⊆ N.

Por lo tanto,
M1 ∩ . . . ∩ Mm ∩ N1 ∩ . . . ∩ Nn ⊆ M ∩ N,

aśı M ∩ N ∈ F .

iii) Sean M ∈ F y M ⊆ N , como M ∈ F entonces existen m ∈ N y M1 ∩ . . .∩Mm ∈ A
tal que M1 ∩ . . . ∩ Mm ⊆ M pero M ⊆ N , aśı M1 ∩ . . . ∩ Mm ⊆ N por lo tanto
N ∈ F .

iv) X ∈ F es evidente.

�



6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.10 Todo filtro está contenido en un ultrafiltro.

Demostración: Sea F un filtro sobre un conjunto X y sea

P = {G | F ⊆ G y G es un filtro sobre X}

(P,⊆) es un orden parcial. Sea C = {F}, C es una cadena en P, por el principio de
maximalidad existe una cadena maximal M tal que C ⊆ M. Sea

U =
⋃

K∈M

K =
⋃

{K | K ∈ M}

U es un ultrafiltro sobre X que contiene a F , en efecto, a continuación verificaremos
las condiciones requeridas para que U sea un filtro:

i) Supongamos que ∅ ∈ U , luego existe A ∈ M tal que ∅ ∈ A, esto es una con-
tradicción ya que A ∈ M, por tanto A es un filtro sobre X, aśı ∅ 6∈ A.

ii) X ∈ F por F ser un filtro sobre X. Como F ⊆ U entonces X ∈ U .

iii) Sean U1, U2 ∈ U , entonces existen M1, M2 ∈ M tales que U1 ∈ M1 y U2 ∈ M2.
Como M1, M2 ∈ M se cumple que M1 ⊆ M2 ó M2 ⊆ M1.

iii.1) M1 ⊆ M2

Como U1 ∈ M1 y M1 ⊆ M2 entonces U1 ∈ M2. Luego U1 ∩U2 ∈ M2 por ser M2

un filtro sobre X. Por lo tanto U1 ∩ U2 ∈ U .

iii.2) M2 ⊆ M1

Como U2 ∈ M2 y M2 ⊆ M1 entonces U2 ∈ M1. Luego U1 ∩U2 ∈ M1 por ser M1

un filtro sobre X. Por lo tanto U1 ∩ U2 ∈ U .

iv) Supongamos que U1 ∈ U y sea U2 ∈ P tal que U1 ⊆ U2, aśı existe M ∈ M con
U1 ∈ M . Como M es un filtro sobre X y U1 ⊆ U2 concluimos que U2 ∈ M , lo que
implica que U2 ∈ U .

Ahora mostraremos que U es un ultrafiltro. Sea A ⊆ X y supongamos que A 6∈ U ,
mostraremos que U ∪ {(X\A)} tiene la propiedad de intersección finita. En efecto, como
U es cerrado bajo intersecciones finitas, solo debemos verificar que si B ∈ U entonces
B ∩ (X\A) 6= ∅. Sea B ∈ U y supongamos que B ∩ (X\A) = ∅ aśı B ⊆ A, usando que U
es un filtro concluimos que A ∈ U , esto es una contradicción. Por lo tanto U ∪ {(X\A)}
tiene la propiedad de intersección finita.
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Por la proposición 1.9 se tiene que existe un filtro O que contiene a U ∪ {(X\A)},
probaremos que M ∪ {O} es una cadena. En efecto, sean A, B ∈ M, por M ser una
cadena A y B son comparables, luego si C ∈ M se cumple que C ⊆ U , entonces C ⊆ O;
de tal manera que C y O son comparables para todo C ∈ M. Aśı M∪{O} es una cadena
que contiene a M, por ser M una cadena maximal se verifica que M∪{O} = M, luego
O ∈ M entonces O ⊆ U , lo que nos conduce a que O = U ; aśı X\A ∈ U . En conclusión
U es un ultrafiltro que contiene a F . �

Definición 1.11 Sea X un conjunto y P(X) la colección de todos sus subconjuntos, lla-
maremos a la función µ : P(X) → {0, 1} una medida finitamente aditiva en X a
valores en {0, 1} si:

i) µ(X) = 1.

ii) Si A1, ..., An ∈ P(X) y son disjuntos, es decir Ai ∩ Aj = ∅ con i 6= j, entonces

µ(

n⋃

i=1

Ai) =

n∑

i=1

µ(Ai)

Definición 1.12 Sea Hµ una familia de subconjuntos de X y µ una medida finitamente
aditiva en X a valores en {0, 1}. Diremos que A ∈ Hµ si, y solo śı µ(A) = 1.

Lema 1.13 Hµ es un ultrafiltro sobre X.

Demostración:

i) ∅ 6∈ Hµ ya que µ(∅) = 0.

ii) µ(X) = 1 por definición.

iii) Sean A, B ∈ Hµ, entonces µ(A) = 1 y µ(B) = 1. Supongamos que µ(A ∩ B) = 0,
luego µ(Ac∪Bc) = 1. Sabemos que µ(Ac∪Bc) = µ(Ac)+µ(Bc) y µ(Ac)+µ(Bc) = 0.
Esto es una contradicción, por lo tanto µ(A∩B) = 1. En consecuencia A∩B ∈ Hµ.

iv) Sea A ∈ Hµ y A ⊆ B, luego se verifica que µ(A) = 1. Ahora bien, como A ⊆ B
entonces µ(B) = 1 por monotońıa; aśı B ∈ Hµ.

�
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Definición 1.14 Si H es un ultrafiltro sobre X, entonces se define µH como sigue:

µH(A) =

{
1 si A ∈ H
0 si A 6∈ H

Lema 1.15 µH es una medida finitamente aditiva a valores en {0, 1} sobre X.

Demostración:

i) Como H es un filtro sobre X se cumple que X ∈ H, luego µH(X) = 1.

ii) Sean A1, ..., An ∈ P(X) disjuntos dos a dos, veremos que a lo sumo un solo Ai, con
1 ≤ i ≤ n pertenece a H. En efecto, Supongamos que Ai, Aj ∈ H con 1 6 i, j 6 n,
i 6= j, luego Ai ∩ Aj ∈ H entonces µH(Ai ∩ Aj) = 1, pero esto es una contradicción
ya que Ai, Aj son disjuntos. Ahora analizaremos dos posibles casos:

ii.2) Supongamos que existe j con 1 6 j 6 n tal que Aj ∈ H, como Aj ⊆
n⋃

i=1

Ai

entonces
n⋃

i=1

Ai ∈ H aśı:

1 = µ(

n⋃

i=1

Ai) =

n∑

i=1

µ(Ai) = µ(Aj) = 1

ii.3) Supongamos que Ai 6∈ H para todo i con 1 6 i 6 n, entonces queremos ver que

µ(
n⋃

i=1

Ai) = 0. Razonando por el absurdo, supongamos que µ(
n⋃

i=1

Ai) = 1 esto

quiere decir que
n⋃

i=1

Ai ∈ H, por ser H un ultrafiltro se cumple que
n⋂

i=1

Ac
i 6∈ H

pero esto es una contradicción ya que cada Ac
i ∈ H y los ultrafiltros son cerrados

bajo intersecciones finitas.

�

A continuación, introduciremos la siguiente notación:

MFA{0,1} es el conjunto de todas las medidas finitamente aditivas µ en X a valores
en {0, 1}.

U(X) es el conjunto de todos los ultrafiltros sobre X.
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Teorema 1.16 Sea α : MFA{0,1} → U(X) definida por α(µ) = Hµ y β : U(X) →
MFA{0,1} definida por β(H) = µH. Entonces α es la inversa de β.

Demostración:

1. Mostraremos que (β ◦ α)(µ) = µ.
Sea µ una medida finitamente aditiva a valores en {0, 1}. Tenemos que α(µ) = Hµ,
por definición de Hµ se cumple que A ∈ Hµ si, y solo śı µ(A) = 1.

Luego β(α(µ)) = β(Hµ). Por definición de β(Hµ) y de µ tenemos que:

µ : P(X) −→ {0, 1}

µ(A) =

{
1 si A ∈ Hµ

0 si A 6∈ Hµ

β(Hµ) : P(X) −→ {0, 1}

β(Hµ)(A) =

{
1 si A ∈ Hµ

0 si A 6∈ Hµ.

Como ambas funciones tienen el mismo dominio y la misma ley de correspondencia,
entonces µ = β(Hµ).

2. Mostraremos que (α ◦ β)(H) = H.
Sea H un ultrafiltro. Luego β(H) = µH. Ahora α(β(H)) = α(µH).

Veamos que α(µH) = H

(⊆) Sea M ∈ α(µH). Por definición de α(µH) tenemos que µH(M) = 1, por lo tanto
M ∈ H.

(⊇) Sea N ∈ H. Por definición de µH se tiene que µH(N) = 1. Aśı N ∈ α(µH).

�
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Teorema 1.17 Un filtro H en un conjunto X es un ultrafiltro si, y solo śı es un filtro
maximal.

Demostración:

(⇒) Sea K un ultrafiltro y H un filtro tal que K ⊆ H, queremos ver que K = H. Sea
A ∈ H y supongamos que A 6∈ K, como K es un ultrafiltro se tiene que X\A ∈ K,
luego X\A ∈ H. Esto es una contradicción, por lo tanto A ∈ K. Aśı H = K.

(⇐) Sea H un filtro maximal, por el teorema 1.10 existe un ultrafiltro U tal que H ⊆ U ,
ahora bien, como H es un filtro maximal entonces H = U , aśı H es un ultrafiltro.

�

Teorema 1.18 En un conjunto finito X todo ultrafiltro H es principal.

Demostración: Sea a ∈ X y H un ultrafiltro sobre X. Si {a} ∈ H entonces H es un
ultrafiltro principal, en efecto mostraremos que Ha = H. Sea A ∈ Ha, por definición de
Ha se tiene que a ∈ A, usando la propiedad (ii) de ultrafiltros concluimos que A ∈ H,
ya que {a} ⊆ A. Ahora, por el teorema 1.15 se cumple que Ha es un filtro maximal,
aśı Ha = H. En conclusión H es un ultrafiltro principal.

Ahora probaremos que {a} tiene que estar en H. Supongamos que {a} 6∈ H, luego
X\{a} ∈ H. Como el a se tomo de manera arbitraria entonces para todo a ∈ X, se tiene
que X\{a} ∈ H.

De esto resulta que
⋂

a∈X

X\{a} ∈ H , debido a que H es un ultrafiltro (cerrado bajo

intersecciones finitas) , luego

⋂

a∈X

X\{a} = X\
⋃

a∈X

{a} = X\X = ∅,

y esto es una contradicción, ya que ∅ 6∈ H. �

Teorema 1.19 Un ultrafiltro H sobre X no es principal si y solo śı, H contiene todos
los subconjuntos cofinitos de X (A ⊆ X es cofinito si X\A es finito).

Demostración: Sea H un ultrafiltro sobre X.

(⇒) Supongamos que H no es principal, queremos ver que {A ⊆ X : X\A es finito} ⊆ H.
Razonaremos por el absurdo, supongamos que existe B ⊆ X tal que X\B es finito
y B 6∈ H. Como H es un ultrafiltro entonces X\B ∈ H. Luego existe un b ∈ X\B
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tal que {b} ∈ H, en efecto, supongamos que {b} 6∈ H para todo b ∈ X\B, por ser
H ultrafiltro se tiene que X\{b} ∈ H para todo b ∈ X\B, aśı

⋂

b∈X\B

X\{b} =




⋃

b∈X\B

{b}





c

= (X\B)c = B ∈ H,

pero esto es una contradicción, ya que B 6∈ H, por lo tanto existe b ∈ X\B tal que
{b} ∈ H, aplicando el mismo razonamiento usado en la demostración del terorema
(1.18) obtenemos que Hb = H, esto nos dice que H es un ultrafiltro principal, lo
cual es una contradicció. Por lo tanto {A ⊆ X : X\A es finito} ⊆ H.

(⇐) Supongamos que {A ⊆ X : X\A es finito} ⊆ H, queremos ver que H no es principal.
Razonemos por el absurdo, supongamos que H es principal, aśı existe a ∈ X tal que
H = {A ⊆ X : a ∈ A}. Por lo tanto X\{a} 6∈ H, pero esto es una contradicción ya
que X\{a} es cofinito y todos los subconjuntos cofinitos de X están en H.

�

Definición 1.20 Un orden total en un conjunto X es una relación binaria ≺ sobre X
que es antisimétrica, transitiva y total, es decir, para todo a, b y c en X, tenemos que:

Si a ≺ b y b ≺ a entonces a = b (antisimétrica).

Si a ≺ b y b ≺ c entonces a ≺ c (transitividad).

a ≺ b o b ≺ a (totatildad)

Teorema 1.21 Sea C1 ⊇ C2 ⊇ . . . ⊇ Cn . . . , una sucesión encajada de subconjuntos
cerrados de un espacio compacto X. Si Ci 6= ∅ para todo i ∈ N, entonces la intersección
de todos los (Ci)i es no vacia.

Demostración:

Supongamos que
⋂

i Ci = ∅, aśı (
⋂

i Ci)
c = X, luego

⋃

i C
c
i = X, es decir, la familia

(Cc
i )i es un cubrimiento por abiertos de X, como X es compacto entonces existe un

subcubrimiento finito de X, por elementos de dicha familia, digamos X = Cc
i1
∪ . . .∪Cc

ik
.

Como la familia (Cc
i )i es encajada entonces X = Cc

ik
, esto nos dice que Cik = ∅ lo cual es

una contradicción ya que Ci 6= ∅ para todo i ∈ N. �
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Capı́tulo 2
El problema de los interruptores

En este caṕıtulo daremos solución al problema de los interruptores, dicho problema
consiste de un conjunto X de interruptores, cada uno con tres posiciones {0, 1, 2} y una
luz también con tres estados {L1, L2, L3}, ellos están conectados de tal manera que si las
posiciones de todos los interruptores son cambiadas al mismo tiempo, entonces el estado
de la luz también cambia. Nuestro objetivo es mostrar que existe un ultrafiltro H en X
que determine el estado de la luz, en el sentido de que si el estado de la lámpara es Li

(i = 1, 2, 3), entonces el conjunto B = {s ∈ X : s está en la i-ésima posición} pertenece a
H.

Definición 2.1 Diremos que f : X → R es una función interruptor si f(x) ∈ {0, 1, 2}
para todo x ∈ X. Denotaremos el conjunto de todas las funciones interruptor por I.

Nota: Dado A ⊆ X, el conjunto de todas las funciones f : A → {0, 1, 2}, se denotará por
{0, 1, 2}A.

Definición 2.2 Diremos que una función Φ : I → {0, 1, 2} es de Agregación si cumple
con las siguientes condiciones:

a) Si f0 y f1 difieren en todas partes entonces Φ(f0) 6= Φ(f1).

b) Si fi es la función constantemente igual a i (fi(s) = i ∀s ∈ X), entonces Φ(fi) = i.

De ahora en adelante, denotaremos por A al conjunto de todas las funciones de agre-
gación.

13



14 CAPÍTULO 2. EL PROBLEMA DE LOS INTERRUPTORES

Ejemplo 2.3

Sea x ∈ X. Sea Φx : I → {0, 1, 2} definida por:

Φx(f) = f(x),

para cada f ∈ I. Entonces Φx es una función de agregación. ♣

A continuación presentaremos un ejemplo menos trivial de función de agregación:

Definición 2.4 Si H es un ultrafiltro sobre X. Sea ΦH : I → {0, 1, 2} definida como
sigue:

ΦH(f) =







0 si {x ∈ X | f(x) = 0} ∈ H
1 si {x ∈ X | f(x) = 1} ∈ H
2 si {x ∈ X | f(x) = 2} ∈ H,

para cada f ∈ I.

Lema 2.5 Si H es un ultrafiltro, entonces ΦH es una función de agregación.

Demostración: Para mostrar que ΦH ∈ A debemos verificar dos propiedades:

(a) Sean f0 y f1, con f0 6≃ f1, mostraremos que ΦH(f0) 6= ΦH(f1). En efecto, supongamos
que ΦH(f0) = ΦH(f1), sin perdida de generalidad digamos que ΦH(f0) = ΦH(f1) = 0,
esto quiere decir que los conjuntos {x ∈ X | f0(x) = 0}, {x ∈ X | f1(x) = 0} ∈ H,
luego {x ∈ X | f0(x) = 0}∩{x ∈ X | f1(x) = 0} ∈ H, pero esto es una contradicción
ya que {x ∈ X | f0(x) = 0} ∩ {x ∈ X | f1(x) = 0} = ∅, debido a que f0 6≃ f1.

(b) Sea f una función constante, es decir f(x) = i con i ∈ {0, 1, 2} para todo x ∈ X,
verificaremos que ΦH(f) = i. Sin pérdida de generalidad supongamos que f(x) = 0
para todo x ∈ X, aśı ΦH(f) = 0 ya que X ∈ H.

�

El objetivo de este caṕıtulo es mostrar que toda función de agregación es de la forma
ΦH.

Definición 2.6 Una función f : X → {0, 1, 2} es llamada constante si existe i ∈ {0, 1, 2}
tal que f(x) = i para todo x ∈ X. Dado A ⊆ X, denotaremos por (i)A a la función que
es constante igual a i en A.
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Definición 2.7 Diremos que una función f : X → {0, 1, 2} es puntualmente diferente a
una función g : X → {0, 1, 2}, si f(x) 6= g(x) para todo x ∈ X. Usaremos la notación
f 6≃ g para señalar que f es puntualmente diferente a g.

Definición 2.8 Sea A ⊆ X y sean f : A → {0, 1, 2}, g : Ac → {0, 1, 2} funciones
interruptor. Definimos f ∗ g : X → {0, 1, 2} de la siguiente manera:

(f ∗ g)(x) =

{
f(x) si x ∈ A
g(x) si x ∈ Ac.

Definición 2.9 Dado A ⊆ X, diremos que Φ(f) depende de f |A si se cumple que
Φ(f) = Φ(f |A ∗ g) para toda función g ∈ {0, 1, 2}Ac

.

Lema 2.10 Dada Φ ∈ A y ∅ 6= A ⊆ X. Entonces para toda f ∈ I se tiene que Φ(f)
depende de f |A ó de f |Ac.

Demostración:

Sean ∅ 6= A ⊆ X, B = X \ A y Φ ∈ A. Usando las propiedades de Φ tenemos que:

Φ((0)A ∗ (0)B) = 0 ; Φ((1)A ∗ (1)B) = 1 ; Φ((2)A ∗ (2)B) = 2.

Notemos que Φ((1)A ∗ (0)B) 6= Φ((2)A ∗ (2)B), por lo tanto Φ((1)A ∗ (0)B) ∈ {0, 1}.

Supongamos primero que Φ((1)A ∗ (0)B) = 1. Mostraremos que Φ(f) depende de f |A
para toda f ∈ I, a continuación verificaremos algunos hechos que necesitaremos más
adelante:

1. Sea g : B → {1, 2}. Entonces:

Φ((2)A ∗ g) 6= Φ((0)A ∗ (0)B) = 0

Φ((2)A ∗ g) 6= Φ((1)A ∗ (0)B) = 1.

Por lo tanto Φ((2)A ∗ g) = 2, para toda función g ∈ {1, 2}B.

2. Sean g : B → {1, 2} y g : B → {1, 2} con g 6≃ g, entonces es claro que las funciones
(0)A ∗ (0)B, (1)A ∗ g, (2)A ∗ g son puntualmente diferentes. Como Φ((0)A ∗ (0)B) = 0
y Φ((2)A ∗ g) = 2 (por la parte 1), entonces:

Φ((1)A ∗ g) = 1 para toda función g ∈ {1, 2}B.
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Como Φ((0)A ∗ g) 6= Φ((1)A ∗ g) y Φ((0)A ∗ g) 6= Φ((2)A ∗ g), entonces resulta que
Φ((0)A ∗ g) = 0. Por lo tanto tenemos que:

Φ((i)A ∗ g) = i, para toda función g : B → {1, 2} i = 0, 1, 2.

3. Sean g : B → {0, 1, 2} y g : B → {1, 2} con g 6≃ g. Notemos que

Φ((0)A ∗ g) 6= Φ((1)A ∗ g)

Φ((0)A ∗ g) 6= Φ((2)A ∗ g).

Como Φ((1)A ∗ g) = 1 y Φ((2)A ∗ g) = 2 (por la parte 2), entonces Φ((0)A ∗ g) = 0.
Haciendo un razonamiento análogo para las funciones (1)A ∗ g y (2)A ∗ g concluimos
que:

Φ((i)A ∗ g) = i, para toda función g : B → {0, 1, 2}, i = 0, 1, 2.

4. Sean f : A → {0, 1}, g : B → {0, 1, 2} y g : B → {0, 1, 2} con g 6≃ g. Es claro que

Φ(f ∗ g) 6= Φ((2)A ∗ g).

Como Φ((2)A ∗ g) = 2 (por la parte 3), entonces Φ(f ∗ g) ∈ {0, 1}. Por lo tanto,
dada f : A → {i0, i1} se cumple que

Φ(f ∗ g) ∈ {i0, i1} con i0, i1 ∈ {0, 1, 2}.

Finalmente, sean f : A → {0, 1, 2} y g0, g1 : B → {0, 1, 2}. Mostraremos que
Φ(f ∗ g0) = Φ(f ∗ g1). Supongamos que Φ(f ∗ g0) 6= Φ(f ∗ g1), entonces sin pérdida de
generalidad podemos fijar Φ(f ∗ g0) = i0 y Φ(f ∗ g1) = i1. Ahora podemos encontrar
funciones f : A → {i0, i1} y g2 : B → {0, 1, 2} tales que f 6≃ f y g0 6≃ g2 6≃ g1. Luego

Φ(f ∗ g2) 6= Φ(f ∗ g0) = i0

Φ(f ∗ g2) 6= Φ(f ∗ g1) = i1.

Por lo tanto Φ(f ∗ g2) = i2, pero esto es una contradicción ya que por la parte 4 se
cumple que Φ(f ∗ g2) ∈ {i0, i1}. En conclusión, hemos establecido que si dos funciones
coinciden en A el valor asociado por Φ es el mismo.

Ahora bien, si suponemos que Φ((1)A ∗ (0)B) = 0, haciendo un razonamiento similar
llegamos a la conclusión de que el valor que asigna Φ a dos funciones que coinciden en B
es el mismo.

�
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Ahora mostraremos que existe un ultrafiltro H que determina el estado de la lámpara.

Teorema 2.11 Sea X un conjunto arbitrario y sean f ∈ I, Φ ∈ A. Existe un ultrafiltro
H sobre X tal que Φ(f) = i si, y solo śı el conjunto {x ∈ X : f(x) = i} ∈ H, es decir
Φ = ΦH.

Demostración:

Sea

H = {Y ⊆ X | Φ(f) depende de f |Y para cualquier función f ∈ I},

a continuación verificaremos que H es un ultrafiltro:

i) ∅ 6∈ H, en efecto, supongamos que ∅ ∈ H y sean f, g ∈ I con f 6≃ g luego se cumple
que Φ(f) = Φ(f |∅ ∗ g) = Φ(g), esto es una contradicción ya que f 6≃ g por lo tanto
Φ(f) 6= Φ(g).

ii) Sea A ∈ H y A ⊆ B queremos ver que B ∈ H. Sea f ∈ I como A ∈ H entonces
Φ(f) = Φ(f |A ∗ g) para toda función g ∈ {0, 1, 2}Ac

. Supongamos que B 6∈ H, por
el lema 2.6 se tiene que Bc ∈ H, aśı Φ(f) = Φ(f |Bc ∗ h) para cualquier función
h ∈ {0, 1, 2}B. Consideremos una función f ∈ I con f 6≃ f y definamos las funciones
h(x) : B → {0, 1, 2} y g(x) : Ac → {0, 1, 2}, como sigue a continuación:

h(x) =

{
0 si x ∈ B\A
f si x ∈ A

g(x) =

{
1 si x ∈ B\A
f si x ∈ Bc

Luego f |A ∗ g 6≃ f |Bc ∗ h por lo tanto Φ(f |A ∗ g) 6= Φ(f |Bc ∗ h), esto es una
contradicción ya que Φ(f) = Φ(f |A ∗ g) y Φ(f |Bc ∗ h) = Φ(f).

iii) Sean A, B ∈ H, por lo tanto dada una función f ∈ I se cumple lo siguiente:

Φ(f) = Φ(f |A ∗ g) para toda función g ∈ {0, 1, 2}Ac

(iii.a)

Φ(f) = Φ(f |B ∗ h) para toda función h ∈ {0, 1, 2}Bc

(iii.b)

Supongamos que A∩B 6∈ H aśı por el lema 2.6 se tiene que (A∩B)c ∈ H, entonces
Φ(f) = Φ(f |(A∩B)c ∗ ϕ) para cualquier función ϕ ∈ {0, 1, 2}(A∩B).

Consideremos ahora una función f ∈ I con f 6≃ f , notemos que:

Φ(f) = Φ(f |A∩Bc ∗ f |A∩B ∗ f |Ac∩B ∗ f |(A∩B)c) por (iii.a)
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Como la función f |A∩Bc ∗ f |A∩B ∗ f |Ac∩B ∗ f |(A∩B)c coincide en B con la función

f |A∩Bc ∗ f |A∩B ∗ f |Ac∩B ∗ f |(A∩B)c entonces por (iii.b) obtenemos que:

Φ(f) = Φ(f |A∩Bc ∗ f |A∩B ∗ f |Ac∩B ∗ f |(A∩B)c) = Φ(f |A∩Bc ∗ f |A∩B ∗ f |Ac∩B ∗ f |(A∩B)c)

Notemos que tomando z = f |A∩B obtenemos que Φ(f) = Φ(f |(A∩B)c ∗ z), pero esto

es una contradicción ya que (f |(A∩B)c ∗ z) 6≃ (f |A∩Bc ∗ f |A∩B ∗ f |Ac∩B ∗ f |(A∩B)c).

iv) Por el lema 2.6 tenemos que dado A ⊆ X y una función f ∈ {0, 1, 2}A se cumple
que Φ(f) = Φ(f |A ∗ g) para toda función g ∈ {0, 1, 2}Ac

ó que Φ(f) = Φ(h ∗ f |Ac)
para toda función h ∈ {0, 1, 2}Ac

; de tal manera que A ∈ H ó Ac ∈ H.

A continuación mostraremos que H determina el valor de Φ. Sean f ∈ I y Φ ∈ A,
supongamos que Φ(f) = 0, queremos ver que {x ∈ X : f(x) = 0} ∈ H. Como

2⋃

i=0

{x ∈ X : f(x) = i} = X,

es decir, X es igual a la unión de tres conjuntos disjuntos, entonces a lo sumo uno de
ellos debe pertenecer a H. Supongamos que A = {x ∈ X : f(x) = 1} ∈ H, por lo tanto
se sigue que Φ(f) = Φ(f |A ∗ g) = 0, para cualquier función g ∈ {0, 1, 2}Ac

, pero esto es
una contradicción ya que si tomamos g = (1)Ac entonces Φ(f |A ∗ g) = 1. De igual forma
si suponemos que {x ∈ X : f(x) = 2} ∈ H haciendo un razonamiento análogo al anterior
obtenemos una contradicción. En conclusión {x ∈ X : f(x) = 0} ∈ H.

Reciprocamente, supongamos que C0 = {x ∈ X : f(x) = 0} ∈ H. Queremos ver
que Φ(f) = 0. Como C0 ∈ H, entonces Φ(f) = Φ(f |C0

∗ g) para toda g ∈ {0, 1, 2}Cc
0 .

Tomando g ≡ 0 (función constante igual a cero) obtenemos que Φ(f |C0
∗ g) = 0. Por lo

tanto Φ(f) = 0, análogamente se tratan los otros casos (C1 ó C2 ∈ H).
�

A continuación mostraremos que si tenemos un conjunto finito de interruptores, existe
un interruptor x tal que el estado de la luz depende sólo de la posición de dicho interruptor.

Corolario 2.12 Sea X un conjunto finito y sean f ∈ I, Φ ∈ A. Entonces existe x ∈ X
tal que:

Φ(f) = f(x).
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Demostración:

Sea

H = {Y ⊆ X | Φ(f) depende de f |Y para cualquier función f ∈ I},

en la demostración del teorema (2.11), verificamos que H es un ultrafiltro sobre X. Como
X es un conjunto finito, usando el teorema (1.18) tenemos que H es principal, es decir,
existe x ∈ X tal que:

H = {Y ⊆ X : x ∈ Y }.

Sea f ∈ I, de lo anterior resulta que {x} ∈ H. Por lo tanto Φ(f) = Φ(f |{x} ∗ g) para
toda función g ∈ {0, 1, 2}{x}

c

. Tomando g = (f |{x}){x}c obtenemos que Φ(f |{x}∗g) = f(x).
Aśı Φ(f) = f(x).

�

Definición 2.13 Dado Φ ∈ A, definimos HΦ como sigue:

HΦ = {A ⊆ X | Φ(f) depende de f |A, ∀ f ∈ I}.

En la demostración del teorema (2.11) se mostró que HΦ es un ultrafilro sobre X.

En resumen, hasta ahora hemos probado que toda función de agregación es de la
forma ΦH, para algún ultrafiltro H. Mostraremos que la correspondencia entre ultrafiltros
y funciones de agregación es muy precisa, como lo indica el teorema dado a continuación:

Teorema 2.14 Sea α : A → U(X) definida por α(Φ) = HΦ y β : U(X) → A definida
por β(H) = ΦH. Entonces α es la inversa de β.

Demostración:

1. Mostraremos que (β ◦ α)(Φ) = Φ para toda función de agregación Φ.
Sea Φ ∈ A. Luego α(Φ) = HΦ, queremos ver que β(HΦ) = Φ. Ambas funciones
tienen el mismo dominio, aśı que sólo tenemos que verificar que tienen la misma ley
de correspondencia. Consideremos una función f ∈ I y supongamos que Φ(f) = 0 y
que β(HΦ)(f) 6= 0.

i) Si β(HΦ)(f) = 1 entonces A = {x ∈ X | f(x) = 1} ∈ HΦ, en consecuencia
Φ(f) = Φ(f |A ∗ g) para toda función g ∈ {0, 1, 2}Ac

, tomando g ≡ 1 (función
constante igual a uno) obtenemos que 0 = Φ(f) = Φ(f |A ∗ g) = 1 esto es una
contradicción, aśı β(HΦ)(f) 6= 1.
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ii) Si β(HΦ)(f) = 2 entonces A = {x ∈ X | f(x) = 2} ∈ HΦ, en consecuencia
Φ(f) = Φ(f |A ∗ g) para toda función g ∈ {0, 1, 2}Ac

, tomando g ≡ 2 (función
constante igual a uno) obtenemos que 0 = Φ(f) = Φ(f |A ∗ g) = 2 esto es una
contradicción, aśı β(HΦ)(f) 6= 2.

Los casos donde Φ(f) = 1 y Φ(f) = 2 se analizan de manera análoga.

2. Mostraremos que (α ◦ β)(H) = H para todo ultrafiltro H.
Sea H un ultrafiltro. Luego β(H) = ΦH, queremos ver que α(ΦH) = H. Notemos
que H ⊆ α(ΦH), en efecto, sea A ∈ H tenemos que verificar que A ∈ α(ΦH), es
decir, dada una función f ∈ I se tiene que cumplir que ΦH(f) = ΦH(f |A ∗ g) para
toda función g ∈ {0, 1, 2}Ac

.

Fijemos g ∈ {0, 1, 2}Ac

y f ∈ I. Supongamos que ΦH(f) = 0, esto implica que
f−1(0) ∈ H, luego por propiedades de ultrafiltros se cumple que A ∩ f−1(0) ∈ H.

Sea M = {x ∈ X : (f |A ∗ g)(x) = 0}, usando el hecho de que A ∩ f−1(0) ⊆ M
obtenemos que M ∈ H, por lo tanto ΦH(f |A ∗ g) = 0. De manera análoga se tratan
los casos cuando ΦH(f) = 1 y ΦH(f) = 2.

Como H es un filtro maximal y H ⊆ α(ΦH), entonces H = α(ΦH). �



Capı́tulo 3
El teorema de imposibilidad de Arrow

En este caṕıtulo presentaremos el teorema de Arrow para conjuntos infinitos. Este
teorema trata sobre sistemas de votación. Mostraremos que bajo ciertas condiciones los
sistemas de votación están determinados por ultrafiltros. La versión más conocida es
cuando el conjunto de votantes es finito, en este caso, el teorema de Arrow nos garantiza la
existencia de un votante que determina el resultado. De ahora en adelante X denotará un
conjunto de votantes y C denotará un conjunto finito de candidatos con al menos tres
integrantes. Una elección consiste en que cada votante escoge un orden lineal de C que
indica sus preferencias y el resultado de la votación también es un orden lineal. Ahora
precisaremos estos conceptos:

Definición 3.1 P(C) (perfiles de C) es el conjunto de todas los posibles ordenes lineales
de C.

Definición 3.2 Una elección es una función f : X → P(C). Denotaremos por P(C)X al
conjunto de todas las posibles elecciones.

Cuando queramos resaltar que f(x) es un orden, usaremos la siguiente notación: ≺f
x.

Definición 3.3 Un sistema de votación es una función Φ : P(C)X → P(C) que satisface:

1. (Pareto débil) Si f ∈ P(C)X es una función constante, entonces Φ(f) = f(x) para
algún (ó cualquier) x ∈ X.

2. (Independencia de alternativas irrelevantes) Dadas f, g ∈ P(C)X y a, b ∈ C. Si para
todo x ∈ X, se tiene que [a ≺f

x b ⇔ a ≺g
x b], entonces [a ≺f

Φ b ⇔ a ≺g
Φ b]. Donde

≺f
Φ denota el orden parcial Φ(f).

21
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Notación: Denotaremos por SV al conjunto de todos los sistemas de votación.

Ejemplo 3.4

Sea x ∈ X. Definimos Φx : P(C)X → P(C) como sigue:

Φx(f) = f(x).

Entonces Φx es un sistema de votación.

En este ejemplo se ilustra como se usa la independencia de alternativas irrelevantes.

Sean X = {x, y} y C = {a, b, c}. Supongamos que f, g ∈ P(C)X vienen dadas como
se indica a continuación:

f(x) = abc g(x) = acb

f(y) = bac g(y) = cba.

Luego tenemos que:
a ≺f

x b a ≺g
x b

b ≺f
y a b ≺g

y a.

Sea Φ un sistema de votación. Si suponemos que b ≺f
Φ a, entonces por independencia

de alternativas irrelevantes obtenemos que b ≺g
Φ a.

♣

A continuación presentaremos otro ejemplo de sistema de votación menos trivial.

Definición 3.5 Sea H un ultrafiltro sobre X. Definimos ΦH : P(C)X → P(C) como sigue:

ΦH(f) =≺f
ΦH

.

Donde ≺f
ΦH

se define a continuación: Sean a, b ∈ C.

a ≺f
ΦH

b si, y solo śı {x ∈ X : a ≺f
x b} ∈ H.

Para ver que ΦH es un sistema de votación, debemos primero verificar que la relación
≺f

ΦH
está bien definida.
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Lema 3.6 La relación binaria ≺f
Φ es un orden total sobre el conjunto C.

Demostración:

1. (Antisimétrica)
Sean a, b ∈ C supongamos que a ≺f

Φ b y además que b ≺f
Φ a, por lo tanto A =

{x ∈ X : a ≺f
x b} ∈ H y B = {x ∈ X : b ≺f

x a} ∈ H. Mostraremos que a = b.
Razonemos por el absurdo, supongamos que a 6= b, luego A ∩ B = ∅, pero esto es
una contradicción ya que A ∩ B ∈ H por propiedades de ultrafiltros y ∅ 6∈ H.

2. (Transitiva)
Sean a, b, c ∈ C, supongamos que a ≺f

Φ b y además que b ≺f
Φ c, por lo tanto

A = {x ∈ X : a ≺f
x b} ∈ H y B = {x ∈ X : b ≺f

x c} ∈ H, por propiedades de
ultrafiltros se tiene que A ∩ B ∈ H. Queremos ver que C = {x ∈ X : a ≺f

x c} ∈ H,
para ellos notemos que A ∩ B ⊆ C, aśı nuevamente usando propiedades de los
ultrafiltros obtenemos que C ∈ H.

3. (Totalidad)
Sean a, b ∈ C, notemos que X = A ∪ B, donde A = {x ∈ X : a ≺f

x b} y B =
{x ∈ X : b ≺f

x a}, por propiedades de ultrafiltros uno de ellos debe pertenecer al
ultrafiltro H. Sin perdida de generalidad supongamos que A ∈ H, aśı a ≺f

Φ b.

�

Lema 3.7 ΦH es un sistema de votación.

Demostración:

1. (Pareto débil) Sea f ∈ P(Ce)X una función constante. Queremos ver que ΦH(f) =
f(x), para todo x ∈ X. Supongamos por el absurdo que ΦH(f) 6= f(x) para todo
x ∈ X, por lo tanto existen a, b ∈ C tal que:

a ≺f
ΦH

b y b ≺f
x a, para todo x ∈ X.

De la definición de ΦH se tiene que {x ∈ X : a ≺f
x b} ∈ H. Notemos que el conjunto

{x ∈ X : a ≺f
x b} = ∅, debido a que b ≺f

x a para todo x ∈ X. Esto es una
contradicción ya que ∅ 6∈ H, aśı ΦH(f) = f(x) para todo x ∈ X.

2. (Independencia de alternativas irrelevantes) Sean f, g ∈ P(C)X y a, b ∈ C. Supong-
amos que:

∀x ∈ X [a ≺f
x b ⇔ a ≺g

x b], (3.1)
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queremos ver que:
[a ≺f

ΦH
b ⇔ a ≺g

ΦH
b],

Esto último es claro ya que por (3.1) se tiene que:

{x ∈ X : a ≺f
x b} = {x ∈ X : a ≺g

x b}.

�.
El objetivo de este caṕıtulo es mostrar que todo sistema de votación es de la forma

ΦH

Definición 3.8 Dado un sistema de votación Φ, diremos que un votante x es llamado
decisivo según Φ si:

Φ(f) = f(x),

para toda f ∈ P(C)X .

Definición 3.9 Dado un sistema de votación Φ, diremos que un subconjunto de votantes
F de X es decisivo según Φ; si dada f ∈ P(C) tal que f(x) = f(y) para todo x, y ∈ F , se
cumple que Φ(f) = f(x) para algún (ó cualquier) x ∈ F .

En palabras, si F es decisivo, entonces en cada elección donde voten igual todos los
miembros de F , el resultado de la elección debe ser lo que los miembros de F deciden.

Cuando el sistema de votación sea claro del contexto, con el fin de simplificar notación
diremos simplemente que un votante es decisivo, en vez de decisivo según Φ.

Lema 3.10 Dado un sistema de votación Φ. Para toda f ∈ P(C)X , si a ≺f
x b para todo

x ∈ X, entonces a ≺f
Φ b.

Demostración:

Sean f ∈ P(C)X y a, b ∈ C, supongamos que a ≺f
x b para todo x ∈ X, queremos ver

que a ≺f
Φ b. Sea x0 ∈ X y sea g ∈ P(C)X definida por g(x) = f(x0), para todo x ∈ X.

Luego tenemos que a ≺g
x b para todo x ∈ X (debido a que a ≺f

x0
b). Usando pareto débil

obtenemos que a ≺g
Φ b. Hemos mostrado que:

∀x ∈ X a ≺f
x b ⇔ a ≺g

x b.

Ahora por independencia de alternativas irrelevantes se tiene que:

a ≺f
Φ b ⇔ a ≺g

Φ b.

Como ya sabemos que a ≺g
Φ b, entonces a ≺f

Φ b. �
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Lema 3.11 Dado un sistema de votación Φ. Si card(X) = 2, entonces uno de los votantes
es decisivo según Φ.

Demostración:

Sean x e y votantes, supongamos que x no es decisivo, mostraremos que y es decisivo.
Como x no es decisivo, existe una elección f y candidatos a y b tales que x los ordenó en su
lista como ab (a ≺f

x b) y en el resultado aparecen en el orden ba (b ≺f
Φ a). Necesariamente

el votante y los ordenó en su lista como ba (b ≺f
y a), de lo contrario, si el votante x los

ordena ab y el votante y también, por pareto débil éste seŕıa el resultado, esta contradicción
establece que el votante y los ordenó de forma ba. Ahora introduciremos un candidato c
para determinar cual es el resultado de la votación si el votante x clasifica a los candidatos
a y b en el orden ba. Notemos que en la siguiente tabla cada columna implica la siguiente:

1 2 3 4 5 6 7
x : ab acb ac abc bc bac ba
y : ba cba ca cab cb acb ab

Resultado: ba cba ca cab cb acb ab

Esto prueba que y es decisivo para la pareja a y b. Repitiendo el mismo argumento, si
sustituimos la columna 1 por la columna 3 (respectivamente por la columna 5). En otras
palabras, si intercambiamos a y b por a y c (respectivamente por b y c), obtenemos que el
votante y es decisivo para cualquier par de candidatos. Por lo que la decisión del votante
y queda establecida. �

Lema 3.12 Dado un sistema de votación Φ. Si card(X) = 4, entonces uno de los votantes
es decisivo según Φ.

Demostración: Sean x, y, w y z votantes, queremos ver que uno de ellos es decisivo.
Sea f ∈ P(C)X y supongamos que x e y votan en bloque (es decir, f(x) = f(y)) y que w
y z también votan en bloque (f(w) = f(z)). Entonces tenemos dos bloques de votantes,
por el lema 3.9 uno de ellos es decisivo. Supongamos sin pérdida de generalidad que xy
es el bloque decisivo (Φ(f) = f(x)).

Mostraremos que el bloque xy sigue siendo decisivo aun cuando w y z no votan en
bloque. Razonemos por el absurdo, supongamos que el bloque xy no es decisivo cuando
w y z no votan en bloque. Por lo tanto existen candidatos a y b tales que el bloque xy
los coloca en su lista en el orden ab mientras que en el resultado dichos candidatos están
en el orden ba. En la siguiente tabla a′b′ y a′′b′′ denotan permutaciones del orden ab y de
nuevo cada columna implica la siguiente:
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1 2 3
x : ab acb cb
y : ab acb cb
w : a′b′ a′b′c bc
z : a′′b′′ a′′b′′c bc

Resultado: ba bac bc

Esto contradice el hecho de que el bloque xy es decisivo cuando los votantes w y z
votan en bloque. Ésta contradicción establece que el bloque xy es decisivo, aun cuando
los votantes w y z voten como lo deseen.

Ahora fijaremos la clasificación de los votantes w y z en un cierto orden fijo, digamos
π(C1), . . . , π(Cn), donde π : {C1, . . . , Cn} → {C1, . . . , Cn} y C = {C1, . . . , Cn}, es decir π
es un orden lineal de los candidatos; permitiremos que los votantes x e y voten como lo
deseen. Por lo tanto, el sistema de votación de cuatro votantes se reduce a un sistema de
votación de dos votantes (x e y), ya que el orden de clasificación de los votantes w y z
fue fijado previamente. De manera que uno de ellos es decisivo.

Supongamos que el votante x es decisivo en este sistema. Afirmamos que el votante x
es decisivo en el sistema original de cuatro votantes. Para mostrar esto último razonaremos
por el absurdo, supongamos que el votante x no es decisivo en el sistema original de cuatro
votantes, aśı existe una elección f y candidatos a, b ∈ C tal que el votante x los clasifica
en el orden ab (a ≺f

x b), mientras que en el resultado aparecen en el orden ba (b ≺f
Φ a).

Notemos que el votante y necesariamente tiene que clasificar a dichos candidatos en el
orden ba, pues de lo contrario x e y votaŕıan en bloque y ya sabemos que este bloque es
decisivo, razón por la cual su clasificación seŕıa el resultado. De nuevo a′b′ y a′′b′′ denotan
permutaciones del orden ab y fijemos c = π(Cn). De esta manera, en la tabla que sigue a
continuación cada columna implica la siguiente:

1 2 3
x : ab acb cb
y : ba bac bc
w : a′b′ a′b′c bc
z : a′′b′′ a′′b′′c bc

Resultado: ba bac bc

(3.2)

Esto contradice el hecho de que el votante x es decisivo cuando los votantes w y z
votan en el orden fijo π(C1), . . . , π(Cn), ahora analizaremos dos posibles casos:
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Caso1: (a = π(Cn)) ó (b = π(Cn))
Sin pérdida de generalidad supongamos que b = π(Cn) y c = π(C1). En la tabla que
sigue a continuación cada columna implica la siguiente:

1 2 3 4 5
x : ab acb ac abc bc
y : ba cba ca cab cb
w : a′b′ ca′b′ ca cab cb
z : a′′b′′ ca′′b′′ ca cab cb

Resultado: ba cba ca cab cb

(3.3)

y de nuevo esto es una contradicción.

Caso 2: (a = π(C1), b = π(Cn)) ó (b = π(C1), a = π(Cn))
Supongamos sin pérdida de generalidad que a = π(C1), b = π(Cn) y c = π(C2), de
(3.2) ó (3.3) se obtiene la misma contradicción.

De ésta manera, ha quedado establecida la decisión del votante x en el sistema original
de cuatro votantes. �

Lema 3.13 Sea Φ un sistema de votación y F un subconjunto de X. Si F es decisivo
según Φ en el esquema de votación de dos bloques consistente de F y X\F , entonces F
es decisivo según Φ en general.

Demostración: Sea F un subconjunto decisivo de X. Razonemos por el absurdo,
supongamos que F no es decisivo cuando los votantes en X\F votan como lo deseen,
por lo tanto existe una elección f y un par de candidatos a, b ∈ C, tal que los votantes en
F los clasificaron en el orden ab (a ≺f

x b ∀x ∈ F), mientras que en el resultado aparecen
en el orden ba (b ≺f

Φ a). Sean V1 y V2 subconjuntos de votantes de X\F , quienes clasifican
a los candidatos en el orden ab (a ≺f

x b ∀x ∈ V1) y ba (b ≺f
x a ∀x ∈ V2) respectivamente

y c un candidato distinto de a y b. En la tabla que sigue a continuación cada columna
implica la siguiente:

1 2 3
F : ab acb cb
V1 : ab abc bc
V2 : ba bac bc

Resultado: ba bac bc
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Esto contradice la decisión de F en el esquema de votación de dos bloques consistente
de F y X\F . Por lo tanto F es un subconjunto decisivo en general. �

Lema 3.14 Sea Φ un sistema de votación. Si HΦ es el conjunto de todos los subconjuntos
de X decisivos según Φ, entonces HΦ es un ultrafiltro sobre X.

Demostración: A continuación verificaremos las cuatro condiciones requeridas para que
HΦ sea un ultrafiltro:

i) ∅ 6∈ HΦ. Si ∅ ∈ HΦ, entonces ∅ es decisivo, pero esto es una contradicción ya que
X\∅ = X, y si todos los electores en X votan en bloque, entonces estos deciden el
resultado por pareto débil.

ii) Sea F ∈ HΦ y supongamos que F ⊆ K. Queremos ver que K ∈ HΦ. Esto es directo
ya que si todos los electores en K votan en bloque, estos deciden el resultado debido a
que estaŕıan votando en bloque todos los electores en F y este conjunto por hipótesis
es decisivo.

iii) Sean F1,F2 ∈ HΦ, queremos ver que F1∩F2 ∈ HΦ. Para verificar esto consideremos
el sistema de cuatro bloques de votación conformado por:

X\(F1 ∪ F2), F1 ∩ F2, F1\F2, F2\F1.

Por el lema 3.10 uno de estos bloques tiene que ser decisivo.

iii.1 (X\(F1 ∪ F2) 6∈ HΦ) Supongamos que el conjunto X\(F1 ∪ F2) es decisivo.
Esto nos dice que su clasificación es el resultado. Esto es una contradicción ya
que F1 ∈ HΦ razón por la cual F1 es quien determina el resultado.

iii.2 (F1\F2 6∈ HΦ) Supongamos que el conjunto F1\F2 es decisivo. Esto nos dice
que su clasificación es el resultado. Esto es una contradicción ya que F2 ∈ HΦ

razón por la cual F1 es quien determina el resultado.

iii.3 (F2\F1 6∈ HΦ) Supongamos que el conjunto F2\F1 es decisivo. Esto nos dice
que su clasificación es el resultado. Esto es una contradicción ya que F1 ∈ HΦ

razón por la cual F1 es quien determina el resultado.

En conclusión F1 ∩ F2 ∈ HΦ.

iv) Sea F ⊆ X. Veamos que F ∈ HΦ ó X\F ∈ HΦ. Este resultado es consecuencia
directa del lema (3.11) y el lema (3.13).
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Por lo tanto HΦ es un ultrafiltro sobre X.
�

A continuación presentaremos el Teorema de Arrow versión infinita.

Teorema 3.15 Sean Φ un sistema de votación y X un conjunto arbitrario. Entonces
existe un ultrafiltro H tal que Φ = ΦH.

Demostración:

Sea H el conjunto de todos los subconjuntos decisivos según Φ de X, por el lema (3.14)
tenemos que H es un ultrafiltro. Sean f ∈ P(C)X y a, b ∈ C. Supongamos que a ≺f

ΦH
b,

queremos ver que a ≺f
Φ b. Como a ≺f

ΦH
b entonces {x ∈ X : a ≺f

x b} ∈ H. De esto último

y de la definición de H obtenemos que a ≺f
Φ b. Como estos son ordenes lineales, entonces

≺f
ΦH

=≺f
Φ. Por lo tanto Φ = ΦH. �

Ahora presentaremos el teorema de Arrow para una cantidad finita de votantes:

Corolario 3.16 Sean Φ un sistema de votación y X un conjunto finito. Entonces existe
a ∈ X tal que Φ(f) = f(a), para toda f ∈ P(C)X .

Demostración:

Del teorema anterior tenemos que existe un ultrafiltro H tal que Φ = ΦH. Usando el
teorema 1.18 obtenemos que H es un ultrafiltro principal. Por lo tanto existe un a ∈ X tal
que H = {Y ⊆ X : a ∈ Y }, de esto último se deduce que {a} ∈ H, lo que es equivalente
a decir que Φ(f) = f(a).

�

Mostraremos que la correspondencia entre ultrafiltros y sistemas de votación es muy
precisa, como lo indica el teorema a continuación:

Teorema 3.17 Sea α : SV → U(X) una función definida por α(Φ) = HΦ y sea
β : U(X) → SV una función definida por β(H) = ΦH. Entonces α es la inversa de β.

Demostración:

1. Mostraremos que (β ◦ α)(Φ) = Φ para todo sistema de votación Φ.
Sea Φ ∈ SV , aśı α(Φ) = HΦ, queremos ver que β(HΦ) = Φ. Como β(HΦ) = ΦHΦ

,
solo tenemos que verificar que ambas funciones (ΦHΦ

y Φ) nos dan la misma lista
de clasificación de los candidatos, es decir ≺f

ΦH
=≺f

Φ. Sean a, b ∈ C, sin pérdida de

generalidad, digamos que a ≺f
ΦHΦ

b ( a está por delante de b en la lista ≺f
ΦHΦ

),
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queremos verificar que a ≺f
Φ b ( a está por delante de b en la lista ≺f

Φ). En efecto,
como a ≺f

ΦHΦ

b entonces el conjunto {x ∈ X : a ≺f
x b} ∈ HΦ, pero esto nos dice

automáticamente que a ≺f
Φ b ya que HΦ es el conjunto de todos los subconjuntos

decisivos según Φ de X. Como ≺f
ΦHΦ

es un orden lineal, entonces ≺f
ΦHΦ

=≺f
Φ.

2. Mostraremos que (α ◦ β)(H) = H para todo ultrafiltro H.
Sea H ∈ U(X), luego β(H) = ΦH. Por lo tanto α(β(H)) = α(ΦH) = HΦH

, donde
HΦH

es el ultrafiltro de todos los conjuntos decisivos según ΦH, queremos ver que
HΦH

= H. Sea A ∈ H, queremos ver que A ∈ HΦH
, es decir debemos verificar que A

es decisivo según ΦH. Supongamos que dada una elección f , se cumple que ≺f
x=≺f

y

para todo x, y ∈ A, veamos que ≺f
ΦH

=≺f
x para algún (o cualquier) x ∈ A.

Sean a, b ∈ C, supongamos que a ≺f
ΦH

b, queremos ver que a ≺f
x b para algún x ∈ A.

Como a ≺f
ΦH

b entonces se tiene que B = {x ∈ X : a ≺f
x b} ∈ H, por lo tanto

A∩B 6= ∅, aśı existe un x1 ∈ A∩B, tal que a ≺f
x1

b. Como ≺f
ΦH

es un orden lineal,

entonces ≺f
ΦH

=≺f
x1

.

Hemos probado que H ⊆ HΦH
, ahora como H es un filtro maximal, concluimos que

HΦH
= H.

�



Capı́tulo 4
Ĺımites de Banach

En este caṕıtulo introduciremos el concepto de ĺımite de Banach (debido a Stefan
Banach), el cual es un ĺımite generalizado que se puede asociar a toda sucesión acotada.
También estudiaremos las propiedades de los ĺımites usuales que conservan dichos ĺımites,
en general, nos vamos a enfocar en mostrar que los ultrafiltros nos proporcionan una
manera elegante de definir los ĺımites de Banach.

Sea (xn)n una sucesión acotada de números reales. Si resulta ser convergente (con
respecto a la topoloǵıa estándar de la ĺınea real), entonces denotamos este ĺımite por
ĺımn xn. Nuestro objetivo es asignar un valor (ĺımite generalizado) ĺım∗

n xn a toda sucesión
acotada (xn)n y lo queremos hacer de manera tal que ciertas propiedades se preserven.
Un ĺımite generalizado es un ĺımite de Banach. Sea A el conjunto de todas las sucesiones
acotadas de números reales.

Definición 4.1 Un ĺımite generalizado es una función ĺım∗
n : A → R, que satisface:

(A) Si (xn)n es convergente, entonces ĺım
n

∗xn = ĺım
n

xn.

(B) ĺım
n

∗(xn + yn) = ĺım
n

∗xn + ĺım
n

∗yn

(C) ĺım
n

∗cxn = c ĺım
n

∗xn

(D) |ĺım
n

∗xn| ≤ supn |xn|.

(E) Si (xn)n es una sucesión no negativa, entonces ĺım
n

∗xn ≥ 0.

31



32 CAPÍTULO 4. LÍMITES DE BANACH

Algunos ĺımites generalizados poseen una propiedad adicional, que enunciaremos a
continuación:

(F) ĺım
n

∗xn ∈ {xn : n ∈ N}.

Notación: El conjunto de todos los ĺımites generalizados lo denotaremos por L.

Sea H un ultrafiltro no principal sobre N (conjunto de los números naturales). Por el
teorema (1.19) se tiene que H contiene todos los subconjuntos cofinitos de N (es decir,
todos los subconjuntos de N cuyos complementos son conjuntos finitos). Recordemos la
definición de ĺımite de una sucesión:

Definición 4.2 Una sucesión (xn)n tiene ĺımite a si para cada ε > 0 existe un n0 tal que
|xn − a| < ε.

Note que esto es equivalente a decir que los conjuntos U(a, ε) = {n : |xn − a| < ε} son
cofinitos.

Ahora daremos un ejemplo de un ĺımite generalizado:

Definición 4.3 Dada una sucesión real acotada (xn)n, diremos que ĺımH xn = s, si
U((xn), s, ε) = {n : |xn − s| < ε} ∈ H para todo ε > 0.

Primero mostraremos que ésta es una buena definición, es decir, que ĺımH xn existe
para cada sucesión acotada (xn)n en R y éste es único.

Sea L = supn |xn|, entonces tenemos que −L ≤ xn ≤ L para todo n ∈ N. Dado
un entero positivo ”m”, dividimos el intervalo [−L, L] en 2m intervalos disjuntos, de la
siguiente manera:

Im,j =

[

−L +
2(j − 1)L

2m
, −L +

2Lj

2m

)

Im,2m =

[

−L −
2L

2m
, L

]

.

Definimos por
Jm,j = {n : xn ∈ Im,j},

es claro que N =
2m−1⋃

j=1

Jm,j ∪ Jm,2m .
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Como H es un ultrafiltro sobre N y la familia (Jm,j)j es una colección de subconjuntos
de N disjunta dos a dos, entonces existe un y sólo un jm ∈ {1, . . . , 2m − 1} tal que
Jm,jm

∈ H. Ahora notemos que aplicando el mismo razonamiento en el siguiente nivel
(Im+1,j) obtenemos que uno y sólo uno de los Jm+1,j ∈ H, digamos Jm+1,jm+1

∈ H.
Observemos que Jm+1,jm+1

⊆ Jm,jm
, si esto no fuera cierto entonces H contendŕıa dos

conjuntos disjuntos y esto es una contradicción.

Por lo tanto la clausura de los intervalos Im,jm
forma una sucesión acotada y encajada

de intervalos cerrados con diámetro tendiendo a cero. Usando el teorema (1.21) obtenemos
que existe un s ∈

⋂

m Jm,jm
.

Sea ε > 0, entonces para un m suficientemente grande el intervalo Im,jm
es un sub-

conjunto de (s − ε, s + ε). Aśı, el conjunto U((xn), s, ε) = {n : |xn − s| < ε} contiene el
intervalo Im,jm

, razón por la cual U((xn), s, ε) ∈ H, ya que Im,jm
∈ H para todo m ∈ N.

Como esto se cumple para todo ε > 0, entonces por definición tenemos que ĺımH xn = s.

Ahora verificaremos que el ĺımH es único. Razonemos por el absurdo, dada (xn)n ∈
A, supongamos que ĺımH xn = s y que ĺımH xn = s′, con s 6= s′. Luego para un ε
suficientemente pequeño, tenemos que U((xn), s, ε) y U((xn), s′, ε) son disjuntos, lo cual
es una contradicción ya que ambos conjuntos pertenecen a H y su intersección es vaćıa. Por
cierto también hemos establecido que ĺımH xn está en [−L, L], de esta manera tenemos que
ĺımH tiene la propiedad (D), a continuación verificaremos las otras propiedades requeridas:

Lema 4.4 ĺımH es un ĺımite generalizado y tiene la propiedad (F).

Demostración: Solo falta verificar las propiedades (A), (B), (C), (E) y (F).

(A) Sea (xn)n una sucesión convergente. Queremos ver que ĺımH xn = ĺımn xn. Ra-
zonemos por el absurdo, supongamos que ĺımH xn = s y que ĺımn xn = s′, con
s 6= s′. Ahora podemos encontrar un ε0 > 0 lo suficientemente pequeño, tal que el
intervalo (s−ε0, s+ ε0) no contiene ningúna cola de la sucesión (es decir, contiene a
lo sumo una cantidad finita de elementos de la sucesión), de lo contrario estaŕıamos
diciendo que ĺımn xn = s y esto es una contradicción debido a la unicidad del ĺımite
de una sucesión. Ahora bien, por definición de ĺımite generalizado de una sucesión
tenemos que U((xn), s, ε) ∈ H para todo ε > 0, pero esto es una contradicción, ya
que U((xn), s, ε0) 6∈ H, debido a que U((xn), s, ε0)

c ∈ H (H contiene los cofinitos).

(B) Sean (xn)n y (yn)n sucesiones acotadas en R. Queremos ver que ĺımH(xn + yn) =
ĺımH xn + ĺımH yn. Supongamos que ĺımH xn = r y que ĺımH yn = s, por lo tanto los
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conjuntos Aε = {n : |xn − r| < ε/2}, Bε = {n : |yn − s| < ε/2} pertenecen a H para
todo ε > 0. Notemos que Aε ∩ Bε ⊆ {n : |(xn + yn) − (r + s)| < ε} = C, en efecto,
sea n0 ∈ Aε ∩Bε, luego |(xn0

+ yn0
)− (r + s)| ≤ |xn0

− r|+ |yn0
− s| ≤ ε/2+ ε/2 = ε,

como queriamos. Por lo tanto C ∈ H para todo ε > 0.

(C) Sea (xn)n una sucesión acotada en R y c ∈ R. Queremos ver que ĺımH(cxn) =
c ĺımH xn. Supongamos que ĺımH xn = r, de esta manera se tiene que el conjunto
Aε = {n : |xn − r| < ε/|c|} ∈ H, para todo ε > 0. Notemos ahora que el conjunto

Bε = {n : |cxn − cr| < ε} ∈ H, ya que |cxn − cr| = |c||xn − r| < |c|ε
|c|

= ε. Por lo
tanto ĺımH cxn = cr.

(E) Sea (xn)n una sucesión acotada en R no negativa. Queremos ver que ĺımH xn ≥ 0.
Razonemos por el absurdo, supongamos que r = ĺımH xn < 0, luego tomando ε =
|r|/2 obtenemos que U((xn), r, ε) = ∅, ya que xn ≥ 0 para todo n ∈ N. Esto es una
contradicción, por lo tanto ĺımH xn ≥ 0.

(F) Sea (xn)n una sucesión acotada en R. Queremos ver que ĺımH xn ∈ {xn : n ∈ N}.
Razonemos por el absurdo, supongamos que ĺımH xn = r /∈ {xn : n ∈ N}. Aśı existe
un abierto de la topoloǵıa usual en R, digamos Vr tal que r ∈ Vr y además se tiene
que Vr ∩ {xn : n ∈ N} = ∅. Luego podemos encontrar un ε suficientemente pequeño
tal que (r − ε, r + ε) ⊆ Vr. Por definición de ĺımH tenemos que U((xn), r, ε) ∈ H.
Esto contradice el hecho de que Vr ∩ {xn : n ∈ N} = ∅, ya que U((xn), r, ε) 6= ∅.

Ahora nos preguntamos si el ĺımH es invariante por traslación, ésta es una propiedad
que es habitual incluir en esta teoŕıa y establece que dadas dos sucesiones xn, yn en R, si
yn = xn+1 para todo n ∈ N, entonces ĺımH xn = ĺımH yn. En particular, la invarianza por
traslación implica que si queremos modificar finitamente muchos términos de una sucesión
entonces el ĺımite generalizado sigue siendo el mismo. La convergencia estándar tiene esta
caracteŕıstica, pero desafortunadamente el ĺımite generalizado como está definido no la
tiene, en efecto:

Ejemplo 4.5

Consideremos la sucesión {xn} = {0, 1, 0, 1, . . .}, entonces usando la definición de
ĺımite generalizado obtenemos directamente que ĺımH xn ∈ {0, 1}. Ahora tomemos
{yn} = {1, 0, 1, 0, . . .}, es claro que {xn +yn} = {1, 1, 1, . . .}. Por lo tanto ĺımH(xn +
yn) = 1, aśı ĺımH yn = 1− ĺımH xn, esto muestra que ĺımH xn 6= ĺımH yn, aun cuando
yn = xn+1 para todo n ∈ N. ♣
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Sin embargo, a partir del ĺımH podemos construir un ĺımite generalizado invariante
por traslación, que denotaremos por ĺım∗

H.

Definición 4.6 Dada una sucesión acotada (xn)n en R, definimos ĺım∗
H xn = ĺımH zn,

donde zn = x0+···+xn

n+1
.

Teorema 4.7 ĺım∗
H xn es un ĺımite generalizado y es invariante por traslación.

Demostración:

A continuación verificaremos que ĺım∗
H satisface las propiedades (A), (B), (C), (D) y

(E):

(A) Sea (xn)n una sucesión convergente. Queremos verificar que ĺım∗
H xn = ĺımn xn. En

efecto, supongamos que ĺımn xn = r, por lo tanto dado ε > 0 existe n0 ∈ N, tal
que |xn − r| < ε, para todo n ≥ n0. Veamos ahora que ĺımn zn = r. Tomando un n
suficientemente grande (n > n0) obtenemos lo siguiente:

∣
∣
∣
∣

x0 + · · ·+ xn

n + 1
− r

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

x0 + · · · + xn − r(n + 1)

n + 1

∣
∣
∣
∣
≤

|x0 − r| + · · · + |xn − r|

n + 1

=
|x0 − r| + · · ·+ |xn0

− r|

n + 1
+

|xn0
− r| + · · · + |xn − r|

n + 1

Sea N = sup{|x0 − r|, . . . , |xn0
− r|, aśı tenemos que:

∣
∣
∣
∣

x0 + · · ·+ xn

n + 1
− r

∣
∣
∣
∣
≤

(no + 1)N

n + 1
+

(n − no − 1)(ε/2)

n + 1
para todo n ≥ n0

≤
(no + 1)N

n + 1
+ ε/2 para todo n ≥ n0

Tomando n1 > n0, tal que (n0+1)N
n1+1

< ε/2, obtenemos:
∣
∣
∣
∣

x0 + · · ·+ xn

n + 1
− r

∣
∣
∣
∣
≤

(no + 1)N

n + 1
+ ε/2 para todo n ≥ n0

∣
∣
∣
∣

x0 + · · ·+ xn

n + 1
− r

∣
∣
∣
∣
≤ ε/2 + ε/2 = ε para todo n ≥ n1

De esta manera hemos probado que ĺımn zn = r. De la propiedad (A) del ĺımite
generalizado y de lo antes probado obtenemos que ĺım∗

H xn = ĺımH zn = ĺımn zn =
ĺımn xn = ĺımH xn.
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(B) Sean (xn)n y (yn)n sucesiones acotadas en R. Queremos ver que:

ĺım ∗
H(xn + yn) = ĺım ∗

Hxn + ĺım ∗
Hyn.

Notemos que:
ĺım ∗

H(xn + yn) = ĺımHzn,

donde zn = x0+y0+···+xn+yn

n+1
.

Es claro que

zn =
x0 + y0 + · · · + xn + yn

n + 1
=

un
︷ ︸︸ ︷
x0 + · · ·+ xn

n + 1
+

wn
︷ ︸︸ ︷
y0 + · · ·+ yn

n + 1
.

Como ĺımH satisface la propiedad (B), entonces tenemos que:

ĺımHzn = ĺım Hun + ĺım Hwn,

y
ĺımHun = ĺım ∗

Hxn ĺım Hwn = ĺım ∗
Hyn.

(C) Sea (xn)n una sucesión acotada en R y c ∈ R. Queremos demostrar que ĺım∗
H cxn =

c ĺım∗
H xn. En efecto, por definición tenemos que:

ĺım ∗
H(xn) = ĺım Hzn,

donde zn = x0+···+xn

n+1
. Como ĺımH satisface la propiedad (C), entonces se cumple que:

c ĺımHzn = ĺım Hc zn.

Ahora como c zn = c x0+···+c xn

n+1
, entonces ĺımH c zn = ĺım∗

H cxn.

(D) Sea (xn)n una sucesión acotada en R. Queremos ver que | ĺım∗
H xn| ≤ supn |xn|.

Sabemos que ĺım∗
H xn = ĺımH zn, con zn = x0+···+xn

n+1
, luego usando la propiedad (D)

del ĺımH, obtenemos que:
| ĺımHzn| ≤ sup

n

|zn|.

Ahora mostraremos que supn |zn| ≤ supn |xn|, notemos que |zm| ≤ supn |xn| para
todo m ∈ N.

En efecto, sea m ∈ N, es claro que

|x0| + · · · + |xm| ≤ (m + 1) · sup
0≤n≤m

|xn|,
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por lo tanto:
|x0| + · · · + |xm|

m + 1
≤ sup

0≤n≤m

|xn|,

Luego por propiedades del valor absoluto se tiene que:

|zm| ≤
|x0| + · · · + |xm|

m + 1
≤ sup

0≤n≤m

|xn| ≤ sup
n

|xn|.

Esto muestra que supn |zn| ≤ supn |xn|. En conclusión se tiene que:

| ĺım ∗
Hxn| = | ĺım Hzn| ≤ sup

n

|zn| ≤ sup
n

|xn|.

(E) Sea (xn)n una sucesión acotada en R no negativa. Queremos ver que ĺım∗
H xn ≥ 0.

Razonemos por el absurdo, supongamos que r = ĺım∗
H xn < 0, luego tomando ε =

|r|/2 obtenemos que U((xn), r, ε) = ∅, ya que zn ≥ 0 para todo n ∈ N, debido a que
xn ≥ 0 para todo n ∈ N; pero esto es una contradicción. Por lo tanto ĺım∗

H xn ≥ 0.

Veamos ahora que ĺım∗
H es invariante por traslación. Notemos que ĺımn(zn − z′n) = 0,

con zn = x0+...+xn

n+1
y z′n = y0+...+yn

n+1
, si yn = xn+1. En efecto,

ĺım
n

(zn − z′n) = ĺım
n

(x0 − xn+1)

n + 1
,

como la sucesión es acotada, es decir |xn| ≤ M , para todo n ∈ N, entonces |x0 − xn+1| ≤
2M , aśı

ĺım
n

(x0 − xn+1)

n + 1
≤ ĺım

n

2M

n + 1
= 0.

Aśı,
0 = ĺım

H
(zn − z′n) = ĺım

H
zn − ĺım

H
z′n.

Por lo tanto ĺımH zn = ĺımH z′n, es decir, ĺım∗
H xn = ĺım∗

H yn.
�
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A continuación daremos un ejemplo de un ĺımite generalizado que no tiene la propiedad
(F).

Ejemplo 4.8

El ĺım∗
H no tiene la propiedad (F). En efecto, Sea (xn)n una sucesión acotada dada

por:

xn =

{
1 si n = 2k , con k ∈ N

−1 si n = 2k + 1 , con k ∈ N.

Notemos que ĺım∗
H xn = ĺımH zn, con zn = x0+···+xn

n+1
. Es claro que ĺımn zn = 0. Por la

propiedad (A) del ĺımH, se tiene que ĺımH zn = 0. Pero {0} /∈ {xn : n ∈ N} ya que
{xn : n ∈ N} = {−1, 1}.

♣

El objetivo de lo restante de este caṕıtulo es mostrar la existencia de un ultrafiltro a
partir de un ĺımite generalizado, y que el ĺımite generalizado asociado a dicho ultrafiltro
cumple con ciertas propiedades.

Definición 4.9 Sea L ∈ L que tenga la propiedad (F). Sea µL : P(N) → {0, 1} definida
como sigue:

µL(A) = L(χA),

donde:

χA(n) =

{
1 si n ∈ A
0 si n ∈ Ac.

Veamos que µL está bien definida. En efecto, como L tiene la propiedad (F) se deduce
que L(χA) ∈ {χA(k) : k ∈ N}, esto nos dice automáticamente que L(χA) ∈ {0, 1}, ya que
0 y 1 son los únicos puntos de acumulación de la sucesión (χA(k))k.

Lema 4.10 µL es una medida finitamente aditiva sobre N a valores en {0, 1}.

Demostración:

i) Notemos que χN(k) = 1, para todo k ∈ N. Por lo tanto ĺımk χN(k) = 1, luego por la
propiedad (A) de L, tenemos que L(χN) = 1. Aśı µL(N) = 1.
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ii) Sean A1, . . . , An ∈ P(N), disjuntos dos a dos. queremos ver que:

µL(
n⋃

i=1

Ai) =
n∑

i=1

µL(Ai).

Sea B =
n⋃

i=1

An, mostraremos primero que:

n∑

i=1

χAi
= χB,

en efecto, sea k ∈ N, notemos que si χB(k) = 1, entonces existe un único i ∈
{1, . . . , n}, tal que k ∈ Ai (debido a que los An son disjuntos dos a dos). Por lo
tanto χAi

(k) = 1 y χAj
(k) = 0 para todo j 6= i. de esta manera tenemos que:

n∑

i=1

χAi
(k) = 1 = χB(k).

Luego si χB(k) = 0, entonces k /∈ Ai para todo i ∈ {1, . . . , n}. Aśı χAi
(k) = 0 para

todo i ∈ {1, . . . , n}. Por tal motivo se tiene que:

n∑

i=1

χAi
(k) = 0 = χB(k).

Ahora usando la propiedad (B) de L se tiene que:

L(
n∑

i=1

χAi
) =

n∑

i=1

L(χAi
).

En conclusión:

µL(
n⋃

i=1

Ai) = µL(B) = L(χB) = L(
n∑

i=1

χAi
) =

n∑

i=1

L(χAi
) =

n∑

i=1

µL(Ai).

�

Definición 4.11 Sea L ∈ L que tenga la propiedad (F). Sea HL definido como sigue:

HL = {A ⊆ N : µL(A) = 1}.
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El lema (1.13) muestra que HL es un ultrafiltro sobre N. Lo enunciamos como teorema
para podernos referir a él.

Teorema 4.12 HL es un ultrafiltro.

Lema 4.13 Sea L ∈ L que tenga la propiedad (F). Para todo A ⊆ N, se tiene que:

L(χA) = ĺım HL
(χA).

Demostración:

Sea A ⊆ N,

i) Supongamos que L(χA) = 1, esto nos dice que µL(A) = 1, por lo tanto A ∈ HL.
Queremos ver que ĺımHL

(χA) = 1, razonemos por el absurdo, supongamos que
ĺımHL

(χA) = 0, aśı U((χA), 0, ε) ∈ HL para todo ε > 0. Tomemos ε = 1/2, luego
como HL es un ultrafiltro se cumple que A ∩ U((χA), 0, 1/2) ∈ HL.

Mostraremos que esto último no es posible ya que A ∩ U((χA), 0, 1/2) = ∅. En
efecto, supongamos A ∩ U((χA), 0, 1/2) 6= ∅, por lo tanto existen n ∈ N, tal que
n ∈ A y n ∈ U((χA), 0, 1/2), de esto se deduce que χA(n) = 1 (porque n ∈ A)
y que χA(n) = 0 (porque n ∈ U((χA), 0, 1/2) ⇔ |χA(n)| < 1/2) y esto es una
contradicción.

Por lo tanto, A∩U((χA), 0, 1/2) 6∈ HL, esta contradicción establece que ĺımHL
(χA) =

1.

ii) Ahora si suponemos que L(χA) = 0, entonces obtenemos que A /∈ HL, como HL es
un ultrafiltro, entonces Ac ∈ HL, aśı L(χAc) = 1. Por lo mostrado en i) tenemos que
ĺımHL

(χAc) = 1, Luego ĺımHL
(χA) = 0, ya que ĺımHL

(χN) = ĺımHL
(χA)+ĺımHL

(χAc)
y ĺımHL

(χN) = 1.

�

Teorema 4.14 Sea L ∈ L que tenga la propiedad (F). Si existe K ultrafiltro tal que
L = ĺımK, entonces HL = K.

Demostración:

Sean A ⊆ N, supongamos que A ∈ HL, queremos ver que A ∈ K. Como A ∈ HL

tenemos que µL(A) = 1, lo que es equivalente a decir que L(χA) = 1. Luego por hipótesis
tenemos que ĺımK χA = 1.
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Razonemos por el absurdo, supongamos que A /∈ K, como ĺımK χA = 1, entonces
U((χA), 1, ε) ∈ K para todo ε > 0. Tomemos ε = 1/2, aśı tenemos que U((χA), 1, 1/2) ∈ K
y Ac ∈ K, por lo tanto U((χA), 1, 1/2)∩Ac ∈ K, esto nos dice que U((χA), 1, 1/2)∩Ac /∈ ∅,
por tal motivo existe n ∈ N tal que n ∈ Ac y n ∈ U((χA), 1, 1/2), de esto se deduce que
χA(n) = 0 (porque n ∈ Ac) y que χA(n) = 1 (porque n ∈ U((χA), 1, 1/2) ⇔ |χA(n)−1| <
1/2). Esto es una contradicción.

Por lo tanto A ∈ K. Ahora como HL ⊆ K y K es un filtro maximal, entonces K = HL.
�

Como un comentario final, note que sólo basta ver que LχA = ĺımK χA, para todo
A ⊆ N. Para mostrar que K = HL.

No sabemos que todo ĺımite generalizado es de la forma ĺımK para algún ultrafiltro K.
El teorema anterior nos dice que si esto fuese aśı, entonces K = HL.
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