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Introduccion

La teoria de selecciones tiene su inicio con el trabajo de Ernest Michael, “Topologies
on spaces of subsets”, el cual fue publicado en 1951 (véase [6]) y aun hoy en dia el interes
en dicha teoria se mantiene vigente. En este trabajo estudiaremos principalmente las

selecciones de dos puntos, para lo cual seguiremos [1].

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Denotaremos por Sels(X) al conjunto de todas las
selecciones de dos puntos de X, es decir, de todas las funciones f : F5(X) — X tales
que f({z,y}) € {z,y}, donde F5(X) es la familia de todos los subconjuntos de X de
dos elementos. Denotaremos por Sely(X, 7) al conjunto de selecciones continuas cuando

a Fa(X) se dota de la topologia de Vietoris.

Este trabajo lo dividiremos en tres capitulos, en el primer capitulo estudiaremos parte
de la teoria de hiperespacios, la cual tiene sus inicios con los trabajos de Hausdorff y
Vietoris. Dado un espacio topolégico (X, ), el hiperespacio F(X) de todos los subcon-
juntos cerrados y no vacios de X, fue introducido por Vietoris en 1922. Particularmente,

estudiaremos algunas propiedades de la topologia de Vietoris en hiperespacios.

En el segundo capitulo, veremos que toda seleccién f € Sely(X) genera una relacion,
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2 INDICE GENERAL

que es casi un orden en X definida por:

roysiysolosi f({z,y}) = .

Por tanto, consideraremos dicha relacion en X y a la topologia generada por esta, a la

cual denotaremos por 7y. Estudiaremos ademas si el conjunto

Top(f) =A{7: [ € Selo(X,7)}

tiene elemento minimo y su posible relacién con la topologia 7.

En el tercer capitulo, nos concentraremos en espacios Hausdorff. Uno de los objetivos
de este capitulo es estudiar cuando una seleccién de dos puntos, es 7¢-continua. Veremos
que si (X, 7) es un espacio compacto y f € Sely(X, T), entonces 74 = 7 y en particular,
f € Sely(X,7s) (véase teorema 3.6). Ademds si (X,7) es conexo, y f € Sely(X,7),
entonces (X, 7y) es conexo. En particular, <; es un orden lineal en X y f € Sely(X, 1)
(véase teorema 3.9). En el caso del teorema 3.6, este nos dan respuesta a la pregunta de
si el conjunto Top(f) tiene elementos minimales. Finalizaremos el capitulo mostrando un

critério de continuidad (respecto a la topologia 7¢), para selecciones sobre F(X).

Por otra parte, una pregunta que también resulta interesante pero que no trataremos

en este trabajo es, si fijada una topologia 7 jexistird f € Sely(X, 7)7 (véase [3, 2]).



Capitulo 1

Preliminares

El propédsito de este capitulo es dar algunas definiciones y resultados basicos que se

usaran en el desarrollo de este trabajo.

1.1. La topologia de Vietoris

1.1.1. Hiperespacios

Definicién 1.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico Ty llamaremos hiperespacio del espacio
X y lo denotaremos por F(X), al conjunto formado por todos los subconjuntos cerrados

no vacios del espacio X .
F(X)={C C X :Ces cerrado y C # 0}.
Definicién 1.2 Sea (X, 7) un espacio topolégico Ty, para n € N definimos,
F.X)={CCX:CeF(X)yl<|C|<n}.

Notacién: Denotaremos por Fin(X) al conjunto U | F,,(X).

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.1.2. Topologia de Vietoris en Hiperespacios
Consideremos V; € 7 no vacios para 1 < i < n, definimos el conjunto:
Vi,.... V) ={C e F(X):CCULV;yV¥i<n (CnV;) # 0}
Proposicién 1.3 Sea
B={(Vi,..., V) :neNyV;er\{0}, para todo 1 <i <n}
B es una base para una topologia en F(X).

Demostraciéon: Debemos verificar las siguientes condiciones:
1. Si A € F(X), entonces existe U € B tal que A € U.

2.5V =(W,....V,) yU = (Uy,...,Up,) son elementos de B, y A € V NU, existe
SeBtalque SCVNUyAeS.

En efecto, para verificar 1, notemos que si A € F(X) se tiene que A C X. Por lo tanto,
X N A # ¢ delo cual se sigue que A € (X).

Para ver 2, consideremos V = (V;,..., V) yU = (Uy,...,Ug) en B, sea A € VNU,
queremos encontrar S € Btal que S CVNU y A € S. Ahora del hecho de que A € VNU

se obtiene,

ACUL VivyANV;#0Vi<n (1.1)

ACU Uiy ANU #0Vi <k (1.2)

De (2.1) y (2.2) se sigue que dado = € A, existen | < ny m < k tales que x € V y

x € Uy, es decir,
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zeVinU,,. (1.3)
Definamos C' = {(l,m) : V,NU,, N A # 0} y consideremos para (I,m) € C
Sam)y = ViNUpy.

Notemos que C' al ser finito se puede escribir como:

C={(ln,,me)s - (L, ymy,) }

El abierto S viene a ser:

S = (St may)s s S(lnymuy))-

Pues si x € A, por (2.4) existen [,,, <ny my, <k tales que:

T €Sy C Uiy U S, ime )

nz,mtw) j

y ademds por definicién de S ) se tiene que AN S(ln“mtj) # ¢o,Vi < ryVj < p. Por
tanto, A € (S5).
Resta ver que S C V NU. Consideremos B € S, luego

B C Ug:l U?:l S(lni M)
y BN S(ln“mtj) %+ ¢, Vi <ryVj<p. Queremos ver que B € V NU, es decir,
BCUL U (V,inU) y BOVinU; #0Vi<ny Vj <k
Sea x € B, luego existe (g, jo) € C tal que z € S, ;)3 POT tanto,
v €V, NUn, CUr, U, (VinU;) y BNV;NU; #0,Vi <nyVj<k.

De esto se deduce que B € (Vi,...,V,) N (Uy,...,Uy),asi SCUNV.

Hemos demostrado asi que B es una base para una topologia sobre F(X).
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La topologia a la cual hace referencia la proposicién anterior, es llamada topologia de

Vietoris y la denotaremos por ,.
Definicién 1.4 Sea U un subconjunto de X, definimos:
Ut={CeF(X):CCU}yU ={CeFX):CnU # D}

Notemos que si ) # U C X es abierto, entonces U" y U~ son elementos de 7,, pues

Ut =(U)yU =(UX).
Proposicién 1.5 (Vi,...,V,) = (U, V)t n (N, Vi).

Demostracién:

(C)Si Ae (Vi,...,V,) se tiene:
1. ACU , Viy
2. ANV, #£0,Vi<n

De 1 se sigue que A € (J_, Vi)t y de 2, se tiene que A € V7, Vi <n;asi Ae ., V.
Por lo tanto, A € (U, Vo))t N (N, V7).

(2) Sea A € (U, Vi) 1 (g Vi) luego A € (U Vi)' v A € Yy Vi, de esto se
sigue que AC|J_, Viy ANV, #0, Vi <n. Asi Ae (Vi,...,V,). [ ]

Proposicién 1.6 El conjunto
A={vrvcxven\0}u{vvcxuen\{0}}

es una subbase para T,.
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Demostracion: Se sigue de la proposicién 1.5

1.1.3. Axiomas de separacién en (F(X),7,)

1. (F(X),Ty) es Tp.
Sean E, F € F(X), tales que E # F. Si FNE = (), entonces F € (X \ E)t y
X \ E es un abierto. Ahora si F'\ E # (), entonces F N (X \ E) # (). Por lo tanto,
Fe(X\E).

2. Si (X, T) es T3, entonces (F(X), T,) es T;.
Sean E, F € F(X). Tomemos a € F'\ E, entonces {a} es un cerrado de X y por lo
tanto, X \ {a} es abierto. Luego como a € F'N (X \ E), se tiene que F' € (X \ E)~
y como a ¢ E, E C X \ {a}, de lo cual se tiene que F € (X \ {a})*. Ahora, Si
a € E'\ F, se obtiene de manera andloga que F € (X \ F)" y F € (X \ {a})*.

3. (X, T) es regular siy sélo si, (F(X),7,) es Ts.
(=) Supongamos que X es regular, mostraremos que F(X) es Ty. Sean E, F' € F(X)
con ' # E, supongamos sin perder generalidad que existe a € F'\ E. Como X es
regular y E es cerrado, existen U,V € T tales que UNV =0 ya € U, E CV, luego
EeVtyFeU".
(<) Supongamos que X es Ty, mostremos que X es regular.
Sea £ C X cerradoy a € X \ E, siendo F(X) Ty y {a} un cerrado de X, tenemos
que EU{a} es cerrado. Luego existen abiertos (Uy,...,Ux) vy (Vi,...,V,) disjuntos
tales que £ € (V4,..., V) v En{a} € (Uy,...,Ux), de esto dltimo £ C U, V;,
ENV;#0, EU{a} CU_ Uy (EU{a})NU; #0.
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Si a € V; para algtin 4, entonces EU{a} C U Vi y (EU{a})NV; # () Vi, con lo cual
EU{a} < (V4,...,V,), 1o cual contradice que (V1,...,V,)N{(Uy,...,U) = 0. Por lo
tanto, a ¢ V; Vi < n. Notemos ademds que E no intersecta a todos los U; para j < k
pues si fuera asi, E C EU{a} CU_ U; conlo que E € (Vi,..., Vo) N (UL, ..., Up)
lo cual es una contradiccion.

Consideremos ahora j < k tal que ENU; = 0; entonces a € U; y se tiene que
ECuUrViyae{U;:1<j<kyENU; =0} =N.

Si (U, Vi) NN # (), existirfan b € N y 1 <7 < n tal que b € V;, luego

EU{b} CUL,V; y EU{b} C Ui_,Uj, de lo cual se sigue que

EU{b}G<U1,...,Uk>ﬂ<‘/1,...,vn>

lo cual también es una contradiccion.

1.1.4. Propiedades de (F(X),,)

1. Fin(X) es denso.

Demostracién: Recordemos que F,(X) C F(X) Vn € N, por tanto
Fin(X) C F(X). Ademds como F,,(X) es cerrado Vn € N, se tiene que
Fo(X) = Fo(X) C F(X). ast Fin(X) C F(X).

Veamos ahora que F(X) C Fin(X). Sea A € F(X) y consideremos
(Vi,...,V,) € 7, tal que A € (Vi,...,V},), veamos que (Vi,..., V) N Fin(X) # (;
como A € (V4,...,V,) tenemos que A C UL, V; y ANV; #0, Vi < n.
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Para cada ¢ < n consideremos z; € ANV;, entonces {z;,...,x,} CACU,V; y

{z;} ={x1,...,2,} NV; # 0, de esto se sigue que
{z1,.. .,z } € (V1,..., Vo) N Fin(X).

Por tanto F(X) C Fin(X), asi Fin(X) es denso.

[ |
2. Si 0 #£C; C X, Vi<n, entonces (Cy,...,C,) = (Ci,...,C,).
Demostracién:
(C) Sea
Fe <Cl,...,Cn> (14)

Queremos ver que

FEUUZ-, vy FNC; #0, Vi <n.

i=1

Recordemos que | J;_, C; = i, C; (), por lo tanto resta ver que FNC; # 0, Vi < n.

Consideremos a C F' y sea U € 7 tal que a € U.

Caso 1: F € U. En este caso F' € (U) € 7,. De (2.3) se sigue que
(UYN(Cy,...,C,) #0,sea C € (U)N{Ch,...,C,), entonces C C U y
CCUL,CiyCNC;# 0, Vi <n.Como C C U se sigue que UN (U,C;) # 0, por

tanto, a € U}, C;.

Caso 2: FNU® # (), luego F € (U, X)), (2.3) implica que (U, X)N(CY,...,Cy,) # 0,
de lo cual se sigue que CNU #0 , C C UL, C; ast, UN (N, C;) # 0. Por lo tanto,
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a € Ulec'l
(D) Sea

Fel(C,...,C) (1.5)

fijemos U = (Uy, ..., Uy) € 7, tal que F' € (Uy,...,U), mostraremos que
UN{(Cy,...,C.) #0

Llamemos C' = (C,...,C,). De (2.6) y de que F € (Uy,...,Uy) se sigue que:

FCUL_Ci=U_C; y Vi<kFNC; #0

ademas,

FCUL_ U YI<kFNU#0

Fijemos ¢; € FNC; yvw € FNU,, para cada i <ny cadal < k.

Ahora como F' C Uj_,Cj, y wp € F'NU, existe 2 € Uy N (U7_,Cj). De igual
manera, como F' C Ul U; y ¢; € F'N C;, existe r; € C; N (Ug‘?:lUj). Tomemos

K={z:1<Ek}U{r;:i<n}yveamos que K € V N} en efecto, notemos que:

2 € UN (U C)) C (U Up) N (U, Cy), VI<k

r; € CZ N (U;‘Clej) Q (U;LZIC]') N (U;?:lUj)a Vi S n

Por lo tanto, K C U;?:lUj y K C U;-‘ZICJ», ademas r;, € KNC;y 21 € KNU,
asi e KNC; #0y € KNU; # (. Por tanto, K € VN V.
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3. Si C € F(X), entonces F(C') es un subespacio cerrado de X.

Demostracién: Basta ver que F(C) C F(C). En efecto, consideremos F' € F(C),

luego para cada (Vq,...,V,) € Becon F € (Vi,...,V,) se tiene que
(Vi,...,Voa) N F(C) #0 (1.6)

Queremos ver que F C C. Sea a € F como C es cerrado, C = C mostraremos que
a € C. Tomemos U € 7 tal que a € U, entonces F' € (U, X) y por (1.6) podemos
considerar K € (U, X) N F(C), de esto se sigue que

KNU#Q)yKCC

De lo cual se deduce que U N C # 0. Por lo tanto a € C' = C, y al ser F cerrado y

no vacfo se tiene que F' € F(C).

Definicién 1.7 Para cada n € N, definimos
fn: X" — Fo(X)

como

fol(z1, o oyzp)) ={x1, .., 20}
Teorema 1.8 Para cadan € N, f, es continua y sobreyectiva.

Demostracién: Sea x = (z1,...,z,) € X", pongamos f,(z) = {y1,...,ux}, k < ny
yi #£yjsij#iy ji <k Sea(Vi,...,V))NF,(X) =V un abierto que contenga a f,(x).
Buscamos un abierto Uy %, ..., xU, de X™ que contenga a x tal que

FolUrx, ..., xU,) CV.
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1. Si k > [, digamos k = [ + r, entonces

r-veces
(Viyooo Vi) = (Voo VAT ),

2. Si k <, digamos k + r = [, existen indices kq, ..., k; tales que
Urr € Vit - Uk € Vg
Luego,
V=WV, . . Ve, "Wis, oo, Vi, O Viaa, oo Vi, MV o, Vi) U (VR V)

y buscamos el abierto Uy X, ..., xU, para el abierto V* que tiene k abiertos.

Por tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer que [ = k y y; € V;. Supon-
gamos que Y; = Ty, ..., Tr, ; < N, notemos que

U {ri,...,m ={1,...,n}. Tomemos U,, =V, , 1 < s <i.

Por construccién F, (U X, ..., xU,) = (Vi,...,V,). Por lo tanto f, es continua.

Veamos ahora que f,, es sobreyectiva para cada n € N, basta observar que para
todo elemento de F,(X) se puede escribir de la forma (xy,...,z,) pues si tenemos
un conjunto de menos de n elementos podemos repetir algunos y esto no altera al

conjunto.

|

Nota: En general, f,, no es una funcién abierta pues si consideramos X un espacio

T, con ) # U,V C X abiertos, y UNV = 0. Si z € U no es un punto aislado, entonces
(U XV xV)#£U V)N f3(X).
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Teorema 1.9 Sea (X, 1) regular, (F(X),,) es compacto si, y solo si, (X, T) es compacto.

Demostracién:

(=) Como X C F(X), X es cerrado, al ser F'(X) compacto por hipétesis se sigue que X
es compacto.

(<) Usaremos para esta implicacion el teorema de Alexander el cual dice: Un conjunto X
es compacto si, y solo si todo cubrimiento abierto de subbasicos posee un subcubrimiento
finito. En efecto sea U = {U;" : 7 € I} U{V;" : j € J}, un cubrimiento de subbésicos de
F(X), supongamos que F' = X \ (UjesV;) # (0. Ahora si F' € F(X), entonces existe ig € [
tal que I € U;" luego F' C Uj,, ademds X \ Uy, es cerrado y X \ U;, € Uje,V;. Por tanto,
existen ji,...,J, € J tales que X \ U;, C U, Vj,; luego el subcubrimiento que estamos
buscando es:

(U vi,....vi }

07 " J1°

pues si E € F(X), st ENVj, # 0 VI < n entonces E C U, por tanto E € U; .

Teorema 1.10 Para cada n € N, F,(X) es conezo si, y sdlo si, (X,T) es conexo.

Demostracién:

(=) Sea n € N fijo. Como X es conexo, se tiene que X™ es conexo. Luego del teorema
1.8 se sigue que F,(X) es la imagen del conexo X™ bajo la funcién continua f,. Por lo
tanto, F,(X) es conexo.

(<) Fijemos n € N, luego si X no es conexo existe U C X tal que U es un conjunto
abierto-cerrado no trivial. Por tanto (U, X \ U) N F,(X) es un conjunto abierto cerrado

no trivial en F,(X). Asi F,,(X) no es conexo.
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Teorema 1.11 (F(X),7,) es conexo si, y solo si (X, T) es conezxo.

Demostracién:

(=) Si X no es conexo existe, V. C X tal que V' es un conjunto abierto-cerrado no
trivial. Por tanto (V, X \ V) es un conjunto abierto cerrado no trivial en F(X). Por tanto,
(F(X),7,) no es conexo.

(<) Por el teorema anterior, para cada n € N se tiene que F,(X) es conexo. Ademas
Fi(X) C F,(X) para todo n € N, por tanto, Fiin(X) es la unién de conjuntos conexos
cuya interseccién es F;(X). Por lo tanto, Fin(X) es conexo. Ademés Fin(X) es conexo.
Luego como Fin(X) es denso en F(X) se tiene que F(X) es conexo, pues

Fin(X) = F(X).



Capitulo

Selecciones sobre Fa(X)

Recordemos que Sely(X) denota al conjunto de todas las selecciones de dos puntos
sobre Fo(X, 1) y Sela(X, 7), denota al conjunto de todas las selecciones que son continuas
sobre Fy(X).

Toda seleccion f € Sely(X) genera una relacién, que es casi un orden en X definida
por:

w4y siysolosi f({z,y}) ==
Consideraremos dicha relacion en X y a la topologia generada por esta, la cual denotare-

mos por 7¢. En el presente capitulo estudiaremos si el conjunto

Top(f)={71:f € Sely(X,7)}

tiene elemento minimo y su posible relacién con la topologia 7.

15



16 CAPITULO 2. SELECCIONES SOBRE Fy(X)

2.1. Una topologia generada por selecciones
Definicién 2.1 Una funcion f: F(X) — X es una seleccion si para todo F' € F(X) se
tiene que f(F) € F.

Definicién 2.2 Sea X un conjunto infinito, f : Fo(X) — X es una seleccion de dos

puntos si para todo {x,y} € Fo(X) se tiene que f({x,y}) € {x,y}.
Ejemplo 2.3 f: F(R) — R, definida por f({z,y}) =y siz <y.

Ejemplo 2.4 f({a,b}) = minc{a,b} ¢ g({a,b}) = méx<{a,b} donde < es un orden

lineal sobre un conjunto X.

Denotaremos por Sely(X) al conjunto de las funciones que son selecciones de dos

puntos, es decir,

Sely(X) = {f : f es una seleccién de dos puntos.}

Dada f € Sely(X), ella define naturalmente una relacién de la manera siguiente:

r<ry, st f({z,y}) =2
x=py, siz=ydxr <y

Notemos que =< es reflexiva, antisimétrica y lineal pero en general no es transitiva, como

nos muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5 Consideremos (N, <) donde < denota el orden usual en N. Definamos
f: Fo(N) = N como sigue:

2 si {z,y} ={0,2}

min<{z,y} si{z,y} #{0,2}

f{z,y}) =



2.1. UNA TOPOLOGIA GENERADA POR SELECCIONES 17

Se tiene que 0 <y 1 y 1 <; 2 pero 0 Ay 2.
Definicién 2.6 Dada f € Sely(X) definimos:

(—o0,2)5, ={y e Xy =<ya} , (-oo,z]s, ={y€ X 1y =X}

(z,+00)s, ={ye Xz <y} ,[v,+00)s, ={ye X 1z =y}
también

(xay)<f = (_Oovy)<f N (z, +OO)<f

Denotaremos por 7y a la topologia cuyos abiertos subbdsicos son de la forma (—oo, z) <,

6 (x,+00)<,. Por tanto, un elemento bésico de 7; es de la forma
(ﬂ(—OO, xi><f> M ( m (ylv +OO)<f) .
i<n j<m
Este tltimo parrafo, nos conduce a la siguiente pregunta:

(El conjunto B = {(a,b)<, : a,b € X,a <y b} es una base para 77

En el ejemplo que sigue mostraremos que en general la respuesta es negativa.

Ejemplo 2.7 Consideremos (N, <) donde < denota el orden usual en N. Sea
f: F2(N) — N definida por:

f({0,2)} =2
fH{2,9}) =y siy € N\ {0,2}
fH{z,y}) = minc{z,y} si{z,y} & {{0,2},{2,y}}
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Si B es una base para 7y, en particular 2 € (a,b)<,, para algin (a,b)<, € B. De esto
se sigue que a <y 2 <y b. ademds por definicion de (a,b)<,, se tiene que a <y b. De la
definicion de f, se sigue que b=10 y a € N\ {2,0}. Por tanto, b < a contradiciendo que

a<f b.

Es natural preguntarse si el hecho de que B sea una base tiene que ver con la transi-

tividad de la relacién <. El siguiente ejemplo nos muestra que en general no es cierto.
Ejemplo 2.8 Consideremos f : F5(N) — N definida por:

2 si {x,y} ={0,2}
minS{Iv y} §1 {Iv y} 7"é {07 2}

f{z,y}) =

En este caso los intervalos de la forma (a, b)<f generan a Ty que en este caso es la

topologia discreta pues:

(—00,3)<, N (2,+00)<, = (2,3)<, = {0}
(~00.3)<, N (0, +00)<, = (0,3), = {1}
(—00,3)<, N (1, +00)<, = (1,3)<, = {2}
(—00.4)<, N (2, +00)<, = (2.4), = {3}

(—OO, 5)-<f A (37 +OO)'<f = (375)-<f = {4}

(—oo,n+1)s,N(n—1,+00)s, =(n—1Ln+1)s, ={n}, parads<n

Sin embargo, =<y no es transitiva como vimos en el ejemplo 2.5.



2.1. UNA TOPOLOGIA GENERADA POR SELECCIONES 19

Sin embargo queda abierta la posibilidad de que en los intervalos (a, b) < ;eona=<pb

forman una base, inclusive si a A b.

Proposicién 2.9 Sea X un espacio Ty y sea f € Sely(X), entonces para todo x € X, se

cumple lo siguiente:
1. (_Oovx)<f N (LU, +OO)<f = (Z)

Ulz, +o0)s, =X

2. (—o0, x|« ;

f

Demostracién: Se sigue del hecho de que <y es un orden lineal.

Proposicién 2.10 Sea X un conjunto, f € Sely(X) y sean x,y,z € X tales que
2T <5y <5z

Entonces (—oo,z]<, N [y,+00)<, es un abierto-cerrado de (X, 7f) que separa a z del

conjunto de dos puntos {z,y}.
Demostracién: Notemos que y ¢ (—oo, z]<, y también que z ¢ [y, +00)<,. Por tanto,
(_Oovx]<f N [yu +OO)<f = (_Oovx)<f N (y7 +OO)<f

Esto muestra que en efecto (—oo, x]<, N [y, +00), es un abierto-cerrado en (X, 7y).
[ |
Este teorema nos dice que si <; no es transitiva, entonces (X, 7¢) no es conexo pues

como acabamos de ver este posee conjuntos abiertos-cerrados no triviales.
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Teorema 2.11 EI espacio (X, 7y) es Hausdorff.

Demostracién: Sean z,y € X y supongamos sin perder generalidad que =z <y y.
Consideremos los siguientes casos:

Caso 1: (z,y)<, = 0. En este caso y € U = (z,+00)<, y x € V = (—00,y),, luego V' y
U son abiertos que separan a y de x pues VN U = (.

Caso 2: Existe 2z € (z,y)<,, luego z € (—00,2)<, y y € (2,+00)<, asf los abiertos

(—00,2)<, ¥y (2,+00)<, separan a y de z.

2.2. Selecciones continuas

Dada f € Sely(X), en esta seccién estudiaremos las posibles topologias Hausdorff que

hagan a f continua. Dada f € Sely(X), recordemos que

Top(f)={7:f € Sely(X,7)}.

En primer lugar veremos que Top(f) # 0.

Proposicién 2.12 Sea 7 la topologia discreta sobre X, entonces 7 € Top(f).

Demostracion:

Sea f € Sely(X), tomemos {z,y} € Fo(X) y U € 7 tal que f({z,y}) € U. Notemos
que {{z,y}} = ({z},{y}) € 7. Luego, f({{z},{y})) = f({{z,y}}) € U, con lo cual

hemos mostrado que f € Sely(X, 7).

Notemos que hemos probado que F5(X), es discreto.
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Esta proposicion nos muestra que existe al menos una topologia que hace a toda
seleccién de dos puntos continua. Esta no es la tnica topologia con esta propiedad, como
veremos el la proposicién 2.22.

A continuacién mostraremos una caracterizacion de la continuidad para selecciones de

dos puntos.

Teorema 2.13 Sea (X, 7) un espacio topoldgico Hausdorff y sea f € Sely(X). Las si-

guientes condiciones son equivalentes:
1. f e Sely)(X, 7).

2. Para todo par de puntos x1,29 € X con x1 <y w9, existen Vi,Vo € 7 tales que

x; €Vi,i=1,2y2 <y 2, para todo z; € V; 1 =1,2.

Demostracién:

(1) = (2) Sean z1, x5 € X tales que 1 <y xo. Por tanto x; # x, al ser (X, 7) es Hausdorft
existen Uy, Uy € 7 tales que x; € U;, i = 1,2 y Uy N Uy = 0. Como 1 <5 x5 se tiene que
f{z1,22}) =21 € Uy

ademas como Uy, U; € 7 existe Wi, Wy € 7 tales que x; € W; C U; ¢ = 1,2. Sabemos
que f € Sely(X, ) por tanto, existen Oy, Oy € T tales que {z1, 22} € (O1,0s).

Consideremos V; = W; N Oy, luego {x1,x2} € (V1, Vo) v f({(V1,V2)) C U. Por otra
parte como V; C U; i = 1,2y f((V1,V5)) C U; se tiene que para todo z; € V; i = 1,2,
2 < 2.

(2) = (1) Notemos que f es continua en los conjuntos unitarios de X, pues dado z € X,
y U € 7 tal que f({x}) € U se tiene que {z} € (U) y f((U)) CU.

Consideremos ahora {x1,22} € Fo(X) y sea U € 7 tal que f({x1,22}) = 21 € U.
Como z1 <y w9, por hipdtesis existen Vi, Vo € 7 tales que z; € V; © = 1,2 y para todo
zi€Vii=1,2, 2 <5 2. Luego f((ViNU,V2) N F(X)) CU.

[ |
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Corolario 2.14 Sea < un orden lineal sobre X y 7 la topologia del orden asociada a < .

Si f({x,y}) = min{x,y}, entonces f € Sels(X, 7).

Demostracion: Usaremos el teorema 2.13 para mostrar que f es continua. Sean
x1,ry € X, tales que 1 <y 5. Consideremos dos casos: Si existe z € X, tal que
1 <y z <y Ty se tiene que 1 € (—00,2) € T(L) y 23 € (2,+00) € 7(<). Ademds

para todo z; € (—00,2) y 22 € (2,+00) 21 <5 2.

Si (@1,22) = 0, entonces para todo z; € (—00,x3) y 22 € (21,400) 21 <s 2. Luego

del teorema 2.13 se sigue que f es continua.

Corolario 2.15 Sea (X, T) un espacio Hausdorff y sea f € Sely(X, 7). Entonces
f € Sely(X,T) para toda topologia T en X mas fina que T.

Demostracién: Sean z1,7, € X tales que z7 <y x5, como f € Selo(X,7) por la
proposicion 2.13 existen Vi, V5 € 7 tales que x; € V; © = 1,2 y paratodo z; € V; 1+ = 1,2
21 <f 29.

Como 7 C 7 se tiene que Vi, Vo € 7, de la proposicién 2.13 se sigue que f € Sely(X, 7).

Lema 2.16 Sea (X, 7) un espacio Ty y f € Sely(X, 7). Entonces (—o0,x)<, € T, para
todo x € X.

Demostracién: Sea x € X, consideremos z € (—00,z),. Al ser X un espacio T}, existe

Uerttalque z € Uyx ¢ U. Como f € Sely(X,7)y f({x,2}) = 2z, existen VW € 7
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tales que x € V'y z € W, ademas f((U,W)) C U.

Sea y € W, entonces {z,y} € (V,W). Como f({z,y}) € Uy x ¢ U se tiene que
f({z,y}) = y. Por tanto, y <y x asi y € (—00,)<,. Esto muestra que W C (—o0,z)~,,

por lo tanto (—oo, 7)<, € 7.

[ |
A cada seleccién f € Sely(X), podemos asociar otra seleccién f* : Fo(X) — X
definida por f*({z,y}) = y siy sélo si, f({x,y}) = x. Por consiguiente f*y f generan la

misma familia de intervalos, de esto se deduce la siguiente proposicion.
Proposicién 2.17 Si f € Sely(X), entonces 7y = T«
Demostracion: Se sigue del hecho de que

(2, +00)<, = <_00737)<f* y (z, +OO)<f* = (—00,2)<,

Teorema 2.18 Para un espacio (X,7) 11 y f € Selo(X,7) las siguientes condiciones

son equivalentes:
1. (X, 7) es un espacio Hausdorff.
2. f* e Selo(X, 7).

3. TfCT.

Demostracién:
(1) = (2) Sea (X, 7) un espacio Hausdorff. Como f € Sely(X,7), por el teorema 2.13,

dados x1, 22 € X tales que x1 < x9 existen Vi, Vo € T talesque x; € Vi, 1 = 1,2y 21 <y 29
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para todo z; € V;, 7 = 1,2. Luego xy <y« 1 por tanto, Vi, V, son tales que z; € V;, 7 = 1,2
y 22 =g+ 21 para todo z; € V;, i = 1,2. Por el teorema 2.13 se tiene que f* € Sely(X, 7).
(2) = (3) Supongamos que f* € Sely(X, 7). Por hipétesis (X, 7) es T} luego por el lema
2.16 se tiene que (—00,z)<,.. = (z,+00)<, € 7; ademds como f € Sely(X,7) de nuevo
por el lema 2.16 (—o0,z)<, € 7, para todo x € X. Por tanto, 7y C 7.

(3) = (1) Del teorema 2.11 sabemos que 7 es Hausdorff. Por hipétesis, 74 C 7 de lo cual

se sigue que (X, 7) es un espacio Hausdorff.

Corolario 2.19 Si f € Sely(X,7y), entonces 1 es la topologia Hausdorff minimal que

hace a f continua.

Demostracién: Del teorema 2.11 se sigue que (X, 7¢), es Hausdorff. Luego dada 7 una
topologia tal que f € Sely(X, 7). Sea f € (X, 7), tal que 7 C 74. Queremos ver que 7 = 7y,
del teorema 2.18 se tiene que 74 C 7. Por tanto 7 = 7, con lo cual hemos mostrado que
T es minimal.

Dada f € Sela(X), el teorema 2.18 nos sugiere que la topologia 7¢, podria ser la
topologia minimal tal que f es continua. En general esto no es cierto como veremos mas
adelante. Si en el teorema anterior no suponemos que (X, 7) es un espacio 75, resulta que

es posible que 7 SZ 7 como mostraremos en el ejemplo 2.20.

Ejemplo 2.20 Ezxiste un espacio infinito (X, 7) que es Ty, y f € Selo(X, 7) tal que
(z,+00)<, & T para infinitos puntos de X.

Demostracién: Consideremos el conjunto X = NU{oo}, donde oo ¢ N con 7 la topologia

cofinita. X esta ordenado de la siguiente manera: a N lo ordenamos de la manera usual,
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y © <y oo para todo x € N. Mostraremos primero que (X, 7) es compacto, T} y no es

Hausdorft. En efecto,

1. (X, 1) es compacto:
Sea {A, : @ € L} un cubrimiento de X por elementos de 7. Fijemos o € L, luego
X\ Ay, = {x1,...,2,}, por tanto existen Aq,, ..., Aq, € {Aa : @ € L} tales que
x; € Ag,, i =1,...,n. Luego {A4,, Aays - - -, A, } €s un subcubrimiento finito de X

por elementos de 7, lo cual muestra que X es compacto.

2. (X,7) es Ti:
Sean x1, s € X. Luego V = X \ {z1} € 7, 3 € V y de manera anéloga,
U=X\{a}er, z,€U.

3. (X, 7) no es Hausdorff:
Sean 1, xs € X y supongamos que (X, 7) es Hausdorff, entonces existen V;,V; € 7

tales que z; € V;coni=1,2y Vi NV, = 0.

Ahora como V; € 7, se tiene que

X\Vi=A{x,...,2,}, por tanto Vo C {z1,...,2,} lo cual contradice que V3 € 7.

Consideremos por otra parte, < el orden usual en X. Definamos f € Sel(X) por
f(A) = max< A para todo A € F(X, 7). Mostraremos a continuacién que f € Sel(X, 7).
Notemos que f es continua en los conjuntos unitarios de X, pues dado {z} € F(X, )

y U € 7 tal que f({z}) =z € U, se tiene que {{z}} = ({x}) por tanto,

f({({z}) ={=} CU.

Consideremos ahora A € F(X, 1) diferente de un conjunto unitario de X y sea V' € 7 tal

que f(A) € V, tenemos los siguientes casos:
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1. A=X.
En este caso, f(A) = w. Notemos que A € (V, A). Mostraremos que f((V, A)) C V.
Dado B € (V,A), existe 14 € BNV tal que {x € X : 24 < 2} C V y por
tanto max< B € {r € X : x4 < x}, luego f(B) € {vr € X : 24 <z} C V.
AsE (V. A) C V.

2. A#X.
Entonces A es finito y |A| # 1. Sea x4 = f(A\ f(A)). Consideremos
C={x eV :zs <z}, C también es una vecindad de f(A). Sea

U={{z}UC:2€Ayx <z} U{C}

notemos que U es un cubrimiento finito de A por elementos de 7 tal que ANU # ()
para todo U € U, por tanto A € (U).
Notemos ademds que para cada U € (U) se tiene que U N C # B pues C € (U).

Ademas por la escogencia de x4, f(U) =max<U € C C V.

Asi hemos mostrado que f € Sel(X, 7). Para terminar, sea z € X tal que
0 <2z < w, luego:
(r,+00)s, ={reX v <2} ={s<w:z#1 y mix{z,z} =2} ={z <w:z<x}
Por tanto (z,+00)<, es un conjunto finito, asf (z, +00)<, ¢ 7.

Si en el lema 2.16 suponemos que el espacio (X, 7) no es 717, el siguiente ejemplo nos

muestra que no es cierto que (—o0o, )<, ¢ 7, para todo z € X.

Ejemplo 2.21 Denotaremos por 7; y Tjj_ a las topologias generadas por los intervalos de
la forma (=00, 7)<, y (z,+00)<, con x € X, respectivamente. Notemos que TE Y TJT son

Ty, 7; & 1} y viceversa.
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Consideremos (N, 7;) y sea f{z,y} = minc{z,y}, donde < es el orden usual en N.
Notemos que f € Sely(N,7/"), pues f((a,+00)<,) = <<(a, +oo)<f>) y =y coincide con

<. Luego tenemos que el intervalo (—oo,z)~, ¢ T;_ para todo = € X.
Proposicién 2.22 Sea X un conjunto y f € Sely(X), entonces f € Sely(X, 7).

Demostraciéon: Veremos que

7 (=00,0),) = ({(00.a) <, X)) N Fa(X).

En efecto,

(€) Sea {z,y} tal que f({x,y}) € (o0, a),. Luego,
{Sl?,y} N (_Oova)<f # 0 Yy {Sl?,y} - (_Oo7a)<f UX =X

Por tanto, {z,y} € <<(—oo,a)<f,X>) N Fa(X).

(D) Sea {z,y} € (((—oo,a)<f,X>) N F2(X), por tanto, {z,y} N (—o0,a)<, # 0. Si
{z,y} C (—o0,a)<,, entonces {z,y} € f((—o0,a)<,). Ahora si {z,y} ¢ (—o0,a)<,,
como {z,y} N (—00,a)<, # () se sigue que, min., € (o0, a)<;.

Ast, {z,y} € f7((—00,a)<,).

Sea 7 € Top(f). En resumen podemos decir que:
1. Si 7 es T, entonces 74 C 7.
2. Si 7 es 17, entonces T CT.

Por otra parte, si 77 es discreta, entonces 7 es la tinica topologia 75 en Top(f). Desde este
punto de vista, surgen las siguientes preguntas: ;Cudndo 7; es discreta? y ;jExistird una

topologfa 7 € Top(f) mas pequena que 7, 7.
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Resulta natural preguntarse, si 7, € Top(f) para toda f € Sely(X). Como veremos la

respuesta es negativa.
Ejemplo 2.23 Eziste un conjunto X y f € Selo(X) tal que f ¢ Sela(X, 7y).

Demostracién: Consideremos X = {0, 1} x N con el orden usual, definimos la seleccién

[ Fa(X) — X como sigue:

f{O,n),(1,m)})=(1,m) siysblosim>n+1 yn>1
f{(0,n),(0,m)})=(0,m) para 0<n<m
fH{(1,n),(1,m)})=(1,n) para 0<n<m
f({(0,0),(0,m)}) = (0,0)  para m €N

| fH{(1,0),(1,m)}) = (1,m) para meN

En la figura (2.21)! se ilustra de manera grafica, como es la relacién inducida por esta

seleccidn.
A A
(0,m)s (1,m)
Y
(0,n) 4 (1,m)
Y
Y
(0,0) ¢ ¢ (1,0)
figura 2.21

'En la figura 2.21 las flechas salen del elemento menor y llegan al elemento mayor.
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Notemos que (0,0) y (1,0) son el elemento minimo y maximo respectivamente de X
con la relacion <;. Ademds, todos los posibles intervalos que contienen al punto (0,0),

son de la forma
(=00, (0,n))<, ={(0,0)y U{(0,m) :m >n+1}U{(l,m):m >n} (2.1)

(=00, (L,n+1))<, ={(0,0)U{(0,m) :m>n+1}U{(l,m):0<m<n} (2.2)

Sean m,n € N tales que n < m, tenemos que (0,m) <; (0,n), luego de (2.1) se sigue que

(—OO, (Ovn>><f N (—OO, (Ovm))<f = (—OO, (07 m))<f’
Ademds, tenemos que (1,n) <; (1,m) y de (2.2) se sigue que
(—OO, (17 n))<f N (—OO, (17m))<f = (—OO, (17n))<f-

De esto ultimo se tiene que

(=00, (0,n))<, N (=00, (1,m))<, = {(0,0)} U{(0,m) : m >n+1}.
Por tanto el conjunto
{(0,0)} U{{(0,m):m>n+1}:n €N} (2.3)

forma una base local para el punto (0,0) en la topologia ;.
Para el punto (1,0) tenemos una situacién similar. Las posibles vecindades de dicho

punto son de la forma
((0,n), +00)<, ={(1,0)} U{(0,m) : 0 <m >n}U{(l,m):m=>n+1} (2.4)

(Ln+1),+00)<, ={(1,0)} U{(0,m) :m >n+1}U{(l,m) :m=>n+1}.  (2.5)
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Ademés dados n,m € N tales que n < m tenemos que (0,m) <y (0,n), de esto y de

(2.4) se sigue que

((0,n), +00) <, N ((0,m), +00) <, = ((0,n), +00) ;.
También de (2.5) se tiene que

((1,mn), +OO)<f N ((1,m), +OO)<f = ((1,m), +OO)<f-

Luego
((0,n), +00)<, N ((1,m), +00)<, = {(1,0)} U{(1,m) : m >n+1}.

asi el conjunto

(1,00 U{{(1,m):m>n+1}:neN)} (2.6)

forma una base local para el punto (1,0) en la topologia ;.

Mostraremos que f no es continua en {(0,0), (1,0)}. Por definicién de f sabemos que
f({(0,0),(1,0)}) = (0,0). Consideremos U una vecindad de (0,0), luego de (2.3) se tiene
que U = {(0,0)} U {(0,n) : n > 1}. Veremos que para cualquier vecindad (V,W) de
{(0,0),(1,0)}, se tiene que f((V,W)) € U.

En efecto, supongamos sin perder generalidad que (0,0) € V' y que (1,0) € W. Sea
no € N tal que {(0,n) :n>ne} CV y{(l,n):n>ne} CW. Luego,

{(0,72,0), (1,72,0 + 1)} € <V, W> Yy f({(07n0>7 (1,710 + 1)}) = (1,72,0 + 1) ¢ U.



Capitulo

Selecciones Tf—contl’nuas

En este capitulo supondremos, a menos que se indique lo contrario, que los espacios
de los cuales hablaremos son Hausdorff. Uno de los objetivos de este capitulo es estudiar
cuando una seleccion de dos puntos, es 7y-continua. Por otra parte, los resultados méds
importantes de este capitulo resultan ser los teoremas 3.6 y 3.9, pues estos teoremas nos
dan respuesta a la pregunta de si el conjunto T'op(f) tiene elementos minimales, en el caso
en que el espacio es compacto y también cuando el espacio es conexo. Finalizaremos el
capitulo mostrando un critério de continuidad (respecto a la topologia 7¢), para selecciones

sobre F(X).

3.1. Continuos lineales

El objetivo de esta secciéon, es proporcionar las herramientas necesarias para demostrar
que si 7 € Top(f) es compacta, entonces 7 = 77 (véase teorema 3.6). Seguiremos la

presentacién dada en [7].

Definicién 3.1 Un conjunto X linealmente ordenado, con mas de dos elementos es lla-

mado un continuo lineal st cumple las siguientes condiciones:

31
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1. X tiene la propiedad del supremo (i.e todo conjunto no vacio y acotado superior-

mente tiene supremo).

2. Six <y, entonces existe z € X tal que x < z < y.

Proposicion 3.2 Sea X linealmente ordenado. Si X es conexo, entonces X es un continuo

lineal.

Demostraciéon: Supongamos que X es conexo. Si X no es un continuo lineal, entonces
tenemos dos posibilidades. Primero existen x,y € X tales que (x,y) = ), en cuyo caso
(—o0, z]Uy, +00) es un conjunto abierto-cerrado en X, contradiciendo asi que X es cone-
x0. La segunda posibilidad es que X no tiene la propiedad del supremo, por tanto existe

) # A C X acotado superiormente tal que sup(A) no existe.

Sea B = {x € X : = es cota superior de A}. Notemos primero que B no tiene elemento
minimo, pues de ser asi tendriamos que existe sup(A). Por otra parte, tampoco existe
inf(B), pues si suponemos que « = inf(B), a ¢ B (de ser asi « seria sup(A)).

Por tanto a no es cota superior del conjunto A, de lo cual se sigue que existe a € A
tal que a < a. Ahora por definiciéon de infimo, existe b € B tal que a < b < a, lo cual

contradice que « es el infimo de B.

Consideremos ahora para cada a € A y para cada b € B los intervalos (—oo,a) y

(b, +00) los cuales son abiertos ya que X es un espacio linealmente ordenado. Por tanto,

U= U(—oo,a) y V= U(b,—l—oo)

acA beB

son conjuntos abiertos. Veamos que U UV = X, basta ver que X C UU V. En efecto, sea

x € X luegox € B6x € X\ B. Siz€ B, entonces como B no tiene infimo existe b € B
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tal que b < z. Por lo tanto = € (b,4+00) C V. Ahora si x ¢ B se sigue que = no es cota
superior del conjunto A, por tanto existe a € A tal que x < a. Luego = € (—o0,a) € U y
asi X =UUV.

Mostraremos ahora que U NV = (); en efecto, consideremos x € V N U luego, existen
a€ Aybe Btales que z € (—00,a) y z € (b,4+00) de lo cual se sigue que z < ay b <z
y al ser X un espacio linealmente ordenado, se tiene que b < x < a contradiciendo asi que
b es cota superior del conjunto A. Por tanto, VN U = (.

Hemos mostrado asi que U U V' es una desconexion del espacio X, lo cual contradice

que este es conexo. Por lo tanto, X es un continuo lineal.

Proposicion 3.3 Sea X un conjunto linealmente ordenado que tiene la propiedad del
supremo. Entonces cada subconjunto cerrado y acotado de X con la topologia del orden

es compacto.

Demostracion:

Mostraremos primero que los intervalos [z, y], son compactos. En efecto,

Paso 1. Dados a < b, y A un cubrimiento de [a, b] por conjuntos abiertos en [a, b] con
la topologia relativa (que es la misma que la topologia del orden). Queremos mostrar que
existe un subcubrimiento finito de A que cubre a [a, b]. Primero notemos que si x € [a, b],
distinto de b, entonces existe un punto y > x de [a, b] tal que el intervalo [x,y] se puede

cubrir a lo sumo con dos elementos de A. En efecto,

Si x tiene un inmediato sucesor en X, llamémoslo y, entonces [z, y] contiene unica-
mente a los puntos x e y, y por tanto, se puede cubrir a lo sumo por dos elementos de A.

Ahora si x no tiene un inmediato sucesor en X, elijamos A € A, tal que z € A. Como
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x # by A es abierto, A contiene un intervalo de la forma [z, ¢), para algin ¢ € [a, b]. Sea

y € (z,c); entonces A cubre al intervalo [z, y].

Paso 2. Sea C el conjunto de todos los puntos y > a de [a, b] tales que el intervalo
la, y] puede ser cubierto por un ntimero finito de elementos en 4. Ahora aplicando el Paso
1 al caso x = a, vemos que existe al menos un punto y verificando tal condicién, luego C
no es vacio y claramente C' es acotado superiormente. Sea ¢ el supremo del conjunto C'

(el cual existe porque X tiene la propiedad del supremo); entonces a < ¢ < b.

Paso 3. Veremos que ¢ € C, es decir, veremos que el intervalo [a, c| se puede cubrir
por una cantidad finita de elementos en A. Sea A € A, tal que ¢ € A. Como A es abierto,
este contiene un intervalo de la forma (d, ¢|) para algin d € [a,b]. Si ¢ ¢ C, existe z € C
tal que z € (d, ¢) pues si no, d seria una cota superior de C' mas pequenia que ¢ (como se

indica en la figura 3.7.1).
Como z € C, el intervalo [a, z| se puede cubrir por un ntimero finito de conjuntos de
A, digamos n. Ahora [z,¢] C A, por tanto, [a,c] = [a, 2] U [z, ¢] se puede cubrir por n + 1

elementos en A. Asi, c € C.

\Z \y a
Figura 3.7.1 Figura 3.7.2

Paso 4. Finalmente, vamos a demostrar que ¢ = b con lo cual terminamos la demos-

tracion. Supongamos que ¢ < b. Aplicando el Paso 1 al caso = ¢, concluimos que existe
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un punto y > ¢ de [a, b] tal que el intervalo [c, y] puede ser cubierto por un nimero finito
de elementos de A (como se indica en la figura 3.7.2).

Hemos probado en el Paso 3 que ¢ € C, por lo que [a, c] puede ser cubierto por un
nimero finito de elementos de A. Por tanto, el intervalo [a,y] = [a, c] U [¢, y] también se
puede cubrir por un nimero finito de elementos en A, asi y € C', contradiciendo el hecho
de que c es cota superior de C.

Sea ahora A € F(X) y acotado digamos por M, luego A C [—M, M]. Como [—M, M]

es compacto y A es cerrado se tiene que A es compacto.

Notemos que esta proposiciéon también es cierta, si en lugar de considerar la propiedad
del supremo, consideramos la propiedad del infimo, pues estas propiedades son equivalen-

tes.

Proposicién 3.4 Sean (X, 1) y (Y, p) espacios topologicos. Consideremos f : X — Y
una biyeccion continua, supongamos que X es compacto yY es Hausdorff, entonces f es

un homeomorfismo.

Demostracién: Basta ver que f~! es continua, para lo cual veremos que f es cerrada.
En efecto, sea A C X cerrado, al ser X compacto se tiene que A es compacto y al ser f
continua, f(A) es compacto. Ahora como Y es Hausdorff y f(A) C Y, se tiene que f(A)
es cerrado.

Corolario 3.5 Sean 7 y 7o dos topologias sobre un conjunto X, tales que 71 es mas
fina que 5. Si el espacio (X, 1) es compacto y (X, 1) es un espacio Hausdorff, entonces

T = T2.
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Demostracién: La funcién identidad es una biyecciéon continua de (X, 1) en (X, 72),

luego del teorema anterior se sigue que esta es un homeomorfismo.

3.2. Selecciones en espacios compactos

Teorema 3.6 Sea (X, 7) un espacio compacto, y sea f € Sely(X, ). Entonces, 7s =T y

en particular, f € Sely(X, 7).

Demostracién: Sabemos del teorema 2.11 que (X, 77) es Hausdorft, ademds como (X, 7)
es Hausdorff tenemos del teorema 2.18 que 7 es mas fina que 7;. Por tanto, del corolario

3.5 se sigue que 75 = T.

Proposicién 3.7 En un espacio (X, <) con elemento mdzimo y minimo, ademds lineal-
mente ordenado y con la propiedad del infimo, la seleccion definida por f(A) = min(A),

para A € F(X), es continua con la topologia del orden 7(<).

Demostraciéon: Mostraremos primero que f esta bien definida. En efecto, sea

A € F(X) luego de la proposicion 3.3 (recordemos que las propiedades de supremo e
infimo son equivalentes, por eso podemos hacer uso de la proposicién 3.3), se sigue que A
es compacto. Ahora como X tiene elemento minimo, A es acotado inferiormente y como
X tiene la propiedad del infimo, existe inf(A) = a. Mostremos que o € A. Supongamos

que a ¢ A, y consideremos

A={(a,+00). :a € A}.
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Notemos que A es un cubrimiento de A, por abiertos de 7(<). Como A es compacto,

existen aq,...,a, € A tales que

O (a;, +00) <

Denotemos por p al min{ay, ..., a,}, Luego como « ¢ A existe b € A tal que

a < b < p, de lo cual se concluye que

n

A¢ U(ai,+oo)<.

i=1
Por otra parte, al ser < un orden lineal, los intervalos (a,b)< forman una base para la
topologia del orden. Ademads, si X tiene elemento minimo m, agregamos los intervalos
[m, b)<. De manera andloga, si X tiene maximo M agregamos los intervalos de la forma

(a,M]S.

Veremos primero que

1 ((a, b)g) € 1. Donde = 7,(r(<)). Mostraremos que

7 ((a,0)<) = ({(a.b)<, (0, +00)<)) = D €
En efecto,

(C) Sea A € f7'((a,b)<), luego a < min(A) < b por lo tanto, AN (a,b)< # 0y
AN (a,+00)< # (. Ademds como a < min(A) se sigue que

A C (a,+00)< = (a,+00)< U (a,b)<

Por lo tanto, A € D.

(D) Sea A € D, luego AN (a,b)< # 0, AN (a,+00)< # 0 y también A C (a,+o00) de
esto se sigue que a < min(A) y como AN (a,b)< # () existe y € AN (a,b)<, tal que
a < min(A4) <y < b. Por tanto, a < min(A) < b, ast A € f~*((a,b)<).
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Como X tiene elemento minimo m, se tiene que,

F7H(Imb)<) = ((Imsb) <, Im, +o0)<) ) €

Y como X tiene elemento maximal M,

77 (@ M)) = (@, M)<)) €

Lema 3.8 Sea Y un conjunto linealmente ordenado, con la topologia del orden. Sean

f,9: X =Y continuas, entonces el conjunto {x € X : f(z) < g(z)} es cerrado en X.

Demostracién: Sea A = {z € X : f(z) < g(z)} y mostremos que A C A. Razonemos
por el absurdo, si existe a € A\ A, entonces al ser < un orden total se tiene que f(a) > g(a);
de donde obtenemos que a € f~(g(a), +o0) y a € g~} (—o0, f(a)).

Siendo f y g continuas y (g(a),+00) y (—o0, f(a)) abierto en Y obtenemos que
fHg(a),+o0) y g7'(—o0, f(a)) son abiertos en X.

Como a € f~Y(g(a), +o0) N gt (—o0, f(a)) y a € A, se tiene que

Fg(a), +00) N g~ (—o0, f(a)) N A # 0.

Sea b € f~1(g(a), +o0) Mg~ (—o0, f(a)) N A # 0, luego

gla) < f(b), g(b) < fla) y f(b) < g(b).
En consecuencia
gla) < f(b) < g(b) < f(a).

De esta ultima desigualdad y del hecho de que la relacion < es transitiva obtenemos que

a€ fH(g(b),+00) Ng ' (—o0, g(b)).
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Por tanto, a € f~!(g(b), +00) N g~ (—00,g(b)) N A # (. Fijemos z en el tltimo conjunto,

luego se sigue que

g(b) < f(z), g(2) <g(b) y f(2) <g(2) (3.1)

Y por tanto, g(z) < f(2) lo cual contradice (3.1). Asi, A C A.

3.3. Selecciones en espacios conexos

El siguiente resultado es similar al teorema 3.6, pero para espacios conexos.

Teorema 3.9 Sea (X, 7) un espacio conexo, y f € Selo(X, 7). Entonces (X, 7¢) es cone-

zo. En particular, <y es un orden lineal en X y f € Sely(X, 1y).

Demostracién: Si (X, 7f) no es conexo, entonces existe un conjunto U abierto-cerrado en
(X, 7¢) no trivial, pero como (X, 7) es Hausdorff se tiene que 74 C 7 por tanto, U también
es un conjunto abierto-cerrado en (X, 7) contradiciendo que este espacio es conexo. Por
ultimo, si la relacion < no es un orden lineal en X, entonces < no es transitiva, luego
de la proposicién 2.10 se sigue que (X, 7s) posee un conjunto que es abierto-cerrado,
contradiciendo que (X, 7¢) es conexo. Por otra parte notemos que f({z,y}) = min{x, y},
ademds 7; coincide con la topologia del orden. Luego del corolario 2.14, se sigue que
f e Sela(X, 7¢).
[ |
Notemos que de este teorema y del corolario 2.19, se obtiene que si (X, T) es conexo,
entonces 7y es el minimo de Top(f). Por otra parte, el siguiente teorema establece una

posible realacion entre los teoremas 3.6 y 3.9.
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Teorema 3.10 Sea f € Sely(X), tal que (X, 77) es conexo. Entonces, para todo x,y € X,

tal que x =Xy, el intervalo
[z,y]<, ={z€eX:2 =222y}
es Tr-compacto.

Demostracién: De la proposicién 2.10 se sigue que < es un orden lineal en X. Note-
mos ademds que 7y coincide en este caso con la topologia del orden 7(=<y). Al ser (X, 7y)
conexo, de la proposicién 3.2 se tiene que (X, 7¢) es un continuo lineal. Por tanto (X, 7y)
tiene la propiedad del supremo, luego del teorema 3.3 se sigue que [z, y|< ; €s compacto

para todo x <y y en X.

Teorema 3.11 Sea f € Sely(X) tal que (X, 7¢) es conexo. Si h € Sel(X,7y), entonces
Mgyy = F 0 gy = 17

Demostracién: Notemos que dado {z,y} € F5(X), se tiene que h({z,y}) = f({z,y})
6 h({z,y}) = f*({z,y}), ademds como (X, 7) es conexo de la propocién 2.10 se sigue
que =y es un orden lineal, de lo cual se deduce que 74 coincide con la topologia del orden
7(=s). En particular, f € Sely(X, 7).

Supongamos que

V={zy}:h{z,y}) = f{zyh)} 720 y W= {z,u}: h{z,y}) = f*({z,91)} # 0

Del lema 3.8 se sigue que V' y W son cerrados en Fy(X), respecto a la topologia de
Vietoris asociada a 7y. Pero también se tiene que V' y W son abiertos, pues X \ V =W
el cual es cerrado y por la misma razén W es abierto. Pero W UV C F,(X), siendo éste

un abierto-cerrado se tiene que F5(X) no es conexo, lo cual es una contradiccion pues del
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teorema 1.10 se tendria que (X, 7¢) no es conexo. Asi concluimos que V. =06 W = (.

[ |
De esta proposicion se deduce que si el espacio es conexo, basicamente pueden existir

solo dos selecciones de dos puntos continuas: la seleccién max., y min., .

Lema 3.12 ([6]) Sea (X, T) conexo, entonces:

1. Si para algin n > 2 fijo, existe una seleccion f : F,(X) — X continua, entonces

f(E) es el primer (<¢) elemento de E para todo E € F,(X).

2. Si existe f € Sel(X,T), entonces f(E) es el primer (<) elemento de E, para todo
E e F(X).

Demostracién: Seguiremos la demostraciéon dada en [6].

1. Sea B € F,,(X) y z,y € B tales que <7 y. Consideremos
C={F € Fu(X): f(EU{z,y}) =y}

Mostraremos que tanto C como F,(X) \ C son abiertos. Por el teorema 1.10 sabemos que
Fu(X) es conexo y como {x,y} € F,(X)\C, se sigue que C = ) y por tanto, f(B) # .

Con esto quedaria demostrado 1. En efecto,

a) F,.(X)\C es abierto:
Sea £ € F,(X)\C. Entonces, f(FU{z,y}) = 2z # y. Como (X, 1) es Hausdorff,
podemos considerar U una vecindad de z tal que y ¢ U. Luego como f es continua,
existe V' = (Vq,..., Vi) una vecindad de EU{x,y}, tal que f(VNF,(X)) CU. Sea
W la vecindad generada por aquellos V; que son vecindad de algtin elemento de E.

Notemos que E € F,(X)NW, ademéas como los unicos V; que no son generadores de
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W son vecindades de x o y, tenemos que si F' € F,(X)NW, entonces FU{z,y} € V
y por tanto, f(F U {x,y}) € U. Luego f(F U{z,y}) # y, de lo cual se sigue que
F e F.,(X)\C. Por lo tanto, F,,(X)NW C F,(X) \ C.

b) C es abierto:
Sea F € C. Entonces f(E U {x,y}) = y. Consideremos U, O € T tales que y € U,
[EU{z,y}\{y}] CO y ONU = (. Luego de la continuidad de f se sigue que existe
una vecindad V' = (V4,..., Vi) de EU{z,y} tal que f(V NF,(X)) CU. Sea
W = (Wy,...,W;) como en a). Consideremos los siguientes casos:
i)y ¢ E. En este caso tomamos W* = (W1 NO,...,W;NO). Luego de la escogencia
de O y W*, se sigue que £ N (W; NO) # 0 para i < j. Ademds £ C {J,.;(W:NO).
Por tanto, £ € W*.
i) ye E.Aqui W*= (W1 nO,....W;N0,V;),donde y € Vs y

Vs € {V; i < k}. Por el mismo argumento hecho en i) se tiene que £ € W*.

Por otra parte, tenemos que si F' € F,(X) N W*, entonces F U {z,y} € V. Por
tanto, f(F U {x,y}) € U de esto se sigue que f(F U{z,y}) =1y, asi F € C.

2. Sea E € F(X) y supongamos que f(E) =y. Siy no es el primer (=) elemento de E,
entonces existe € E tal que v <y y. Luego W = {t € X : x <y t} es una vecindad de y.
Ahora como f es continua, existe V' = (Vi, ..., V) una vecindad de E tal que f(V) C W.
Fijemos z; € Vi, con i <k. Sea F' = {x; : 1 <k}, como £ € V, se tiene que £ C {J;,. Vi
Por tanto, podemos suponer sin perder generalidad que € F. Luego f(F) = z € W,
por tanto,z # x 'y © <y z. Como f € Sel(X, ), se tiene que f‘fk(x) € Sel(X, ), ademas
como F' € Fi(X) se sigue de I que z <y z, lo cual es una contradiccién.

Definicién 3.13 Sea f € Sely(X), diremos que x € X es un punto <s-extremo, si para

todo y € X se tiene que v <y y 0 bieny = x.
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Teorema 3.14 Sea f € Sely(X) tal que (X, 7¢) es conexo. Entonces, Sel(X,7¢) # 0 si,

y solo si, (X, 7y) tiene un punto <g-extremo.

Demostracion:

=) Sea h € Sel(X, 7). Del teorema 3.11 se sigue que
(=) f g

Moy = F 0 Mgy = 17

Supongamos que hj, ., = f. Luego, del lema 3.12 se tiene que h([z,+00)<,) = x, para
todox € X y h(X) =min., X, por tanto X tiene un punto <s-extremo. Notemos ademés
que si by, ., = f*, entonces h(X) = max<, X.

(<) Supongamos ahora que X tiene un punto < s-extremo, sin perder generalidad supon-
gamos que es el min, X. Entonces del teorema 3.10 y de la proposicién 3.7, se tiene que
para todo F' € F(X,7y) existe min,, F'. Definimos A(F) = min, I, F' € (F(X),7y); la
cual por la proposicion 3.7 es 7« ,)-continua.
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