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INTRODUCCION

En la teoria general de sistemas dindmicos unidimensionales se estudian modelos donde
aparecen conjuntos transitivos que, en la mayoria de los casos, son conjuntos de Cantor
sobre R. Un caso muy estudiado es la familia logistica f,(r) = px(l — z), la cual es

diferenciable. Observemos que esta familia no es inyectiva ni sobreyectiva.

El propédsito de este trabajo es estudiar los 2 tipos de Dindmica posibles en la recta
real R. Vamos a mostrar que las aplicaciones Tienda, presentan en comportamiento cadtico
para parametros mayores que 2, también mostraremos qué tipo de funciones no presentan

un comportamiento cadtico, particularmente los homeorfismos.

En este trabajo mostraremos un ejemplo muy sencillo de una funcién que no es lineal

y que presenta un comportamiento cadtico.



cAPiTuLo 1

PRELIMINARES

En este capitulo introduciremos algunos conceptos basicos de sistemas dinamicos dis-

cretos unidimensionales.

A lo largo del texto, f : R — R denotard una funcién continua. Eventualmente f

estard definida en un intervalo abierto de R.

Definicién 1 La orbita positiva de x respecto a f es el conjunto
O (z) = {z,f(2), f*(2),..., ["(2),...} = {f(x) 1 j EN}.
Si f es invertible, entonces la orbita negativa esta definida por
O (z) = {z, [ (2), f*(@),....f"(@),..} = {f7(x) :j €N}

Definicién 2 » Un punto p es punto fijo de f si satisface que f(p) = p. El conjunto

de todos los puntos fijos lo denotaremos por Fix(f).

= Un punto p es un punto periddico de periodo n si f"(p) = p y f(p) # p para

0 <j<mn.Sipesun punto periddico de periodo n, la drbita positiva de p, OF(p),
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

es llamada drbita periddica y OF(p) = {z, f(x), f2(x),..., [ (z)}. El conjunto de

todos los puntos periddicos lo denotaremos por Per(f).

= Un punto p es eventualmente periodico o preperiodico de periodo n si existe m > 0 tal
que

it (p) = fi(p) para j > m. Entonces f’(p) es periddico para j > m.

Ejemplo 1.1 Consideremos f : R — R tal que f(z) = —a3. Ver figura 1.1 . Notemos que
f es un homeomorfismo decreciente. El unico punto fijo de fes x = 0 y f tiene 2 puntos

periddicos de periodo dos: 1y -1, en efecto f(1) = -1y f(—1) =1.

Figura 1.1: Gréfica de la funcién f(z) = —a3

Proposicion 1.1 Sea f : R — R una funcion continua. Si para un punto xo la orbita

f(zo) es una sucesion mondtona y acotada entonces f7(xy) converge a un punto fijo.

Demostracién: Sea xy € R. Por hipétesis, f7/(xg) es una sucesién mondtona y acotada,

por lo tanto, converge a un punto p. Como f/(zy) — p cuando j — oo, y como f es
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continua tenemos que f(f7(xy)) = f/™(zy) — f(p) cuando j — oo. Luego, por unicidad

del limite, f(p) = p, por lo tanto p es un punto fijo de f. [ |

Definicién 3 Sea p un punto periddico de periodo n. Un punto x es positivamente asintdtico

a p silim; o f™(x) = p. El conjunto estable de p es definido como

Wi(p) = {x : x es positivamente asintético a p}.

St f es invertible, entonces un punto x es negaltivamente asintotico a p si
lim, . o f™(x) = p. Si fno es invertible entonces decimos que q es negativamente asintético
a p si existen sucesiones qj, p; con j € {...,—n,...,—1,0} tales que py = p,
w0 = q f(p;) = piv1, @) = ¢ y g —pil — 0 cuando j — —oo. El conjunto

iestable de p es definido como

Wi(p) = {x : x es negativamente asintdtico a p}.

1.1. Puntos Fijos Hiperbdlicos
En esta seccién, f: R — R es C! en un entorno de p donde p € Fiz(f).

Definicién 4 Sea p un punto fijo. Diremos que p es un punto fijo hiperbélico si | f'(p)| # 1.
Si |f'(p)| < 1, decimos que p es un punto fijo atractor. Si |f'(p)| > 1, decimos que p es un

punto fijo repulsor.

Proposicién 1.2 Sea p un punto fijo hiperbolico. Si p es atractor, i.e |f'(p)| < 1, entonces
existe un intervalo abierto U con p € U tal que V¥V x € U, lim,,_., f"(x) = p. De hecho,

VaeeU f(x)#ux.
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Demostracién: Sea p atractor. Como f’ es continua en un entorno de p, exite § > 0 tal

que |f'(z)] < A <1 para x € [p—d,p+ d]. Por el Teorema de Valor Medio,
[f(x) = f(p)] = [f(z) —pl < Az —p| <[z —p[ <4,
entonces f(z) C [p — d,p + J]. Analogamente, tenemos que
|f"(x) = p| < A"z —pl.
Por lo tanto, f™(x) converge a p cuando n — oo |

Proposicién 1.3 Si p es repulsor, i.e |f'(p)| > 1. Entonces eziste un intervalo abierto U

conp €U tal queV x € U —{p}, 3 k>0, tal que f*(z) ¢ U.

Demostracién: Sea p un punto fijo repulsor, i.e. |f'(p)| > 1 . Como f’ es continua en
un entorno de p, exite § > 0 tal que |f'(z)| > A > 1 para x € [p— 4§, p+ J]. Por el Teorema
de Valor Medio,

[f (@) = f(p)] = [f(x) = p| = Alz = p]

Como f es lipschitziana y A > 1, entonces f no puede tener puntos fijos.

Como \™ — oo cuando m — oo
b

/(@) =pl = Az —p| Vn €N,
existe un k € N tal que | f*(z) — p| € |z — p|, como querfamos. |

Definicién 5 Un punto z es un punto w-limite de p si existe una sucesion ny que tiende

a infinito cuando k tiene a infinito y tal que

limy oo [ f™*(p) — x| = 0.
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El conjunto de todos los puntos w-limite de p es llamado conjunto w-limite de p y lo

denotaremos por wg(p).

Si f es invertible, diremos que x es un punto a-limite de p si existe una sucesion ny

que tiende a menos infinito cuando k tiene a infinito y tal que

limy oo [ (p) — | = 0.

El conjunto de todos los puntos a-limite de p lo denotaremos por ag(p).

Ejemplo 1.2 §i z es un punto periddico de periodo n, entonces , el conjunto w-limite de

z, w(z), es la orbita de x, es decir wy(x) = OF (z).

Definicién 6 Un conjunto A C R es positivamente invariante si f(A) C A. Un conjunto
A C R es negativamente invariante si f~'(A) C A. Un conjunto A C R es invariante si

F(A) = A.

Observacion: Que un conjunto A sea invariante no implica que A sea negativamente
invariante,ya que puede existir un = ¢ A tal que f(x) € A; pero si f es invertible y A es

invariante se tiene que A es negativamente invariante.

Proposicion 1.4 Si A C R es cerrado y positivamente invariante, y x € A entonces

w(z)r C A.

Demostracién: Sea z € A. Como A es invariante, f"(z) € AV n € N. Como A es

cerrado, A tiene todos sus puntos limites, por lo tanto ws(x) C A. |

Definicién 7 Un conjunto A es minimal bajo f si:

(i) A es un conjunto cerrado, no vacio e invariante, y
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(ii) Si B es un conjunto cerrado, no vacio e invariante de A, entonces B=A.

Proposiciéon 1.5 Sea A C R un subconjunto compacto no vacio. Entonces A es minimal

siy solo si wp(x) =AV x € A.

Demostracién: Supongamos que A es minimal bajo f. Como A es cerrado e invariante,
VaoeA wi(r) CA Como A es compacto, ws(z) es un conjunto no vacio invariante de

A. Como A es minimal, se tiene que wy(z) = A.

Supongamos que wg(r) = AV x € A. Supongamos que B es un conjunto no vacio,

cerrado e invariante y B C A. Si z € B, entonces ws(z) C B C A, por lo tanto A = B.

Definicién 8 Un punto p es no-errante si para cada vecindad U de p existe n € N tal
que f"(U)NU # 0, es decir, 3 x € U tal que f™(x) € U. El conjunto de todos los puntos
no-errantes lo denotaremos por Q(f).

1.2. Conjugacion Topoldgica

Definiciéon 9 Sean f: A — A y g : B — B dos funciones continuas. Decimos que f 1y g
son topologicamente conjugados si existe un homeomorfismo h : A — B tal que hof = goh.

El homeomorfismo h es llamado conjugacion topoldgica.

Sean f y g dos funciones continuas. Diremos que f ~ ¢ si f y g son topolégicamente

conjugados.
Proposicion 1.6 La relacion f ~ g es una relacion de equivalencia.

Demostraciéon:
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= ~ es reflexiva:
Sea f : A — A una funcién continua y I : A — A tal que I(z) = x la funcién
identidad, por lo tanto I es un homeomorfismo. Como fol = 1o f, se tiene que f es

topologicamente conjugado consigo mismo, por lo tanto f ~ f.

= ~ es simétrica:
Si f ~ g entonces 3 h un homeomorfismo tal que ho f = go h. Como h™! es un

homeomorfismo, se tiene que h=' o g = f o h™!, por lo tanto g ~ f.

m ~ es transitiva:

Supongamos que f ~ gy g~ F. Luego 4 h, H homeorfismos tales que

hof = goh (1.1)
Hog = FoH. (1.2)

Luego, componiendo (1.1) con H se tiene que H o ho f = H o g o h. Luego, de (1.2)
tenemos que Hoho f = Fo H oh. Como H oh es un homeomorfismo, se tiene que

f~F. .

Proposicién 1.7 Sean f: A — A yg: B — B funciones continuas. Supongamos que f

es topologicamente conjugado con g. Entonces:
1. f tiene una orbita periddica si y solo si g tiene una orbita periddica.
2. Per(f) = Per(g).
3. Per(f) es denso en A si y solo si Per(g) es denso en B .

4. [ tiene una orbita densa en A si y solo si g tiene una orbita densa en B.
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Demostraciéon: Como f y g son topolégicamente conjugados, existe un homeomorfismo

h:A— B talque hof=goh.

1. Supongamos que f tiene una drbita periddica, i.e. 3 z € A tal que f"(x) = = para
algin n. Veamos que ¢ tiene una érbita periddica de periodo n. Como ho f™* = g"oh,
se tiene que h(z) = h(f"(x)) = g™ (h(x)), por lo tanto h(x) es punto periédico de
periodo n de g. Como h™' o g = foh™!, si g tiene una érbita periédica de longitud
n, entonces, analogamente al caso anterior, f tiene una orbita peridédica de periodo

n.

2. Por el caso anterior, V x € Per(f), h(z) € Per(g) yV x € Per(g), h7'(x) €
Per(f), por lo tanto Per(f) = Per(g).

3. Supongamos que Per(f) es denso. Veamos que Per(g) es denso. Sea x € B, luego
Jh(z) € A. Como Per(f) es denso,V§ > 03y € Per(f) tal que |h~(z) —y| < 4.
Tomemos §; > 0 tal que si |[h~!(z) — y| < §; entonces |z — h(z)| < e. Como h(z) €

Per(g) por la parte 1, se tiene que Per(g) es denso.

4. Supongamos que f tiene 6rbita densa, O (z). Veamos que O (h(x)) es una 6rbita
densa por g. Sea ¢ > 0y #; € B. Como h es sobre, 3 h~'(x;) € A. Como O (z)
es densa,V § > 0 3 k > 0 tal que |f*(x) — h™1(x1)| < § . Tomemos &; > 0 tal que
\h(f*(z)) — 21| <€ si|ff(x) —h71(z1)| < &1, el cual existe porque h es continua.
Como h(f*(z)) € Ot (h(x)), se tiene que dicha érbita es densa, como querfamos. El

otro caso es analogo. [ |

1.3. Conjunto de Cantor

Definiciéon 10 Un conjunto A es totalmente disconezxo si cada componente conexa es un

punto. Un conjunto A es nada denso si el interior de la clausura de A es vacio, i.e.
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intA = 0. Un conjunto A es perfecto si cada punto p en A es punto limite de puntos

qn € A con g, # p.

En R un conjunto es nada denso si y solo si es totamente disconexo. Esta afirmacion

estd demostrada en [3].

Definicién 11 Un conjunto A es llamado conjunto de Cantor si:

(i) A es totalmente disconezo,
(ii) es perfecto,

(iii) es compacto.

1.4. Caos

Definicién 12 Sea I un intervalo. Una funcion f : I — I decimos que es topoldgicamente

transitiva si para cualquier par de subconjuntos abiertos U,V C I existe k > 0 tal que

UV £0.

Esto quiere decir que, si f es transitiva, entonces no podemos separar la dindmica en

dos conjuntos abiertos disjuntos.

Notemos que si f tiene una orbita densa, entonces f es topoldgicamente transitiva. El

reciproco también es cierto.

Definicién 13 Una funcion f : I — I tiene sensibilidad en las condiciones iniciales si

existe € > 0 tal que para cualquier x € I y cualquier entorno U de z existe y € U yn > 0

tal que [f"(x) = f"(y)| > e

Definicién 14 Sea I un conjunto. Una funcion f: I — I es cadtica en I si
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(i) f tiene sensibilidad en las condiciones iniciales.

(ii) f es topoldgicamente transitiva.

(iii) Per(f) es densa en I

1.5. La Familia Logistica

En esta seccion describiremos la dinamica de la familia logistica, la cual definiremos a

continuacion:

Sea F, : R — R tal que F,(x) = pz(l —x) , donde ¢ > 0, es llamada la familia
logistica. Ver grafica 1.2.

Figura 1.2: Grafica de F),

Notemos que F), es un polinomio, en particular F), es continuamente diferenciable y
Fl;(x) = p — 2px. Los puntos criticos de F), satisfacen la siguiente ecuacién :
F(r) = p(l —2r) = 0, por lo tanto el tnico punto critico es * = 1/2. Como

F(r) = —2u # 0 Vz € R, tenemos que x = 1/2 es un méximo y F,,(1/2) = p/4.

Para encontrar los puntos fijos de F,, basta con resolver la ecuacién

x = px(l — p), por lo tanto, los puntos fijos de F), son 0y p, = %1, en efecto, F),(0) =0
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v Eulpn) = p(55) (1= (47) = 55 = pu.

Observemos que, para p # 1, ambos puntos fijos son hiperbdlicos pues [F},(0)] = |u|
y |F,(pu)l = | —2(p — 1)| = |2 — p|. Ademds, 0 es atractor si 0 < p < 1y repulsor si
1 <p<3;p,esatractorsil <pu <3 yesrepulsorsiO<pu<1lyp>3.

Proposicién 1.8 Supongamos que pu > 1. Si x ¢ [0,1] entonces F}(x) — —oo cuando

j — 00.

Demostracién: Si x < 0 , entonces pz — pz?

< z, luego F,(z) < z. Por lo tanto,
0> x> F,(r) > ... > F}(r) es una sucesién decreciente. Si F} fuese acotada, esta
convergeria a un punto fijo negativo, pero no existe tal punto, por lo tanto F p 00

cuando n — 0.
Siz > 1, entonces F,(z) <0y Fj(x) = F] ' (Fu(x)) — —oo cuando j — oo. [

Observacién: Como consecuencia de esta proposicién tenemos que Q(F),) C [0, 1].

Proposicién 1.9 Supongamos que 1 < < 3. Si x € (0,1) entonces Fg(x) — pu cuando

n — 00.
Demostracién:

1. Consideremos 1 < p < 2. Ver figura 1.3 Luego, F},(1/2) = p/4 < 1/2, y p, =

"T_l < 1/2. Por el Teorema de Valor Medio, F,(z) > = V z € (0,p,), y como
F), es estrictamente creciente en este intervalo, se tiene que F}}(z) es una sucesién
creciente y acotada, entonces, por la proposicién 1.1, converge a p,,. Para x € (p,, 1/2]
la funcién es estrictamente creciente y Fy,(z) < z V z € (0,1/2], entonces, F}}(z)
es una sucesién decreciente y acotada, por lo tanto converge a p, . Por tltimo, si
r € (1/2,1) , F(x) € (0,1/2) , luego, por los casos anteriores , F'(x) — p, cuando

n — oQ.

2. Supongamos que 2 < p < 3. Notemos que p, > 1/2. Ver figura 1.4.
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0 Py 3 N

Figura 1.3: Ejemplo de F), para 1 < p <2

= Consideremos el intervalo [1/2, p,]. Como F7?(x) es mon6tona en [1/2,p,], para

encontrar la imagen, es suficiente determinar las iteraciones de los extremos:

F2([11/2,p4]) = Ful[pus 11/4]) = [(p/4) (1 = (11/4), )]

Queremos mostrar que esta imagen esta contenida en [1/2, ],
plp/HA — (/4 > 1/2 6 p* —4p> +8 = (p—2)(0* —2p —4) < 0.
Las raices de u? — 2u — 4 son 1 £+/5, por lo tanto p? — 2u — 4 < 0 para pu < 3.
Como p — 2 > 0 para u < 3, el producto de estos factores es negativo, como
deseamos. Asi, F2(1/2) = p(u/4)(1 — p/4) > 1/2'y F*([1/2,p.]) € [1/2,p,).
Notemos que los tinicos puntos fijos de F; son 0 y p. Como F7(1/2) > 1/2, se
sigue que p, > F7(x) > 2 para 1/2 < 2 < p. Por lo tanto, todos los puntos
en el intervalo [1/2, p,] convergen bajo iteracién por F;. Como |F},(p,)| < 1, se

sigue que todos estos puntos convergen a p, bajo iteracién por F,.

» Ahora, sea p, = 1/ < 1/2, entonces F,,(p,) = pu, Fu([Dp, 1/2]) = F.([1/2, p,])
y Fi([p], 1/2]) C [1/2,p,). Asi, V z € [p,, 1/2],Fl’}(x) — p,, cuando n — 0o por

lo mostrado en el caso anterior.

= Siz e (py, 1), entonces F,(z) € (0,p,) y por lo tanto las iteradas convergen a
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Pu ]

1 1
3 bw

Figura 1.4: Ejemplo de F), para 2 < p <3

Pu-

Para p = 3, F}, tiene 2 puntos periédicos de periodo 3 y cuando p — 4, F), la longitud

de orbitas aumentan y para u = 4, F), tiene orbitas periddicas de todos los periodos.

Notemos que para p = 4, el maximo de F),, u/4 = 1, por lo tanto, Fy([0,1]) = [0, 1].
Ver figura 1.5. Luego [0, 1] es un conjunto invariante. Ademas Per(Fy) es denso en [0, 1],
F tiene sensibilidad en las condiciones iniciales y es transitiva. Por lo tanto, F} es cadtica
en [0, 1].

Para p > 4, F, posee un conjunto de Cantor transitivo e invariante,
Ay = {z . Fj(z) € [0,1] ¥ n € N}. El conjunto de puntos periédicos, Per(F),), es
denso en A, y F), tiene sensibilidad en las condiciones iniciales. Por lo tanto, F), es cadtica

en A, para p > 4.

Estas afirmaciones estan demostradas en [1] y [2].
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Figura 1.5: Grafica de F}

1.6. Dinamica Simbolica

En esta secciéon vamos a definir un espacio de simbolos donde representaremos la
dindmica de F}, en A, a través de una funcién definida en este espacio. Los elementos

de este espacio son sucesiones de ceros y unos.

Definicién 15 5 = {s = (sos152...) : s; =0, 1}.

Yo es llamado el espacio de sucesiones en los simbolos 0y 1.

En general, dado n > 2, el espacio 3, consiste en sucesiones de enteros entre 0 y
n — 1. Definiremos una métrica para 3, de la siguiente manera. Sean s = (s¢s189...) y

t = (totqty . ..) elementos de 3, la distancia entre sy ¢ esta dada por

o

ds,t) =y B hl

2@
=0

Como |s; —t1] es 0 6 1, d(s,t) esta acotada por la serie geométrica
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D 5=2

=0

y por lo tanto d(s,t) converge.
Proposicién 1.10 d es una métrica en Yo

Demostracién: Sean s = (sgs152...), t = (tolata...), 7 = (rorirz...) € 3s. Como |.|
es una metrica, d(s,t) > 0. Si s=t, |s; — t;| = 0 Vi € N y por lo tanto, d(s,t) = 0. Si
d(s,t) = 0 entonces |s; —t;| = 0 Vi € N, pero |.| es una metrica, por lo tanto s=t. Como |.|

es simetrica, i.e. |s; — t;| = |t; — s;| Vi € N, tenemos que d(s,t) = d(t, s). Para s, tyr € 3,

tenemos que |s; —r;| < |s; — ;| + |t; — 5] V i € N luego |51'2_i”| < |si;i| + ‘ti;”‘ Vi e N, por
lo tanto d(s,r) < d(s,t) +d(t,r). [

Proposicion 1.11 Sean s,t € ¥,. Entonces s; = t; para © = 0,1,2,...,n si y solo si

d(s,t) <1/2™.

Demostracion: Supongamos que s; = t; para i = 0,1,2,...,n. Entonces
— |51 — 1] — |s1 =t
(=2 %5+ 2 5
=0 i=n-+1
< EOO L /2"
i=n+1

Por otro lado, si s; # t; para algun j < n entonces

d(s,t) > 1/2' > 1/2"

por lo tanto, si d(s,t) < 1/2™ entonces s; = t; para i < n. [ |
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Definicién 16 Sea 0 : Xy — X9 tal que o(s¢s1...) = (5182...) es llamada la funcion

desplazamiento o shift.
Proposicion 1.12 La funcion desplazamiento o : Yo — Yo es continua.

Demostracién: Seae >0y s € 3y con s = (5981 ...). Tomemos n € N tal que 1/2" < ¢
y consideremos § = 1/2"%1. Sit € 3y con t = (tot; .. .) satisface d(s,t) < 4§, se tiene que,
por la proposicién anterior, que s; = t; para ¢ < n + 1. Por lo tanto, o(s) = o(t) para

i < n. Luego, d(o(s),o(t)) < 1/2" < e. |

Proposicion 1.13 Sea o : ¥y — Y5 la funcion desplazamiento. Las siguientes afirma-

ciones son ciertas:

(1) Para cada n € N, Per,(c) = 2.
(2) Per(o) es denso en ¥.

(3) Existe una orbita densa para o en Y.

Demostracion:

1. Sea n € N. Como los puntos periddicos de periodo n son de la forma
S =1(80---81-1,50-+-Sn,80--Sn_1,---), pues 0"(s) = (Sg.-- 8,80 Sn_1,.-.) = 8,
y como para cada ¢ < n, existen 2 opciones para s;, se tiene que hay 2" puntos peri-

odicos. Si 0" (t) = t entonces t,,; = t; Vi, por lo tanto, t = (to...tp_1,t0 .. . tn_1,...).

2. Veamos que Per(c) es denso en ¥,. Para estos mostraremos que Per(c) = 3. Sea
s € Yy y para cada n consideremos t, = (89,81 -.-S0-1,80--Sn_1,-..) € Per(f).

Por la proposicién 1.12, tenemos que d(s,t,) < 1/2", por lo tanto t, — s, n — 0.

3. Vamos a construir una orbita densa para ¢ en Y,. Para cada n, consideremos los

bloques de secuencias de 0 y 1 de longitud n.
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Luego, denotemos por s la siguiente sucesion

s'=(0L1 , 00011011, 000001011 .., ...)
1°bloque 2°bl‘gque 3°b;gque

Sea s € Yy y n € N, luego, para alguna iterada de o, s, = s; para ¢ < n. Luego, por

la proposicién 1.12, d(s, s") < 1/2". Por lo tanto, s’ es densa en Y. [ |



CAPITULO 2

HOMEOMORFISMOS Y DIFEOMORFISMOS

En este capitulo estudiaremos la dindmica de las funciones inyectivas y /o sobreyectivas,

particularmente homeomorfismos y difeomorfismos.

Definicién 17 Sea f : R — R una funcion. Diremos que f es un homeomorfismo si f es
invertible y , ademds f y f=' son continuas.

1

Una funcion f es un difeomorfismo si f es invertible y f, f~ son de clase C*

Notemos que, en R si f es invertible y continua, entonces f es un homeomorfismo.

Notemos que si f es estrictamente mondtona, entonces f es inyectiva.

Proposicién 2.1 Sea f: R — R sobreyectiva y estrictamente decreciente. Entonces f es

continua.

Demostraciéon: Supongamos, por reducciéon al absurdo que f tiene una discontinuidad.
Como f es estrictamente decreciente, esta discontinuidad es de tipo salto, pues en otro caso,

hay un contradiccion con la mondtonia. Supongamos que f es discontinua en

22
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rg € R. Sea A = {f(z) : = < xp}. A esta acotado inferiormente, pues V = < =y,
f(z) > f(xg), porque f es decreciente. Luego, A tiene un infimo, llamemoslo y;. Andloga-
mente, B = {f(z) : x > x0} esta acotado superiormente, pues f(zo) > f(z) si z > .
Por lo tanto A tiene un supremo, llamemoslo y,. Por lo tanto, V y € (y1,¥2), ¥ no tiene

preimagen, contradiccion, pues f es sobreyectiva.

Observacion: Este resultado tambien es valido para funciones estrictamente crecientes y

la demostracion es andloga.

Proposicion 2.2 Sea f : R — R sobreyectiva y estrictamente decreciente. Entonces f

tiene un unico punto fijo.

Demostracion: : Veamos la existencia del punto fijo. Supongamos, por reduccion al
absurdo, que f no tiene puntos fijos. Luego f(z) > = 6 f(x) < x V = € R. Supongamos
que Vo € R f(z) > . Dado M > 0, 3 z; € R tal que f(z1) = —M, pues f es sobre.
Como f es decreciente , V z > x1, f(x) < —M. Por lo tanto, f(x) — —oc cuando x — 0.
Como f(x) > x V z € R, tenemos que f(M) > M, por lo tanto, V = > M, f(x) > M,

asi f(z) — oo cuando x — oo, contradicciéon. Si f(x) < z, la prueba es anéloga.

Veamos la unicidad del punto fijo. Supongamos, por reduccién al absurdo que f tiene
dos puntos fijos, digamos p y ¢, con p < ¢q. Como f es decreciente, p = f(p) > f(q) = ¢,

contradiccion. Por lo tanto, f un tnico punto fijo.

Proposicion 2.3 Sea f : R — R una funcion estrictamente creciente, sobreyectiva y

derivable tal que f tiene un unico punto fijo p. Entonces:

1. Si| f'(p) < 1 entonces W3i(p) = R.

2. Si| f'(p) |>1 entonces Wi(p) = R.
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Demostracién: Sea p el punto fijo de f. Como f es estrictamente creciente, se tiene que
f'(x) >0V z €R. Como f es estrictamente monétona, f es inyectiva. Como f es sobre y

derivable, tenemos que f~! es al menos continua. Por lo tanto f es un homeomorfismo.

» Supongamos que p es atractor, es decir f'(p) < 1. Por definicién de f'(p),
limxﬂpf(;f);p = f'(p) < 1, por lo tanto, f(z) <zsiz>py f(x) >z siz<p.
Veamos que (p, +00) C Wi(p). Sea z € (p, +00), luego f(z) <z, yp = f(p) < f(),
por lo tanto, f"(z) < f"z) y p = f"(p) < f"(z) Vn € N. Como f" es una
sucesion decreciente y acotada, entonces converge a un punto fijo, pero p es el tinico

punto fijo, entonces f* — p cuando n — .

Veamos que (—o0,p) C Wi(p). Sea x € (—o0,p), luego f(z) >z yp= f(p) > f(z);
como f es creciente, f*(x) > f"Y(x)yp= f"(p) Vn € N. Ahora, f™ es una sucesién
creciente y acotada, entonces converge a un punto fijo, pero p es el inico punto fijo,

entonces f™ — p cuando n — oo.

Es claro que p € Wf(p), pues p es punto fijo. Por lo tanto W} (p) =R.

= Supongamos que p es repulsor, es decir f'(p) > 1. De la definicién de limite, se tiene

que f(x)>xzsiz>py f(z) <zsiz<p.

Veamos que (p, +00) C W¢(p). Sea z € (p, +00), luego f(x) > z > p, por lo tanto,
v > fHa) > [ p) =py [T V(@) > f7(x) > f7(p) = p ¥n € N. Luego "

es una secesion decreciente y acotada, por lo tanto converge a p.

Veamos que (—o0,p) C Wi(p) .Sea z € (—oo,p), luego f(z) < x < p, por lo tanto
< fNe) < @),y [ 0(@) < fM(x) < f7"(p) = p. Luego f7" es una
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sucesiéon creciente y acotada, por lo tanto converge a p.

Es obvio que p € W(p), pues p es punto fijo. Luego W¢(p) = R. [ |

Proposicion 2.4 Sea f : R — R una funcion estrictamente decreciente, sobreyectiva y

diferenciable tal que f no posee puntos periodicos. Entonces:

1. Si| f'(p) < 1 entonces W;(p) = R.

2. Si| f'(p) |>1 entonces Wi(p) = R,

Demostracion: Como f es mondtona, f es inyectiva, y por hipdtesis, f es sobre, luego

f tiene inversa.

Supongamos que p es atractor, i.e. [f’(p)| < 1. Consideremos f2, la cual es creciente.
Como f tiene un tnico punto fijo p, f? solo tiene a p como punto fijo. Por la proposicién
anterior, f?"(z) — p cuando n — oo. Consideremos una iterada impar, f2"*1 la cual es
decreciente. Como f*"*(z) = f(f*"(z)) y f*"(x) — p cuando n — oo,de la continuidad
f se sigue que, f?"*' — f(p) = p cuando n — oo. Como ambas subsucesiones convergen

ap, f* — pcuando n — oo.

Si p es repulsor, i.e. |f'(p)| > 1, la demostracién es analoga al caso anterior. |

Proposicién 2.5 Sea f : R — R estrictamente mondtona, invertible y continua . En-

tonces [ no puede tener puntos periodicos mayor que 2.

Demostracion: Supongamos, por reduccién al absurdo, que tiene al menos un punto

periédico z de periodo n > 2. Como f(x) # z, se tiene que f(z) < x 6 f(z) > =.

= Afirmacion 1: Si f es creciente solo tiene puntos fijos.
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e Caso 1: Supongamos que f(z) < z, luego f(z)? < f(x). Por lo tanto,

i) < << ) < fl@) < w
Pero f*(z) =z < f""\(z) < f(x) < =, contradiccién.
e Caso 2: Supongamos que f(z) > z, luego f(x)? > f(z). Por lo tanto,
@) > s s ) > fn) > oo
Pero f*(z) = > f"!(z) > f(x) > =, contradiccién.

» Afirmacion 2: Si que f es decreciente entonces Per(f) = Pery(f) U Fiz{f}.

Como f es decreciente entonces f? es creciente y f~1 es decreciente.
e Caso 1: Supongamos que f(z) < z, entonces f3(x) < f(z) y f*(z) > x. Luego
frlz) < 2Dl (g) < < o) < fz) <z < f22) <... < f(2)

Sin es par,z = f"(x) > f2*(z) > z, contradiccion.

Si n es impar, z = f"(x) < f*"(z) < z, contradiccion.

e Caso 2: Supongamos que f(z) > z, entonces f3(x) > f(z) y f3(z) <=z
f2m(x) <...< f2($) <z < flz) < fS(ZL') <. < f2(m71)($) < f2m71($)

Sin es par,x = f(x) < f2*(z) < z, contradiccion.

Si n es impar, z = f"(z) > f*"(x) > x, contradiccién. |

Observacion: Si f : R — R es estrictamente creciente entonces f tiene, a lo sumo, puntos
fijos. Notemos que f puede tener infinitos puntos fijos. Si f es estrictamente decreciente,
entonces f tiene un tnico punto fijo, y a lo sumo, puntos periddicos de periodo 2. Veamos

el siguiente ejemplo.



CAPITULO 2. HOMEOMORFISMOS Y DIFEOMORFISMOS

Ejemplo 2.1 » Sea f:R—R tal que f(x)=x+sin(z). f es un homemorfismo
creciente  derivable, y la  derivada es  continua. Notemos  que
Vae{kr: keZ}, x es punto fijo. Como f'(x) = cos(x)+1, se tiene que todos los
puntos fijos son hiperbolicos. Notemos que si k es impar entonces x es repulsor pues

f'(x) =cos((2n + 1)x) + 1 = 2. Si k es par entonces x es atractor.

s Sea f: R — R tal que f(x) = —x—sin(x). f es un homeomorfismo decreciente y f' es
continua. El unico punto fijo de f ocurre en x = 0. Notemos que, si x = km conk € Z,
x es un punto periddico de periodo 2, pues f(x) = —(km) —sin(kn) = —km = —x y

f(=z) = km. Por lo tanto, f tiene infinitos puntos periddicos de periodo 2.
Corolario 2.6 Si f : R — R es un homeomorfismo creciente entonces Q(f) = Fiz(f).

Demostracién: De la definicién de Q(f) tenemos que Fiz(f) C Q(f). Veamos que
Q(f) C Fiz(f). Sea zo € R tal que zo ¢ Fiz{f} y e = 3|f(x0) — 20|, luego, por la con-
tinuidad, podemos tomar & < 1|f(z0) — mo| tal que f((zg — 0,29 + §)) C
(F(20) — €, f(z0) + €), por lo tanto, f(x) ¢ (0 — 6,30 +8) ¥ f"(x) & (50— 6,70 + ),

pues f es creciente. |

Proposicién 2.7 Sea f : R — R una funcién estrictamente mondtona de clase C*. En-

tonces el conjunto de puntos fijos hiperbolicos es discreto.

Demostracién: Sea p € Fiz(f). Por la proposicién 1.2 y 1.3, existe un abierto U con
p € U tal que V z € U\{p}, f(z)# z. Luego, los puntos hiperbdlicos son aislados, y por

lo tanto, el conjunto de estos puntos es discreto.
Observacion: Notemos que este resultado tambien es valido para el conjunto de puntos
periédicos hiperbdlicos, puesto que, si p es periédico, p es de periodo dos y como f? es un

difeomorfismo, aplicamos la proposicién 2.7 para f2.
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Proposicién 2.8 : Sea f : R — R estrictamente mondtona de clase C*. Si p y q son dos
puntos fijos hiperbolicos de f tal que no exite un punto fijo entre ellos, entonces uno es

atractor y el otro es repulsor.

Demostraciéon: Como f posee al menos dos puntos fijos, f es estrictamente creciente.

Sean p, ¢ puntos fijos de f, y supongamos que p < q.

» Caso 1 : Supongamos que p es atractor, es decir | f'(p) |< 1. Como f’ es continua,
36 > 0 tal que Vo € (p—6,p+90),| f'(p) |[< 1. Luego por el teorema del valor medio,

se tiene que:

T —p
Luego, si
siz<p, flx)>zxyx>p, flz)<z. (2.1)

Supongamos por reduccién al absurdo, que q es atractor, es decir | f'(¢) |< 1. Luego,
como [ es continua, 307 > 0 tal que V z € (¢—01,q+01),| f'(q) |< 1 .Por el teorema

del valor medio,

siz<q,flq) >ryx>q flg <z (2.2)

De (3.1) , (2.2) y el teorema del valor intermedio se tiene que 3 r € (p,q) tal que
f(r) = r. Luego r es punto fijo de f, contradiccion, pues p y ¢ son los tinicos puntos

fijos de f. Por lo tanto | f'(¢q) |> 1

» Caso 2 :Supongamos que p es repulsor, es decir | f'(p) |[> 1. Como f’ es continua,
existe un entorno U tal que Va € U,| f'(z) |> 1. Luego, por el teorema del valor

medio, se tiene que
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six<p flx)y<zyax>p flx)>zx (2.3)

Supongamos por reduccién al absurdo, que | f'(¢q) |> 1, luego,

si x<gq,flq) <zysix>q, f(q) > x. (2.4)

De (2.3) , (2.4) y por el teorema del valor intermedio se tiene que 3r € (p, q) tal que
f(r) = r. Luego r es punto fijo de f, contradiccién. Por lo tanto | f'(q) |> 1. [ |

Corolario 2.9 Sea f : R — R un homeomorfismo diferenciable y ¥ x € Fix(f), = es
hiperbélico. Si x1 y xo son dos puntos fijos atractores (repulsor) consecutivos, entonces

existe un punto fijo y con y € (x1,x9) tal que y es repulsor(atractor).

Demostracién: Sean x; y zo son dos puntos fijos atractores y x; < x,. Luego, para un
entorno U de x4, tenemos que , si z < xy, f(z) > x y si x > x1, f(x) < x. Analogamente,
para un entorno V' de x5, tenemos que, si z < zo, f(x) > x y si & > x9, f(z) < z. Por el
Teorema de Valores Intermedios, tenemos que existe un punto fijo p tal que p € (21, x9).

Por la proposicion anterior, tenemos que p es repulsor. [ |

Proposicién 2.10 Si f es continua e inyectiva entonces f no puede tener puntos even-

tualmente periodicos.

Demostracion: Supongamos, por reduccion al absurdo, que f tiene un punto x eventual-
mente periddico de periodo n. Por lo tanto, existe m > 0 tal que V j > m, fi™"(x) = fI(x).
Luego, O}L(fm(x)) es una orbita periddica de periodo n. Como y = f™(z) es periddico,
f~'(y) tiene 2 preimagenes, f~(y) € Of (f™(x)) y f~'(y) € Of (x), contradiccién pues f
es inyectiva. Por lo tanto, f no puede tener puntos eventualmente periddicos. [ |

En la siguiente proposicion se nos garantiza que las funciones monétonas no pueden ser

cadticas pues no pueden tener conjuntos transitivos no triviales. Consideraremos conjuntos

transitivos triviales las orbitas periddicas.
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Proposicién 2.11 Si f : R — R es estrictamente mondtona y sobreyectiva, entonces f

no puede tener conjuntos transitivos no triviales.

Demostracion: Supongamos por reduccion al absurdo, qué f es transitiva. Luego, f

tiene una drbita densa. Sea x € R tal que O (z) es densa en R.

» Supongamos que f es estrictamente creciente. Como = # f(x), tenemos que f(z) > =
6 f(x) <.
Si f(z) > =, tenemos que, como f es creciente, f"(x) es una sucesién creciente.
Como O (z) es densa, para y € R con y < z, 3 k € N tal que |f*(x) —y| < @,

luego, f*(z) < x, contradiccién.

Si f(x) < x, tenemos que , f™(x) es una sucesién decreciente. Como OF(x) es densa,
para y € Rcon y > 2, 3 k € N tal que |f*(z) — y| < @, luego, f*(z) > =z,

contradiccion.

= Supongamos que f es estrictamente decreciente. Como f es monotona, f es inyec-
tiva, luego f es biyectiva y continua, por lo tanto f~! es continua y estrictamente

decreciente. Como z # f(x), tenemos que f(z) >z 6 f(z) < .

Si f(x) > x entonces f3(z) > f(x) y f3(z) < z. Luego, f*(z) <...< fA(z) <=z y
< f(x) < f22) <... < f2=D=Y(g) < f2m=1(z)  por lo tanto, f2"(x) es una suce-
sién decreciente y f2"+1(z) es creciente. Sea y € R tal que k € (f2++V (), f2#(2)),

como O + () es densa , 3 j tal que |f7(z) —y| < ‘fﬂkm(?*fzk(x)‘

, pero si j es par,

contradiccién. Si j es impar, f/(x) >z > f?*(z) contradiccién.

Si f(x) < x, el caso es andlogo al anterior. |

Notemos que con este resultado concluimos que las funciones estricatamente mondtonas,
entre estas, los homeomorfismos, no pueden tener un comportamiento caético. Por lo tanto,

este tipo de funciones tiene un comportamiento predecible.
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Podemos concluir que si f : R — R es un homemorfismo y 2 € R entonces O () tiene

uno de los siguientes comportamientos:
= 1z es un punto fijo.
= OF(x) es un 6rbita periddica de periodo dos.

» f™(z) es una sucesién monoétona no acotada, y por lo tanto diverge.

f™(z) es una sucesién mondtona y acotada, por lo tanto converge a un punto fijo

6 un punto periédico de periodo dos.



CAPiTULO 3

LA APLICACION TIENDA

En este capitulo describiremos la dindmica de la aplicacién Tienda, siguiendo la metodologia
que es usada en el estudio de la familia logistica, como esta expuesto en [1].

Sea T : R — R tal que:

st st x<1/2

TS("E):
s—sr si x>1/2,

T, es llamada la aplicaciéon tienda 6 Tent Map. La siguiente figura ilustra la gréfica de

esta funcion para parametros positivos.

32
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Grafica de T para s > 0

Notemos que T esta bien definida, pues T5(1/2) = s — 5 = 3. Por definicién de Tj, esta

funcién no es inyectiva ni sobreyectiva.

T, es continua en todo R, y es diferenciable en R\{1/2} y, para © < 1/2, Ti(z) = s y
para x > 1/2, T!(x) = —s. Como V x € R — {1/2}, T!(z) # 0, se tiene que T no tiene

puntos criticos.

Si s > 0, entonces T es creciente en (—oo,1/2] y es decreciente en [1/2, 00), se tiene

que Ty tiene un méximo en z = 1/2 y T,(1/2) = s/2.

Si s < 0, entonces T es decreciente en (—o00,1/2] y es creciente en [1/2, 00), luego T

tiene un minimo en z = 1/2 y T4(1/2) = s/2.

Estudiemos las bifurcaciones de T, es decir, estudiaremos los cambios en la funcién

respecto a los cambios en el parametro.

Si s < 1, entonces el inico punto fijo de T es x = 0. Ver figura 3.1.

» Sis < —1, entonces |T2(0)| = |s| > 1, y por lo tanto 0 es repulsor.

Figura 3.1: Grafica de T con s < 0

» Si s = —1, tenemos que 0 no es hiperbdlico, pues 77 ,(0) = s = —1. Ver figura 3.2.

Ademas, si x € [—1/2,1/2] entonces x es un punto periddico de periodo 2, pues
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—1—z si r < —1/2

x st xe[—-1/2,1/2]
z€[1/2,3/2]
| 2+ si x>3/2.

~.

l1—2 s

Figura 3.2: Gréfica de T?,(z)

» Supongamos que |s| < 1. Como |T7(0)| = |s| < 1, se tiene que 0 es atractor.

Supongamos que 0 < s < 1. Ver figura 3.3 . Veamos que el conjunto estable de 0,
W=#(0) = R. Si x < 0 entonces 0 > sx > x, i.e. 0 > Ty(x) > x, luego T7(x) es una
sucesion creciente y acotada, por lo tanto converge a un punto fijo, por la proposicién
1.1, pero el tnico punto fijo es 0, luego T7(x) — 0 cuando n — oo. Si z € (0,1/2]
entonces sx < x < 0, i.e. Ts(x) < x < 0, luego T7(x) es una sucesién decreciente
y acotada, por lo tanto converge a 0. Si z € (1/2,00), Ti(z) < 1/2, luego T?(z) =
sTy(x), entonces aplicando el razonamiento anterior, T"(x) = T Y(T,(z)) — p

cuando n — oo. Por lo tanto, W*(0) = R.

Si s=1, entonces T1(x) = x para x < 1/2, y por lo tanto si, x < 1/2, = es punto fijo, y

todos estos puntos no son hiperbdlicos, pues T.(z) = s = 1 para x < 1/2. Observemos que
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Figura 3.3: Ejemplo de T con 0 < s < 1

YV xy > 1/2, Ti(x1) = 1 < 1/2. Por lo tanto, 21 es eventualmente periédico de periodo

uno. En la figura 3.4 se muestra un ejemplo para z; € (1/2,1).

N[ =

Figura 3.4: Grafica de T}

Si s > 1, entonces los puntos fijos de T son 0 y p, = ﬁ, en efecto, T4(0) = 0y
Ts(ps) = s — s(537) = 517 = ps- Observemos que ambos puntos fijos son hiperbélicos, en

particular son repulsores pues |T7(z)| > 1V z € R.

Para s > 1, aparecen puntos periddicos de periodo 2, y cuando s — 2, aparecen
puntos periddicos de mayor periodo; y para s = 2, T, tiene érbitas periddicas de todos los

periodos. Ver figura 3.5.
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y=x

)

Figura 3.5: Grafica de T%

Proposicién 3.1 Supongamos que s > 1. Si x ¢ [0, 1] entonces T*(z) — —00 sin — 0.

Demostracién: Sea x < 0. Entonces sz < z, i.e. Ts(x) < z. Como T es es creciente en

(—o0,1/2], se tiene que T7(x) es una sucesién decreciente. Si T!'(z) es acotada, entonces

esta converge a un punto fijo p < 0, pero este punto no existe, por lo tanto 77" no es

acotada, luego T (z) — —oo cuando n — oc.

Si x > 1, entonces Ty(z) < 0 < z y T?(x) = s(T(x)), luego, por lo anterior

Tr(x) =T YTy(z)) — —00 , n — 00.

De esta proposicién concluimos que para s > 1, Q(Ts) C [0,1]. Esto es interesante,

pues nos dice que la dindmica de Ty, para s > 1, se encuentra en [0, 1].

3.1. Dinamica de 75

Teorema 3.2 Sea k € N, [ € {0,1,2,...,2¥ — 1}. Entonces

k'|:l l+1

2| o o } — [0, 1]es un homeomorfismo

Ademds, si x € [, 9], entonces Ty (x) = £2%x + iy donde i) € Z.

2k
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Figura 3.6: Gréfica de T5

Demostracion: La haremos por induccion.

= Sea k =1, luego | € {0,1}.Veamos que T : [, 2] — [0, 1] es un homeomorfismo.
Para [ = 0, tenemos que T3 : [0,1/2] — [0, 1] con Ty(z) = 2z. Como Ty es creciente
y continua, se tiene que Ty es inyectiva. Como T5(0) = 0, T5(1/2) = 1, por lo tanto
Ty es sobre. Luego Ty es invertible y continua, por lo tanto, T, ' es continua, i.e. Th
es un homeomorfismo.
Paral =1, Ty : [1/2,1] — [0,1] con Ty(x) = 2 — 2x. T es decreciente y continua,
por lo tanto T3 es inyectiva. Como T5(1/2) =1, T5(1) = 0, se tiene que T5 es sobre.

Luego, T5 es biyectiva y la inversa es continua, por lo tanto, 75 es un homeomorfismo.

= Supongamos que la proposicién vale para n y veamos que se cumple para n + 1.

Tenemos que paral € {0,1,...,2"—1}, T3 : [&, 5] — [0, 1] es un homeomorfismo.
Ademss, si x € [, 1] entonces T3 (z) = £2"x + 2i,() con iy € Z.
Para n + 1, consideremos [ € {0,1,...,2"*" — 1} vy veamos que Ty""' es un

homeomorfismo en [, ££5], donde T3 (z) = To(T3'(x)). Si x € [21%, é/n%ll] con
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I' € {0,1,...,2""" — 1}, entonces z € [4, ] para algin [ € {0,1,...,2" — 1}.
Luego T3'(x) € [0, 1].

Si T"(x) < 1/2 entonces

Ty(T3 (x)) = 2T (x) = 2(£2"x + i)

= 4oty 4 22%(1) con i, € Z.

Tomando i,11(1) = 2inq) € Z, tenemos que T (z) = £2" 1 (x) + 2ip 1)

Si T3(x) > 1/2 entonces

To(Ty (x)) = 2 = 215 (x) = 2 — 2(£2"x + 2iy))

=2F ontly — 22in(l) con in(l) € 7.

Tomando i,10r) = 1 — 2, tenemos que T (z) = F2" o + 24 q(p).

O (5 IS S|
Como Ty : [5aFr, gurr] — lgms a0 ) ¥ 15(2) ¢ [57, 55 — [0, 1] son homeomorfismo,
entonces T3 = Ty o T3 es un homemorfismo en [54, ££5]. [

Observacién: Una consecuencia directa de este teorema es que [0,1] es un conjunto

invariante bajo T5.
Corolario 3.3 El conjunto no-errante de Ty es [0,1], i.e. Q(T3) = [0, 1].

Demostracién: De la proposicién 3.1 tenemos que (73) C [0,1]. Veamos que
[0,1] € Q(T5). Sea = € [0,1] y € > 0, y consideremos (z — €,z + ¢). Tomemos n € N
tal que 27" < e. Luego, [2%, l;—nl] C(r—e¢€x+¢€), paraalgun [ € {0,1,...,2" — 1}. Como
Ty es sobre, existe y € [5&, 5] tal que T3'(y) € (z — €,z + €). Por lo tanto, z € Q(T3).

Luego Q(T3) = [0, 1].

Proposicién 3.4 Sea s=2. Supongamos que x € [0,1] es eventualmente periddico. En-

tonces © es racional.
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Demostraciéon: Supongamos que x es eventualmente periddico de periodo n, luego 3m >
0 tal que 73" (x) = TY(x) ¥ j > m. Por la proposicién 3.3, V k € N, T¥(z) = 2iy + 2%
con iyqy = Z para algun [ € {0,1,...,2" — 1}, luego Ty () = 2ijpuy + 2 "2 =
i) £ 2z = Tj(x) con i), 1) € Z. Por lo tanto,

:i:2j+n.1' F ij = Qij(l) — 2ij+n(l’)
2 (271" F 27) = 2i50) — 2ij4n)

)~ Yia)
T 49j+n—1 T+ 2i-1 cQ

Lema 1 Si que x € [0,1] es periddico entonces x= %k, donde p es un entero impar.

Demostracién: Supongamos que x es un punto periédico de periodo n, i.e. Ty'(x) = x,

donde T3 (x) = 2ipq) £2"x con i,y € Zy 1 € {0,1,...,2" — 1}. Luego,

Ty (x) = 2ipq) £2"0 =

2in)
—— =x Q.
Er

Por lo tanto, x = 2]7’“, donde p =1 — 2™ es impar. |

Observacién: Notemos que si 2z € R\Q entonces OF(z) no es finita, pues en caso con-

trario, por los lemas 3 y 4 tendriamos que x € Q, contradiccion.

Lema 2 Sea p un entero impar. Entonces Ty es inyectiva en el conjunto

2% .
A= {? € [0,1]: k esun entero}.
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Demostracién: Sea z € A, ie x = %. Como Ty es 2-1, entonces 3 z; € [0,1] tal que

Ty(x) = Ty(x1). Supongamos, por reduccion al absurdo que z; € A, i.e. x; = % . Como

T, |(—c0,1/2] €s inyectiva, si < 1/2 entonces x; > 1/2. Por lo tanto,

2%k, 2(2k) 2k 2%y
T2(?) =, T2t T2(7)
p p

Luego, p = 2(k + k1), por lo tanto p es par, contradiccién, pues por hipétesis p es
impar. Si x > 1/2 el razonamiento en analogo, pues T3 |[1/2,00) €s inyectiva . Por lo tanto

T, es inyectiva en A. |

Proposicion 3.5 Sea s=2 . Luego x es periodico si y solo si a::%k, donde p,q € Z, p es

impar y 2k/p € [0,1].

Demostracién: La prueba se sigue de los lemas 4 y 5. |

Observacion: Notemos que si O () es periddica é eventualmente periddica, los elementos

de esta 6rbita son racionales.

3.2. Dinamica de 7, con s > 2

En esta seccién mostraremos que, T con s > 2, posee una dinamica muy interesante.
Recordemos que T tiene un maximo en 1/2 y T5(1/2) = s/2 > 1. Por lo tanto, el conjunto
no errante de Ty, Q(7s) cambia completamente con respecto a los parametros s < 2 . Por

consiguiente,en el resto del texto, s > 2.

Recordemos que si s > 1 entonces V z ¢ [0,1], T — —oo cuando n — oo.
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Teorema 3.6 Sea k €N, [ €{0,1,2,...,2F —1}. Entonces

ks [ %, l;Tl} —[0,8/2] es un homeomorfismo.
Ademds, six € [QL,C, l;—,}], entonces TF(x) = +s¥x + Sixqy donde iy € Z.

Figura 3.7: Grafica de T con s > 2

Demostraciéon: Haremos la prueba por induccion. Ver figura 3.7.

= Seak =1, luego ! € {0,1}.Veamos que T} : [, &2] — [0, s/2] es un homeomorfismo.

Sea | = 0, luego dado = € [0,1/2], se tiene que Ts(z) = sz es creciente y continua,
por lo tanto T es inyectiva. Como T5(0) = 0, Ts(1/2) = s/2, tenemos que Ty es
sobre. Luego Ty es invertible y continua, por lo tanto la inversa es continua, i.e. T}

es un homeomorfismo.
Paral =1, Ty : [1/2,1] — [0,s/2] y Ts(x) = s — sz. Ts es decreciente y continua, por
lo tanto T es inyectiva. Como Ty(1/2) = s/2, T5(1) = 0, se tiene que T} es sobre.

Por lo tanto T5 es biyectiva y continua. Luego T es un homeomorfismo.
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= Supongamos que la proposicién vale para n y veamos que se cumple para n + 1.

Tenemos que para [ € {0,1,...,2" — 1}, T : [k, 2] — [0, s/2] es un homeomor-
fismo. Ademads, si z € [2%, l;—nl] entonces 17 (x) = £5"x + sin() con i, € Z.
Para n + 1, tomemos [ € {0,1,...,2""! — 1} y veamos que T""! manda [+, L]

homeomorficamente sobre [0, s/2] , donde T""!(z) = T,(T™(x)). Sea z € [275;1, é;tll]
con ' € {0,1,...,2""" — 1}, luego = € [, ] para algin [ € {0,1,...,2" — 1}.
Luego T7(x) € [0, s/2].

Si T (z) < 1/2 entonces

T(T)(x)) = 8T, (x) = s(E£s"x + sinq)) = +s5" 4 szin(l),
con iy € Z. Tomando i,411) = Sinq, tenemos que T (z) = £5"x + sip1

Si T7(x) > 1/2 entonces

Ty(T}(z)) = s — T, (x) = s — s(£s"x + sinp) =5 F sy — 5%in (1),

S

con ip() € Z. Tomando i, 41y = 1 — 81y, tenemos que = Fs" Ty 4 Slnt1(11)

U U4t [ ES| S|
Como T : [ga7, goer) = lgms 30 ), ¥ T0(2) = [37, 5+-] — [0, 5/2] son homeomorfismo,
entonces TP = T, o T es un homemorfismo en [, £E5]. [

3.2.1. Construccién del Conjunto de Cantor

En esta seccién construiremos un conjunto de Cantor transitivo e invariante para Ty

Denotemos por [ el intervalo [0, 1]. Queremos encontrar los valores de s y z tales que

T'(x) € I ¥ n € N. Como el maximo de Ty ocurre en 1/2 y Tg(1/2) = s/2, entonces

S
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s/2 > 1 cuando s > 2. Luego, para s > 2, Ty(I) cubre a Iy T, /(1) NI = T, '(I) es la

s

union de dos intervalos los cuales denotaremos por I y I, luego,

TN HNI=LUI

-

0 I Ih 1

Figura 3.8: Ejemplo de T para s> 2

Veamos que Ay = ﬂ T7%(I) con s>2 es un conjunto de Cantor.

Para n = 2, tenemos que
1

[io,i1 = ﬂ Tsik(flk) = L;O N Tsil(lil) = {I‘ : Tsk(l') c Iik7 0 S k S 1}
k=0

2
:f] ﬂT (LUL)

=(LUL)UT, Y (I,UI)
= (LNT (L) U (L NT (L) U (LNT (L) U (LN T (L))



3.2. DINAMICA DE Ts CON S > 2 CAPITULO 3. LA APLICACION TIENDA

Introduciremos la notacién que usaremos para construir el conjunto de Cantor. Para

cada n,
n—1
Lipiveins = [ To"Us) = {z:Tu(x) € I, para 0 < k <n — 1},
k=0
donde 7, = 1,2
n n—1

<
~
[
Jx
=
=
[
Jx
-
=
C
=
|

l l Iio, 115eeyin—1

k=0 k=0 10401 5eyin_1=1,2
Observacion: Notemos que
Ligireoiinvin = Lig VT3 (Tiy i), (3.1)
pues
Tigirinrin = [T ¥ (Is) = Ly 0 () T74(T3,)
k=0
= L,NT Y L) ... .nT, (L, )N T, ™(I,)
= [io N Tsil(Iil N U Tsi(kil)(jik))
k=2

=Ly VT, (L)

Lema 3 Supongamos que s > 2. Luego, ¥ n € N las siguientes afirmaciones son ciertas:

(1) Para cualquier eleccion de indice, es decir, ig,i1,...,0—1 €  {1,2},
Ligiv i s NSnar = Ligivin 91 YU Ligir i »2 €s la union de dos intervalos cerrados

no vactos, los cuales son subconjuntos de I;y;, . .

(2) Para cualquier par de indices distintos, es decir, (1o, i1, ..., 0n—1) 7 (ih, 8100 _1),
Ligiv iy N Ii67i/17,,,72-;1_1 =0, por lo tanto S,, es la unidn de 2" intervalos disjuntos.
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(3) Ts manda la componente I, ;, ;. . de S, homeomorficamente sobre la componente

Iih...,in_l de Sp_1.
Demostracion: La prueba la haremos por induccién sobre n.

e Paran = 1. Sea Gy = {x € I : Ts;(x) > 1}. Notemos que G; es un conjunto abierto,
més aun , G; = (1/s,1 — 1/s), y esto se sigue facilmente de la monotonia de Ty en
[0,1/2] y [1/2,1].

Por definicién, S; = (Ny_ 75" (I) = INT (1) = I — {G1}, luego, S es la unién de
dos intervalos cerrados disjuntos. Asi, Sy = I; U I, con [;, C I, iy = 1,2. Veamos

que [;, va homeomorficamente sobre I bajo 7.

Si x € [0,1/s], entonces Ty es creciente , luego Ty es inyectiva. Como Ts(0) =
0, Ts(1/s) = 1, luego T4([0,1/s]) = [0, 1]. Por lo tanto, T es biyectiva en [0,1/s] y

como T} es continua y [0, 1] es compacto, se tiene que T, ' es continua.

T es decreciente en [1 —1/s, 1], luego Ty es inyectiva. Como Ty(1—1/s) = s —s(1 —
1/s) =1, Ts(1) = 0, entonces Ts([1 — 1/s,1]) = [0, 1]. Por lo tanto, T es biyectiva
en [0,1/s] y por la continuidad de T, tenemos que T; ! es continua. Por lo tanto, 7

manda homeomorficamente I;, sobre I.

e Supongamos que el lema es valido para n y veamos que se cumple para n + 1.

Sea Lig ..., una componente de S,. Entonces T(I;

= €S una

In—1 0>i17~~~7in71) 11 5eesln—1

componente de S, 1Y Ligiy, in_y 2 Ligiy,iinoy NS0 = Ligiy,in_1,0 U Lig iy, i1 .2

e Vamos a demostrar la condicién (1). Tenemos que,

Ligivoin oy N Sp1 = Ts_l(Sn) N Ligiy i

n—1

Por (3.1) , tenemos que Iy ;.. i, = Liy VT (L, 4, ,) - Sustituyendo en la

ecuacién anterior, tenemos que Ly 5, i NSy = T (S)NL,NT (L)
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Como interseccién de preimagenes es igual a la preimagen de la interseccion,
tenemos que , T, 1 (S,) N L, N T Ly an ) =T (Su N Ly i) N 1. Como

el lema es valido para n, usando la condicién 1, se tiene que

TN (Sa N Ly ) N i = T (L i U i1 2) N

s

Como preimagen de la union es union de preimagenes, entonces

TN VU Ly i) N Ly = (T ) U Ty Ly, i 02) 0 L

S S

Por (31) tenemos que (Ts_l(Il‘l’...7in71’1) U Ts_l(li1,...,in,1,2>> N Iio = IiO,ilpngin—lyl U

Lyeebn—1, Tyeebn—1,

Liy.iy..in_y2- Por lo tanto,

Ligiv,in_y NVSni1 = Ligiiyin_10 Y Ligiy,in_1,2 -

es la unién de dos intervalos cerrados disjuntos, verificando asi la condicion 1.

e Mostremos la condicion (2). Por la condicion 1, iy i, i NSnt1 = Ligiy,oin_1.1U
Ligi....in 1.2, luego existen 2" elecciones para I, ;.. i, ., Snt1 €S la unién de
2(2") = 21 intervalos, verificando la condicién 2.

e Mostremos la condicién (3). Como Iy, in 1 € Liy v Ts es estrictamente
monotona en I;, y continua, se tiene que 7 es estrictamente monétona y contin-
uaen L, i ;- De(3.1) se tiene que Ts(Lig iy in 1) = Ts(LigNTo  (Liy i 1))

Como imagen de interseccion es la interseccion de la imagenes, tenemos que ,

To(Liy VT, (L)) = 10V I;

Lyeeodn—1,J — Lyeesbn—1,7"

Por lo tanto,
TS(Ii07i17~--,in—1,j> =INnl

Vorine1,d = Lix,iin_1,40

verificando asi la condicién 3. [ |
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Lema 4 Para cada n, la longitud del intervalo I, 4, . esta acotada por 1/2", es decir,

"1in71
L(Ligiy..in ) < 1/2" para cualquier componente de S,,.

Demostracion: Sea n € N y tomemos una componente I; de S,,. Por el lema

0,815-5in—1

anterior, T7(Liy4,...in_,) = [0,1]. Por la proposicién 3.5, T"([4, &1]) = [0, s/2], luego,

2ny 92n
para algun ! € {0,1,...,2" — 1}, Ly iy..in, C [2%, l;—,}], por lo tanto,
I 1+1 1

D=5

L(‘[imily---yinfl) < L([ on

ok’ 9k
u

Teorema 3.7 Supongamos que s > 2. Entonces Ay = ey T, *(I) es un conjunto de

Cantor.

Demostracion: Por el lema 3, tenemos que los .S,, son cerrados, entonces Ay = ﬂ;b'o:l Sn
cerrado. Como A, C [0,1] y [0, 1] es compacto, se tiene que A4 es compacto. Veamos que A
es perfecto y nada denso. Sea p € A,. Mostremos que para cada n € N,
Jdy; € (p—1/n,p+ 1/n) tal que y; ¢ As. Sea j € N, y tomemos n € N tal que
1/2" < 1/27. Luego, p € I C S,, para algin indice ig,...,%,_ 1. Por la condicién

NSpi1 =1

0y-5ln—1

1 del lema 6, tenemos que Iy i, ., ositrmrin_1.1 U Lig iy i 9, luego, tomemos

Yj € Ligiroin_ts\Snt1, ¥ ¢; un extremo de I ;, ;. donde ¢; # p. Como y; ¢ S,
entonces y; ¢ A;. Como |y; — p| < 1/2" < 1/27 V j € N, se tiene que y; — p cuando
j — oo, por lo tanto el interior de Ay es vacio, es decir, A, es nada denso. Como ¢; € A,
pues son extremos, ¢; # py |¢g; —p| < 1/2" < 1/2j vV 7 € N, tenemos que g¢; converge a

p € Ag,por lo tanto, A, es perfecto. Por lo tanto A, es un conjunto de Cantor. [ |
Proposicion 3.8 A, es un conjunto invariante bajo T.

Demostracién: Sea x € Ay, por lo tanto = € [ _ Lss,...s,. Veamos que Ty(z) € A,.
Por el lema 3, Ts(s0oS1...S,) = S1...S, para cualquier indice sgsj...s,. Por lo tanto,

T5<x) € m;.;;l [S1...Sn S As- B
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Proposicién 3.9 FEl conjunto no-errante de Ty es Ag, Q(T) = As.

Demostracién: Sea e > 0y x € A;. Consideremos (x — €, + €) y tomemos n € N tal

que 1/2n < €. Luego = Iio,h,...,in_l € Sn tal que xr € Iio,il,...,in—l y L(Iio,il,...,in_1) < 1/2n Por
el teorema 3.6 y el lema 3, T7(1;y 4.0, ) = [0,1], por lo tanto, 3 2y € I;, ;.. ., , tal que
T (x1) € (x — €, + €). |

Recordemos que 3, es el espacio de las sucesiones en los simbolos 0 y 1,
Yo = {s = (sps152...) : 8; = 0,1}. Ademads, este espacio es métrico. Recordemos la
funcién desplazamiento: o : X9 — 3 tal que o(spsy...) = (s182...). Utilizaremos la fun-
cién desplazamineto, o para mostrar que Ty es cadtica en A; para s > 2. Ahora definiremos

una funcién H y mostraremos que H es una conjugacion topoldgica entre o y Ts con s > 2.

Definicién 18 Sea H : Ay — Xy con H(x) =t = (toty...), donde t, =0 si T (x) € Iy y

tn=1siT"x) € L. funcion H es llamada funcion itinerario.

Notemos que, si € Ay, = (o T, %(I,), entonces para cada n € N,

2 € Mymo Ty " (Ie,) = ity
Lema 5 H : A; — ¥y es un homeomorfismo.

Demostracién:

» Veamos que H es inyectiva. Sea =,y € A,. Supongamos que s = H(z) = H(y).
Luego T*(z), TF(y) € I,, V k > 0, entonces x,y € Iy, ., ¥V n € N. Por el lema 7,

sabemos que las longitudes de los intervalos I estan acotados, L(Igs, s,) <

081...Sn,

1/2+Y [1([0,1]), por lo tanto, |z — y| < 1/20*Y ¥ n € N, luego # = y, como

queriamos.

» Veamos que H es sobre. Sea x € Xy. Sabemos que , Iy, s, = [r—o F;:k(ISk) es

un intervalo cerrado no vacio, y estos intervalos estan encajados cuando n crece. Si
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20 € Mreo Lsoosr = Mieo Ty (L5, ). Si @ € Iy, s,, entonces, para 0 < k < n, tenemos

que x € T, *(I,,). Luego T, %(x) € I, Vk >0y H(xg) = s.

» Veamos que H es continua. Sea ¢ > 0y x € A, tal que H(z) = (s¢s1 ... ). Tomemos
n tal que 1/2" < e. Consideremos § > 0 tal que si [z —y| < § y y € A entonces
Yy € Igs,.. s, Por lo tanto, H(x) coincide con H(y) en los primeros n + 1. Por la

proposicion 1.12,

d(H(x),H(y)) <1/2" <€ .
Por lo tanto, H es continua.

= Como las funciones continuas mandan compactos en compactos, y Ay es compacto,
tenemos que Yo es compacto. Luego, H~! manda preimagenes de cerrados en cerra-

dos, y por lo tanto H~! es continua. Luego H es un homeomorfismo. [

Teorema 3.10 T, y o son topologicamente conjugados por H, Ho'ly, = oo H.

[e.e]

Demostracion: Sea x € A, por lo tanto x = ﬂn:()

Lsysy...s, donde 5081 ...5, ... estd de-
terminada por H(z). Por el lema 3, tenemos que Ti(lsys,.s,) = Is,..s,- Como la imagen

de una interseccién es la interseccion de las imagenes, y por la parte 3 del lema 6, se tiene

que H(TS<OZO=O [Soslmsn)) = H(ﬂzo:l [81~-~3n)' Luego,

H(Ti(x)) = H(TS(H Lsos1...50))

- H(ﬂ ]sl...sn)
n=1

=($182..-Sp...)

=o(H(x).)
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Por lo tanto T, y o son topoldgicamente conjugados, como queriamos. [ ]

Veamos que T} es cadtica en A para s > 2.

Corolario 3.11 Sea s > 2 y Ag como en el teorema anterior. Las siguientes afirmaciones

son ciertas:

1. La cardinalidad de Per,(Ts) = 2".
2. Per(Ty) es denso en Ag.

3. Ty Ny — Ay es transitiva, i.e. exite una orbita densa en Ay.

Demostraciéon: Por el teorema anterior, Ty y o son topoldgicamente conjugados. Por
la proposicién 1.7 tenemos que Per,(Ty) = Per,(o) ¥ n € N, y por la proposicién 1.13,
| Per,(o)| = 2", por lo tanto, Per,(T;) = 2". De nuevo, por las proposiciones 1.7 y 1.13,
Per(Ts) es denso en A;. Como H manda 6rbitas densas en 6rbitas densas, tenemos que

T, tiene una érbita densa en A,, como queriamos. [ |

Observacion: Como consecuencia de este corolario y el hecho de que A, posee sensibilidad

en las condiciones iniciales, tenemos que T es cadtica en A;.
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