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Resumen

En este trabajo se pone de relieve la importancia de la Geometria Elemental
en ciertos topicos del Anélisis Funcional. Especificamente, ademas de presentar el
Teorema de Jordan - von Neumann, el cual afirma que un espacio de Banach es un
espacio de Hilbert si y solo si su norma satisface la Regla del Paralelogramo, hacemos
una investigacion documental para probar que un espacio de Banach es un espacio
de Hilbert si y s6lo si la interseccion de la esfera unitaria con cualquier plano que

pase por el origen es una elipse.



1
Introduccion

El objetivo de esta monografia es mostrar de manera autocontenida y accesible a
cualquier estudiante del tltimo ano de la Licenciatura de Matematica, la utilidad de
algunos aspectos de la Geometria Elemental en otras disciplinas matematicas como
Analisis Funcional y Algebra Lineal, siguiendo los lineamientos sugeridos por Gao
[7] y Bércenas [1].

Para una mejor comprension de este trabajo, hemos dividido el mismo en tres capi-
tulos:

En el capitulo 1 se presentan los aspectos de Geometria Elemental que reusltan in-
dispensables para el desarrollo del trabajo. A saber: La elipse y su ecuacion cuadratica
asociada [9] y la Regla del Paralelogramo [6].

En el capitulo 2 se estudian las formas cuadraticas y sus relaciones con los objetos
geométricos estudiados en el capitulo 1 , especificamente, se demuestra que existe la
correspondencia 1 — 1 entre formas cuadraticas positivamente definidas y producto
interno en R"™; y en el caso en que n = 2, se demuestra que también hay una corres-
pondencia 1 — 1, entre formas cuadraticas positivamente definidas y elipses. Ademas
por considerarlas de interés en si mismos se presentan varias caracterizaciones de

formas cuadraticas positivamente definidas en funcién de matrices y determinantes.
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Este capitulo nos hemos apoyado bésicamente en [11] complementado con [8]; las
relaciones entre formas cuadraticas y producto interno estan bien estudiadas en [3]
mientras que la prueba del teorema 2,7 esta influenciada por [2].

En el capitulo 3 se demuestra el famoso Teorema de Jordan - von Neumann, el cual
establece que la norma de un espacio normado es inducida por un producto interno
si y solo si satisface la Regla del Paralelogramo.

Dos consecuencias importantes se obtienen del Teorema de Jordan - von Neumann:
1. L?[0,1] es un espacio de Hibert si y solo si p = 2.

2. Un espacio de Banach es un espacio de Hilbert si y s6lo si el corte de la esfera

unitaria con un subespacio bidimensional es una elipse.

La consecuencia 2 es el objetivo central de este trabajo.
El capitulo lo hemos entresacado de la monografia de Nieto [10] excepto el teorema
3.7 el cual se puede demostrar siguiendo la exposicion de cualquier libro de Teoria

de Medida (ver por ejemplo [5]).



CAPITULO 1

Preliminares Geométricos

El objetivo de este capitulo consiste en presentar algunos resultados fundamen-
tales de la geometria, ttiles en el desarrollo de nuestro trabajo, tales como lo es
la Regla del Paralelogramo; de la cual presentaremos una demostraciéon en la que
se utiliza el Teorema de Stewart; también hablaremos sobre elipses, su definicién,
representacion geométrica y la ecuacion cuadréatica asociada a la ecuacion de una

elipse.

1.1. Regla del Paralelogramo

En Geometria existen muchos resultados que pueden ser estudiados en los cursos
de matemaéticas elementales, uno de ellos es el Teorema del Coseno, del cual se de-

duce el Teorema de Stewart, como una aplicaciéon casi directa de dicho resultado.

El Teorema de Stewart fue planteado en 1746 por M. Stewart aunque proba-
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blemente fue descubierto por Arquimedes alrededor del ano 300 a.c; la primera de-
mostracion que se conoce fue realizada por Robert Simson en 1751 (ver [4], pagina
6).

En todo este trabajo, AB denotara el segmento determinado por los puntos A y B,

y AB la longitud de dicho segmento.

Definicion 1.1 Consideremos un triangulo ABC', un punto de la recta que contiene
un lado del triangulo ABC' se llama punto de Menelao de ese lado, si no es un

vértice del tridngulo.

Si el punto de Menelao esté entre dos vértices, entonces lo llamaremos punto de

Menelao interior; en caso contrario, lo llamaremos punto de Menelao exterior.

Definiciéon 1.2 Una ceviana es el segmento que une el vértice opuesto con un punto

de Menelao de ese lado; este punto de Menelao se llama pie de ceviana.

Diremos que la ceviana es interior o exterior si el correspondiente punto de

Menelao es interior o exterior respectivamente.

A continuaciéon presentaremos un grafico ilustrativo de las definiciones anterior-

mente presentadas.

Figura 1
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En la Figura 1, D es un punto de Menelao interior del tridngulo ABC' y E es un punto de Menelao
exterior del triangulo ABD. El segmento AD es una ceviana interior del triangulo ABC y el

segmento AE es una ceviana exterior del triangulo ABD.

Teorema 1.1 (Teorema de Stewart) Si AD es una ceviana interior del tridgulo
ABC' que determina en el lado opuesto BC' los segmentos BD y DC con AD = d,
BD =m y DC = n, entonces

b’'m + c*n = a(d* + mn)

Demostracion:

Considere el triangulo ABC' de la figura 2

A
c b
d
B C
—_ m D n_o
————
a
Figura 2

Por hipotesis se tiene que BC' = a, AC = b, y AB = c¢. En consecuencia m—+n=a.
Luego, utilizando el teorema del coseno en los triangulos ABD y AC'D se tiene

que:

¢ =m?+d* + 2mdcos ZADB (1.1)

b = n®+ d* + 2nd cos ZADC. (1.2)
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Note que los angulos ADB y ADC' son suplementarios; en consecuencia sus

cosenos difieren solamente en el signo; por lo tanto,

& =m?+d*+2md (1.3)

b = n? + d* — 2nd; (1.4)
multiplicando la ecuacion (1.3) por n, la ecuacion (1.4) por m, y sumando ambas
ecuaciones término a término se obtiene que:

nt +mb®> = nm?+mn®+ nd* + md*
= (m+n)(nm+d*)

= a(d* +mn)
&

Teorema 1.2 (Regla del Paralelogramo) En un paralelogramo la suma de los

cuadrados de sus lados es iqual a la suma de los cuadrados de sus diagonales.

Demostracién:
Considere el paralelogramo ABCD, donde las diagonales AC' y BD se cortan en
el punto O (ver figura 3)

Figura 3

Note que el segmento AO es una ceviana interior del triangulo ABD; luego apli-

cando el Teorema de Stewart a la ceviana AO se tiene que
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AB?0D + AD*BO-BD(AO? + ODBO);

pero los lados opuestos de un paralelogramo son congruentes y paralelos, por lo tanto
se tiene que los tridngulos ABC'y ADC son congruentes; ademas los triangulos AOB
y C'OD también son congruentes, por lo tanto,

BD =20B =20D

y

OA = %AC
luego,
BD BD 1 BD BD
AB?2Z L Ap?2Z BD(—AC’2 ——)
7 * 2 4 T
es decir, ) )
A BD
AB? + AD? = ¢ - ;
2 2
en Consecuencia,
2AB? + 2AD* = AC* + BD*. (1.5)

Usando una vez més la congruencia de los lados opuestos de un paralelogramo se

tiene,
AB = DC
y
AD = BC;
asi,
AB?* = CD?
y
AD? = BC?;

en consecuencia,

2AB* = AB* 4+ CD? (1.6)
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2AD? = AD? + BC? (1.7)

Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (1.6) y (1.7) en la ecuacion (1.5), se tiene
que la suma de los cuadrados de sus lados es igual a la suma de los cuadrados de sus

diagonales, es decir;

AB? + CD? + AD? + BC? = AC? + BD?.

1.2. Elipses

Como se percatara el lector, la nocion de elipse ocupara un lugar prepoderante
en el presente trabajo. De hecho nuestro objetivo principal es mostrar como dicha
nociéon permite interrelacionar Geometra Analitica, Algebra Lineal y Analisis Fun-
cional en el siguiente teorema:

Un espacio de Banach X es un epacio de Hilbert si y sélo si la intersecciéon

de la esfera unidad con cualquier plano que pasa por el origen es una elipse.

Esta curva se catapulto en el siglo XV 11, cuando Kepler (1571 — 1630) descubri6
en 1609 que las o6rbitas de los planetas en su movimiento sideral son elipses con el
sol en uno de los focos.

En término de Geometria Euclideana, una elipse se define como sigue:

Definiciéon 1.3 Una elipse es el conjunto de puntos del plano tales que la suma de

sus distancias a dos puntos fijos del plano, llamados focos, es constante.

A fin de facilitar nuestro estudio definiremos algunos elementos componentes de

la elipse.
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Definicion 1.4 La recta que contiene los focos de la elipse se llama eje focal y los
puntos de la elipse que cortan al eje focal se llaman vértices. El segmento que une
los vértices se llama eje mayor de la elipse, el punto medio del eje mayor se llama
centro de la elipse, la recta perpendicular al eje de la elipse que pasa por el centro
se llama eje mormal; el segmento que une los puntos de corte de la elipse con el eje
normal se llama eje menor. Estos elementos se ilustran en la figura 5.

lo

EJE NORMAL
EJE MENOR
v/ b 14
> t L
f F(c,0) EJE MAYOR
— _J
EJE FOCAL
Figura 5

En términos de Geometria Analitica, la elipse adquiere una forma algebraica que

tiene por ende consecuencias que resultan la razon de ser de este trabajo.

Teorema 1.3 Una elipse de centro (h, k) y ejes paralelos a los ejes de coordenadas

puede ser descrita mediante la ecuacion de la forma

C) VR
a? b2

1 (1.8)

Haciendo los célculos algebraicos en la formula (1.8), se observa que una elipse

con centro (h, k) y ejes paralelos a los ejes coordenados puede ser descrita mediante
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la ecuacion
A? +Cy* +Dx+ Ey+F =0 (1.9)
donde,
A=, C=da® D=-20®h, E=2a’k y F =05b>+a’k?— a?b?,
con
CD? + AE* — 4ACF > 0.
Reciprocamente, si se completa cuadrados en la ecuacion (1.9) mediante convenientes

manipulaciones algebraicas puede obtenerse una ecuacién de la forma

D\’ E\?
(“ﬂ) +<y+%) D+ AE? — 4ACF

1.1
C A 4A2C? (1.10)
Si
CD? + AE* — 4ACF 20
4A2C?
y hacemos
M= CD? + AE* — 4ACF
B 4A2C2 ’
entonces la formula (1.9) puede escribirse en la forma
( D\’ E\?
) (o 2)
24) N ¢ (1.11)

MC MA
Si A, C'y M son positivos, lo cual quiere decir que

CD?+ AE? —4ACF > 0, entonces la ecuacion (1.11) representa una elipse de centro

-D —-F
(2—A’ %) y ejes paralelos a los ejes coordenados.

En resumen, se tiene lo siguiente:
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Teorema 1.4 Si los coeficientes A y C' son positivos y

CD? + AE? —4ACF > 0, entonces la ecuacion

A + Cy* + Dr+Ey+F =0
reprgsent%la ecuacton de una elipse de ejes paralelos a los ejes coordenados y centro
(513c)

Hasta el presente hemos considerado elipses con los ejes paralelos a los ejes coor-
denados y las respectivas ecuaciones cuadraticas (ver definicion (1.5)) asociadas a
dicha elipse, las cuales tienen como denominador comin que el coeficiente de zy es
igual a cero; es decir, cuando la elipse tiene los ejes paralelos a los ejes coordenados

y es representada algebraicamente por la ecuacion
Az? + Bay +Cy* + Do+ Ey+ F =0 (1.12)

entonces B = 0.

Es natural preguntarse si una ecuacién cuadratica de la forma,
Az* + Bay +Cy* + Do+ Ey+ F =0 (1.13)

con B # 0 puede representar la ecuacién de una elipse.

La respuesta es afirmativa, pues haciendo el cambio de coordenadas,
x = 2’ cos() — ¢ sin(6) (1.14)

y = 2’ sin(f) + y' cos(h) (1.15)

al escoger # adecuadamente de forma tal que

B
20 = —— ' A
tg20 1 si #C

0 =45 s1 A=C.
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En términos algebraicos las ecuaciones (1.14) y (1.15) se puede escribir como

T cos —sinf '

/

Y sinf  cost Y

con este nuevo sistema de coordenadas se observa que la ecuacion (1.12) se transforma
en

A/f]:/2 +C,y/2 +D/x/ +E/yl +F/ — O7
la cual representa la ecuacion de una elipse si B2 —4AC < 0, Ay C tienen el mismo

signo y OD? + AE? — 4ACF > 0.
Definicion 1.5 Una ecuacion de la forma
azx® + 2bxy + ey’ +dr+ey+ f=0

donde a,b,--- ,f son numeros reales y al menos a,b,c no es cero se denomina

ecuacion cuadrdtica en v e y.

Note que toda elipse tiene asociada una ecuacién cuadratica que satisface las

siguientes condiciones:

a) Ay C tienen el mismo signo.
b) B2 —-4AC <0

c) CD? + AE? —4ACF > 0

Reciprocamente, si una ecuacioén cuadratica satisface las condiciones anteriores,

entonces ella es la ecuacion de una elipse.



CAPITULO 2

Elipses v Algebra Lineal

En el capitulo precedente hablamos sobre la importancia geométrica y analitica
de la elipse, resaltamos el hecho de que toda ecuacién de una elipse tiene asociada
una ecuacion cuadratica. Partiendo de este punto estableceremos un enlace entre
Geometria Analitica y Algebra Lineal.

En todo este capitulo consideramos espacios vectoriales reales.

2.1. Resultados basicos del Algebra Lineal

En esta seccion presentaremos algunos resultados basicos que son ttiles, en el
desarrollo de nuestro trabajo; no daremos demostracion de dichos resultados pues

nuestro interes es sélo recordarlos para hacer mas facil la lectura del trabajo.

Definicion 2.1 Sea A una matriz m x n. La transpuesta de A, denotada por AT,
es la matriz n X m, que se obtiene al intercambiar filas por columnas.
Es decir,

[AT);; = [A]l;i para todo i, j

16
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Definicién 2.2 Sea A una matriz n X n entonces A es una matriz stmétrica si

AT = A.

En el caso en que n = 2, toda matriz simétrica es de la forma

Definicién 2.3 Sea A una matriz n X n. Un autovalor de A es un escalar A € R
tal que:

Axr = Az,

para algin x # 0, x € R".
Diremos que x es un autovector de A asociado a ).
Definicion 2.4 Sea E un espacio vectorial real. La aplicacion

(x,y) — (x,y) de EXE en R

se llama producto interno, si para cualesquiera x,y,z € E y A\, u € R se cumplen

las siguientes condiciones:

a) (z,z) >0 si x#0

b) (z,y) = (y,z) (simetria)

c) (\e+py, z) = XNz, 2) + u(y, z)  (linealidad).

Teorema 2.1 (Desigualdad Cauchy - Schwarz) Sea V' un espacio real con pro-

ducto interno. Si x,y € V entonces,

[(z,9)] < (z, )2 (y, y)1/?
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Definicién 2.5 Un conjunto de vectores xy,...,x, se dice que es linealmente in-
dependiente, si la relacion \yx1+...+ M \,x, =0 donde \; e Ri=1,...,n implica

que Ay = ... =\, =0.

Definicion 2.6 Sea V' un espacio vectorial y X un subconjunto de V. La interseccion
de todos los subespacios de V' que contienen a X se llama el subespacio generado

por X y se denota gen(X)

Definicion 2.7 Un espacio vectorial V' es finitamente generado si existe un nimero
fintito de vectores vy, ..., v, tales que gen({vy,...,v,}) = V. En este caso, decimos

que los vectores vy, ...,v, generan a V.

Definicion 2.8 Una familia de vectores linealmente independientes vicp de un es-
pacio vectorial V' es una base de V', si los v; generan todo V', es decir, si cadav € V

se expresa como combinacion lineal finita de (v;):
V=V + ...+ a,U,
donde a; € R, i =1,...,n son escalares inicos.

Definicion 2.9 Sea V' un espacio vectorial con producto interno. Los vectores x,y €

V' son ortogonales si (z,y) = 0.

Definicion 2.10 Sea V' un espacio vectorial con producto interno. Un conjunto de
vectores vy, ..., v, de V es ortogonal si (v;,vj) =0 para todo i # j. Si ademds cada

uno de los vectores tiene norma 1 entonces vy, ..., v, son ortonormales.

Teorema 2.2 Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si v € V es una

combinacion lineal de los vectores ortonormales uq, . .., u, entonces,

1. v=(v,u)uy + ...+ (v, up)ug;
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2. (v,v) = |(v,u))®* + ... + [{v,up)|?

Teorema 2.3 (Gram - Schmidt) Sean vy, ..., v vectores linealmente independientes

en un espacto con producto interno V. Entonces existen vectores uy, ..., u, ortonor-

males en V' tales que:
gen(v, ..., ui) = gen(ur, .., w)

Proposicion 2.1 57 V' es un espacio vectorial de dimension finita con producto

interno, entonces V' tiene una base ortonormal.

Teorema 2.4 Sean V y W espacios vectoriales sobre R de dimension finita m y n
respectivamente. Supongamos que B es una base de V y C es una base de W. Para

T € L(V, W) existe una tinica matriz A m x n, tal que:
[T(V)]c = A[v]s  para todo v eV.

Definicion 2.11 La matriz A m X n que asociamos a la transformacion lineal T €
L(V,W) en el teorema anterior se llama matriz de T respecto a las bases B y

C. La denotamos por A = [T]gc.

Definicion 2.12 En una matriz, el primer elemento de la diagonal distinto de cero,

de cualquier fila o columna que se vaya a eliminar se llama pivote.

Definicién 2.13 Una matriz A n x n, asociada a un operador lineal T, sobre un

espacio V' con producto interno, es positivamente orientada si,
(Tz,z) >0 para todo x#0

Observacion: La eliminacién gaussiana consiste en tansformar mediante opera-
ciones lineales entre filas a: Ax = b en Lx = ¢ o en Ur = d donde, L es la matriz

triangular inferior y U es la matriz triangular superior.
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2.2. Formas Cuadraticas

En esta secciéon se daréan algunas definiciones como producto interno, forma
cuadratica, entre otras. Demostraremos que toda ecuacién cuadratica tiene asociada
una forma cuadratica y si la forma cuadratica es positivamente definida, entonces
ella determina un producto interno. El reciproco también es valido, es decir, todo

producto interno tiene asociada una forma cuadratica positivamente definida.

Definicion 2.14 Una aplicacion Q : R” x R" — R es una forma cuadrdtica si,

existen escalares a;j,1,j = 1,...,n, tales que

Qlz,y) = Y iy

ij=1

Es facil ver que toda forma cuadrdtica satisface
a) Simetria Q(z,y) = Q(y, 7)
b) Linealidad Q(ax + By, z) = aQ(z, z) + BQ(y, 2).

Si ademds, la forma cuadrdatica satisface Q(x,z) >0 Yz # 0, decimos que la forma

cuadrdtica es positivamente definida.
Definiciéon 2.15 Dada cualquier ecuacion cuadrdtica

az® 4+ 2bzy +cy? +dr +ey+ f =0 (2.1)
la forma cuadrdtica asociada a la ecuacion (2.1) viene dada por

Q((z,y), (z,y)) = az® + 2bxy + cy”.

Proposicion 2.2 Toda forma cuadrdtica positivamente definida determina un pro-

ducto interno.
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Demostracion:

Considere la aplicacion

Q" R"—R
Q" (r,y) = (z,y) — Q(z,y).

Una forma cuadratica positivamente definida; probaremos que Q* define un pro-
ducto interno.

En efecto,

a) (,2) =Q(z,2) >0 YV %0

b) (z,y) = Qz,y) = Qy,z) = (y, )

c) (az + Py, z) = Qax + By, 2) = aQ(x, 2) + fQ(y, 2).

Por lo tanto, toda forma cuadratica positivamente definida define un producto
interno. &
El reciproco también se cumple, es decir, todo producto interno define una forma
cuadratica positivamente definida; la demostracion se obtiene mediante un razona-

miento anélogo al anterior.

Proposicion 2.3 Toda forma cuadrdtica positivamente definida determina la ecuacion

de una elipse y reciprocamente.

Demostracion:

Por la definicién (2.12) sabemos que toda ecuacion cuadratica
az® 4+ 2bzy +cy* +dr +ey+ f =0
tiene asociada una forma cuadratica, la cual es

az? 4 2bxy + cy?.
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a y c tienen el mismo signo, b?> — 4ac < 0y cd? + ae? — 4acf > 0.

Por hipoétesis, la forma cuadratica es positivamente definida, por lo tanto, ella define
un producto interno y a su vez el producto interno tiene asociada la ecuacion de una
elipse. &

El reciproco se obtiene usando el teorema (1.3) del capitulo 1.

2.3. Matrices, Determinantes y Formas Cuadraticas

En la secciéon precedente se vio que toda ecuaciéon cuadratica tiene asociada una
forma cuadratica. En esta seccion se demostrara que toda forma cuadratica tiene aso-
ciada una matriz y en el caso de que la forma cuadratica sea positivamente definida,
entonces la matriz asociada a ella es simétrica. Estos hechos se usan para expresar
diferentes relaciones del producto interno, entre ellas: los autovalores de la matriz
asociada son positivos, el determinante es positivo y la matriz es orientada positi-
vamente. Recordemos que, a pesar de ser todos estos resultados validos en espacios
de dimensioén finita, para lograr nuestros propdésitos nos concentraremos en espacios

bidimensionales.
Definicion 2.16 Una matriz simétrica es postitivamente definida si
tTAr >0 VYr#0
Proposicion 2.4 Una matriz simétrica A tiene una factorizacion simétrica
A=LDL"

Proposicion 2.5 Para X = (z,y) y f(X) = ax?+2bzy + cy® una forma cuadrdtica,

entonces [ se puede escribir en su forma matricial como

f(X)Z(x y) Zi ;C
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Demostracion:

Considere f(X) = XTAX donde,

Probaremos que f(X) = az? + 2bxy + cy®.

En efecto,

f(X) = XTAX
a b T
= ()|,

x
= <a:a+yb xb—iryc) )

= (za+yb)x + (zb+yc)y

= az® + 2bxy + cy?

&

Observacion: El resultado precedente nos dice que toda forma cuadrética tiene

asociada una matriz simétrica. A saber:

Proposicion 2.6 Sea A una matriz simétrica 2 x 2

a b
b ¢

A:

de forma cuadrdtica Q(x,y) = ax? + 2bxy + cy?, entonces las siguientes condiciones

son equivalentes.
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a) A es definida positiva.
b) a >0, ac—b* > 0.

c) El conjunto {(z,y) € R*: Q((z,y)) = 1} es una elipse.

Demostracion:
Note que:
by\?  ac— b2
Q(x,y) = ax® + 2bzy + cy* = a(a: + Ey> + - v (2.2)
a = b.

Sea A una matriz simétrica 2 x 2 definida positiva, es decir,

tAr >0 VYr#0

(10) Zi (1] — (at0 bt0)
!
= a>0

luego, como Q(1,0) = a, se tiene que Q(1,0) > 0.

Por otro lado usando la ecuacion (2.1) se tiene que,
—b b b\*  ac—0?
aQ( —,1) = alal —+-) + 5
a a a a

= ac— b

—b
lo cual significa que, ac — b = aQ (—, 1) > 0, por lo tanto, ac — b* > 0.
a
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b= a.

Sean a > 0, ac — b* > 0, esto implica que

by\?  ac— b2
Q(fc,y)zaKH—y) +

a

>0 Y(x,y) #0

lo cual significa que Q(z,y) > 0, por lo tanto, A es una matriz simétrica 2 x 2 posi-
tivamente definida.
b=c

Supongamos que a > 0y ac — b* > 0. Queremos probar que Q(z,y) = 1 re-
presenta la ecuacién de una elipse para todo (z,y) € R?, lo cual implica probar que
ax? + 2bxy + cy? = 1 es la ecuacién de una elipse.

Por la proposicion (2.3) , sabemos que toda forma cuadrética positivamente defini-
da determina la ecuaciéon de una elipse.

El reciproco es valido, pues la ecuaciéon de una elipse debe cumplir con esas condi-

ciones, es decir, a > 0y ac — b* > 0. &
Definicién 2.17 El producto euclideo en R? de dos vectores x ey se define por
(,y) = 191 + 2210
donde, v = (z1,22) vy y= (v1,%2)
Definiciéon 2.18 Sea (,) un producto interno en R"; la funcion
Q:R"—R
r — (x,x)
se llama forma cuadrdtica asociada al producto interno (,)

Resumiendo lo visto anteriormente, se tiene que si una forma cuadratica es posi-

tivamente definida entonces, ella tiene asociada una matriz simétrica positivamente
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definida. A continuacién se daran algunas caracterizaciones de las matrices simétri-

cas positivamente definidas.

Teorema 2.5 Sea A una matriz simétrica, entonces las siguientes condiciones son

equivalentes.

a) 2TAz >0 Vo #0, es decir, A es positivamente definida.
b) Todos los autovalores de A son positivos.
c) Todas las submatrices Ay, tienen determinantes positivos.

d) Ccada pivote d; de A (sin intercambio de filas) cumple con que d; > 0.

Demostracion:
Considere una matriz A n X n simétrica.
a=0b
Suponga que T Ax > 0 Va # 0. Probaremos que todos los autovalores son positivos.
Tomemos z;, con ¢ = 1,...,n un autovector unitario, entonces Ax; = \;x;.
Asi,

T T

pues zlx; =1Vi=1,...,n.

La hipotesis se cumple para todo x # 0, en particular se cumple para el autovector
z;, por lo tanto, x7 Ax; > 0, lo cual significa que \; >0i=1,...,n.

De esta manera todos los autovalores son positivos.

b= a

Suponga que todos los autovalores son positivos, probaremos que

2TAz >0 Vo #0.

Como las matrices simétricas tienen un conjunto de autovectores ortonormales {z1, ..., x,},
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dicho conjunto es una base de R", entonces x se puede escribir como una combinaciéon
lineal de dichos vectores, es decir,
m:C'lxl—l—...—l—Cnxn, Cl,...,OnER
entonces,
Ar = ClAZE1 + ...+ OnAIn = Cl/\lxl + ...+ On)\nxn
por ortogonalidad y la normalizacion, se tiene que:
rir; =1
de esta manera,

tTAr = (Ciz] +...+Cra,)(Cihizy + ...+ Codpzy)

usando la hipotesis \; >0V i=1,...,n se tiene
tTAx >0 Vo #0

Ahora se prueba la equivalencia ¢ <= d, la cual se realiza en tres pasos usando
la condicion (a).
a=c

Supongamos que z*Axr > 0 Va # 0. Sabemos que todos los autovalores son

positivos, entonces
det(A) = MAy... A\, >0
Finalmente, para probar que las submatrices A tienen determinantes positivos
basta con verificar que si A es positivamente definida, entonces A, también lo es, lo
cual, consiste en tomar los valores cuyas tltimas n — k componentes sean ceros.
A 0O

2TAr = (xg 0)
0 0
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Como " Az > 0V x # 0, entonces en particular z{ Apzy > 0V x5, # 0.

De esta manera, la condicion (a) se cumple para todas las submatrices Ay, por lo
tanto, con un razonamiento analogo al anterior se concluye que Ay, tiene determinante
positivo.

Asi, a=c (2.3)

c=d.

Sabemos que existe una relacion directa entre los niimeros det(Ay) y los pivotes, pues
el k — ésimo pivote d; es precisamente,

det(Ak)

U= Tet(Ar 1)

si todos los determinantes son positivos, entonces todos los pivotes son positivos, y
para las matrices positivamente definidas no se necesita intercambiar filas para la
realizaciéon de eliminacion gaussiana con pivoteo.

Asi, c=d (24

usando las implicaciones (2.3), (2.4) y haciendo uso de la transitividad, se tiene que
a=d

d=—a

Supongamos que todos los pivotes son positivos, demostraremos que
tTAx >0 VYo #0

Esto fue lo que se realiz6 para el caso de matriz 2 x 2 al completar el cuadrado (ver
Teorema 1.4 del capitulo 1).

Probar este resultado para matrices n x n, la eliminaciéon gaussiana de una matriz
simétrica, la triangular superior U es la transpuesta de la triangular inferior L por
lo tanto,

A=LDU
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se transforma en

A=LDL".

Asi,
d — a.

&
Teorema 2.6 Sea A una matriz 2 X 2. Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) La matriz A es simétrica y positivamente definida.
b) La matriz A es simétrica y tiene autovalores positivos.
c) La matriz A es simétrica y positivamente orientada.
d) La matriz A tiene determinante positivo.

Demostracion: Sea A una matriz 2 x 2
a=c
Sea A una matriz 2 X 2 simétrica y positivamente definida. Probaremos que A es

positivamente orientada, es decir,

(Tx,z) >0 Vo #0

) a b
Si det(A) = det > 0,
b c
entonces,
ac—b* >0
Asi, si x # 0, entonces
a b T
Tz =
C )

= (am+bx1 bri + cxo );
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luego,
(Tx,z) = ((azxy+ bxa, bry + cxg), (71, 22))
= (axy + bxg)xy + (bxy + cxa)22
= a:c% + 2bx1x9 + c:c% > 0;
. . . . . a
por ser ésta la forma cuadratica asociada a la matriz simétrica , la cual es
b ¢

positiva por el teorema (2.5) y la proposicion (2.5).

Reciprocamente, si (Tz,z) >0 Vz # 0, entonces, la forma cuadratica
ari+2brizo+cxd >0 V(x1,72) € R? y en consecuencia la matriz T es positivamente
definida.

Esto prueba la equivalencia entre (a) y (c¢)

Las otras tres equivalencias estdn contenidas en la proposicion (2.5) y el teorema

(2.5) &

En el siguiente teorema se usaran resultados conocidos del Algebra Lineal como:
el proceso de ortogonalizacion de Gram - Schmidt y que toda transformacion lineal
de R™ en R" tiene asociada una matriz n X n, los cuales fueron estudiados en la

seccion (2.1).
Teorema 2.7 Si E = R"™ un espacio con producto interno (,) y (,) denota el pro-

<{L‘, y> = Z Ty
i=1

entonces existe una matriz T tal que (x,y) = (Tz, Ty)

ducto interno euclideo

Demostracion:
Sea {x1,...,2,} una base ortonormal en (R™, (,)). Tal base existe por el proceso

de ortogonalizacion de Gram - Schmidt; sea (e, ..., e,) la base canonica de (R™, (,)).
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Definamos la aplicacion

S : (Rn, <7>) — (an (’))

n
(a1,...,a,) — Zaixi
i=1

S es un aplicacion lineal con Se(;) =z, Vi=1,...,n.
Como S aplica una base de R™ sobre otra base de R", resulta que S es una biyeccion
lineal y por tanto invertible. Sea
T=s5"
Entonces,

T:(R"(,) — (R"())

es una transformacion lineal invertible.
Sea A la matriz cuadrada asociada a la transformacioén lineal T. Entonces A es una

matriz invertible y si
n

IEZZCM%‘ y yzzbiyi
i=1

i=1

se tiene que,

= (by,...,by)
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Asi,

n

<T$, Ty> = Z aibi
i=1
Por otra parte,

n n

(z.y) = (Zbex)

=1

n

= Y aibj(wi, ;)

i,j=1

n

== Z aibjé}j

1,J

= Z aib;,
i=1
por lo tanto,
(Tz, Ty) = (z,y)

L]

Reciprocamente, consideremos a (R", (,)) y T una matriz invertible. Definamos
(z,y) = (T, Ty).

Probemos que (z,y) define un producto interno
a) (z,z) = (T, Tz) =T(z,z) >0V x #0
b) Simetria (x,y) = (Tz, Ty) = (Ty, Tx) = (y,x)
c) Linealidad
(ax + By, 2) = (T(az,fy), Tz)
= (aTz+ 0Ty, Tz)
= aTz,Tz) + 5(Ty, Tz)

= a(z,2)+ By, 2).
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Terminamos el capitulo dando un resumen sobre lo estudiado entre Elipses y
Algebra Lineal, el cual realizamos de la siguiente manera.
La elipse, curva conocida desde la antiguedad griega, admite cada una de las

siguientes descrpciones algebraicas:

a) La ecuacion cuadratica
Ax* + Bay +Cy* + Dx +Ey+ F =0

representa la ecuacion de una elipse si A y C tienen el mismo signo,

CD? + AE? — 4ACF > 0y B2 — 4AC < 0.

b) La forma cuadrética Q(z,y) = az? + bxy + cy? es positiva defnida si

Q(z,xz) >0 Vx #0, es simétrica y se cumple la linealidad.

c) La forma cuadrética ax?® + bxy + cy* definida positiva tiene asociada una matriz

2 X 2 simétrica.

d) La forma cuadratica ax?+bry+cy? positivamente definida determina un producto

interno en R2.

a b
e) La matriz simétrica tiene determinante positivo.
b ¢
o a b . :
f) La matriz simétrica es positivamente definida.
b ¢
o a by . .
g) La matriz simétrica tiene autovalores positivos.
b ¢
o a b . : . .
h) La matriz simétrica tiene orientacion positiva.



2. Elipses y Algebra Lineal 34

i) El conjunto {x € R? : (T, Tx) = 1} representa una elipse, donde T es una matriz

invertible 2 x 2

En el proximo capitulo utilizaremos estos resultados particularmente el item d),
junto con la Regla del Paralelogramo para obtener valiosa informacion en Anélisis
Funcional como:

Un espacio normado real es prehilbertiano si y sélo si la intersecciéon de

su esfera unidad con cualquier plano que pasa por el origen es una elipse.



CAPITULO 3

Caracterizaciones de Espacios de Hilbert

En el presente capitulo usaremos los resultados de los capitulos precedentes para
obtener nuestro resultado principal y asi caracterizar espacios de Hilbert a través de

sus subespacios bidimensionales.

3.1. Preliminares.

A continuacion presentaremos algunas definiciones y resultados bésicos del Anéali-

sis que seran utiles para el desarrollo del capitulo.

Definicion 3.1 Un espacio X es prehilbertiano si X es un espacio vectorial pro-

visto de un producto interno.

Definicion 3.2 Sea I|E un espacio vectorial. Una aplicacion que hace corresponder a
cada valor x € E el nimero real ||z||, se llama una norma de E si, y sdlo si, verifica

los siguientes axiomas.
a) |z} =0y [lz] =0z =0

35
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b) llex| = lalllz], € R, 2 € E
¢) llz+yll < ll=ll +llyll, Ve,y € E
Un espacio normado es un par (E, | - ||) donde || - || es una norma sobre E.

Definiciéon 3.3 Sea x € R", la norma euclideana de x es el nimero real ||x||

denotado por

|2ls = (z, )2

donde, como es usual, (,) denota el producto inteno

(z,y) = szyz (3.1)
i=1
Observaciones:

a) El par (R, ||.||2) se llama espacio euclideo.

b) El producto interno se definié en el capitulo 2 (ver definicién (2.4). Dicho esto

probaremos que:

Proposicion 3.1 Si(,) es un producto interno en un espacio vectorial real X,
entonces

4z,y) = llz+yl* = |z -yl
Demostraciéon: Sea (,) un producto interno.

Iz +yll* =l —yll* = (@+yz+y)—{e—yz—y)
= ll® + 20z, 9) + lyl* = ll2l* + 2(z,9) — |yl

= 4z,y)
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Proposicion 3.2 (Desigualdad de Cauchy - Schwarz) Sean = e y vectores en

un espacio prehilbertiano; se cumple que

<x,y>\ < llzlllgll

La igualdad se cumple si y solo si x e y son vectores linealmente dependientes.

Demostracion:

a) Six e y son vectores linealmente independientes, entonces

0 < (z+ Ay, z+ Ay) = [|zf* +2X{z, y) + [|y[I*|A]”

Tomando A = — <||$’|:|y2>,
)
tenemos que,
{z,) 2 |(z, )
0 < [lz|* - 2{z,y) + llyll
lyl? lyl*
2
0< Hx”Z _ |<I,y2|
Iyl
[(z, )] < ll=[l]lyl

b) Supongamos z e y son vectores linealmente dependientes, entonces uno de ellos

es multiplo del otro, luego se tiene z = uy, asi

(x| = Kp,y)l
= |ulllyl?
= (lulllyD vl
= |l=(lyll
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Un ejemplo importante de espacio normado es (R™, ||.]|,) (1 < p < 00), donde

lello = O lail?)>.
i=1
El espacio (R", |.||,) se denota también por [}
Definiciéon 3.4 Una distancia en un conjunto X es una funcion
d: X xX —R
que satisface las siguientes condiciones:
a) dlz,y) >0V ax#y, dz,y) =0 siysdlo six=y
b) d(z,y) = d(y,z)
c) d(z,z) <d(z,y) + d(y,z) (Desigualdad Triangular.)

Definicién 3.5 Un espacio métrico es un par (M, d), formado por el conjunto no

vacio M y una métrica d sobre M.

Observaciones: Dado un espacio vectorial IE, recordemos que si tenemos una norma
||.|| definida sobre I, siempre es posible definir una métrica sobre E. Si consideramos

la funciéon definida por
dz,y) =z —yll, Vz,yek
d es una métrica en I, en consecuencia, todo espacio normado es un espacio métrico.

Definiciéon 3.6 Diremos que una norma ||.|| proviene de un producto interno (,) si

|z = (x,2)2, para algin producto interno { )

Observacion: Todo espacio prehilbertiano puede considerarse un espacio normado
y por tanto es un espacio métrico, con la métrica definida por la norma proveniente

de un producto interno.
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Definicién 3.7 En R? la métrica euclidea se define como

d(z,y) = (Z( - y»?)%

=1

donde, v = (z1,22) yy = (Y1,Y2)

Proposicion 3.3 En un espacio prehilbertiano, la norma satisface la Regla del Para-

lelogrameo.
lz+yl* + [z =yl = 2(/|z]* + [[ylI*)
Demostracion:
le+yl*+llz—yl> = (@+yz+y)+(z—yz—y)

= ll® +2(z, 9) + lyl* + l=[* — 2(z, y) + llyll*
= 2(fl=* + lly*)

L]

Definicion 3.8 Sea (M, d) un espacio métrico y sea {x,} C M y x, € M. Decimos
que {x,} converge a x, y lo denotamos como {x,} — x,, si lim d(x,,x,) = 0.
En otras palabras, decimos que {x,} — x, si y solo si V¢ > 0 3In, € N tal que

d(xp, x,) < &,V n>n,.

Definiciéon 3.9 Sea (M, ||.||) un espacio normado y sea {x,} C M. Se dide que {z,}
es una sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe N € N (N depende de €) tal
que

|en —zm|| <€ st m>N y n>N

Definicion 3.10 Un espacio métrico M es completo si toda sucesion de Cauchy es

convergente en M.
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Definicion 3.11 Un espacio (M, ||.||) y completo con la métrica inducida por la

norma se llama espacto de Banach.

Definicion 3.12 Un espacio M prehilbertiano completo se llama espacio de Hilbert.

3.2. Espacios I’ y L[a, D]

Aqui estudiaremos los espacios lz, es decir, los espacios de dimension 2 con la nor-
ma p, daremos algunos ejemplos de espacios que no son de Hilbert. Hablaremos en
particular del espacio L?|[a, b] aprovechando las carateristicas de la norma en L*[a, b]
para hacer este estudio en el contexto de espacios de Hilbert; los cuales siguen de

importancia a los espacios de Banach en el Analisis Funcional.

Observacion: C[I] representa el espacio vectorial de las funciones continuas en un

intervalo I, finito o infinito de la recta real con las operaciones
(f +9)(t) = f(t) + 9(t)
(Af)(E) = Af(t), A €R

Definiciéon 3.13 Para 1 < p < oo, el espacio de sucesiones

{.1' ={Zn}nen : Doy |Tal? < 00 p con la norma p definida por:

el = (fju)

=1

dp(z,y) = ||z — yll, es denotado por .

l, es un espacio de Banach de infinitas dimensiones para 1 < p < 0o
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Definicion 3.14 L,([a,b]), la clase de funciones Lebesgue integrables de potencia p

en el intervalo [a,b] con la norma

i =( [ blf(x)|pd9:)%

dp(f,9) = |f = gllp

donde f(t) y g(t) son funciones de Lebesgue integrables.

A continuacién daremos algunos ejemplos de espacios normados no prehilbertianos.

Ejemplo 3.1 EI espacio (13, ||.]]1) no es un espacio prehilbertiano, donde la norma
se define como

lz|li = |z1] + |@a], para z = (z1,22) € R?.

En efecto, es fdacil ver que ||.||1 es una norma en R
Sean v = (1,0), y = (0,1). Luego [lz[| = [jyll = 1, y [z + yl| = [z —yl| = 2.
Ast,
2|21 + [lyl?) = 4
mientras que
lz+yl* + |z —yl|* =8
y por tanto no se cumple la Regla del Paralelogramo (proposicion (3.3)). s

Proposicion 3.4 El espacio Cla,b] no es un espacio prehilbertiano, con la norma
definida por

2]l = maweay {lz(t)[}
Demostracién: Probaremos que la norma definida por

|z|| = maziciap{|z(t)|}, no proviene de un producto interno.
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Para probar que la norma no proviene de un producto interno, basta con probar que

la norma no satisface la Regla del Paralelogramo.

Tomemos.
t_
Las funciones z, y € Cla, b, definidas asi: Vt € [a,b], z(t) = 1, y(t) = (b a)' Es
—a
facil ver que |z|| =1, |ly[| =1, () +y(t) =1+ (Z_ ;
—a

' (t—a)

—a

t)—yt)=1-—

o(t) —y(t) =1~ =0
Asi,

[z +yll =2, lz -yl =1

Por lo tanto,

Iz +yl? + llz = ylI> =5y 2([|=[* + [ly]|*) = 4.

De aqui se concluye que la norma no proviene de un producto interno, por lo tanto

no es un espacio prehilbertiano. &

En LP[a,b] 1 < p < oo, la desigualdad triangular toma la siguiente forma:

Teorema 3.1 (Desigualdad de Minkowski ) Sea 1 <p < oo y
f,g : la,b] — R funciones medibles con |f|P y |g|F, Lebesque integrable. Entonces

|f + g|P es integrable y

+ pdt)§< pdt>+( pdt)
( [ o /[ i /[ o

1 1
Teorema 3.2 (Desigualdad de Hélder ) Sean f,g € (1,4+00) con — + — < oo.

p q
Entonces si f € LP[a,b] y g € La,b] Lebesgue integrable, se tiene que f,g € LP[a,b]

/{a e [ /[ ) 17 % [ /[ ) WF

Proposicion 3.5 La norma L*[0, 1] proviene del producto interno

(f.9) = / F(Dg(b)dt

Yy
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dmwmumz(ﬁﬂﬂmwﬁz

Demostracion:

1

@IUM—fo%=(ﬁLf!%02>0vﬂﬂ#0

b) [Aflls = AL AR = (ka MQ2=M(ﬁHﬂmwQ2=Mmm2

c) Por la Desigualdad de Minkowski resulta la desigualdad triangular.

1f+glls = (f+af+a):

_ (Aﬂﬂw+mmwﬁé
(Aﬂﬂmw0%+(ﬁﬂﬂmwoé

1f1l2 + [lgll2

IN

IN

L3

Probemos que (f, g) de la proposicion precedente esta bien definida, es decir, basta
verificar que (f, g) es un ntimero real para todo f, g € L?[0,1].

Esto resulta de la desigualdad de Hélder, pues

<ﬁm:(éﬂm©%s(éﬁm)7fﬁmﬁ%<m

Con esto hemos probado que el espacio L?[0, 1] es un espacio de Hilbert.
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3.3. Teorema de Jordan - von Neumann

Daremos la demostracion del Teorema de Jordan - von Neumann y algunas apli-

caciones.

Definicion 3.15 Una funcion [ entre dos espacios vectoriales E y F' se llama adi-

tiva si f(x+y) = f(z)+ fly) Vz,y € E.

Proposicion 3.6 Sean E y F espacios vectoriales normados reales y

f:+ E — F una funcion aditiva. Si f es continua, entonces es lineal.

Demostraciéon: Como f es aditiva, para probar la continuidad de f, basta probar
que
f(Ax) = Af(2) Vee B y X fijo.

De la aditividad de f se tiene que
f(x) = f(x+0) = f(x) + f(0), lo cual implica que f(0) = 0 y este hecho a su vez
implica que
f(x) = =f(=x) (3:2)
puesto que,
0=f(0) = fle —2) = f(z) + f(=2).
De nuevo por la aditividad de f se tiene que

f(2x) = 2f(x)
y por recurrencia se demuestra que

f(nz) =nf(x) (3.3)
para cada numero natural n; este hecho junto con (3.5) muestra que

f(nz) =nf(x) VnezZ (3.4)
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De aqui se deduce que
1
f(x) = Ef(nx) Vn e E

1
Si tomamos y = —x vemos que
n

y en consecuencia para cada numero racional r = % con m y n enteros, se tiene que
flra) =rf(z) (3.5)
Si A es irracional, entonces existe una sucesion r, de ntimeros racionales tal que
Ty — A;

asi
raf(x) — Af(2)
flrnz) — Af(z)
pero por la continuidad de f se tiene también que
Flraz) — FO);
y por la unidad del limite, se concluye que f(Az) = Af(z). &

Teorema 3.3 Sean E y F espacios normados reales. Si f : E — F es aditiva
y existe v > 0 tal que ||[f(z)|| < M V z € B,(0), entonces f es continua y en

consecuencia es lineal.

Demostracion: Sea € > 0 y escojamos 0 de forma que para algin entero positivo
M r
p suficientemente grande se cumple que — < ey 0 < < —.

Como f es aditiva, se tiene que si ||z — y|| < J, entonces

1 () = Fw)ll = %Ilf(p(l" —y)ll < %Ilf(p(w =)l (3.6)
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Ahora bien,
.
Ip(z —y)|| = pllz —yl| <pd < P <r

y por lo tanto, se tiene que
p(z —y) € B,(0)
y asi por (3.9)
I£2) = £ < bl = )] < M < e

de aqui se obtiene que f es continua. Siendo que ademés f es aditiva, la linealidad

es consecuencia de la proposicion (3.10). &

Teorema 3.4 (Teorema de Jordan - von Neumann) Si en un espacio X nor-
mado la norma satisface la Regla del Paralelogramo, entonces la norma proviene de

un producto interno.

1
Demostracion: Definamos (z,y) = E[Hx—l—yHQ — ||z —yl|*]. Veamos que (z,y) define

un producto interno en X
— 2P = e > 0¥ 2 £ 0
a) (z,2) = [ll22]] = [l[|" > 0V = #

b) Probemos que (z,y) = (y, )

(@y) = glle+ylP~llz— I
1 2 2
1y + 2l = [ (=1)(=z +y)II]

1
= g+l — ly - 2]

= (y,2).
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c) Aditividad (z +y,2) = (z,2) + (v, 2)

En efecto,
t+y \ _ ety P @ty |
( 5 ,z) = 4{ 5 + 2 5 z
1T 2 2
= —||[(@+y)+22|| —|lz+y—2z ]
16 |
1T 2 2 2
= E2$+Z +2lly+z|| —2|lx — = —QHy—Z
2 2
+ ||z —y|| — x—y]
1

= Sl@2) + (,2)

lo cual muestra que,

(x;yz) _ %[(:p,z) +(y,2)]

Si y = 0 entonces (y, z) = 0, pues

2 2
1 2 2
| = el =,

1
(y,Z)ZZ y+z|| —|ly—=

se tiene que

y por lo tanto,
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En consecuencia,

(@+y,2) = 2(“3/,2)

= (#,2) +(y,2)

y esto implica que (,) es aditiva en la primera variable.
En forma anéloga se prueba la aditividad de (,) en la segunda variable. En conclusion
(,) es aditiva para probar la linealidad de (, ), basta probar que f es continua, luego
se obtiene la linealidad mediante la proposicion (3.10).

Fijemos z y consideremos la aplicacion
f: X —R
r — (z,2)

Sabemos que f es aditiva. Si x € B1(0), entonces

2

|f(z)] = r+z|| +|r—=2

|
(et te) + (e + )|
)

< 14|z,

= =

IN
| —
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lo cual implica que f es acotada en B1(0) y al ser aditiva por el teorema (3.10), f
es continua siendo f aditiva y continua por la proposicion (3.10) implica que f es

lineal. &

Proposicion 3.7 (Aplicacion del Teorema de Jordan - von Neumann) L?[0,1]

es un espacio de Hilbert si y solo si p =2

Demostraciéon: Supongamos que LP[0,1] es un espacio de Hilbert, luego L?[0, 1]
tiene, por definicion de espacio de Hilbert, la norma proviene de un producto interno

y por lo tanto satisface la Regla del Paralelogramo, en consecuencia,

1+ g2+ 1f — gl2 = 2(||f||§+ ||gr|§) v g€ 170,1]

1
Sea E un conjunto medible en [0, 1] con u(E) = 5 ¥ pongamos f=xeyg=1—xg;

luego, haciendo los célculos rutinarios se muestra que
I +gll; +11f —gll; =2
y

I
1912 = 1ol = (3)

Aplicando la Regla del Paralelogramo, se tiene que

1+ g2+ 11f = gl2 = 2(||f||,3 ; ||g||§)

() ()
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luego,
2 2
l—--=0<+=-=1<=p=2
p
La prueba del reciproco fue obtenida en la (proposicion 3.5). ' )

Proposicion 3.8 (Aplicacion del Teorema de Jordan - von Neumann) Un es-
pacio normado real de dimension n > 2 es prehilbertiano si y solo si, cada plano que

pasa por el origen interseca la esfera unidad en una elipse.

Demostracion: Sea X un espacio normado real de dimension n > 2.

—>) Suponga que X es un espacio prehilbertiano y considere u y v vectores lineal-
mente independientes en X. Entonces, probaremos que cada plano que pasa por el
origen interseca la esfera unidad en una elipse, para esto basta demostrar que el

conjunto

B = {(x,y) € R?: ||lzu + yo| = 1} es una elipse.

En efecto,

|zu + yvl|? (xu + yv, zu + yv)

= ol (u, w) + 22y (u, v) + [lyl* (v, v)
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como u y v son linealmente independientes u # 0 y v # 0, y asf se tiene que |[ul|? > 0

y |[v]|? > 0; ademas por la desigualdad de Schwarz se concluye que

[ull*lvll* = (u,v)* >0

por lo tanto, el conjunto B representa la ecuacion de una elipse.
<) Considere u y v vectores linealmente independientes en X. Suponga que el
conjunto

B= {(x,y) € R?: ||lzu+yo| = 1} es una elipse

es decir, que cada plano que pasa por el origen interseca la esfera unidad en una
elipse. Probaremos que X es un espacio prehilbertiano. Para ello basta demostrar
que la norma en X satisface la Regla del paralelogramo aplicando el Teorema de
Jordan von Neumann.

Considere la ecuaciéon de una elipse,

ar? 4+ 2bry + cy? =1, con a > 0 y ac — b*> > 0 (ver capitulo 2 proposicién (2.5)).
Tome «ay y o dos ntimeros reales no ambos nulos, los cuales cumplen que:

lagu + agol|| > 0,

y

2

)

a1u (05X

_'_
loqu + agv||  |Joqu + agv||

lo cual es posible porque u y v son linealmente independientes; de ello se tiene que

aqu (65X
eB
(Halu + v’ ||au + agv H>

pues B = {(x,y) e R?: ||lau+yv|| = 1}

por lo tanto,

ol Q10 ol

O————5 + +c =
loqnu + asvl|? lonu + agvl|? |loqu + agvl|?

I
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es decir,

aad + 2bajay + cas = ||agu + agul? (3.7)

lo cual implica que,

a = ||ul|* (tomando a; = 1y ay = 0 de la ecuacion (3.7))
y

¢ = ||v||* (tomando a; =0y ap = 1 de la ecuacion (3.7))

por lo tanto,
lu+ ol + [lu—oll* = (Jull* +26{u, v) + [[v]|*) + (|ul® = 20(u, v) + [lv]*)
= 2(]full* + [|v[?).
Pues los vectores u y v son linealmente independientes, con esto se prueba que la
norma satisface la Regla del Paralelogramo; y usando el Teorema de Jordan - von
Neumann concluimos que X es un espacio Prehilbertiano. s

A continuacion daremos algunos ejemplos de espacios normado que no son de

Hilbert pues su esfera unidad no es una elipse.

Ejemplo 3.2 La esfera unidad en el espacio (I12,]|.||1), no es una elipse; pues

S = {eell: =1}

2
= {xelfzzm\:l}

i=1

= {IGZ%:|I1’+‘I2|:1}

por tanto es un rombo.
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i

Ejemplo 3.3 La esfera unidad en el espacio (I2), no es una elipse; pues

S

de aqui se tiene que es un

= {z el lollo =1}

= {x € 12, mazier{|zi|} = 1}

cuadrado.
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