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Capitulo

Preliminares

El objetivo principal de este capitulo es dar un breve repaso de algunos con-
ceptos, propiedades y resultados necesarios para el desarrollo satisfactorio de este
trabajo. Los resultados que enunciaremos son ampliamente conocidos pues son
resultados clasicos del analisis y la topologia, por lo tanto, en la mayoria de los
casos omitiremos sus respectivas demostraciones, para los interesados en dichas

demostraciones pueden consultar cualquier libro sobre el tema, en especial [1],[2]
y [3].

1.1. Espacios Métricos

Definicion 1.1 Una métrica en un conjunto no wvacio M, es una funcion
d:MxM — [0,400) que asocia a cada par de elementos x,y € M un nu-

mero real positivo d(z,vy), llamado distancia del punto x al punto y, de modo que
i dz,y) =0 =y
ii. d(z,y) = d(y,z) (Simetria)
iii. d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (Desigualdad Triangular)

Un espacio métrico es un par (M, d), formado por el conjunto no vacio M y una

metrica d sobre M.
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Ejemplo 1.1
Sea M # ¢ y consideremos d : M x M — R una funcion definida por

:(1 st xFy
d(:v,y)Z{
L0 si 2=y

Es claro que d es una metrica sobre M. Llamada métrica discreta. El par

(M, d) es un espacio metrico llamado espacio métrico discreto.

Ejemplo 1.2
Sea M =R y considere d : M x M — [0, +00) definida por
d($,y):|l’—y| VI',yEM

Nuevamente, es claro que d es una metrica sobre M llamada metrica usual,

ast el par (M, d) es un espacio metrico

Ejemplo 1.3
Sea M = Cla,b] el conjunto de todas las funciones continuas en el intervalo [a,b]

y considere do, : M X M — [0, +00) definida por

dos(f, 9) = sup{d(f(z),9(x)) : = € [a, b]}

Nuevamente, es claro que d es una metrica sobre M llamada metrica uni-

forme, asi el par (M, d..) es un espacio metrico

Definicion 1.2 Sea (M, d) un espacio metrico y sean {z,} C M y z, € M. Deci-

mos que {x,} converge a x, y lo denotamos como {x,,} — x,, si lim d(x,,z,) =0
n—oo

En otras palabras decimos que {x,} — x, si y solo si V¢ > 0 3In, € N tal
que d(x,,x,) < &, ¥V n>n,
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Definicion 1.3 Sea {x,} una sucesion en (M, d). Se dice que {z,} es una suce-

sion de Cauchy en M siV¢ >0 3In, €N tal que d(z,, ) <&, Yn,m > n,

En este caso lo denotaremos por nlLIgO d(xp, zm) =0

Definicion 1.4 Sea (M,d) un espacio métrico. Decimos que M es completo si

toda sucesion de Cauchy en M converge a un punto de M.

Proposicion 1.1 Sea (M, d) un espacio métrico completo. Entonces, {x,} C (M, d)

es una sucesion de Cauchy < {x,} es convergente en M.

Ejemplo 1.4

El espacio métrico (R, |- |) es completo.

Ejemplo 1.5
El espacio (0,1) C (R,]|-]) no es completo.

Definiciéon 1.5 Sean (M, d) y (N, p) espacios métricos y T : M — N una fun-

cion. Entonces T es una funcion.

1. Continua en un punto r, € M si V& > 0 30 > 0 tal que, siy € M y
d(xo,y) <6 = p(T'(x,),T(y)) <&

1. Continua en M, si T es continua VY € M

Ejemplo 1.6

La funcuion constante es continua.

Ejemplo 1.7

La funcuion identidad es continua.

Ejemplo 1.8

Consideremos F': R — R una funcion definida por

.{1 st x>0

L —1 st 2<0
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No es continua en todo R.

Definicion 1.6 Sean (M,d) y (N, p) espacios métricos y T : M — N una fun-
cion. Se dice que T es uniformemente continua (U.C) si, V& >0 35(§) > 0
tal que, V x,y € M y d(z,y) < 6(&) = p(T(x), T(y)) <&

Ejemplo 1.9
La funcion constante y la funcion identidad son funciones uniformemente conti-

nuas.

Ejemplo 1.10
La funcion T : R — R definida por

T(xr)=2° VzeR

no es uniformemente continua.

Proposicion 1.2 Sean (M,d) y (N,p) espacios métricos y T : M — N una

funcion. Entonces, si T es uniformemente continua = T es continua.

Definiciéon 1.7 Sean (M, d) y (N, p) espacios métricos y T : M — N una fun-
cion. Se dice que T es una aplicacion Lipschitziana si existe una constante
a >0 tal que

p(T(2),T(y)) < ad(x,y), Vr,yeM

Ejemplo 1.11
La funcion T : [0,1] — [0, 1] definida por

T(x)=2% V z€l0,1]

es una aplicacion Lipschitziana.

Proposicion 1.3 Sean (M,d) y (N,p) espacios métricos y T : M — N una

funcion Lipschitziana, entonces T es uniformemente continua.
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Definiciéon 1.8 Sea {x,} una sucesion en un espacio métrico (M, d), se dice que

{z,} es una sucesion a-contraccion si existe 0 < o < 1 tal que

d(xps1, ) < ad(Tp, Tp-1), VYVneN (1.1)
Lema 1.1 Sea{x,} una sucesion a-contraccion en (M, d), entonces {x,} es Cauchy
en (M, d)

Demostracion:

Observemos que de (1.1) se tiene que

d(zpi1,mn) < @"d(z1,29), VneN (1.2)

Sean n,m € N tal que m > n

Por desigualdad triangular tenemos que
d(Tp, Tm) < d(Tp, Tns1) + d(xpe1, Tm)
por lo tanto por (1.2),
d(xp, Tm) < a"d(x1,20) + d(Tpi1, Tm)

Asi aplicando nuevamente desigualdad triangular se obtiene

d(zp, Ty) < &"d(x1,70) + d(Tpi1, Tna2) + -+ d(Ton_1, Tin)
luego, por (1.2) se tiene
d(xy, ) < a"d(zy, 30) + " (1, 20) + - - + ™ (21, 70)
por lo tanto,
A(Tp, Tn) < (1, 20)[1 + @+ ™+ 4 o™

tomando k = m — 1 — n tenemos

k
d(@p, 2) < a"d(w1,30) Y o

1=0
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K 1

como Z o' = T o por ser una serie convergente entonces
‘ — o
=0

a?’L

d(xn’xm) S d(xlwr())l —

por otra parte como « € (0,1) y k+1=m —n > 0 entonces &™ convergen a 0 por
lo tanto,

lim d(xp, Tm) =0

luego, por la definicion (1.3) {z,} es de Cauchy.

Lema 1.2 Sea {z,} una sucesion a-contraccion en (M,d) completo, entonces

{z,} converge a un punto de (M, d).

Demostracion:
Por el lema (1.1) {z,} es de Cauchy y como (M, d) es un espacio métrico comple-

to, por la proposicion (1.1) se tiene que {z,} converge a un punto de M.

[ )

1.2. Espacios Normados

Definicion 1.9 Sea E un espacio vectorial, una aplicacion que hace corresponder
a cada valor x € E el numero real ||z||, se llama una norma de E si y solo si

verifica los siguientes axiomas.

i [z >0y |z =0 2=0
ii. ||az|| = |a||z], c € R, x € E

i |z +yll <zl + llyll, Yo,y € E

Un espacio normado es un par (E, || -||) donde || - || es una norma sobre E
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Ejemplo 1.12 Consideremos I, n€ N, 1 < p < oo, es el espacio que consiste de

todas las n-uplas x = (aq, g, ..., ), donde a; € R, V1 <i<n, Ly con la norma

n I/P
lall, = (Z |ai|p)
=1

es un espacio normado.

Ejemplo 1.13

Consideremos [

007

donde o; € R, V1 <i<mn, I con la norma

el espacio vectorial de todas las n-uplas © = (a1, g, ..., ap),

[2]lo0 = sup{lea| : 1 <7 <n}

es un espacio normado.

Observacion:

Dado un espacio vectorial E, recordemos que si tenemos una norma || || definida
sobre F, siempre es posible definir una métrica sobre F, consideremos la funcién
definida por

d(z,y) = llzr—yll, YVe,yek

es una métrica en F, en consecuencia, todo espacio normado es un espacio métrico.
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Aplicaciones Contracciones

En este capitulo nuestro objetivo es dar las definiciones de las diferentes apli-

caciones contracciones en las cuales vamos a basar el presente trabajo.

Ademas daremos las relaciones existentes entre tales definiciones y veremos al-

gunos ejemplos de dichas relaciones.

2.1. Aplicaciones Contracciones que Implican

Continuidad

Definicion 2.1 (Banach, 1922)
Sea (M,d) un espacio métrico y T : M — M. Entonces, se dice que T es una

contraccion de Banach, (B — contraccion), si existe un 0 < a < 1 tal que

d(T(z), T(y)) < ad(z,y), Vr,yeM

Ejemplo 2.1

Sea M =R, con la métrica usual y T : M — M una aplicacion definida por

1
T(x)zix, VzeR

Es claro que T es una aplicacion contraccion de Banach.

10
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Definicion 2.2 (Edelstein, 1962)
Sea (M, d) un espacio métrico y T : M — M. Entonces, se dice que T es una

aplicacion contrdctil , (E — contraccion), si para todo x,y € M con x # y

d(T(x), T(y)) < d(z,y)

Ejemplo 2.2
Sea M = [0,400) y T : M — M una aplicacion, definida por

1
Tx)=z+—, VzxeM
x
es facil probar que T satisface
VayeMconz#y, T(x)-Ty)| <|r—y|

por lo que T es una E-contraccion.

Definicion 2.3 (Freundenthal — Hurewicz, 1936)
Sea (M, d) un espacio métrico y T : M — M. Entonces, se dice que T es una

aplicacion no-expansiva si para todo v,y € M

d(T(z), T(y)) < d(x,y)

Ejemplo 2.3
Sea M =1[0,1] y T : M — M wuna aplicacion, definida por

Tx)=1—z, VzeM

es facil probar que, T es una aplicacion no-erpansiva.

El siguiente resultado nos muestra la relacion existente entre algunas de las apli-

caclones contracciones definidas anteriormente.

Lema 2.1 Sea (M, d) un espacio métrico yT : M — M una aplicacion . Entonces

B-contraccion = E-contraccion = no-expansiva = Lischitz = U.C' = Continua.

11
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Ejemplo 2.4
Sea M=R yT : M — M una aplicacion definida por

T(x)=Va?+1l, VzeM

entonces:

i. T es una funcion continua
1. T es una E-contraccion

1. T no es una B-contraccion

por lo tanto, E-contraccion # B-contraccion.

Ejemplo 2.5
Sea M=R yT :M — M una aplicacion definida por

T(x) = g + 2z —arctan(x), VzeM

entonces:

1. T es continua
. T es una E-contraccion
119. T no es una B-contraccion

w. T mno es una aplicacion no-expansiva

por lo tanto, E-contraccion # B-contraccion y E-contraccion # no-expansiva.

Ejemplo 2.6
Sea M=R y T : M — M una aplicacion definida por

T(x)=cos(z), VexeM
entonces:

12
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1. 1" es continua
1. T es no-expansiva

11. T no es B-contraccion
por lo tanto, no-expansiva # B-contraccion.

Observacion:

De acuerdo al lema 2.1 se tiene que, las aplicaciones B-contraccion, E-contraccion

y las no-expansivas son funciones uniformemente continuas.

2.2. Aplicaciones Contracciones que no Implican

Continuidad

Parece natural plantearnos la interrogante, ;existen funciones que satisfacen

algunas condiciones contraccién que no impliquen la continuidad de la funcién?

Esta interrogate fue respondida de forma positiva por R. Kannan [4],quien introdu-
jo una aplicacion que cumple cierta condicién contractiva pero, que tal aplicacion

no es una funcién continua.

Siguiendo la definicion de Kannan, mucho articulos fueron dedicados a obtener
varias clases de aplicaciones contractivas que no requieren de la continuidad de la
aplicacion ver por ejemplo, Rus [5],[6] y sus referencias, Taskovic [7], Rhoades [§],
Chatterjea [9].

13
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Definicion 2.4 (R. Kannan, 1968)
Sea (M, d) un espacio métrico y T : M — M una aplicacion arbitraria. Entonces,
se dice que T es una aplicacion tipo Kannan (K, — contraccin) si existe un

a €(0,1), tal que
d(T'(x),T(y)) < eld(x, T(z)) +d(y, T(y)), Va,yeM
Definicion 2.5 (S. Chatterjea, 1972)
Sea (M, d) un espacio métrico y T : M — M una aplicacion arbitraria. Entonces,

se dice que T es una aplicacion tipo Chatterjea (Ko — contraccin) si existe un

B €10,1), tal que
d(T'(x),T(y)) < Bld(z, T(y)) +d(y,T(x))], Vaz,yeM
Ejemplo 2.7
Existe una funcion T que es Ki-contraccion pero no es Ky-contraccion. Ademds
T no es continua

En efecto consideremos la funcion T : [—1,1] — [—1, 1], definida por

si ze(=1,1)
T(x)

I
e N e

0 st r=—-1lox=1

entonces:

1. T no es continua
1. T es una Ki-contraccion

1i. T no es una Ky-contraccion

de lo anterior podemos concluir que, Ki-contraccion # Ksy-contraccion y

Ki-contraccion # B-contraccion.

14
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Ejemplo 2.8
FExiste una funcion T que es Ka-contraccion pero no es Ki-contraccion. Ademds

T no es continua.
En efecto consideremos la funcion T : [0,1] — [0, 1], definida por

% st xel0,1)

0 st r=1

entonces:

1. T no es continua
u. T es una Ko-contraccion

1i. T no es una Ki-contraccion

de lo anterior podemos concluir que, Ko-contraccion # Ki-contraccion y

Ks-contraccion % B-contraccion.

Ejemplo 2.9

Ezxiste una funcion T que es una B-contraccion pero no es una Ki-contraccion.

En efecto consideremos la funcion T : [0,1] — [0,1], definida por
T(z) =35, Vayel01]

entonces:

1. T es una B-contraccon

. T no es una Ki-contraccion

de lo anterior podemos concluir que, B-contraccion # Ki-contraccion.

15
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Ejemplo 2.10

Existe una funcion T que es una B-contraccion pero no es una Ko-contraccion.

En efecto consideremos la funcion T : [—1,1] — [—1, 1], definida por
T(x) = %7 vx>y€ [_171]

entonces:

1. T es una B-contraccon

1. T no es una Kq-contraccion

de lo anterior podemos concluir que, B-contraccion # Ksy-contraccion.

2.3. Operador de Zamfirescu

De acuerdo a los ejemplos de la seccién anterior podemos concluir que las
Ki-contracciones, Ky-contracciones y las B-contracciones respectivamente son no-

ciones independientes, también puede verse Rhoades [10].
En el ano de 1972, T. Zamfirescu [11] combinando las definiciones de B-contraccion,

Ki-contraccion y Ks-contraccion introdujo una nueva clase de operador contrac-

cion.

16
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Definicion 2.6 (1. Zamfirescu,1972)

Sea (M, d) un espacio métrico y T : M — M una aplicacion arbitraria. Entonces,
se dice que T' es un operador de Zamfirescu (Z —operador), si existen a,b,c € R
cona € (0,1) yb,c € (0,1/2) tales que, para cada par de puntos x,y € M, al menos

una de las siguientes condiciones se cumple

21 d(T(x), T(y)) < ad(x,y)
2. d(T'(x),T(y)) < bld(x, T(x)) +d(y, T(y))]

z3. d(T'(x), T(y)) < cld(x, T(y)) + d(y, T(x))]

Proposicion 2.1 Sea (M, d) un espacio métricoy T : M — M una K -contraccion.

Entonces T satisface las siguientes propiedades:

i. existe un b € [0,1/2) tal que

2b
d(T(X>7T<Y)) S 1—b d(Xay) + ﬁ d(XvT(X))a N X,y cM
ii. existe un'b € [0,1/2) tal que
2b
d(T(x), T(y)) < -5 d(xy) + -5 d(y, T(x)), VxyeM

Demostracion:

Como T es una Ki-contraccion, por definicion existe b € [0,1/2) tal que

d(T(x), T(y)) <bld(x,T(x)) +d(y,T(y))], VxyeM

1. por desigualdad triangular
d(T(x),T(y)) < bld(yx) +d(x, T(x)) + d(T(x),T(y))]

donde
(1 =b)d(T(x),T(y)) < bd(x,y) + 2bd(x, T(x))

ast tenemos que

2b
d(x,y) + 1% dx,T(x)), VxyeM
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1. nuevamente, por desigualdad triangular

d(T(x),T(y)) < b{ld(xy) +d(y, T(x))] + [d(y, T(x)) + d(T(x), T(y))]}

donde
(1 =Db)d(T(x),T(y)) < bd(x,y) + 2bd(y, T'(x))

ast tenemos que

2b
PN d(Xay) + E d(Y? T(X)>7 v X,y € M

Proposicion 2.2 Sea (M, d) un espacio métrico y T : M — M una Ks-contraccion.
Entonces T satisface las siquientes propiedades:
i. existe un ¢ € [0,1/2) tal que

AT T() < T dixy) + 1 dxT(9), VxyeM

ii. existe un ¢ € [0,1/2) tal que

UT),T(y) < —— dixy) +—

~—1-c 1_Cd(y,T(x)), VxyeM

Demostracion:

Como T es una Ks-contraccion, por definicion existe ¢ € [0,1/2) tal que

d(T(x),T(y)) < cld(y, T(x)) + d(x, T(y))], Vxy € M

1. por desigualdad triangular
d(T(x),T(y)) < cfld(yx) +d(x, T(x))] + [d(x, T(x)) + d(T(y), T(x))]}
donde
(1 =0)d(T(x),T(y)) < cd(xy) + 2cd(x, T(x))

ast tenemos que

2c
<
~1-—c 1—c

dx,T(x)), VxyeM
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1. nuevamente, por desigualdad triangular

d(T(x), T(y)) < c{ld(xy) + d(y, T(x)) + d(T(x), T(y))] + [d(y, T(x))]}

donde
(1 =c)d(T'(x), T(y)) < cd(xy) + 2cd(y, T(x))

ast tenemos que

2¢

d(y, T(x)), VxyeM

Proposicion 2.3 Sea (M, d) un espacio métrico y T : M — M un Z-operador.

Entonces, existe un 6 € (0,1) tal que,¥ x,y € M se cumple:

i. d(T(x),T(y)) < dd(x,y) + 2dd(x, T(x))

it. d(T(x),T(y)) < dd(x,y) + 24d(y, T(x))

Demostracion:

1. Como T es un Z-operador entonces I satisface z, y 22, y por las proposi-
ciones (2.1,7) y (2.2,1) obtenemos.
2b

AT(), T(¥) < o ) + T d( T(9)

2c

d(x, T(x))

c
ademds, como T también satisface z1, tenemos que
d(T'(x),T(y)) < dd(x,y) + 26d(x, T'(x))

donde

ooy
= max a’l—b’l—c

y es claro que 0 € (0,1).

19
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it. Andlogamente por las proposiciones (2.1,ii) y (2.2,ii) obtenemos.

2b

PN d(X7Y) + m (ya T(X))

AT(), T()) < o dlxy) + o dly, T(x)

nuevamente,como T también satisface z1, tenemos que

d(T'(x), T(y)) < dd(x,y) + 20d(y, T'(x))

o= ax{ab C}
T M T T

donde

y es claro que 6 € (0,1).

2.4. Aplicacién Contraccién Débil

La siguiente definiciéon fue atribuida a Vasile Berinde por algunos autores
[11],[12], pero V. Berinde [13] le asigna la paternidad de dicha definicion M. O.
Osilike [17]| junto con V. Berinde también coinciden O. M. Olantiwo-O. O.
Owojori-C. O. Imora [14].

Definiciéon 2.7 Sea (M,d) un espacio métrico, una funcion T : M — M es
llamada contraccion débil o (0, L)-contraccion si existe § € (0,1) y algin L > 0
tal que

d(T(x),T(y)) < dd(x,y) + Ld(x,T(x)), VxyeM

Observacion:
Consideramos importante acotar que, debido a la simetria de la distancia de la

(0, L)-contraccion implicitamente incluye la siguiente nociéon dual
d(T'(x), T'(y)) < od(z,y) + Ld(z, T(y)), VazyeM
el siguiente resultado nos permite obtener ejemplos de (J, L)-contraccion

20



CAPITULO 2. APLICACIONES CONTRACCIONES 21

Proposicion 2.4 Sea (M, d) un espacio métrico y T : M — M una aplicacion

arbitraria. Entonces, si T es una B-contraccion = T es una (0, L)-contraccion.

Demostracion:

Si T es una B-contraccion entonces tomando 6 = a y L=0, obtenemos
A(T(), T(y)) < dd(x,y) + Ld(x, T(x)), ¥xy €M

. Ast, queda demostrado que T es una (0, L)-contraccion. &

Proposicion 2.5 Sea (M, d) un espacio métrico y T : M — M una aplicacion

arbitraria. Entonces, si T es una Ki-contraccion = T es una (9, L)-contraccion.

Demostracion:

Si Si T es una Ki-contraccion entonces, por la proposicion (2.1,i). obtenemos

b 2b
< o
d(T(x),T(y) < 7= dxy) + 17— dx T(x))
donde b € [0,1/2) y x,y € M. Por lo tanto, tomando
b 2b
N T
como b € [0,1/2) es facil ver que § € [0,1) y L > 0. Asi hemos demostrado que T

es una (0, L)-contraccion. &

Proposicion 2.6 Sea (M, d) un espacio métrico y T : M — M una aplicacion

arbitraria. Entonces, si T es una Ky-contraccion = T es una (9, L)-contraccion.

Demostracion:

Si T es una Ky-contraccion entonces, por la proposicion (2.2,1). obtenemos

AT, T) < - dly) + o

d(x, T(x))

donde ¢ € [0,1/2) y x,y € M. Por lo tanto, tomando
c 2c
“1-¢ 7 T 1-c
como ¢ € [0,1/2) es facil ver que § € [0,1) y L > 0. Asi hemos demostrado que T

J

es una (9, L)-contraccion. &
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Capitulo

Procesos Iterativos

En este capitulo nuestro interés es analizar los diferentes procesos iterativos que
nos permiten aproximar los puntos fijos de las aplicaciones definidas en el capitulo
anterior.

También estamos interesados en estimar el error por defecto y exceso de la aprox-
imacion y la velocidad de convergencia de dichos procesos iterativos.

En concreto analizaremos los procesos iterativos de Picard, Mann e Ishikawa.

3.1. Procesos Iterativos

En primer lugar veamos que se entiende por un proceso iterativo

Definiciéon 3.1 Un proceso iterativo es la composicion de un elemento consigo
mismo en forma repetitiva partiendo de un punto x, dado.
En términos matemdticos . Sea (M, d) un espacio métrico completo y T : M — M

una aplicacion dada y x, € M. Entonces la sucesion iterada esta definida por
Tpr1 = F(T,z,), n=1,2,3,...

donde x, € M es el punto inicial dado y F una funcion arbitraria.

Entre los procesos iterativos mas conocidos tenemos.
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Definicion 3.2 (C.E.Picard)
Sea (M, d) un espacio métrico completo y T : M — M un operador dado. Sea

z, € M un punto arbitrario. Entonces, la sucesion {x,} C M definida por

xy=F(T,xy 1) =T(xp_1), n=12,... (3.1)

es llamada iteracion de Picard o proceso iterativo de Picard.

Definiciéon 3.3 (W. R. Mann, 1953)
Sea (E, ||-]]) un espacio lineal normado y T : E — E un operador dado. Sea z, € E
un punto arbitrario y {a,} C [0,1] una sucesion de numeros reales. Entonces, la

sucesion {x,} C E definida por

Tp1 = F(T,z,) = (1 —an)ry + a0, T(x,), n=0,1,2,... (3.2)

es llamada iteracion de Mann o proceso iterativo de Mann.

Definiciéon 3.4 (S. Ishikawa, 1974)
Sea (E,|| - ||) un espacio lineal normado y T : E — E un operador dado. Sea
z, € E un punto arbitrario y {an}, {Bn} C [0,1] una sucesion de numeros reales.

Entonces, la sucesion {x,} C E definida por

:r Tpi1 = (1 — )z + 0 T(yn) , n=0,1,2,...
F(T,a0) = { (3.3)
U U=z + 8, T(x,) , n=0,1,2,...

es llamado iteracion de Ishikawa o proceso iterativo de Ishikawa.

Observaciones:

i. Si a, =1 en (3.2) se obtiene el proceso iterativo de Picard.

ii. Si B, =0 en (3.3) se obtiene el proceso iterativo de Mann.
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Ejemplo 3.1
Existen aplicaciones contracciones a las cuales el proceso iterativo de Picard no
converge a su respectivo punto fijo.

En efecto, consideremos T :[0,1] — [0, 1] definida por
T(x)=1—-x, Vxe]|0,1]

es facil probar que T es una aplicacion no-expansiva, cuyo unico punto fijo es
x=1/2.

Sea x, = a un punto arbitrario de [0,1] con a # 1/2, aplicando el proceso iterativo
de Picard
ry = T(x,)=T(a)=1—-a
w2 = T(ay)=T%a) = 1
r3 = T(rp)=T%@)=1-a

obtenemos la sucesion {1 —a,a,1 —a,...} la cual no converge a 1/2.

Ejemplo 3.2
Existen aplicaciones contracciones a las cuales el proceso iterativo de Mann no
converge a su respectivo punto fijo.

En efecto, consideremos T :[0,1] — [0, 1] definida por

={O st x=0 o x=1

T(x) = {

L1 si 0<x<l1

T posee un punto fijo unico x = 0, aplicando el proceso iterativo de Mann, con

ap,=1/(n+1) y0<z,<1.

xry = T(x,) =1
zy = 1/2(xq)+1/2T(x1) = (1/2) -1+ (1/2)-0=1/2
zs = 2/3(xs) + 1/3T(z0) = (2/3) - 1/3+ (1/3) - 1 =2/3
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obtenemos la sucesion {1,1/2,2/3,...,n/n+ 1} la cual converge a 1

3.2.

Teoremas del Punto Fijo

Teorema 3.1 (Principio de contraccion de Banach, (P.C.B))

Sea (E, || - ||) un espacio lineal normado completo (Espacio de Banach) y

T : E — E una B-contraccion (con d(u,v) = ||u — v]]).

8.

190

0.

1.

La iteracion de Picard asociada a T, es decir, la sucesion {x,} C E definida
por
x, =T(x,—1), n=0,1,2,...

converge a x*, para cualquier punto x, € E.
Fr ={a*}, es decir, T posee un tinico punto fijo.

El anterior y posterior error estimado

n

d(zn, ") <

T d(ze,x1), mn=0,1,2,...

«
11—«

d(x,,x*) < d(xy_1,2,), n=,1,2,...

La velocidad de convergencia de la iteracion de Picard esta dada por

d(xp, %) < ad(xy,_1,7,), n=1,2 ...
La iteracion de Mann asociada a T, es decir, la sucesion {x,} C E definida
por (3.2) converge fuertemente a el unico punto fijo de T.

La iteracion de Ishikawa asociada a T, es decir, la sucesion {x,} C E definida

por (3.3) converge fuertemente a el unico punto fijo de T.

Demostracion:
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