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Introduccion

El principio de contraccién de Banach establece que una contracciéon en un espacio
métrico completo tiene un unico punto fijo. Claramente el hecho de que la funcién sea una
contraccion implica que la funcién es continua, mas aun, es uniformemente continua. Una
vez dicho lo anterior, cabe plantearnos las siguientes preguntas ; Qué pasaria si debilitamos
la hipétesis con respecto al hecho de que la funcién sea contraccion? ; Habria una condicion
mas débil que garantice la existencia de un 1nico punto fijo? Precisamente la respuesta a
esta pregunta es lo que se conoce como la generalizacion del principio de contraccion de
Banach el cual enunciaremos a continuacion.

Teorema: (Generalizacién del principio de contraccién de Banach (GPCB))

Sea (X, d) un espacio métrico completo con X # ¢, y seaT : X — X una aplicacion.
Dado 0 < M < 1, y J un entero positivo, supongamos que para cada par de puntos
z,y€e X

min {d(T"z, Ty) : 1 <k < J} < Md(x,y).

Entonces T tiene un punto fijo.

El objetivo de este trabajo es demostrar la generalizacién del pricipio de contraccién
de Banach cuando la funcién 7" es continua siguiendo la demostracion del articulo [3].

Para ello una de las herramientas principales que usaremos es una consecuencia directa
de uno de los teoremas fundamentales en la Teoria Combinatoria, el Teorema de Ramsey
que establece lo siguiente:

Sea A un conjunto infinito. Sea k& € N. Si partimos el conjunto de todos los subcon-
juntos de A que tienen exactamente n elementos en k clases, entonces existe H C A, H
infinito tal que todos los subconjuntos de H que tienen n elementos estan en una misma
clase.

Con la finalidad de presentar nuestro objetivo de forma clara al lector, el trabajo ha
sido dividido en cuatro capitulos para facilitar su compresion.

Un resumen de lo que se verd a continuacién es lo siguiente:
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Capitulo 1: Consta de conceptos preliminares con respecto a la teoria de espacios
métricos que seran usados en los capitulos posteriores. Se enuncia y se demuestra el
principio de contracciéon de Banach.

Capitulo 2: Contiene demostraciones de resultados de gran importancia en la teoria
combinatoria, como son el principio de las casillas y el Teorema de Ramsey. Se demuestra
una proposicion de la teoria de grafos, consecuencia de este iltimo que es fundamental
para el desarrollo de nuestro objetivo.

Capitulo 3: Se demuestra la generalizacién del principio de contraccién de Banach
para funciones continuas. La demostracién presentada aqui es del articulo [4].

Capitulo 4: Contiene ejemplos y comentarios con respecto al caso general de la GPCB
donde no se exige la continuidad de la funcién.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo consta de dos secciones. En la primera seccién se hara referencia a
algunas definiciones y resultados que seran necesarios para el desarrollo de este trabajo.
Los resultados de esta seccion estan presentados sin sus respectivas demostraciones ya que
son resultados clasicos del andlisis y la topologia. Los interesados en dichas demostraciones
pueden consultar cualquier libro sobre el tema, por ejemplo [8] o [3].

En la segunda seccién abordaremos una parte de lo que encierra la teoria del punto
fijo para una funciéon de un espacio métrico en si mismo, y en consecuencia enunciaremos
y demostraremos algunos de los resultados clasicos de esta teoria como es el Principio de
Contraccion de Banach.

1.1. Espacios Métricos

Definicién 1.1 Sean X un espacio vectorial real y || - || : X — R una funcion. Se dice
que || - || es una norma sobre X si se cumple las siguientes condiciones:

Lz >0y ||z =0 2=0 Ve X

2. | Az|| = [A||=]|, ANeRyxreX
S le+yll <zl +[lyl,  V,yeX
Elpar (X, || -||) se llama un espacio normado, donde X es un espacio vectorial y || - ||

es una norma sobre X.

Definicién 1.2 Sean X un conjunto no vacio y sea d : X x X — R. Se dice que d es
una métrica o distancia sobre X si satisface los siguientes condiciones:

1d(z,y) 20 yd(z,y)=0=z=y, VryeX

7
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2. d(z,y) = d(y, ), Ve, ye X
3. d(z,y) <d(z,2) +d(z,y), Va,yzeX

El par (X, d) es un espacio métrico donde E es un conjunto no vacio y d una métrica
en X.

Ejemplos:

(a) Sea X =Ry d(z,y) = |z — y|, d es una métrica en R que llamaremos Métrica usual
de R

(b) Sea X = R? y d((z1,22); (y1,42)) = /(41 — 21)?> + (y2 — 72)?, d es una métrica en
R? que llamaremos la métrica euclidea.

(c) Sead: X x X — R, d(z,y) = ||x — yl|. Se dice que la métrica d es inducida por
la norma.

Definicién 1.3 Sea X un espacio métrico. A C X es acotado si existe M > 0 tal que
dz,y) <M Vax,ye€ A

Proposicion 1.4 Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. A es acotado
2. Para cada xy € X eziste M > 0 (dependiente de x) tal que d(x,x0) < M,Vzre A

3. Eziste xg € X y M > 0 tales que d(z,xy) < M

Proposicién 1.5 Sea X un espacio normado con norma x — ||x||. Entonces A C X es
acotado (en la métrica inducida) si y solo si existe M > 0 tal que ||x|| < M para cada
x € A

Definicién 1.6 Sea (X,d) un espacio métrico. Diremos que una sucesion {x,} en X es
convergente a un elemento xog € X si para cada € > 0 existe un entero N > 0 tal que:

d(xy,z9) <e, si n>N

Definicién 1.7 La composicion f o ¢, de una sucesion f : N — X con una funcion
estrictamente creciente ¢ : N — N serd llamada una subsucesion de f. Si denotamos
a f por {x,}n, entonces f o ¢ es denotada por { Xy, }. La notacion usual para f o ¢ es
{X, }k, donde ny, = ¢(k).
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Claramente toda sucesién es una subsucesion de ella misma.

Definicién 1.8 Una sucesion {z,} de (X,d) se dice de Cauchy si para cada € > 0 existe
un entero N > 0 tal que d(z,,z,,) <& sin,m > N.

oo
Lema 1.9 Sea {a,} una sucesion en un espacio métrico X. Si E d(aj,aj11) es conver-
=1
gente, entonces {a;}32, es una sucesion de Cauchy.
n

Demostracion Sea S, = E d(a;,a;t1) el n—ésimo término de la sucesién de sumas par-
=1

[e.9] o

ciales correspondiente a la serie g d(aj,a;+1). Por hipdtesis tenemos que E d(aj,aji1)
j:l j:l

es convergente. Llamemos S el nimero de convergencia, asi

S, — S cuando n — o0.

Seae>0,3N € Ntal que S—5, <¢e,sin > N. Luego, S—S,, = Z d(aj,aj11) <e.

j=n+1

[e.e]
Como d(ay, an,) < Z d(aj,aj+1) para todo k,m > n + 1; entonces d(ay, an) < €
Jj=n+1
para todo k,m > N + 1. De esta manera, queda demostrado que {a;}32, es una sucesién
de Cauchy. [ |

Definicién 1.10 Un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesion de Cauchy en
X converge a un punto de X.

Definicién 1.11 Sean X, E espacios métricos. Diremos que f: X — E es continua en
xg € X, si para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que d(f(z), f(xo)) < € para todo x tal que
d(z, x) < 9.

Proposicién 1.12 Sean X, E espacios métricos una aplicacion f: X — FE es continua
en xq si, y solo si, {f(x,)} converge a f(xg) para cada sucesion {x,} convergente a x.

Definicién 1.13 Sean X, M dos espacios métricos y f : X — M una funcion, decimos
que f es uniformemente continua si para todo € > 0 existe un d > 0, tal queVr,y € X si
d(x,y) < 0, entonces d(f(x), f(y)) < e.

Ejemplo: La funcién f : (0,+00) — R dada por f(x) = z? es continua, pero no es
uniformemente continua.
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1.2. Contracciones y Puntos fijos

Definicién 1.14 Sea T : X — X wuna aplicacion de un conjunto en si mismo. Se dice
que x € X es un punto fijo de la aplicacion T si Tx = x .

Definicién 1.15 Sea (X, d) un espacio métrico y T : X — X una aplicacion arbitraria.
Entonces se dice que T es una contraccion de Banach (B—contraccion) si existe M €
R, 0 < M <1 tal que para todo x,y € X.

d(Tx, Ty) < M d(z,y)
Observacion: Geométricamente esto quiere decir que al aplicar T' a cualesquiera dos
puntos del espacio se obtiene dos puntos que estan méas cerca entre si que los puntos

originales donde el factor de acercamiento es igual para todos los pares. Claramente una
funcién que sea B—contraccién es una funcion uniformemente continua.

Definicién 1.16 Se dice que T es una aplicacion contractil, (E—contraccion) si para
cada v,y € M, (x #y)

d(Tz,Ty) < d(z,y)
Definicién 1.17 Sea {z,,} una sucesion en un espacio métrico (X, d). Decimos que {x,}
es una sucesion contraccion, si para algin 0 < « < 1, se tiene que d(x,i1,2,) <
ad(Tp, xy—1), para cualquier indice natural n > 2.
Proposicién 1.18 (Propiedad de las contracciones)
Si {z,} es una sucesion contraccion de constante «, se cumplen las siguientes de-

siqualdades:

1. Comparando dos términos consecutivos con los dos primeros términos

d(Tpyr, zn) < @ d(xg, 1), Yn>2
2. Dos términos cualesquiera con los dos primeros términos

n—1

<
11—«

d(xe,21), para cada m >n

Demostracién
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1. La relacién es cierta para n = 2, se refiere a la condiciéon de la contracciéon para
n = 2. Es decir, se cumple,

d(x3,m9) < avd(x9, 1)

Supongamos que la relacién es cierta para n > 2. Demostremos la validez de la
relacién para el sucesor n + 1, es decir debemos mostrar la validez de la relacion,

d(xn+27 xn—i—l) S a” d(.’EQ, I1>

De la hipétesis contractiva y de la hipétesis inductiva para n se cumple

A(Tpy, Tni1) = @ d(Tpyr, Tn) < " Hd(zg, 1) = a" d(z, 71)

2. Para m > n, se tiene

d(«rm; J:n) S d(flﬁm, xmfl) + d(mmfla $m72> + ...+ d<xnfl7 wn)

luego, usando 1 se tiene

AT, 1) < (@™ 2+ a™ 3 4+ " Hd(z, 1)

sacando factor comtn o™ ! se tiene:

AT, 1) <" P14+ a+a?+ ...+ ™" Dd(zy, 11)

1 _ Odm—n
ﬁ) d(ﬂfg,l’l)

luego, d(xp,, z,) < a™ ! (
Afirmacion 1 — o™ " < 1.
En efecto, ", a™ > 0 pues 0 < a < 1. Entonces, o — a™ < a”, y por lo tanto,

n m m

—? de1-L clel1-amrat
am am
1 —am"n n—1
Ast, d(zp, 1,) < ™! (%) d(xg,x1) < 1a d(xq, x1). [ |
—_— a —_—

Proposicion 1.19 Toda sucesion que es contraccion es una sucesion de Cauchy
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Demostracién Si {z,} es una contraccién, entonces existe 0 < o < 1 que cumple,
d(Tpi1,2,) < d(xy,,z,-1), para cada indice n > 2

Dado & > 0, debemos mostrar que existe N € N : d(x,,,x,) < e si n,m > N

De la proposicién 1.18 en 2 tenemos

n—1

d(x9, 1) para cada indice m > n.

A(Tp, ) < .

n—1

Como la sucesion d(z9,x1) — 0, existe un indice natural N que cumple,

anfl

1l -«

d(xq,x1) < €, para cada indice n > N.

aP~l
Asi para cada par de indices p,q¢ > N, si p < ¢ se tiene d(z,, z,) < ] d(x9, 1) < €,
-«

es decir, {z,} es de Cauchy. |

Los llamados Teoremas de punto fijo son aquellos que garantizan, bajo ciertas condi-
ciones, la existencia de algin punto fijo de una funciéon. Hay varios de estos teoremas,
y muy diferentes entre si, uno de ellos es el Principio de Contracciéon de Banach, cuyas
aplicaciones son notables en la mayoria de los teoremas de existencia, tales como los de la
funcion inversa y la funcién implicita, soluciones de ecuaciones diferenciales e integrales
de diversa especie. A continuacién enunciaremos y demostraremos ese principio.

Teorema 1.20 (Principio de Contraccion de Banach)
Consideremos un espacio métrico (X, d) donde X # ¢. Supongamos que X es comple-
to. Sea T : X — X wuna contraccion en X, entonces T' tiene un punto fijo.

Demostracién Construiremos una sucesién {z,} y mostraremos que es de Cauchy y
por lo tanto que es convergente en X por ser X completo, y entonces probaremos que
este limite x es un punto fijo de T' y T no tiene otros puntos fijos. Esta sera la idea de la
prueba.

Sea xy € X, calculemos secuencia 1, o, ... de una relacién de la forma:

Tnt1 = T:Un

Esto es que nosotros escogemos un xy € X y determinamos sucesivamente x; = T'xg, oo =
TIl, S
Afirmacién: {z,} es una sucesién contraccion. En efecto, d(z,41, ) = d(T(2,), T (xp-1)) <
M d(zy,, 1)
Luego, por proposicién 1.19 {z,} es de Cauchy, y entonces, existe z € X tal que
T, — = € X cuando n — oo.
A continuacién mostraremos que x es punto fijo de la aplicacién T.
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En efecto,

d(z,Tx) < d(z,zy,)+d(x,, Tx) para cualquier m
dz,Tz) < d(z,zp)+ d(TTy—1,Tx)
S d(l’7$m) + Oé(l'm_l,l')

tomando limite cuando m — oo, se concluye: d(x,Tx) = 0, por lo tanto Tz = x.
De esta manera queda demostrado que x es punto fijo de 7.
Veamos que z es el inico punto fijo de 7.
En efecto, supongamos que 3y € X, x # y tal que Ty =y

d(z,y) = d(Tz,Ty) < Md(x,y), de donde
d(z,y) = 0, por lo tanto x = y (contradiccién). [

De esta manera queda demostrada la unicidad del punto fijo x.

En lo que sigue, mostraremos que las condiciones de completitud y contraccion son
esenciales para la validez del teorema precedente.

Ejemplo: Consideremos (X, d) el subespacio métrico de R, dado por X = R — {0}
con la métrica usual. Claramente X no es completo. Tomando 0 < M < 1, definimos la
funcién f: X — X tal que Vo € X, f(x) = M.

[f(x) = fy)l = Mlz —y|, Va,yeX

f es claramente una contraccién y sin embargo, no admite punto fijo alguno.
Ejemplo: Consideremos el espacio métrico completo X = [1,+00) con la métrica
usual.

1
Seaf:X—>Xdadaporf(x):x+;

1
De donde | f(x) — f(y)] = o — (1 - —y) <lr—yl, Va,ye[l,+o) cona#y.

Claramente f es una funcién contractil y sin embargo, dado que f(x) >z Vz € X, f
no tiene punto fijo.

Corolario 1.21 Sea f : X — X, (X,d) un espacio métrico completo. Si para algin
numero natural n > 1 la funcion f* es una contraccion, entonces f admite un punto fijo
unico.
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Demostracién Designemos por g = f". Existe un nimero real M con 0 < M < 1, tal
que

d(g(r),g9(y)) < M(z,y), Vr,yeX

En virtud del teorema anterior, existe un tnico punto z € X con g(z) = x. Por otra parte,
notese que:

gof=f"=foy
de donde f(x) = f(g(x)) = g(f(z)).

Se verifica entonces que:

d(z, f(x)) = d(g(x), 9(f(x))) < M d(z, f(z)),

lo cual implica que d(z, f(x)) =0, es decir, x = f(z), ya que 0 < M < 1.

De esta manera concluimos que x también es punto fijo de f.

Veamos que x es el unico punto fijo de f.

En efecto, si para algiin y € X, se tiene f(y) = y, necesariamente g(y) = y, de donde
y = x, por la unicidad del punto fijo de g. [ |

Finalizamos esta seccién con un ejemplo que muestra puede haber una funcion f tal
que f™ es una contraccién para algiin n > 1 y sin embargo f no lo es.
Ejemplo: Sea f : R — R dada por

—2x si x>0
flx) =
—x/4 st x <0
flx) = fW)l=1-2z+2yl =2z —y| si z,y>0

Asi queda claro que, d(f(z), f(y)) = 2d(z,y), Vz,y € R, z,y >0
Por lo tanto f no es una contraccién. Por otro lado tenemos que

—2f(z) si f(x) >0

—2f(x)
— o f(z) <0

f(f(x)) =

x
De donde tenemos que f?(z) = ) V2 € X, claramente f? es una contraccién.



Capitulo 2

El teorema de Ramsey

En este capitulo demostraremos uno de los teoremas mds importantes de la teoria
combinatoria y luego una de sus aplicaciones a la teoria de grafos. Para obtener mas
informacién sobre este tema se puede consultar [1] o [2].

2.1. Demostracion del teorema de Ramsey
Primero presentamos un resultado preliminar muy sencillo.

Proposicién 2.1 (Principio del casillero)
Sea A un conjunto infinito. Sea k > 1, k € N. Sea C' : A — {1,2,... k}, existe un
conjunto infinito H C A tal que C' es de valor constante en H.

Demostraciéon Dividamos a A en k partes de la siguiente manera:
{a€eA:Cla)=1},{a € A:Cla)=2},...,{a€ A : C(a) =k}

k
Como A = U{a € A : C(a) =i}y A es un conjunto infinito existe j € {1,2,...,k}

=1
tal que {a € A : C(a) = j} es un conjunto infinito, pues de lo contrario A serfa la unién
finita de conjuntos finito y por lo tanto A serfa finito. Pongamos H = {a € A : C(a) = j}.
[ |

Definicién 2.2 Sea A un conjunto, y n € N. Usaremos la siquiente notacion: AY =
{bC A : |b] =n}

Antes de dar la demostracion general del teorema de Ramsey, presentamos la siguiente
proposicion que es un caso particular del teorema.

15
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Proposiciéon 2.3 Sea A un conjunto infinito, n,k € N, 2 > n > 1, k > 2 para toda
C: APl — {1,... Kk} existe B C A, B infinito tal que C es constante en B,

Demostraciéon
Definiremos dos sucesiones {a;}2,, {B;}2, de la siguiente manera.
Sea a; € A, dividimos A — {a;} en k partes
{ae A—{a1} : C{a,aq}) =1}

{ae A—{a1} : C({a,a1}) =2}

{ae A—{a1} : C{a,a1}) =k} )

Como A—{a;} es un conjunto infinitoy A—{a;} = U{a e A—{a1} : C{a,a1}) =7}

j=1
Por el principio de las casillas, existe i € {1,...,k} tal que {a € A—{a1} : C({a,a1}) =
i} es un conjunto infinito.
Llamemos By = {a € A —{a1} : C({a,a1}) = i}.
Sea ay € By. Tomamos B, — {ay} y dividamoslo en k—partes.

{a € By —{a2} : C({a,as}) =1}

{a € By —{a2} : C({a,as}) =2}

{a € By —{as} : C({a,as}) =k}

Por el mismo razonamiento anterior, 3¢ € {1,...,k} tal que:
{a € Bi—{as} : C({a,az}) = i} es un conjunto infinito. Llamemos Bs a este conjunto.
De manera sucesiva podemos definir a1, as,...,a,, y By, Bs, ..., By

Sea a1 € By,. Tomemos By, — {a;,11} v dividamoslo en k partes
{a € By —{ams1} : C({a,ams1}) =1}

{a € By —{amn} + C{a,amia}) = 2}

{a € By —{amn} : C({a, amir}) =k}
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Como B,,, — {a@,+1} es un conjunto infinito, nuevamente por el principio de las casillas
Ji e {1,...,k} tal que:

{a € B, — {ams1} : C({a,ams1}) = i} es un conjunto infinito. Llamemos B,,;1 a
este conjunto.

De manera inductiva hemos costruido las sucesiones {a,, }5°_, v { B }2°_, con la sigu-
iente propiedad:

1. Para todo m, B,,.1 C By,
2. Para cadam, 3i € {1,...,k} tal que C({am,, @}) =14, VI>m.

Dado m, sea j(m) € {1,...,k} talque VI >m, C({am,a}) = j(m). Por el principio
de las casillas, existe {a,,}5°; v 1 < iy < k tal que iy = j(n;) para todo i.
Finalmente, poniendo B = {a,,, : i € N}, tenemos que ¥b € B C(b) = i,. [ |

Teorema 2.4 (Teorema de Ramsey, [6])
Sea A un conjunto infinito. Para todo n, si C : A"l — {1, k} entonces existe
H C A, H infinito, tal que C es constante en HM.

Demostracién Haremos la demostracion por induccién en n. Para n = 1 el enunciado
es el principio de las casillas, y el caso n = 2 se verifico en la proposicién anterior.
Supongamos que el teorema es vélido para n. Queremos ver que dado

d: A k),

existe H C A, tal que d es constante en H"+1,

Fijemos ag € A, y sea By = A — {ag}. Claramente By es un conjunto infinito.

Definamos una funcién by de la siguiente manera: by : By™ — {1,...,k}, y bo(b) =
i< dbU{ap}) =1.

Por hipétesis inductiva, 3 By C By, infinito, tal que by es constante en B; .

Sea a; € By, claramente a; # ag y By — {a1} es un conjunto infinito. Definamos una
funcion b; de la siguiente manera:

by: (By — {a )M — {1,.. .k} y by(b) =i < d(bU {a;}) = i.

Por hipoétesis inductiva 3 By C B, tal que by es constante en By™. Sea ay € Bs.

Supongamos que hemos definido ag, a1, . .., a,, y Bo, By, . .., Bp. Definamos b, : (B,,—
{a,, )M — {1,... k} de la manera siguiente:

b(b) = i & d(bU {an}) = .

Por hipétesis inductiva, existe B,,.1 C By, — {a,,} infinito tal que b,, es constante en
(Berl)[n]' Sea 41 € Bga
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De manera inductiva hemos construido las sucesiones {a,, }2°_, v { Bin }2°_, con las sigu-
ientes propiedades: Vm, la funcién d es constante en {a,,,bo,...,bm-1} Vbo,...,bp1 €
Byyis.

En particular la funcién d es constante en

{Ham, kg, -y ap,, } Koy ooy k1 > m},

ya que por construcciéon tenemos que para todo m, By,11 C By, ¥ am € By

Dado m, sea j(m) € {1,...,k} tal que Vko,...,ky_1 >m
d({am, ako, ..., ag, 1) = j(m).

Por el principio de las casillas, existe iy € {1,...,k} tal que M = {m : j(m) =i} es
un conjunto infinito.

Finalmente, tomamos H = {a,, : m € M }. |

2.2. Una aplicacién a la teoria de grafos

Recordemos primero la definicién de grafo.

Definicién 2.5 Un grafo G es un par G = (X, A), donde X es un conjunto no vacio
cuyos elementos se llaman vértices y A es un conjunto de pares no ordenados de vértices
a los que llamaremos lados, o arcos.

Usaremos también los siguientes conceptos.

Definicién 2.6 Dos vértices x,y de un grafo G = (X, A) se dicen adyacentes si forman
un lado, es decir, si {x,y} € A.

Definicién 2.7 Sea G = (X, A) un grafo. Un camino en el grafo G es una sucesion
de wvértices tal que términos consecutivos de la sucesion son adyacentes, es decir, Si
X1, T2, T3, ... forman un camino, entonces {xy,xp1} € A VkeN.

Proposicién 2.8 Sean m,n € N. Sea G = (N, A) un grafo tal que N = UBk con
k=1

|Bpl =m, Yk yB,NB; =¢ sii#j

Supongamos ademds que, si {a,b} € A entonces 3,7 € N con |l # r tal que a € By y
be B,.

Supongamos también que, dados n bloques distintos By, ..., B;, 3 a,b} € A tal que
a € B;,,be B, para algin 1 < k,l <n, con k # l. Entonces existe un camino infinito en
G que no visita a un bloque mds de una vez.
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Demostracion Enumeremos los bloques como By, By, ..., y enumeremos los vértices de
cada bloque B; como v(7,1),v(i,2),...,v(i,m).
Dados dos bloques B;, Bj; Como |B;| = |B;| = m, existen m? formas de conectar un

elemento del bloque B; con un elemento del bloque B;. Por lo tanto tomaremos m? colores
que podemos usar para colorear pares {z,y} € N2l

Sea R={(i,7) : 1 <1i,7 <m}U{0}, un conjunto. Claramente |R| = m? + 1.

Dados {z,y} € N2 coloreamos {z,y} con alguno de los m? + 1 colores como definire-
mos a continuacion.

Definamos la funcién h : N — R de la siguiente manera:

Dado {z,y} € NP con z < y, si existe un par (i,7) tal que {v(z,q),v(y,7)} € A,
ponemos h({z,y}) igual a uno de esos pares; en caso contrario, h({z,y}) = 0.

Por el Teorema de Ramsey para n = 2, existe un conjunto infinito H C N tal que A
es constante en HZ.

Claramente, el color constante no puede ser 0 pues esto contradice el hecho de que
dados n bloques, por lo menos hay dos de ellos que estan conectados, es decir hay un arco
formado por un elemento de uno de los bloques y un elemento de otro.

Luego, 3i,j : 1 <4,5 < m tal que V{a,b} € H? h({a,b}) = (4,7)

El conjunto H es infinito, listemos sus elementos en el orden natural,

H:{nl,ng,...}

Describimos un camino como el que queremos en el orden en que son recorridos los
vértices, con 17, J.

U(nla Z)7 U<n47j)7 U(n?n Z)7 U(n67j)7 U(n57 Z)a U(”Suj)a U(TL7, Z)? s

En notacién mas general el camino esta dado por:
{{v(nag+1,1);v(nogsa, J)} - £ =0,1,...} U{v(nogs1,7);v(nags2,J)} - k=1,...}
Observacion: Note que si ¢ = j, claramente
v(ny,1),v(ne,i),v(ns, i), v(ng,i),. ..

forman un camino infinito como el que queremos.
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Capitulo 3

Generalizacion del principio de la
contraccion de Banach

En este capitulo daremos la demostracién de una generalizacion del principio de la
contraccion de Banach para funciones continuas haciendo uso del resultado sobre grafos
del capitulo 2. Para esto seguimos el articulo [4]

Lema 3.1 Sea (X,d) un espacio métrico, 0 < M < 1, J un entero, y sea T : X — X
una aplicacion que satisface:

Va,y € X min{d(T"z, T"y) : k=1,2,...,J} < Md(z,y).

Entonces para todo x € X existe una subsucesion acotada de {T"x : n = 1,2,...},
denotada por {T"x : i=1,2,...} tal que nyy1 —n; < J.

Demostracién Sea r € X. Sea ¢ = méx{d(z,T*z) : k=1,2,...,J}. Mostraremos que
podemos construir una sucesién de naturales, llamémosla {n;}2,, v existe R € R tales
que d(z, T™zx) < R.

Sea n; = 1. Dado que 0 < 1 — M < 1, claramente tendremos que: d(z,Tz) < ¢ <
c

1—-M 1—-M
k+n;
Por hipétesis tenemos que para algin 1 < k < J, d(T*z, T "z) < Md(x,T"z)
luego, si consideremos nuestra hipotesis inductiva, nos queda que para algin 1 < k <

CM
J, d(Trz, T 2) < Md(z, Tz) < .y

. Procediendo inductivamente, supongamos que: d(x, T"zx) <

Por desigualdad triangular, se tiene:

21



22CAPITULO 3. GENERALIZACION DEL PRINCIPIO DE LA CONTRACCION DE BANACH

d(z, T"™iz) < d(x, TFz) + d(TFz, TF i)
MC C

< C+1—M:1—M'

C
T queda demostrado que {T™x : i=1,2,...} es
una subsucesiéon acotada con n;.1 —n; =k < J [ |

Poniendo n;11 =n;+ky R =

Teorema 3.2 (Generalizacion del Principio de contraccion de Banach (GPCB))

Sea (X, d) un espacio métrico con X # ¢. Supongamos que X es completo. Sea T :
X — X una aplicacion, y sea 0 < M < 1. Sea J un entero positivo. Supongamos que
para cada par de puntos x,y € X,

min{d(T*z, T"y) : 1 <k < J} < Md(z,y).

Entonces T tiene un unico punto fijo.

Demostracién Sea z € X. Sea (i, k) = d(T"z, T*z). Por el lema 3.1, existe una sub-
sucesion {n;}°; tal que,

O,n)) <R y ngq—n; <

Aplicando la hipétesis de la GPCB para cada par (z,7™z) resulta en una sucesién
{4i;}52, (Una para cada i) tal que (gi;, n; + i) < kM7 y giji1 — qij < J.

Esto es lo siguiente:

Dado i, consideremos las J primeras iteraciones del par (z, 7™ x), las cuales listaremos
a continuacion:

T Trig

Tx Tritlg

T?x Tty

Tre THitry

T/ x Tty
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Donde r es el valor tal que:
min{d(T*z, T""*z) . 1 <k < J} =d(T"2, T"""z).

Llamemos ¢;; = r. Consideremos el par (T%x, T"*%1x) y listemos sus primeras J
iteraciones:

T4 Tm+qz‘1 T

T%‘H-lx Tni+q“+ll’

T%‘H-Qx Tni+Qil+2x

T +px Tni+qi1 +Pl»

T9i+J o Tritan+d
Donde p es el valor tal que:
min{d(T‘h‘l‘i‘k‘x’Tni+Qi1+l€m) 1<k< J} — d(TQil"rpm?Tni—&—qil—i-px).

Llamemos ¢;2 = ¢;1 + p. Consideremos el par (T%2x, T™"%27) y listemos también sus
primeras J iteraciones:

T2 Tm-l—qz'z T

qu'2+1x Tm-i—qz'z-i-lx

T2 +2$ Tn¢+Qi2 +2£E
T %2 +m$ Tni+(Ii2 +m£L‘
qu‘2+Jm Tni+qi2+Jx

Donde m es el valor tal que

min{d(Tqinrka:’ Tni+qi2+k3$) -1 < k S J} — d(TQiQ'f‘mx,Tni—ﬁ-qu—i-mx)'
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LLamemos ¢;3 = @2 + m.

De esta manera aseguramos que ¢;j4+1 — ¢ij < J.

De manera sucesiva tenemos, en general, que haciendo induccion sobre j nos queda:
d(T%ig, T9it"ig) < MIR, es decir, {q;;, ¢i;; + ni) < M’ R para cada indice i.

Para g = ¢;;, entonces, j > [¢/J] > % — 1 pues ¢;; < Jj.

De lo cual se tiene que M7 < M7~ ' ya que 0 < M < 1. De donde queda que:

(qij,mi + qi5) < RM 571 = RyQ?
R

DondeRgzﬂyQ:M%<1.

Decimos que un entero g esta representado si hay infinitos enteros ¢ para los cuales
(q,ni+q) < RoQ1. Si q es representado y (¢, n;+q) < RoQ? decimos que i es representante
de ¢

Observacidn: Si ¢ estd en infinitas sucesiones {g;; }321, entonces ¢ esta representado.

Si A es un conjunto de enteros, (A) = {q : ¢ € A, q es representado} y R(A) = {i :
dq € r(A), tal que i es representante de ¢}.

Ahora, sea A un conjunto de J enteros consecutivos. Como g;j11 — ¢;; < J, se tiene
que para cada una de las sucesiones {%‘j}}’il hay por lo menos un ¢ € A que pertenece a
la sucesién, es decir, ¢ = ¢;; para algun j.

Como A es un conjunto finito y tenemos infinitas sucesiones {g;;}52,, por el principio
de las casillas, por lo menos hay un miembro de A que esta en infinitas sucesiones {g;; }‘;‘;1,
es decir, hay por lo menos un miembro de A que esta representado.

Luego, para infinitos i, existe ¢ € A tal que ¢ es representante de q.

Por el razonamiento anterior se demuestra que existe Iy € N tal que todo i, i > Iy, @
es representante de algin ¢ € A. Esto es equivalente a decir que no existe un conjunto
infinito de indices ¢’ para los cuales 7' no es representante de algun ¢ € A.

De nuevo, sea A un conjunto de J enteros consecutivos. Sea A\(A) = max{A} + ny,,
donde I se obtiene como en la linea anterior.

Afirmacién: Vm > A(A) algin entero de la forma n; + g con ¢ € A y i representante
de ¢ se encuentra en el conjunto {m,m +1,...,m+ 2J — 1}.

En efecto, consideremos el conjunto NQ(A) = {n;+q : ¢ € r(A) y i es representante de ¢}.

Sea m > A(A). Como NQ(A) no es acotado 3t € NQ(A) : t > m. Sea j el primer
indice tal que ¢+n; € NQ(A) y ¢+n; > m. Como g+n; > max{A}+ny, j > Iy, luego
J—1=21

Sea ¢’ +n;_1 € NQ(A). Por como esta definido ¢ + n;, claramente se tiene que

¢ +nj_1<m (3.1)
Por otro lado, tenemos que

(q+n5) = (¢ +n-1) =(g—¢)+ (nj +nj-1) <2J (3.2)
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De 3.1 y 3.2 se tiene que Vm > A(A), 3P € NQ(A) : Pe{m,....m+2J -1}

Observamos que si Ay, ..., Asyiq son conjuntos disjuntos de J enteros consecutivos,
entonces si @ = max{A\(4x) : k=1,2,...,2J + 1} y m > a. Cualquier conjunto
{m,m +1,...,m + 2J — 1} contiene un entero en comin a dos conjuntos NQ(A,) y

NQ(Ag) con j#k, 1<k, j<2J+1

Particionando la sucesién {a,a+1,a+2,...} en bloques de tamano 2.J, por el razona-
miento anterior, para cada bloque de tamano 2J, 34,7 con i # j, 1 <14,j <2J+ 1 tales
que NQ(A;) N NQ(A,) # ¢

SeaU={n:3i,jeconi#j 1<ij<2J+1yneNQUA)NNQUA)},

yseal ={(i,j):i#7j, 1<i,7<2J+1}

Sea f : U — I una funcién que tiene por regla asignar a cada elemento n € U el
primer elemento (7, j) € I (en el orden lexicogréfico de I), tal que n € NQ(A,;) NNQ(A;).

Como |I| = (2‘]; 1) < 00, por el principio de las casillas tenemos que existe (k,[) € I
tal que {n € U : f(n) = (k,1)} es infinito. Esto es que Ik, l con k #1,1 < k, 1 <2J+1
tales que NQ(A;) y NQ(Ag) tienen infinitos términos en comin. Luego, si n € NQ(A4;) N
NQ(Ag),n=n;+q=mn,+¢ conqe A, ¢ € A,y i,p sus respectivos representantes.

Consideremos una particion de los ntimeros naturales en bloques de tamano J, de
naturales consecutivos. Poniendo para cada k

Be={(k—=1)J+1,(k=1)+J+2, ... kJ}

Miremos los naturales como los vértices de un grafo que definiremos a continuacion.
Dos vértices ¢, ¢" en bloques distintos B; y By, respectivamente estan conectados por un
arco, si hay infinitos enteros los cuales pueden ser expresados de la forma n; + ¢y n, +¢
con 1, p representantes de ¢ y ¢’ respectivamente.

El argumento anterior muestra que para cualquier coleccién de 2J 4+ 1 bloques, hay
un arco cuyos extremos estan en dos de esos bloques. Entonces, por el Lema 2.2 (con
n = 2J + ly m = J) existe un camino infinito en el grafo que contiene a lo sumo un
elemento de cada bloque B

Sea {r; : 7 =1,2,...} una lista de los vértices de este camino tal que Vj, {r;,7j+1}
es un arco.

A continuacién seleccionaremos dos subsucesiones de enteros {s;}52, y {t;}32, de la
sucesion {n;}52, con las siguientes propiedades:

1. Si’l"jEBk, Tj+8j,7"j+tj€NQ(Bk)
2. rj+t =71+ 841

3. Tj+8j+J<Tj+1—|—8j+1
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Esto lo hacemos del modo siguiente:

Si ry € By. Fijemos r +n; € NQ(By) tal que r; + n; > J. Llamemos s; = n;. Por
como estd definido {r; : j =1,2,...} como 71,75 forman el arco {ry,ry}, existen infinitos
n € N tal que n =r; +n; = ro + ng.

Sean > 1r + 51+ J, con n =1y +n, = ry +n. Llamemos n, = ¢, n; = so.

Luego se cumple:

1.ri+s, 1+ 14 GNQ(Bk)
2.1+t =19+ 8
3.rm+s1+J<ro+ s

Supongamos que hemos definido {s;}**! v {t;}% | y se cumple:

L. Sir, € By, 1+ sg, 7+t € NQ(B))
2. 1+t = Tpy1 + Skt

3. ’I“k—|—8k+<]<’f‘k+1—|—8k+1

Si 7441 € By, por construccién tenemos que 111 + Spr1 € NQ(Bp). Como rgiq, rpro
forman un arco {ry1, 7r12}, existen infinitos n tal que n = ri1 +ns = rr2+n,. Fijemos
N>+ Sk +J conn=rgq+n, =rro+ n,.

Definimos tgy1 = Ny, ¥ Sgre = Ny Luego, rpi1 + trrr € NQ(By), The1 + tper =
Thi2 + Skt2, ¥ Thit + Skp1 +J < Thgo + Spqo.

De esta manera queda demostrado que podemos construir las subsucesiones {s;}32, v
{t;}52, de la sucesion {n;}52, que cumplen con las propiedades 1,2,3.

Consideremos la secuencia de iterados con exponente r; + s;. Por como definimos

o] o0 .
{81321, {15132, tenemos que:

(rj + sj rje + sj41) = (rj + 55,75 + 1)

Notemos que si tenemos (¢,n; + ¢) < RoQ?y (¢,n; + q) < Ry Q? para i # j, por la
desigualdad triangular tendremos que:

(ni+q,n;+q) < (ni+q,9) +(gn; +q) < 2R Q° (3:3)
Por definicién de {s;}%2, y {£;}32,, tenemos que para todo j,
(rj,rj+s5) < RoQ7 y (rj,mj +t;) < RoQ"

luego, de (3.3) se tiene que
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(rj + 85, mj01 + sj02) = (rj + 55,75 +15) < 2R Q7.
Asf, ZW + 55,7541 + Sjg1) < Z 2Ry Q.

j=1 j=1
o0

oo
Como 0 < ) < 1 se tiene que Z 2Ry Q"7 es convergente por lo tanto Z(rj +55, 741+
j=1 j=1

Sj+1) €s convergente.
o

o0
Para todo j, llamemos m; = r;+s;; luego, como Z(rj—i—sj, Tit1+Sjt1) = Z d(T™iz, T+ x)
j=1 j=1
es convergente. Por el Lema (1.9), {T™x}22, es una sucesiéon de Cauchy en X, por lo
tanto existe z € X tal que

T™ix — z cuando j — oc.

Dado que T es continua, para 1 < i < J se tiene que 7™z — T'z. Definamos
Li=T% para 0 <i < J.

Mostraremos que L;,; = L; para algun i < J, pues dado que T'(L;) = L;;1, entonces
quedaria demostrado que L; es un punto fijo de T.

Consideremos al par (T'z, x), aplicando la hipétesis de la GPCB, 3k e N, 1 <k < J
tal que,

d(T" e, TF2) < M d(Tz, x)
A continuacién, consideremos al par (T*1 1z, T*12), aplicando nuevamente la hipétesis
de la GPCB, dks € N, 1 < ky < J tal que
d(TH Rty TR M) < M d(TH e, TH x)

usando la desigualdad anterior, nos queda:

d(Tr Rty Thethig) < M?d(Tx, x)

Continuando de esta manera obtenemos una sucesiéon kq, ko, ..., tal que Vi, 1 < k; < J
haciendo inducciéon sobre [, se tiene que:

l 1
ke)+1 kt
A& e rEN ) < MUd(Tr,z),  VIeEN.

Sea {m;}32, como definimos anteriormente
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Py Py
Sea P, el menor tal que Zkt > my. Sea iy = Zk‘t —my (se tiene, 0 < i; < J — 1),
=1 =1

o , (% ke)+1 % ki
Zkt < mg, yaque mg —my > J y 0 <k, <J Asi como d(T = x,T=1 ) <

t=1
MP d(Tz, x)

d(Tm oty Tmitiagy < MP d(Tx, x)

Supongamos que hemos definido P; y i; tales que

M)

mjg

b
kt<mj+1,z'j: E kt—m]’.
1 t=1

&:U T

by

Z ki+1 v ki P,
Sabemos que d(T="  z,T= x) < M%7 d(Tx,x)
luego, d(T™itit gy Tmitiiy) < MYi d(Tx, )
Veamos que podemos definir P, tal que

Pj1
mjp < Z ke < mjio
t=1
P
Por hipétesis inductiva, tenemos que Z ke < mjgq
t=1
Pjt1
Sea Pji el primero tal que m;4; < Z k.
t=1
Pji1-1 Pj+1
Luego, para Pj1 —1 se tiene que Z ky < mjiq (Por definicién de Pjyq) asi Z k, =
t=1 t=1
pj+1—1
Z ki+kp,_ ., comomjo—mjp >Jyl <k <J Vte{l2,...}finalmente tenemos
t=1
Pj+1 Pj+1
que Z ky < mjio definimos 441 = Z ky —mjq; como
t=1 t=1
Pi41 Pi+1
> k41 k¢
=

d|T= as,Tzl x| < MP+d(Tx, x)

entonces, d(T™ms+1tii+itly Tmivitisg) < MFEivid(Tx, x)
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De esta manera queda demostrado que:
VieN:3di;eN 0<¢ <J—1tal que

d(T™ ity Tmitiig) < MYid(Tx, x).

Aplicando el principio de las casillas, 3v € N con 0 <v < J—1y 4; = v para infinitos
valores de .
Para estos valores de j para los cuales i; = v tenemos que:

A(Ly, Lys1) < d(Ly, T™4z) + d(T™5 0, T+ ) + d(T™ g, L)
< d(L,, T™iz) + M¥id(z, Tx) + d(T™ 2, L)
= d(Tvz, T™ ) + MYid(x, Tx) + d(T™+ " a, L)

es decir,
d(Ly,t2) < d(Tz,T™4z) + MYid(z, Tx) + d(T™ 0 e, T 2)

Como cada uno de los tres sumandos tiende a cero cuando j — 0o, entonces

d(Ly, Lys1) = 0.

Por lo tanto, L, = L,.1, es decir,

Tz =T""2=T(T"z)

Finalmente concluimos que 7"z es un punto fijo de 7. [ |
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Capitulo 4

A manera de conclusion

En la introduccion de nuestro trabajo se enuncia la generalizacién del principio de
contraccion de Banach. Vimos que atn cuando las hipétesis de la GPCB garantizan la
existencia de un punto fijo, esto no implica continuidad de la funcién. Motivados por estas
observacién y haciendo un breve examen de la situacién disenamos este capitulo para
presentar dos ejemplos que brindan informacién interesante que ayudaran a comprender
un poco mas el ambiente en el que estamos trabajando.

El ejemplo 2 estd tomado del articulo [7], y muestra que la hipé6tesis de la GPCB no
implica la continuidad de la funcion ni de sus iteraciones. El ejemplo 1 es una adaptacion
del ejemplo 2 que usamos para probar que la hipétesis, con J = 2, tampoco implica la
continuidad de la funcion. Para este ejemplo hay un subespacio donde la funcién y todas
us iteraciones son contracciones.

Ejemplo 1: Sea X ={n : n=20,1,2,...} U{l/n : n=1,2,3,...} consideremos la
métrica usual. Definamos 7' : X — X de la siguiente manera:

T(O) = 0

1
2n +1

T(l/n) = n si n espar

1
T(1/n) = ST si n esimpar

Fijemos M = 1/2. Es fécil ver que para cada par x,y € X,

1
min{d(TQ:E,TQy), d(Tz, Ty)} < §d(a:,y)

31
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1

Por otro lado tenemos que {%}20:1 es una sucesion convergente.
1

Maés atn, % — 0, si k — o0.

Como T'(1/2k) =2k Vk € N. Claramente T(1/2k) #— 0

Lo cual nos lleva a concluir que 7" no es una funcién continua, y sin embargo 7T satisface
la hipétesis de la GPCB con J = 2.

1
Consideremos X’ = {1/n : n es un nimero impar} C X  LuegoT |y, (1/n) = 15
n
Es facil ver que T'|,, : X’ — X’ es una contraccion en el subespacio X’ de X. Asimismo
por como definimos T' tendremos que 72,72, T%, ... son contracciones en el espacio X

Lo anterior nos conduce a la siguiente pregunta: ; La hipdtesis del GPCB implica que
dado J, existe 1 < k < J tal que T" es una contraccién en algtin subespacio del espacio
en el que estemosd trabajando?

Veamos el siguiente ejemplo que nos dard la repuesta a esta pregunta.

Ejemplo 2: Sea X = {n : n =0,1,2,...} U{l/n : n = 2,3,4,...}. Definamos
T : X — X de la siguiente manera:

T(O) = 0

Tn) = 1/Bn*+1), n=1,2,...

T(1/n) = n, n=0 (mod 3)
T(1/n) = 1/Bnt+2), n=1 (mod 3)
T(1/n) = 1/(3n*+3), n=2 (mod 3)

Por un razonamiento similar el del ejemplo anterior se puede verificar que 7" no es una
funcién continua.

Fijemos J =3, M = 1/3. Consideremos la métrica usual.
Verifiquemos que Vz,y € X :

1
min{d(T"z, T"y) : 1 <k <3} < gd(x,y)

Analicemos los siguientes casos
Caso 1: Sea z > 1/2, y € X claramente |z —y| > 1/2

(i) Seay > 1/2, luego
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| 1
d(Tx,Ty) = 3.%'4 + 1 - 3y4 + 1'
1 1

d(T%z, T?) = -

(T2, T%) 3Bri )P +2 331+ 1)+ 2‘

1 1

d(T3z, T3) = .

(T, T) 333zt + 1P 12 +3 333zt + 1)F+ 24 1 3’

En cualquiera de los tres casos se tiene:

1 1 1
d(TFz, Ty) = = — ,
( V=310 mm
con ny(k), ne(k) valores dependientes de los denominadores de la k—ésima iteracién
que estemos trabajando

Por otro lado como :Vni,ne € N—{0,1}

1 11
Entonces, min{|T*x — T*y| : 1 <k <3} < 5= 33
1

1
(ii) Seay < 1/2, es decir, y = — con p € N.
p

1. Sip=0mod 2

1

d(Tz, Ty) = iy
(Tw, Ty) 3zt +1 '
1 1
d(T%z, T?) = -
(T2, T%) 331+ 1)1 +2 3Py 1’
1 1
AT, ) = - |

333zt +1)4+2)4+3 3(3P*+1)+2

En los casos de k = 2,3 tendremos que:

d(T z, Thy) =

W[

nl(k) %) k‘)
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con ni(k), na(k) valores dependientes de los denominadores de la k—ésima
iteracion que estemos trabajando con k£ > 1

Como d(Tx,Ty) > d(T*z, T*y) para k = 2,3

Por un razonamiento similar al caso anterior tendremos que

1T 1
min{d(T*z, T"y) : 1 <k <3} < 35 < “|x —yl.

2. Sip=1mod 3

1 1
d(Tz,Ty) = .
(T, Ty) 32 + 1 3P4+2‘
1 1

d(T%, T?) = -
(T2, %) 3(32% + 1)F + 2 3(3P4+2)4+3‘

|
d(T?z, T?y) = —3(3P*+2)*+3
(T2, T%) S I R i

En los casos k = 1,2 tendremos que:

1

1 1
ni(k) F(k)"

con ny(k), na(k) valores dependientes de los denominadores de k—ésima ite-
racion que estemos trabajando.

Como d(T3x,T3y) > d(T*z, T*y) para k = 1,2
Por razonamiento similar a (1) tendremos que:

1
min{|T"z — TFy| : 1<k <3} < g\x -

3. Si p=2mod 3. Se resuelve de manera analoga a las anteriores.

En general, se tiene que |z —y| =

1 1 1
Caso II: y < z < 3 Supongamos que £ = —, Yy = —
n J
1 1 1 1 1
— > = —
n j| |n n+1l n?+n

Analicemos los siguientes casos:

1
1 S = —
(i) Seax Y

—conn=0mod 3, 7 =0mod 3
J
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Tr = n Ty = J
1 1
T?r = ——— Ty = —
3nt +1 374 +1
1 1
T3z = T3y =

33nt + 1)1 +2 334+ 1)4 +2

1 1
Es claro que TFz < e para k = 2,3 asi como también Ty < 3 para k = 2, 3.
n J

1 1
Mas atin como — > —, T*y = —— para k = 2,3.
n J 3n

Finalmente tendremos que para k = 2,3

|T’%—T’“y]< 1/3n* n+1 1
lz—y| T 1/n2+n  3n3

1
Es decir, |T*z — T*y| < §|x —y| para k =2,3

Como |[Tx — Ty| > {|T?%x — T?y|, | T3z — T3y|}
Entonces, min{|T"z — TFy| : 1 <k <3} < |z —y]

Por un razonamiento similar al anterior tendremos que para los casos

1 1
(ii) z=—, y=-conn=1mod 3, y=1mod 3
n j
1 1 . .
(iii) z=—, y=- con n =2 mod 3, j =2 mod 3 se verifica que
n J
. k k 1
min{|T"z — T"y| : 1§k§3}§§|x—y|

1 1
(iv) Seax=—, n=0mod3yy=—- conj=1mod3
n J
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1
Ty = Ty — —

v=n Y 371 1 2

1 1

T2 — T2 fry

S YR | YT 334124+ 3
3 1 3 4 4
T3z = Ty = 3(3j*+2)*+3

3(3nt+1)*+2

1 1 1
Es claro que T?z < —, asf como T?y < —. Nuevamente, como — > ~ entonces
3nt 354 n-oj
1

T2y < —
y_3n4

De modo que:

| Tz — T?y| 1/3n* - 1
le—yl — 1/n2+n 3

1
Es decir |T?%z — T?%y| < §|l‘ — 9

1
Como min{|T*x — T*y| : 1 <k <3} =Tz — T%y| < §|;1: — |
Se verifica lo que queriamos

Por un razonamiento similar al anterior tendremos que en general para los casos:

1 1
r=—n=kmod3yy=-j=komod3conk; #ky0<ky,ky<2 i€
n J

{1,2, 3} tal que
y k k i i 1
min{|T%z — T%y| : 1 <k <3} =Tz —T"y| §§|x—y|
. 1
De esta manera concluimos que Vz,y € X con z,y < R T #y

1
min{|T*z — TFy| : 1<k <3} < glx —
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Caso III: Para finalizar fijemos y = 0 y consideremos = € X con = # 0. Por definicién
de T, tenemos que T'(0) = 0, luego:

| T*z — TFy| = |T*x — T*0| = |[T*x — 0|

Analicemos los siguientes casos:

1
1. Sea z > 1/2. Por definicién de T sabemos que 3k : 1 < k < 3 tal que TFx < 3
T
1
Luego, TFzr < = < z
373
1
Asi |TFa — Thy| = [Tz — 0] = TFa < % = Sle—0], Vo> 1/2
1 1 ..
2. Sea 0 < x < 5 Supongamos x = —. Nuevamente por la definicion de T sabemos
1 11 1
que 3k : 1 <k <3tal que TFx < — . Luego, TFx < -~ = —x
354 3j 3
¢k k k k v 1 1
Ast [TFz — Thy| = |T m—0|:Tx§§:§|x—O|, ‘v’mcon0<:p§§

De esta manera queda verificado que T satisface las hipotesis de la GPCB.
Por definicién de T Ak con 1 < k < 3 tal que T : X — X sea una contraccién

va que Yk 3z,y con x = 1/q, y = 1/p tal que T"x = ¢ y T*y = p. Por lo tanto

1 1
AM, O<M<1talque|q—p|§M‘———.

qa P
X es un conjunto infinito que puede ser dividido en 4 conjuntos infinitos y disjuntos

entre si cuya unioén con el cero da todo el espacio X. Estas clases son:
I.{n:n=12,...}
2. 1/n con n =0 mod 3
3. 1/n conn=1mod 3

4. 1/n con n =2 mod 3

Por este hecho y por la definicién de T, si existiera X’ & X, infinito tal que T': X' —
X', necesariamente X' tiene que contener infinitos elementos de cada una de las clases
anteriormente descritas, luego por un razonamiento similar al anterior concluimos que Ak
con 1 <k <3tal que TF: X’ — X' sea una contraccién. Con esto queda respondida la
pregunta que se expuso inicialmente.
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La demostracion del Principio Generalizado de la Contracciéon de Banach para una
funcién cualquiera a diferencia de la GPCB para una funcién continua, ademas de re-
querir algunos calculos adicionales, hace uso de versiones mas fuertes de algunos concep-
tos que fuerén utilizados en la demostracion presentada en el capitulo 3. Sin embargo
el razonamiento usado en la demostracion de la GPCB para una funcién cualquiera y el
razonamiento usado en la demostracién de la GPCB para una funcién continua son muy
similares. Es por ello que decimos omitir su demostracion pero es conveniente hacer del
conocimiento del lector interesado que la misma esta presentada en forma detallada en
4].
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