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INTRODUCCIÓN
Leonhard Euler fue un gran matemátio suizo en el siglo XV III que introdujo lasideas básias que sirvieron para rear la teoría de grafos, posteriormente lo siguieron unagran variedad de ientí�os que rearon y estudiaron diversas ramas relaionadas al tema,hoy en día es una disiplina muy amplia, on múltiples apliaiones.En ésta monografía partiremos de grafos simples y de�niremos su matriz de adyaen-ia, su polinomio araterístio y su espetro, que nos servirá para obtener interesantesresultados.Para desarrollar el ontenido de este trabajo estudiaremos la seión 2 del apítulo 1del Biggs [1℄ donde enontramos la relaión que existe entre n∑

i=1

λl
i, (on λ1, λ2, · · · , λn,autovalores de la matriz de adyaenia del grafo) y la estrutura del grafo, resolveremosalgunos ejeriios propuestos en esta seión, y en partiular nos onentraremos en hallarfórmulas para n∑

i=1

λl
i uando l = 4, 5. También estudiaremos la seión 7 del apítulo

1 del Biggs [1℄ que nos dará las ideas para desarrollar el Teorema de Harary querelaiona el determinante de la matriz de adyaenia de un grafo on la estrutura del grafo,luego probaremos la relaión que hay entre los oe�ientes del polinomio araterístio delgrafo y estos determinantes mediante el Teorema de Sahs . Finalmente estudiaremos4



algunas apliaiones a la químia del apítulo 8 del Cvetkovi [2℄, onsideraremos grafosrelaionados a iertos ompuestos químios llamados grafos moleulares y estudiaremos lapresenia del ero en el espetro del grafo moleular que indiará si la moléula es inestablequímiamente..Este trabajo intenta ser un material de apoyo para aquellas personas interesadas en lateoría espetral de grafos, presentaremos ejemplos a lo largo del ontenido para lograr queel tema sea omprendido de una manera autodidátia; lo únio indispensable sería teneronoimientos de Álgebra Lineal.
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CAPÍTULO 1 ESPECTRO DE UN GRAFO
1.1. Grafos y Matriz de AdyaeniaEn esta parte reordaremos algunos oneptos de la teoría de grafos que utilizaremosa lo largo de este trabajo. Las de�niiones y los resultados de esta seión son tomados de[1℄ y [4℄.De�niión 1.1 Un grafo G onsta de un onjunto no vaio V de elementos llamadosvérties, y un onjunto E de pares no ordenados de elementos de V llamados aristas, lodenotaremos por G(V, E).Si V = {v1, v2, v3, . . . , vn} deimos que el grafo es �nito; una arista de G la denotaremosomo {vi, vj} y diremos que vi y vj son vérties adyaentes si existe una arista entre ellos.También diremos que la arista {vi, vj} inide en los vérties vi y vj . La arista {vi, vi} sellama lazo.Un grafo se die simple si E es el onjunto de pares no ordenados de elementos distintosde V . A lo largo de este trabajo onsideramos grafos simples �nitos.6



7 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOUna forma de representar los grafos en el plano es la siguiente: los vérties se representanpor puntos y las aristas omo líneas entre ellos.Ejemplo 1.1 Sea G(V, E) un grafo simple que onsta de V = {v1, v2, v3, v4, v5},y E = {{v1, v2}, {v2, v3}, {v3, v1}, {v3, v4}}, entones una de sus representaiones en elplano es:
v3

v1 v2

v4

v5

b

b b

b

bDe�niión 1.2 El grado de un vértie v de un grafo G(V, E) es el número de aristas queiniden en él, y lo denotamos por δ(v).En el ejemplo 1.1 tenemos: δ(v1) = δ(v2) = 2, δ(v3) = 3, δ(v4) = 1, δ(v5) = 0, en elaso de v5 deimos que es un vértie aislado.Veamos algunas familias de grafos:Trayetorias: Una trayetoria Pn onsta de n vérties, v1, v2, v3, . . . , vn, y aristas
{v1, v2}, {v2, v3}, {v3, v4}, . . . , {vn−1, vn}.El siguiente grafo es un ejemplo de trayetoria.

b

b

b

b

b

P5Cilos: El ilo Cn, ó n-ilo, on n ≥ 3,onsta de n vérties, v1, v2, v3, . . . , vn, yaristas {v1, v2}, {v2, v3}, {v3, v4}, . . . , {vn−1, vn}, {vn, v1}.Los siguientes grafos son ejemplos de ilos.
C3

b b

b

C4

b

b b

b

C5

b

b b

b

b



8 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOGrafos Completos: El grafo ompleto de n-vérties que se denota por Kn, es el grafosimple que ontiene exatamente una arista entre ada par de vérties , es deir hay ( n

2

)aristas en Kn.Los siguientes grafos son ejemplos de grafos ompletos.
b

b

K2 K3

b b

b

K4

b

b b

b

K5

b

b b

b

b

Grafos Bipartitos: Se die que un grafo simple es bipartito si su onjunto de vérties
V se puede dividir en dos subonjuntos disjuntos V1 y V2, tales que ada arista del grafooneta un vértie de V1 on uno de V2.El siguiente grafo es un ejemplo de grafo bipartito, donde su onjunto de vérties sepuede bipartiionar en: V1 = {v1, v3, v7} y V2 = {v2, v4, v5, v6}.

b

b b

b

b

b

b

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

Grafos Bipartitos Completos: El grafo bipartito ompleto Km,n es el grafo uyoonjunto de vérties está formado por dos onjuntos on m y n vérties respetivamente,y hay una arista entre dos vérties si y sólo si, un vértie está en el primer subonjunto yel otro vértie está en el segundo subonjunto.Los siguientes grafos son bipartitos ompletos.
b b

b b b

K2,3

b b

b b b

b b

K1,6El grafo bipartito ompleto K1,n se llama estrella.



9 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFODe�niión 1.3 Un grafo G es regular de grado k si todos sus vérties tienen el mismogrado k.Como ejemplos de grafos regulares están los ilos Cn que son regulares de grado 2, ylos grafos ompletos Kn que son regulares de grado n − 1.De�niión 1.4 Un subgrafo H de un grafo G(V, E), es un grafo H(W, F ), tal que W ⊆ Vy F ⊆ E.Si W = V deimos que H es un subgrafo generador de G.Si ada arista de G está en H para ada par de vérties de H , entones deimos que
H es un subgrafo induido de G.De�niión 1.5 Un amino desde un vértie vi hasta un vértie vj , o un vi − vj aminode longitud l (l ∈ N) de un grafo G, es una seuenia de l + 1 vérties, omenzando en
vi y terminando en vj, tal que vérties onseutivos son adyaentes.Un amino donde no se repite vérties es una trayetoria.Si vi = vj , deimos que es un amino errado de longitud l. Un amino errado dondeno se repite vérties es un ilo.De�niión 1.6 Un grafo G(V, E) es onexo, si para ada vi, vj ∈ V existe un vi − vjamino.Si G(V, E) es un grafo simple, a los subgrafos induidos on el mayor número de vértiesde G que son onexos, se les llaman omponentes onexas.De�niión 1.7 Un árbol es un grafo onexo que no ontiene ilos.Como ejemplos de árboles están las trayetorias y las estrellas.Un bosque es un grafo donde las omponentes onexas son árboles.



10 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOTeorema 1.1 Un grafo es bipartito si y sólo si, todos sus ilos son de longitud par.Demostraión: Sea G(V, E) un grafo bipartito, y sean V1 y V2 la bipartiión de losvérties de G, sea u = u1, u2, u,3 , · · · , ul = u, un ilo de longitud l, supongamos queel vértie u1 pertenee al onjunto V1, por ser el grafo bipartito los vérties de la forma
u2i perteneerán a V2, y los de la forma u2i+1 perteneerán a V1, para i = 0, · · · , l−1

2
, asíel vértie �nal de un amino de longitud impar perteneerá a V2 y el vértie �nal de unamino de longitud par perteneerá a V1, omo ul está en V1 el ilo debe ser de longitudpar.Reíproamente supongamos ahora que ada ilo de G(V, E) es de longitud par, pode-mos suponer que el grafo es onexo, porque si no lo es, podemos trabajar por separadoada una de las omponentes. Elijamos un vértie u1 en V , luego todos los vérties adya-entes a u1 los llamaremos u2, luego los vérties adyaentes a los u2′s los etiquetamos on

u1, y así suesivamente, notemos que no existen ui adyaente a ui para i = 1, 2, ya que losilos que existen en G(V, E) son de longitud par.Luego tomamos los u1′s y los oloamos en un onjunto V1, y los vérties u2′s y losoloamos en un onjunto V2, y esta será la bipartiion del grafo G(V,E).
�En partiular tenemos que los árboles y los ilos de longitud par, C2k, son grafosbipartitos.De�niión 1.8 Dos grafos G1(V1, E1) y G2(V2, E2) son isomorfos si hay una funiónbiyetiva f : V1 → V2, tal que u y v son adyaentes en G1 si, y sólo si, f(u) y f(v) sonadyaentes en G2.De�niión 1.9 Un invariante de un grafo G es un paramétro (número) asoiado a G quetoma el mismo valor en todos los grafos isomorfos a G.Algunos invariantes de un grafo G son: El número de vérties, el número de aristas, elnúmeros de n-ilos.



11 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFODe�niión 1.10 Sea G(V, E) un grafo simple y �nito, on V = {v1, v2, ...vn}.La matriz de adyaenia de G, denotada por AG, es la matriz n × n, donde los oe�-ientes aij están dados por:
aij =

{
1 si {vi, vj} ∈ E

0 en otro asoEjemplo 1.2 La matriz de adyaenia de un K4 es:
AK4 =




0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0


Ejemplo 1.3 En un grafo bipartito G, podemos etiquetar los vérties de manera que sumatriz de adyaenia tenga la forma:

AG =




0 B

Bt 0


,donde a B se le llama la matriz de inidenia de los onjuntos de bipartiión de V , y Btes el transpuesta de B.Como las �las y olumnas de AG orresponden a un etiquetamiento arbitrario de losvérties de G, nos interesa estudiar las propiedades de la matriz de adyaenia, que soninvariantes bajo permutaión de las �las y de las olumnas.De la de�niión de AG se sigue que AG es una matriz real y simétria, por lo tanto losautovalores de AG son números reales; también se sabe que AG es diagonalizable, así paraualquier autovalor λ de AG se tiene que ma(λ) = mg(λ). Donde:

ma(λ) es la multipliidad de λ omo raíz del polinomio det(λI − AG) = 0,
mg(λ) es la dimensión del autoespaio orrespondiente a λ, es deir,

mg(λ) = dim[ker(λI − A)],donde ker(λI − A) = {x ∈ R
n | (λI − A)x = 0}.



12 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOComo los grafos que estamos onsiderando son simples tenemos que la Tr(AG) es ero,donde Tr(AG) es la traza de la matriz AG.El siguiente resultado relaiona la matriz de adyaenia de un grafo G on los aminosque hay entre dos vérties de G:Teorema 1.2 El número de aminos de longitud l en G, desde vi a vj es el oe�iente enla posiión (i, j) de la matriz Al
G.Demostraión: (Por induión.) El número de aminos de longitud 1 de vi a vj es eloe�iente en la posiión (i, j) de la matriz AG. Ahora supongamos que el oe�iente enla posiión (i, j) de la matriz Al
G es el número de aminos de longitud l de vi a vj, esta esla hipótesis de induión.Como Al+1

G = Al
GAG, el oe�iente en la posiión (i, j) de Al+1

G es igual a:
bi1a1j + bi2a2j + · · ·+ binanj,donde bik es el oe�iente en la posiión (i, k) de Al

G. Por la hipótesis de induión bik esel número de aminos de longitud l de vi a vk, para k = 1 · · ·n.Un amino de longitud l + 1 de vi a vj está formado por un amino de longitud l de via un vértie intermedio vk y por una arista de vk a vj . Por la regla del produto, el númerode aminos de ese tipo es el produto del número de aminos de longitud l de vi a vk, quees bik, por el número de aristas de vk a vj , que es akj. Al sumar todos esos produtos paratodos los posibles vérties intermedios vk se obtiene el resultado busado.
�Luego tenemos que la traza de Al

G es el total de aminos errados de longitud l quehay en G.



13 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFO1.2. Polinomio Caraterístio y Espetro de un GrafoDe�niión 1.11 El polinomio araterístio de un grafo G, es el polinomio araterístiode la matriz de adyaenia,AG, es deir, PG(λ) = det(AG − λI).Así el polinomio araterístio de un grafo G, on n vérties, tiene la forma:
PG(λ) = λn + c1λ

n−1 + c2λ
n−2 + c3λ

n−3 + ... + cn−1λ + cn.Veamos que los oe�ientes, de auerdo on la teoría de matries, pueden ser expresadosen términos de menores prinipales de AG, esta teoría es tomada de [5℄.Teorema 1.3 Sea PG(λ) = λn + c1λ
n−1 + c2λ

n−2 + c3λ
n−3 + ... + cn−1λ + cn el polinomioaraterístio de G, entones

ck = (−1)k
∑

(todos los menores prinipales de orden k).Para haer la demostraión de este teorema, reordemos lo siguiente:Una matriz prinipal de orden r de una matriz An×n, es una submatriz de A que seobtiene al eliminar el mismo onjunto de n − r �las y olumnas de A.Un menor prinipal de orden r de A, es el determinante de una submatriz prinipal deorden r de A.Existen n

r



 menores prinipales de orden r para r = 1, 2, · · ·n.Ejemplo 1.4 Si A =




−3 1 −3

20 3 10

2 −2 4


 , entones :Existen 3 menores prinipales de orden 1, que son:



14 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFO-3, que se obtiene eliminando las olumnas y las �las 2 y 3,3, que se obtiene eliminando las olumnas y las �las 1 y 3,4, que se obtiene eliminando las olumnas y las �las 1 y 2.Existen 3 menores prinipales de orden 2, que son.:
∣∣∣∣∣∣
−3 1

20 3

∣∣∣∣∣∣
= −29,

∣∣∣∣∣∣
3 10

−2 4

∣∣∣∣∣∣
= 32,

∣∣∣∣∣∣
−3 −3

2 4

∣∣∣∣∣∣
= −6Y el únio menor prinipal de orden 3 es det(A) = −18.Notemos que:1. La diagonal de las submatries prinipales de una matriz A es parte de la diagonalde la matriz A.2. Las submatries prinipales de orden r de una matriz de adyaenia de un grafo

G, AG, son las matries de adyaenia de los subgrafos induidos que se obtiene alquitarle n − r vérties al grafo G.De�niión 1.12 Sea A una matriz uyos oe�ientes de una matriz A = [aij(x)] sonfuniones difereniables de x, de�nimos la derivada de la matriz A omo:
dA

dx
=
[daij(x)

dx

]
.Proposiión 1.1 Sea A una matriz uadrada n×n, y sean los oe�ientes de A = [aij(x)]funiones difereniables de x, entones

d(det(A))

dx
= det(D1) + det(D2) + · · ·+ det(Dn),donde Di es la matriz idéntia a A salvo que los oe�ientes de la �la i son reemplazadaspor sus derivadas, es deir,

[Di]k =

{
Ak si i 6= k

d(Ak)
dx

si i = k
,donde Ak denota la �la k de A.



15 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFODemostraión: Sea A una matriz uadrada n × n. De la de�niión de determinante deuna matriz tenemos:
det(A) =

∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n),donde Sn es el grupo de permutaiones de {1, 2, · · · , n}.Luego
d(det(A))

dx
=

d

dx

(∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n)

)

=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)
d(a1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n))

dx

=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)((a′
1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n)) + (a1σ(1)a

′
2σ(2) · · ·anσ(n))

+ · · ·+ (a1σ(1)a2σ(2) · · ·a′
nσ(n)))

=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)(a′
1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n)) +

∑

σ∈Sn

sgn(σ)(a1σ(1)a
′
2σ(2) · · ·anσ(n))

+ · · ·+
∑

σ∈Sn

sgn(σ)(a1σ(1)a2σ(2) · · ·a′
nσ(n))

= det(D1) + det(D2) + · · ·+ det(Dn).

�A ontinuaión se presenta la prueba del Teorema 1.3.Demostraión: (Del Teorema 1.3) Sabemos que el polinomio araterístio de G es:
PG(λ) = det(AG − λI) = det((−1)(λI − AG)) = (−1)ndet(λI − AG)

PG(λ) = (−1)n(λn + c1λ
n−1 + c2λ

n−2 + c3λ
n−3 + ... + cn−1λ + cn).Tomando la r-ésima derivada de PG(λ) y evaluando en λ = 0 tenemos P

(r)
G (0) = r!cn−r,y así

cn−r =
(−1)n

r!
P

(r)
G (0).



16 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOPor otro lado apliando la proposiión anterior r vees a PG(λ) = det(AG −λI) obten-emos:
P

(r)
G (λ) =

∑

ij 6=ik

Di1...ir(λ),donde Di1...ir(λ) es el determinate de la matriz idéntia a AG − λI exepto que las �las
i1, i2, ..., ir son reemplazadas por−eT

i1
,−eT

i2
, ...,−eT

ir
, respetivamente, donde eT

ij
es el vetoranónio on 1 en la posiión ij .Se sigue que

Di1...ir(0) = (−1)ndet(Ai1...ir),donde Ai1...ir es idéntia a la matriz AG exepto que las �las i1, i2, ..., ir son reemplazadaspor eT
i1
, eT

i2
, ..., eT

ir
, respetivamente, y det(Ai1...ir) es el menor prinipal de orden n − robtenido por eliminar las �las y olumnas i1, i2, ..., ir de AG. En onseuenia

P
(r)
G (0) =

∑

ij 6=ik

Di1...ir(0) = (−1)r
∑

ij 6=ik

det(Ai1...ir)

P
(r)
G (0) = r!(−1)r

∑
(Todos los menores prinipales de orden n − r).El fator r! aparee porque ada una de las r! permutaiones de los subritos en Ai1...ir ,desribe la misma matriz.Así obtenemos

cn−r =
(−1)n

r!
P

(r)
G (0)

cn−r = (−1)n−r
∑

(Todos los menores prinipales de orden n − r).

�El siguiente resultado asoia los primeros tres oe�ientes del polinomioaraterístio del grafo G, on su estrutura, este resultado es tomado de [1℄.Proposiión 1.2 Sea G(V, E) un grafo simple y �nito, on polinomio araterístio
PG(λ) = λn + c1λ

n−1 + c2λ
n−2 + c3λ

n−3 + ... + cn−1λ + cn,



17 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOLos oe�ientes c1, c2, c3 del polinomio araterístio del grafo G satisfae:
1. c1 = 0.

2. −c2 es el número de aristas de G.

3. −c3 es dos vees es número de 3-ilos que hay en G.Demostraión: Para ada i ∈ {1, 2, .., n} el número (−1)ici es la suma de los menoresprinipales de orden i, luego:1. La suma de los menores prinipales de orden 1 es la suma de los elementos de ladiagonal de AG, que ya sabemos que es ero, por lo tanto c1 = 0.2. Los menores prinipales de orden 2 son de la forma:
∣∣∣∣∣∣
0 0

0 0

∣∣∣∣∣∣
= 0 y

∣∣∣∣∣∣
0 1

1 0

∣∣∣∣∣∣
= −1Esto nos india que hay un menor prinipal de orden 2 para ada par de vértiesadyaentes en G, el ual tiene valor −1, así (−1)2c2 = −|E|.3. Los menores prinipales de orden 3 son:

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0

1 0 0

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1

0 0 0

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0

0 0 1

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1

1 0 0

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0

1 0 1

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1

0 0 1

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1

1 0 1

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2Luego, este último menor prinipal representa un 3-ilo en el grafo G, de aquí setiene que −c3 es dos vees es número de 3-ilos en G.

�



18 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOLos siguientes resultados son un omplemento de este trabajo, estos resultados sonejeriios propuestos de [1℄,Proposiión 1.3 Si G es un grafo on un vértie v1 de grado 1, y sea v2 el vértieadyaente a v1. Sea G1 el subgrafo induido de G obtenido al eliminar v1, y G12 el subgrafoinduido de G obtenido al eliminar los vérties v1 y v2, entones
PG(λ) = λPG1(λ) − PG12(λ).Demostraión:

PG(λ) = det(λIn − AG) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ −1 0 . . . 0

−1 λ b

0... bt λIn−2 − AG12

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= λPG1
(λ) +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 b

0... λIn−2 − AG12

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= λPG1
(λ) − PG12

(λ).

�Esta proposiión es útil para hallar el polinomio araterístio de un árbol, ya quesiempre va a tener vérties de grado 1.Proposiión 1.4 La derivada del polinomio araterístio es igual a :
P

′

G(λ) =

n∑

i=1

PGi
(λ),donde los Gi son los subgrafos induidos de G, que resultan de eliminar el vértie vi.Demostraión: Sabemos que:

PG(λ) = det(Iλ − AG) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)b1σ(1) · · · bnσ(n).



19 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOComo bii = λ para i = 1, . . . , n, tenemos que
PG(λ) =

∑

σ∈Sn

sgn(σ)λf(σ)
∏

σ(i)6=i

biσ(i),donde f(σ) es el número de puntos �jos de σ, o sea la ardinalidad del onjunto
{i | σ(i) = i}.Así,

P
′

G(λ) =
∑

σ∈Sn, f(σ)≥1

sgn(σ)f(σ)λf(σ)−1
∏

σ(i)6=i

biσ(i).Si σ ∈ Sn y σ(i) = i, podemos de�nir σi omo una permutaión de los vérties de Gi,simplemente restringiendo la aión de σ. Luego
P

′

G(λ) =
∑

i=1..n,
σ∈Sn

∑

σ(i)=i

sgn(σi)
∏

j 6=i

bjσi(j)

P
′

G(λ) =

n∑

i=1

( ∑

σ∈Sn,
σ(i)=i

sgn(σi)
∏

j 6=i

bjσi(j)

)

P
′

G(λ) =

n∑

i=1

det(AGi
− λIn−1) =

n∑

i=1

PGi
(λ).

�De�niión 1.13 El espetro de un grafo G es el onjunto de los autovalores de AG juntoon su multipliidad.Si los autovalores distintos de AG son λ0 > λ1 > λ2 > ... > λs−1 y sus multipliidadesson mλ0 , mλ1 , mλ2 , ...mλs−1 entones
spec(G) =

(
λ0 λ1 λ2 ... λs−1

mλ0 mλ1 mλ2 ... mλs−1

)Ejemplo 1.5 El espetro de K4 es:
spec(K4) =

(
3 −1

1 3

)



20 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOTeorema 1.4 Sea G un grafo bipartito. Si λ ∈ spec(G) entontes −λ ∈ spec(G).Demostraión: Sea G(V, E) un grafo bipartito on n vérties, y sea V1 y V2 los onjuntosde bipartiión de V , supongamos que |V1| = m entones |V2| = n − m, así la matriz deadyaenia de G, AG = [aij ], es:
AG =

(
0m × m Bm × (n − m)

Bt
(n − m) × m

0(n − m) × (n − m)

)
,donde:

B =




a1(m+1) a1(m+2) · · · a1n

a2(m+1) a2(m+2) · · · a2n... ... ...
am(m+1) am(m+2) . . . amn




, Bt =




a(m+1)1 a(m+1)2 · · · a(m+1)m

a(m+2)1 a(m+2)2 · · · a(m+2)m... ... ...
an1 an2 . . . anm


Sea λ un autovalor de AG, es deir existe 0 6= x ∈ R

n tal que AGx = λx, es deir,
(

0 B

Bt
0

)



x1

x2...
xm

xm+1...
xn




=




λx1

λx2...
λxm

λxm+1...
λxn




.

Así,
λxi =

{
ai(m+1)xm+1 + ai(m+2)xm+2 + · · · + ainxn si 1 ≤ i ≤ m

ai1x1 + ai2x2 + · · · + aimxm si m + 1 ≤ i ≤ nDe�namos el vetor:
x̃ =




x̃1

x̃2...
x̃m

x̃m+1...̃
xn




=




x1

x2...
xm

−xm+1...
−xn






21 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOObservemos que:
(

0 B

Bt
0

)



x̃1

x̃2...
x̃m

x̃m+1...̃
xn




=




y1

y2...
ym

ym+1...
yn




,

entones,
yi =

{
ai(m+1)x̃m+1 + ai(m+2)x̃m+2 + · · · + ainx̃n si 1 ≤ i ≤ m

ai1x̃1 + ai2x̃2 + · · · + aimx̃m si m + 1 ≤ i ≤ n
,esto es,

yi =

{
−ai(m+1)xm+1 − ai(m+2)xm+2 − · · · − ainxn si 1 ≤ i ≤ m

ai1x1 + ai2x2 + · · · + aimxm si m + 1 ≤ i ≤ n
,luego,

yi =

{
−λxi si 1 ≤ i ≤ m

−λ(−xi) si m + 1 ≤ i ≤ n
.Así, AGx̃ = −λx̃, por lo tanto −λ también es autovalor de AG.

�



22 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFO1.3. Caminos Cerrados en un GrafoEn esta seión vamos a estudiar una invariante de un grafo G, omo lo es el númerode aminos errados de longitud l en G, que sabemos por el Teorema 1.2 que es igual a latraza de la l-esima potenia de la matriz de adyaenia de G.Sea G(V, E) un grafo simple, on |V | = n. Como la matriz de adyaenia de G essemejante a una matriz diagonal D, uyos oe�ientes son los autovalores λi de AG, existeuna matriz invertible P tal que:
AG = PDP−1En general se tiene que:

Al
G = PDlP−1, para l > 2,donde los oe�ientes de la matriz Dl son λ2

i . Por la tanto,
Tr(Al

G) = Tr(Dl) =
n∑

i=1

λl
i.Así, n∑

i=1

λl
i es el total de aminos errados de longitud l que hay en G, esto muestrauna relaión entre el espetro de un grafo y la estrutura del mismo.Como Tr(AG) = 0, se tiene que n∑

i=1

λi = 0.Como apliaión de este resultado a grafos bipartitos, tenemos que ∑λ2l+1
i = 0, yaque no hay ilos de longitud impar.A ontinuaión, hallaremos fórmulas para:

n∑

i=1

λ2
i ,

n∑

i=1

λ3
i ,

n∑

i=1

λ4
i ,

n∑

i=1

λ5
i ,en funión de subgrafos de G que tienen aminos errados de las respetivas potenias. Lasprimeras dos fórmulas pueden ser enontradas en [1℄ y las siguientes dos fuerón desarro-lladas para este trabajo.



23 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOProposiión 1.5 Sea G(V, E) un grafo simple, on |V | = n, se tiene que el número deaminos errados de longitud 2 es:
n∑

i=1

λ2
i = 2m,donde m es la ardinalidad del onjunto de aristas de G, es deir, m = |E|.

vj vi

b bDemostraión: El subgrafo donde onseguimos aminos errados de longitud 2 es laarista. Como ada arista del grafoG tiene dos vérties, entones ontribuye on dos aminoserrados de longitud 2: el vj − vi − vj y el vi − vj − vi, por lo tanto se sigue que hay dosaminos errados por ada arista, es deir, en el grafo hay 2m aminos errados de longitud
2 . �Proposiión 1.6 Sea G(V, E) un grafo simple, on |V | = n, se tiene que el número deaminos errados de longitud 3 es :

n∑

i=1

λ3
i = 6NC3 ,donde NC3 es el número de 3-ilos en G.Demostraión: El subgrafo que genera aminos errados de longitud 3 es el 3-ilo.

vj

vi

vk

b

b

bPara ada vi se tienen dos aminos errados de longitud 3: el vi − vj − vk − vi y el
vi−vk −vj −vi. Así hay seis aminos errados de longitud 3 por ada 3-ilo. Por lo tanto,

n∑

i=1

λ3
i = 6NC3 .

�



24 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOProposiión 1.7 Sea G(V, E) un grafo simple, on |V | = n, se tiene que el número deaminos errados de longitud 4 es:
n∑

i=1

λ4
i = 2m + 8NC4 + 4NP3,donde: m es el número de aristas de G, NC4 es el número de 4-ilos en G y

NP3 es el número de trayetorias on tres vérties en G.Demostraión: Los subgrafos que tienen aminos errados de longitud 4 son:
vj vi

b b

vj vi vk

b b b

b

b b

bPara la arista tenemos un amino errado de longitud 4 por ada vértie, es deir, dosamino errados de longitud 4 por ada arista, de aquí el 2m.Para la trayatoria P3, debemos ontar los aminos errados que involuren todas lasaristas, porque los que involuran una sola arista ya los ontamos en el primer aso, así paralos vérties de los extremos ontamos un amino errado de longitud 4 y para el vértiedel entro ontamos dos aminos errados de longitud 4, por lo tanto en P3 enontramosuatro aminos errados de longitud 4 que involuran todas las aristas. De aquí el número
4NP3.Para el 4-ilo tenemos que para ada vértie existen dos aminos errados de longitud
4 que involuran todas las aristas, por lo tanto hay oho aminos errados por ada C4,de aquí el número 8NC4 .

�A ontinuaión desarrollaremos una fórmula que permite hallar el número detrayetorias P3 en ualquier grafo, ésta fórmula está en funión de los grados de los vértiesdel grafo.Analiemos el siguiente ejemplo:



25 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOEjemplo 1.6 Sea la estrella K1,4

b

b b

b

b

v1 v2

v3v4

v5Observemos que el únio vértie que puede ser entral en una trayetoria P3 es v5.Para saber uantas trayetorias de tres vérties hay en K1,4 proedemos a ontar lasque tiene a v1 omo extremo, que son tres subgrafos; luego las que tienen a v2 omo extremopero que no tienen a v1, que son dos subgrafos, luego los que tienen a v3 omo extremo,pero no a v1 ni a v2, que es sólo una. Por lo tanto hay seis trayetorias de tres vérties enel grafo dado.De este ejemplo podemos onluir que si vi es un vértie ualquiera de un grafo G, on
δ(vi) = j para j > 2, denotado por vij , entones la antidad de P3 que se pueden formarteniendo omo vértie entral a vij es:

NP3(vij ) = (j − 1) + (j − 2) + ... + (j − (j − 1)) =

j−1∑

k=1

k =
(j − 1)j

2
.Ejemplo 1.7 Hallar la antidad de trayetorias P3 que existen en el siguiente grafo G.

b

b b

b

b

b

b

v1 v2

v3v4

v5

v6

v7

GComo δ(v2) = 2 hay 1·2
2

= 1 P3 que tiene omo vértie entral a v2.Como δ(v3) = 5 hay 4·5
2

= 10 P3 que tiene omo vértie entral a v3.Como δ(v4) = 2 hay 1·2
2

= 1 P3 que tiene omo vértie entral a v4.Como δ(v5) = 4 hay 3·4
2

= 6 P3 que tiene omo vértie entral a v5.Como V1, v6, v7 tienen grado uno no son vérties entrales de ninguna trayetoria P3.Así, NP3 = 1 + 10 + 1 + 6 = 18.



26 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOGeneralizamos los ejemplos anteriores en el siguiente resultado que es importante almomento de saber el NP3 en un grafo ualquiera sin tener que ontarlos.Proposiión 1.8 Sea G(V, E) un grafo simple y �nito, se tiene que:
NP3 =

∑

j∈{δ(v)|v∈V },
j≥2

(j − 1)j

2
nj ,donde nj es el número de vérties de grado j,Demostraión: Denotemos por:

∆(G) = máx{δ(vi) | vi ∈ V },
vij los vérties que tienen grado j,
nj el número de vérties de grado j,
NP3(vi) el número de trayetorias P3 que tienen a vi omo vértie entral.Entones el número de trayetorias de tres vérties en un grafo G es:

NP3 = n2 NP3(vi2) + n3 NP3(vi3) + · · · + n∆(G) NP3(vi∆(G)
)

= n2

2∑

k=1

k + n3

3∑

k=1

k + · · · + n∆(G)

∆(G)∑

k=1

k

= n2 1 + n3 3 + · · · + n∆(G)
(∆(G) − 1) · ∆(G)

2

=
∑

j∈{δ(v)|v∈V },
j≥2

(j − 1)j

2
nj .

�Así la fórmula de la Proposiión 1.7 queda:
n∑

i=1

λ4
i = 2m + 8NC4 + 4

( ∑

j∈{δ(v)|v∈V },
j≥2

(j − 1)j

2
nj

)
.



27 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOEjemplo 1.8 Hallar el número de aminos errados de longitud 4 del siguiente grafo:
b

b b

b

b

b

b

v1 v2

v3v4

v5

v6

v7

GTenemos que m = 12, por lo tanto, 2m = 24. Es importante tener uidado al ontarlos C4 en G, tenemos los siguientes:
b

b b

b

v1 v2

v3v4

b

b

b b

v2

v3

v5 v7

b

b

b b

v2

v3

v5 v7

b

b

b b

v2

v3

v5 v7

b b

b

b

v1 v2

v3

v5 b

b

b

b

v1

v3v4

v5

b

b

b

b

v2

v3v4

v5

b

b b

b

v1 v2

v4

v5

b b

b b

v1 v2

v5 v7

b b

b b

v3v4

v5 v7

Por lo tanto, 8NC4 = 8 · 10 = 80.Observemos {δ(v1), δ(v2), δ(v3), δ(v4), δ(v5), δ(v6), δ(v7)} = {3, 4, 5, 3, 5, 1, 3},por lo tanto, n2 = 0, n3 = 3, n4 = 1, n5 = 2.Entones:
4NP3 = 4 ·

∑

j∈{3,4,5}

(j − 1)j

2
nj = 4 · [3 · 3 + 6 · 1 + 10 · 2] = 4 · 35 = 140.Así,

∑
λ4

i = 24 + 80 + 140 = 244.Es deir, en el grafo G existen 244 aminos errados de longitud 4.En efeto si hallamos la matriz A4
G del ejemplo anterior, y alulamos Tr(A4

G), pormedio de Maple, obtenemos:
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A4

G =




28 26 37 20 34 6 26

26 44 37 35 46 13 33

37 37 52 27 48 8 34

20 35 27 29 35 11 27

34 46 48 35 56 13 37

6 13 8 11 13 5 10

26 33 34 27 37 10 30




y Tr(A4
G) = 244.

Ejemplo 1.9 Hallar el número de aminos errados de longitud 4 en un K5;es deir en,
b

v1

b
v2

b
v3

b
v4

b
v5

K5Como m = 10 entones 2 · m = 20. Como K5 es regular de grado 4 tenemos que
∆(G) = 4 y n2 = n3 = 0, n4 = 5; así:

4 NP3 = 4
∑

j∈{4}

(j − 1)j

2
nj = 4[6 · n4] = 4 · 30 = 120.Luego, para ontar los 4-ilos proedemos a ontar los subgrafos induidos de 4vérties, omo K5 tiene 5 vérties entones hay



5

4



 = 5 subgrafos induidos de 4 vérties.Observemos que los subgrafos induidos on 4 vérties de K5 son los K4, y en un K4podemos enontrar tres 4-ilos que son los que mostramos a ontinuaión:
b b

bb

b b

bb

b b

bb



29 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOAsí que hay un total de 5 ·3 = 15 4-ilos en un K5. Entones 8NC4 = 8 ·15 = 120,por lo tanto,
n∑

i=1

λ4
i = 2m + 8NC4 + 4NP3 = 20 + 120 + 120 = 260.En general podemos deduir que en un grafo ompleto on n vérties Kn,enontramos: 
n

4


 subgrafos induidos de 4 vérties.Además omo estos subgrafos son ompletos tenemos que hay tres 4-ilos en ada uno,por lo tanto, en Kn hay 3 · n!

4!(n − 4)!
4-ilos.El siguiente resultado lo usaremos más adelante para hallar los números de aminoserrados de longitud 5 en K5, y en el siguiente apítulo para hallar el determinate de AK5 .Proposiión 1.9 Sea un grafo ompleto Kn, entones existen

n!

2 · n n-ilos en Kn.Demostraión: Observemos que podemos esribir ada n-ilo omo un amino:
vm1 − vm2 − vm3 − vm4 − . . . − vmn−2 − vmn−1 − vmn

− vm1 , on mi ∈ {1, 2, 3, . . . , n}.Por el prinipio de la multipliaión hay n(n − 1)(n − 2) . . . 1 = n! permutaiones de losvérties de Kn. Observemos que hay n permutaiones on la misma seuenia de vérties,es deir,
vm1 − vm2 − vm3 − vm4 − . . . − vmn−2 − vmn−1 − vmn

− vm1 ,

vmn
− vm1 − vm2 − vm3 − . . . − vm3 − vmn−2 − vmn−1 − vmn

,...
vm3 − vm4 − vm5 − vm6 − . . . − vmn

− vm1 − vm2 − vm3 ,

vm2 − vm3 − vm4 − vm5 − . . . − vmn−1 − vmn
− vm1 − vm2 ,



30 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOy además si leemos en sentido ontrario estos aminos, tenemos que hay otros n aminosque generan el mismo n-ilo. Por lo tanto hay
n!

2 · n n-ilos en Kn. (1.1)
�Proposiión 1.10 Sea G(V, E) un grafo simple, on |V | = n, se tiene que el número deaminos errados de longitud 5 es:

n∑

i=1

λ5
i = 30NC3 + 10NC5 + 10NC3

,donde: NC3 es el número de 3-ilos, NC5 es el número de 5-ilos,
NC3

es el número de C3, donde C3 tiene la forma:
b b

b

b

C3Demostraión: Observemos que los subgrafos tipo árboles no generan aminos erradosde longitud impar, porque son bipartitos.Luego el ilo on menos aristas que tiene aminos errados de longitud 5, es el 3-ilo,hallando Tr(A5
C3

) enontramos el número de aminos errados de longitud 5 que hay enun 3-ilo, y esto es 30.Luego el próximo ilo que tiene aminos errados de longitud 5 es el 5-ilo, adavértie de C5 genera dos aminos errados de longitud ino que utiliza todas las aristas,por lo tanto ada 5-ilo genera diez aminos errados de longitud ino.Otro subgrafo que tiene aminos errados de longitud 5 es C3, omo ontiene un 3-ilo,entones el número de aminos errados de longitud 5 que usan todos las aristas en C3 es:
Tr(A5

C3
) − Tr(A5

C3
) = 40 − 30 = 10. Así,

n∑

i=1

λ5
i = 30NC3 + 10NC5 + 10NC3

.

�



31 CAPÍTULO 1. ESPECTRO DE UN GRAFOEjemplo 1.10 Hallar n∑

i=1

λ5
i en K5.

b
v1

b
v2

b
v3

b
v4

b
v5

K5Como todos los vérties están onetados por una arista entones el número de 3-iloses de 5 vérties elegir 3, y esto es  5

3


 = 10.El número de 5-ilos, utilizando la fórmula (1.1), es 5!

10
= 12.Por último ontamos los subgrafos de la forma C3, omo ada vértie tiene grado 4, ydos de estos ya se usan en un 3-ilo entones por ada vértie del 3-ilo hay dos aristasque no se usan en el 3-ilo, por lo tanto hay 6 subgrafos de la forma de C3 por ada

3-ilo, es deir, hay en total 60 (porque ya sabemos que hay 10 3-ilos.)Por lo tanto, n∑

i=1

λ5
i = 30 · 10 + 10 · 12 + 10 · 60 = 300 + 120 + 600 = 1020.En efeto si alulamos A5

K5
y luego la traza de esta matriz, por medio de Maple,obtenemos:

A5
K5

=




204 205 205 205 205

205 204 205 205 205

205 205 204 205 205

205 205 205 204 205

205 205 205 205 204




y Tr(A5
K5

) = 1020.



CAPÍTULO 2 TEOREMA DE HARARY Y SACHS
Este apítulo lo dediaremos a busar una forma de esribir el determinante de lamatriz de adyaenia de un grafo G simple y �nito, AG, en funión de la estrutura delgrafo G, para ello estudiaremos el Teorema de Harary, luego haremos una onexión entreeste Teorema y los oe�ientes del polinomio araterístio de un grafo G, mediante elTeorema de Sahs. Desarrollamos estos Teoremas on ideas planteadas en [1℄.Sea AG la matriz de adyaenia de un grafo G, dada por AG = [aij ], sabemos que eldeterminate de AG esta de�nido por:

det(A) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1) a2σ(2) . . . anσ(n).Con el propósito de expresar las antidades que apareen en diha expansión, es útilintroduir las siguientes de�niiones.En lo que sigue G = G(V, E) es un grafo simple y �nito.De�niión 2.1 Un grafo elemental, es un grafo simple, donde ada omponente es regulary tiene grado 1 ó 2. En otras palabras ada omponente es una arista (K2) o un r-ilo
(Cr), on r ≥ 3. 32



33 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSUn subgrafo elemental generador de G es un subgrafo elemental de G que ontienetodos los vérties de G.De�niión 2.2 Sea G(V, E) un grafo simple, on |V | = n y |E| = m. Sea c el número deomponentes onexas de G, entones el rango y el o-rango de G son respetivamente
r(G) = n − c,

s(G) = m − n + c.Ejemplo 2.1 Hallar el rango y el o-rango del siguiente grafo elemetal G.
b b

b

b

b b

b

G

b b

b b

b

b b

b

b

n = 16, m = 14, c = 5Por lo tanto,
r(G) = n − c = 11

s(G) = m − n + c = 3Lema 2.1 El o-rango de un grafo elemental es igual al número de omponentes que sonilos.Demostraión: Sea G = G(V, E) un grafo elemental, on |E| = m y |V | = n. Sean:
NK2 = número de omponentes de G las uales son aristas,
NC = número de omponentes de G las uales son ilos.Se tiene que c = NK2 + NC .Sabemos que para ualquier ilo se tiene que el número de aristas es igual al númerode vérties, por lo tanto m − n = NK2 − 2NK2 = −NK2 . Así,

s(G) = m − n + c = −NK2 + NK2 + NC = NC .

�



34 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSTeorema 2.1 (Teorema de Harary) Sea AG la matriz de adyaenia de un grafo G.Sea Ω = {Λ | Λ es subgrafo elemental generador de G}, entones
det(AG) =

∑

Λ∈Ω

(−1)r(Λ)2s(Λ),donde r(Λ) y s(Λ) son respetivamente el rango y el o-rango de Λ.Demostraión: Sea G(V, E) un grafo simple, on n vérties, y AG la matriz deadyaenia de G. Estudiaremos el determinante de AG por expansión, es deir,
det(AG) =

∑

σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1) a2σ(2) . . . anσ(n).Sea σ ∈ Sn tal que a1σ(1) a2σ(2) . . . anσ(n) 6= 0. Notemos que σ, debe ser tal que
aiσ(i) 6= 0, i ∈ {1, · · · , n}, esto es aiσ(i) = 1, y esto se tradue para el grafo en que
{vi, vσ(i)} ∈ E. En partiular σ no deja �jo ningún i, de lo ontrario aiσ(i) = aii = 0, loual anularia el término a1σ(1) a2σ(2) . . . anσ(n). Sabemos que σ se puede expresar omoomposiión únia de ilos disjuntos, y omo σ no deja �jo ningún i, entones ada iloes de orden mayor o igual que 2, es deir,

σ = ρ1 ρ2 . . . ρm, donde ρj son ilos de orden k, on k > 2.Supongamos que ρj tiene orden 2, es deir es una transposiión (i j), entones (i j) sere�ere a los fatores aij = aji = 1, y éstos a su vez orresponden a una arista {vi, vj} ∈ E.Si ρi tiene orden m > 2, es de la forma (i1 i2 i3 . . . im), esto es que los fatores
ai1i2 = ai2i3 = ai3i4 = · · · = aimi1 = 1, y esto se tradue a las aristas {vi1 , vi2, }, {vi2, vi3}, . . .
{vim, vi1} ∈ E. Luego estas aristas forman un m-ilo de G.Así, tenemos que ρi orresponden a una arista o a un m-ilos de G, es deir que σ daorigen a un subgrafo elemental generador Λ de G, este subgrafo es únio por la uniidadde ρi.



35 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSEn onseuenia, podemos de�nir una funión:
Ψ : {σ ∈ Sn : a1σ(1) a2σ(2) · · · anσ(n) 6= 0} −→ Ω,

σ = ρ1 ρ2 . . . ρm −→ ΛσPor la uniidad de ρi se tiene que Ψ está bien de�nida. Sea σ = ρ1 ρ2 . . . ρm ∈
{σ ∈ Sn : a1σ(1) · · · anσ(n) 6= 0}. Estudiemos ahora el signo de la permutaión σ, sabemosque sgn(σ) = (−1)T , donde T es el número de transposiiones de σ, y también sabemosque ada ρi es omposiión de transposiiones que aunque no es únia, ualquiera de ellastiene la misma paridad de transposiiones. Denotemos por:

Aσ = {ρi : ρi tiene un número par de elementos}, NAσ
= |Aσ|,

Bσ = {ρi : ρi tiene un número impar de elementos}, NBσ
= |Bσ|.Es laro que: Si ρi ∈ Aσ entones sgn(ρi) = −1,Si ρi ∈ Bσ entones sgn(ρi) = 1De manera que el signo de σ dependerá solo de la ρi perteneientes a Aσ, es deir,

sgn(σ) = sgn(ρ1ρ2 · · · ρm) = sgn(ρ1)sgn(ρ2) · · · sgn(ρm) = sgn(ρk1)sgn(ρk2) · · · sgn(ρkt
),donde ρk1 , ρk2, . . . ρkt

∈ Aσ.Por lo tanto,
sgn(σ) = (−1)NAσ .Veamos ahora que sgn(σ) = (−1)r(Λσ).Supongamos que hay NCl

ilos de longitud l, (en Λσ), donde NC2 es el número deomponentes onexas de G que son aristas, entones
n = 2NC2 + 3NC3 + 4NC4 + · · · =

∑

l>2

lNCl
.Si ρi ∈ Bσ, ρi orresponde a un ilo de longitud impar, así,

NBσ
= NC3 + NC5 + NC7 + · · · ,



36 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSpor lo tanto,
n − NBσ

= 2NC2 + 2NC3 + 4NC4 + 4NC5 + 6NC6 + 6NC7 + · · · ,Luego, 2 | n − NBσ
y omo 2 | 2NAσ

, entones 2 | n − NBσ
− NAσ

− NAσ
, y esto es:

n − NBσ
− NAσ

≡ NAσ
mod (2)Se sigue que:

r(Λσ) = n − c = n − NBσ
− NAσ

≡ NAσ
mod (2)Por lo tanto, r(Λσ) ≡ NAσ

, es deir, 2 | r(Λσ) − NAσ
, así:

r(Λσ) − NAσ
= 2q para algún q ∈ Z,

(−1)r(Λσ)−NAσ = (−1)2q,

(−1)r(Λσ)(−1)−NAσ = 1,

(−1)r(Λσ) = (−1)NAσ .Como sgn(σ) = (−1)NAσ entones:
sgn(σ) = (−1)r(Λσ).Estudiemos Ψ−1(Λ), para Λ ∈ Ω.Sea Λj ∈ Ω , si a ada omponente de Λj la ual es arista le asoiamos una transposiión

τi, y a ada omponente de Λj la ual es un k-ilo le asoiamos un ilo de orden k ρi,obtenemos: Ψ−1(Λj) = τ1 τ2 · · · τnj
ρ1 ρ2 · · · ρmj

= σj , notemos que si onmutamos losilos y transposiiones obtenemos la misma permutaión σj porque son disjuntos. Como
mj es el número de ilos de Λj , por el lema 2.1 tenemos que s(Λj) = mj .Observemos que ρi = (i1 i2 i3 · · · ik) y ρ

′

i = (ik ik−1 ik−2 · · · i1) generan el mismo
k-ilo en Λj, luego hay 2s(Λj) permutaiones en {σ ∈ Sn : a1σ(1) a2σ(2) · · · anσ(n) 6= 0}, talque tiene a Λj omo imagen de Ψ, es deir |Ψ−1(Λj)| = 2s(Λj). Partiionemos el onjunto
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{σ ∈ Sn : a1σ(1) a2σ(2) · · · anσ(n) 6= 0}, por subonjuntos disjuntos Ψ−1(Λj) = {σj1, σj2, σj3, · · · , σj2mj },luego,

det(AG) =
∑

σ

sgn(σ) a1σ(1) a2σ(2) . . . anσ(n),on σ ∈ {σ ∈ Sn : a1σ(1) a2σ(2) · · · anσ(n) 6= 0 }=
⋃

Λj∈Ω

Ψ−1(Λj), pero a1σ(1) a2σ(2) . . . anσ(n) = 1,entones,
det(AG) =

∑

σj

2mj∑

k=1

sgn(σjk).

det(AG) =Así que,
det(AG) = (sgn(σ11) + sgn(σ12) + · · · + sgn(σ12m1 )) + (sgn(σ21) + sgn(σ22) + · · · + sgn(σ22m2 ))

· · · + (sgn(σj1) + sgn(σj2) + · · · + sgn(σj2
mj )).

= sgn(σ11)2
s(Λ1) + sgn(σ21)2

s(Λ2) + · · · + sgn(σj1)2
s(Λj)Así,

det(AG) =
∑

Λ∈Ω

(−1)r(Λ)2s(Λ).

�Ahora podemos hallar el determinante de la matriz de adyaenia de un grafo G enfunión del rango y el o-rango de los subgrafos elementales generadores de G.Es importante destaar que para un grafo G on polinomio araterístio:
PG(λ) = det(AG − λI) = λn + c1λ

n−1 + c2λ
n−2 + · · ·+ cn−1λ + cnse tiene:

PG(0) = det(AG) = cn.



38 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSEjemplo 2.2 Hallar el determinante de la matriz de adyaenia de K4.
K4

b

b b

bExisten dos tipos de subgrafos elementales on 4 vérties:1. Los formados por dos pares de aristas disjuntas, que son:
b b

bb

b b

bb

b b

bb

Para los uales se tiene: r = n − c = 2, s = número de ilos = 0.2. Los 4-ilos, que son:
b b

bb

b b

bb

b b

bb

Para los uales se tiene: r = n − c = 3, y s = número de ilos = 1.Así,
det(AK4) = 3(−1)2(2)0 + 3(−1)3(2)1 = −3.Ejemplo 2.3 Hallar el determinate de la matriz de adyaenia de K5.

K5

b

b b

b

b

Existen dos tipos de subgrafos elementales on 5 vérties que son:1. Los formados por un 3-ilos y una arista, donde:
r = n − c = 5 − 2 = 3, s = número de ilos = 1.
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r = n − c = 5 − 1 = 4, s = número ilos = 1.La forma de saber uántos subgrafos del primer tipo hay en un K5 es ontar las formasque hay de elegir tres vérties de ino para formar el 3 ilo y los dos vérties restantesformarán la arista, esto es,  5

3


 = 10.Para ontar los 5-ilos que hay en K5 utilizamos la fórmula (1.1), esto es 5!

2·5
= 12,por lo tanto,

det(AK5) = 10(−1)3(2)1 + 12(−1)4(2)1 = −20 + 24 = 4.Ejemplo 2.4 Hallar el determinante de la matriz de adyaenia de una trayetoria Pn.
b

bb

b

b

b

b

b

b

b

PnObservemos que para que Pn tenga un únio subgrafo elemental generador, n debe serde la forma 2q. Así podremos enontrar el subgrafo elemental generador formado por qaristas disjuntas, luego:
r = n − c = 2q − q = q, s = número de ilos = 0.Por lo tanto:

det(APn
) =

{
(−1)q si n = 2q

0 si n es imparEjemplo 2.5 Hallar el determinante de la matriz de adyaenia de un ilo Cn.
Cn

b

b

b

b b

b

b

b



40 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSSi n es impar tenemos que el únio subgrafo elemental generador de Cn es él mismo,así tenemos que:
r = n − c = n − 1, s = número de ilos = 1.Por lo tanto:

det(ACn
) = (−1)n−121 = 2, para n imparSi n es par, podemos esribirlo de la forma n = 2q, así tenemos dos tipos de subgrafoselementales generadores de Cn que son:1. Los que tienen q aristas disjuntas, los uales son dos, y para ellos tenemos:

r = n − c = q, s = número de ilos = 0.2. El mismo ilo para el ual tenemos:
r = n − c = n − 1, s = número de ilos = 1.Por lo tanto para n = 2q,

det(AC2q
) = 2(−1)q20 + (−1)n−121 =

{
0 si q es par
−4 si q es imparTeorema 2.2 (Teorema de Sahs) Sea G un grafo simple y �nito, y sea PG(λ) supolinomio araterístio,

PG(λ) = λn + c1λ
n−1 + c2λ

n−2 + c3λ
n−3 + · · · + cn−1λ + cn,entones los oe�ientes del polinomio araterístio estan dados por:

(−1)ici =
∑

(−1)r(Λ)2s(Λ),donde la sumatoria está tomada sobre todos los subgrafos elementales, Λ de G, on ivérties.



41 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSDemostraión: Sea G(V, E) un grafo simple on |V | = n. Notemos que existen 
n

i


subgrafos induidos de G on i vérties. Sea {Gi1, Gi2 , · · · , Gi(ni )

} el onjunto delos subgrafos induidos de G on i vérties.Sabemos que los oe�ientes del polinomio araterístio de un grafo G están dadospor:
(−1)ici =

∑ (todos los menores prinipales de orden i),donde ada menor prinipal es el determinante de la matriz de adyaenia de un grafoinduido Gik , AGik
es deir,

(−1)ici = det(AGi1
) + det(AGi2

) + · · · + det(AG
i(

n
i )

) =

(ni )∑

k=1

det(Aik),Denotemos por:
Mik = {subgrafos elementales generadores de Gik}.
Mi = {subgrafos elementales on i vérties de G} =

⋃
Mik .por el Teorema de Harary,

det(Aik) =
∑

Λ∈Mik

(−1)r(Λ)2s(Λ).Por lo tanto,
(−1)ici =

∑

Λ∈Mi1

(−1)r(Λ)2s(Λ) +
∑

Λ∈Mi2

(−1)r(Λ)2s(Λ) + · · · +
∑

Λ∈M
i(

n
i )

(−1)r(Λ)2s(Λ).

(−1)ici =
∑

Λ∈Mi

(−1)r(Λ)2s(Λ)

�Corroboramos la Proposiión 1.2, c1 = 0, ya que no hay grafos elementales on unvértie. El únio subgrafo elemental on dos vérties es el que está formado por una aristay a éste le orresponde r = n − c = 1 y s = número de ilos = 0, por lo tanto,
(−1)2c2 =

∑

Λ∈M2

(−1)120 = −1|M2|,



42 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSdonde M2 = {subgrafos elementales de G on 2 vérties }, luego,
−c2 = número de aristas de G.Los únios subgrafos elementales on tres vérties son los 3-ilos para los uales setiene que r = n − c = 2 y s = número de ilos = 1, por lo tanto,

(−1)3c3 =
∑

Λ∈M3

(−1)221,donde M3 = {subgrafos elementales de G on 3 vérties de }, así,
−c3 = 2 vees el número de 3-ilos de G.Entre los subgrafos elementales on uatro vérties tenemos dos tipos:1. Los formados por dos aristas disjuntas, donde se umple:
r = n − c = 2 s = número de ilos = 02. Los 4-ilos, donde se umple:

r = n − c = 3, s = número de ilos = 1.Sea M4 = {subgrafos elementales de G on 4 vérties }, entones |M4| = N2k2 + NC4donde N2k2 es el número de subgrafos formados por dos aristas disjuntas y NC4 es el númerode 4-ilos que hay en G.Así,
(−1)4c4 =

∑

Λ∈M4

(−1)r(Λ)2s(Λ) = N2k2(−1)220 + NC4(−1)321

c4 = N2k2 − 2NC4 .



43 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSEntre los subgrafos elementales on ino vérties tenemos dos tipos:1. Los formados por una arista y un 3-ilos, donde se umple:
r = n − c = 3, s = número de ilos = 12. Los 5-ilos, donde se tiene que:
r = n − c = 4 s = número de ilos = 1.Sea M5 = {subgrafos elementales de G on 5 vérties }, entones |M5| = NK2

⋃
C3

+NC5donde NK2
⋃

C3 es el número de subgrafos formados por una arista y un 3-ilo y NC5 es elnúmero de 5-ilos que hay en G.Así,
(−1)5c5 =

∑

Λ∈M5

(−1)r(Λ)2s(Λ) = NK2
⋃

C3(−1)321 + NC5(−1)421Por lo tanto
−c5 = −2NK2

⋃
C3 + 2NC5 .Ejemplo 2.6 Hallar el polinomio araterístio de una trayetoria Pn y de un ilo Cn.Por el Teorema de Sahs, los oe�ientes del polinomio araterístio están dados por:

(−1)ici =
∑

(−1)r(Λ)2s(Λ),donde la sumatoria es tomada sobre todos los subgrafos elementales, Λ de G, on i vérties.Para los subgrafos elementales on i véties de una trayetoria Pn y de un ilo Cn se tiene:Si i es impar no hay subgrafos elementales, por lo tanto ci = 0.Asi,
PG(λ) = λn − mλn−2 + c4λ

n−4 + c6λ
n−6 + c8λ

n−8 + · · ·+ cn,donde G es una trayetoria o un ilo y m es el número de aristas de G.



44 CAPÍTULO 2. TEOREMA DE HARARY Y SACHSEjemplo 2.7 Hallar el polinomio araterístio de una estrella K1,n

b b

b

b b

b b b

b
b

b
b

K1,n

c1 = 0, −c2 = número de aristas = n, y para i > 3 se tiene que ci = 0, ya que no haysubgrafos elementales on más de tres vérties. Así:
P1,n(λ) = λn+1 − nλn−1 = λn−1(λ2 − n).De este ejemplo podemos deduir que el espetro de una estrella K1,n está dado por:

spec(K1,n) =

(
−√

n 0
√

n

1 n − 1 1

)
.



CAPÍTULO 3 APLICACIONES A LA QUÍMICA
En este apítulo veremos algunas apliaiones de la teoría espetral de grafos enproblema de la químia. Estos resultados están planteados en [2℄.Consideremos iertos ompuestos químios formados por arbonos (C) e hidrógenos(H), los llamados hidroarburos onjugados.La valenia del arbono es 4, o sea, un átomo de arbono forma enlaes on átomosveinos para onstituir móleulas al ompartir 4 de sus eletrones.En los ompuestos que nos interesan, σ de estos enlaes se efetuan ompartiendoeletrones, (σ-eletrones), on tres átomos diferentes de árbono o de hidrógeno, y eluarto enlae se efetua por medio de un eletrón, (π-eletrón), que omparte on ualquierarbono, para éste segundo átomo, el eletrón ompartido es también un π−eletrón.En partiular, dos átomos de árbono pueden ompartir dos eletrones: un σ−eletróny un π-eletrón, dando lugar a los onoidos enlaes dobles. La siguiente �gura muestraun hidroarburo onjugado.

45



46 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICAHHH H H HHCCC CCC C C CC CC σ-eletrones
π-eletrón

El esqueleto de una moléula puede representarse por medio de un grafo llamadografo moleular que se obtiene de la siguiente manera: se toma un vértie por ada átomode arbono, dos vérties son adyaentes, si y sólo si, hay un σ-eletrón que de�ne un enlaeentre los átomos de arbono orrespondiente.El grafo asoiado a la moléula anterior es:
b

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

Estos grafos moleulares son grafos simples, onexos, y el máximo grado de un vértiees 3.Se onoe que si el grafo moleular G de un hidroarburo onjugado es bipartitoentones la moléula es alternante. En este aso se sabe que si 0 ∈ spec(AG) entonesla moléula es inestable químiamente.Sea G un grafo bipartito, el objetivo de este apítulo es saber si 0 ∈ spec(AG). Sea
η(G) la multipliidad algebraia del ero en el espetro de AG.Utilizando los resultados del Teorema de Harary y el Teorema de Sahs, podemosenontrar rapidamente η(Pn), η(Cn) y η(G), donde Pn es una trayetoria , Cn es un ilode longitud par (ya que los de longitud impar no son grafos bipartitos), y G es un árbol.



47 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICAProposiión 3.1 Sea Pn una trayetoria de longitud n, entones
η(Pn) =

1

2

(
1 − (−1)n

)
.Demostraión: Del Ejemplo 2.6 sabemos que el polinomio araterístio de Pn es:

PPn
(λ) = λn − mλn−2 + c4λ

n−4 + c6λ
n−6 + c8λ

n−8 + · · ·+ cn−1λ + cn,donde m es el número de aristas de Pn. Como det(APn
) = cn entones, del Ejemplo 2.4, setiene que:

cn =

{
(−1)q si n = 2q

0 si n es impar.Por lo tanto,Si n par, cn 6= 0, entones η(Pn) = 0.Si n es impar, cn = 0, veamos que cn−1 6= 0. Por el Teorema de Sahs se tiene que:
(−1)n−1cn−1 =

∑
(−1)r(Λ)2s(Λ),donde la sumatoria es tomada sobre el onjunto de los subgrafos elemetales de Pnon n − 1 vérties. Como n − 1 es par, es deir, n − 1 = 2q, hay un sólo tipo desugrafo elemental on 2q vérties en Pn, que es el que está formado por q aristasdisjuntas dos a dos, para este tipo de subgrafo elemental tenemos:

(−1)r(Λ) = (−1)q y 2s(Λ) = 20 = 1,entones, si NqK2 es el número de subgrafos elementales que está formado por qaristas disjuntas, se tiene:
cn−1 = (−1)qNqK2 6= 0.Así,

PPn
(λ) = λ(λn−1 − mλn−3 + c4λ

n−5 + c6λ
n−7 + c8λ

n−9 + · · ·+ cn−1).Así, η(Pn) = 1 si n es impar.



48 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICALuego podemos reesribir η(Pn) en funión de n omo sigue:
η(Pn) =

1

2

(
1 − (−1)n

)
.

�Proposiión 3.2 Sea Cn un n-ilo, on n = 2q, entones
η(Cn) = 1 + (−1)qDemostraión: Del Ejemplo 2.6 sabemos que el polinomio araterístio de Cn es:

PCn
(λ) = λn − mλn−2 + c4λ

n−4 + c6λ
n−6 + c8λ

n−8 + · · ·+ cn,donde m es el número de aristas de Cn. Como det(ACn
) = cn entones del Ejemplo 2.5 setiene que:

cn =





0, si n = 2q y q es par
−4, si n = 2q y q es imparPor lo tantoSi q impar se tiene que cn 6= 0, luego η(Cn) = 0Si q par se tiene que cn = 0, luego η(Cn) > 0.Para hallar la multipliidad algebraia del ero en C2q, uando q es par, veamos que eloe�iente c2q−2 6= 0, por el Teorema de Sahs se tiene que:

(−1)2q−2c2q−2 =
∑

(−1)r(Λ)2s(Λ),donde la sumatoria es tomada sobre el onjunto de los subgrafos elemetales de Cn on
2q − 2 vérties. Como 2q − 2 es par, hay un sólo tipo de sugrafo elemental on 2q − 2vérties en Cn, que es el que está formado por q − 1 aristas disjuntas dos a dos, para estetipo de subgrafo elemental tenemos que:

(−1)r(Λ) = (−1)q−1 y 2s(Λ) = 20 = 1,
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es el número de subgrafos elementales de Cn que está formado por

q − 1 aristas disjuntas, se tiene:
c2q−2 = (−1)q−1N(q−1)K2

6= 0.Así, el polinomio araterístio de C2q, para q par es:
PCn

(λ) = λn − mλn−2 + c4λ
n−4 + c6λ

n−6 + c8λ
n−8 + · · · + c2q−2λ

2.

= λ2(λn−2 − mλn−4 + c4λ
n−6 + c6λ

n−8 + c8λ
n−10 + · · ·+ c2q−2).Así η(C2q) = 2, para q par. Luego, si n = 2q podemos reesribir η(Cn) en funión de qde la siguiente manera:

η(C2q) = 1 + (−1)q.

�Proposiión 3.3 Sea G un árbol on n vérties y q es el máximo número de aristas noadyaentes dos a dos de G, entones
η(G) = n − 2q.Demostraión: El polinomio araterístio de un arbol G es:

PG(λ) = λn + c2λ
n−2 + c3λ

n−3 + · · ·+ cn−1λ + cn.Por el Teorema de Sahs sabemos que
(−1)ici =

∑
(−1)r(Λ)2s(Λ),donde la sumatoria está tomada sobre todos los subgrafos elementales, Λ de Pn, on ivérties. El únio tipo de subgrafos elementales on i vérties de un árbol es el que estáformado por aristas disjuntas dos a dos, y para ello i debe ser par, así :

ci = 0 para i impar.



50 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICASupongamos que q ≤ n es el número máximo de aristas disjuntas dos a dos que hayen G, entones es laro que c2q = (−1)qNqK2 6= 0, donde NqK2 es el número de subgrafoselementales que está formado por q aristas disjuntas, y que ci = 0 para i > 2q. Luego elpolinomio araterístio de un árbol G es:
PG(λ) = λn + c2λ

n−2 + c4λ
n−4 + · · ·+ c2qλ

n−2q

= λn−2q(λ2q + c2λ
2q−2 + c4λ

2q−4 + · · ·+ c2q).Por lo tanto η(G) = n − 2q

�A ontinuaión estudiaremos la multipliidad algebraia del ero en grafos simples,luego podremos hallar la multipliidad algebraia del ero en grafos bipartitos, ademásestudiaremos una ota inferior para este valor en grafos bipartitos.Proposiión 3.4 Sea G(V, E) un grafo simple on n vérties, entones
η(G) = n − rgAG.Demostraión: Sabemos que si λ ∈ spec(AG) entones

ma(λ) = mg(λ) = dim(ker(AG − λI).Apliando el Teorema de la Dimensión a la siguiente transformaión lineal:
AG − λI : R

n −→ R
n




x1

x2...
x4



−→ (AG − λI)




x1

x2...
x4


se tiene que:

dim(Rn) = dim(ker(AG − λI)) + dim(Im(AG − λI))
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dim(ker(AG − λI)) = n − dim(Im(AG − λI))Luego, si λ = 0, entones,

dim(ker(AG)) = n − rg(AG)

η(G) = n − rgAG.

�Reordemos que la matriz de adyaenia de un grafo bipartito G(V, E), es de la forma:
AG =




0 B

Bt 0


,donde a B es la matriz de inidenia de los onjuntos de bipartiión de V , y Bt es la matriztranspuesta de B.Proposiión 3.5 Sea G(V, E) un grafo bipartito on n vérties y on una matriz deinidenia B, entones

η(G) = n − 2rgB,donde rgB es el rango de la matriz B.Demostraión: De la Proposiión 3.4 se tiene que
η(G) = n − rgAG,pero rgAG = 2rgB, así
η(G) = n − 2rgB

�



52 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICACorolario 3.1 Sea G(V, E) un grafo bipartito on n vérties y sean V1 y V2 los onjuntosde bipartiión de V , supongamos que |V1| = n1 y |V2| = n2, entones
η(G) ≥ máx{n1, n2} − mı́n{n1, n2}.Demostraión: Sea B la matriz de inidenia de los onjuntos de bipartiión de V , eslaro que:

rgB ≤ mı́n{n1, n2}

−2rgB ≥ −2 mı́n{n1, n2}

n − 2rgB ≥ n − 2 mı́n{n1, n2}Sin perdida de generalidad supongamos que n1 = mı́n{n1, n2}, así
n − 2rgB ≥ n1 + n2 − 2n1 = n2 − n1.Luego de la Proposiión 3.5 se tiene que:
η(G) ≥ máx{n1, n2} − mı́n{n1, n2}.

�Observaión: Si el número de vérties n es impar, es laro que n1 6= n2,(ya que n1+n2 = n),omo η(G) ≥ máx{n1, n2} − mı́n{n1, n2}, entones η(G) > 0. Por lo tanto, si η(G) = 0entones n es par. Así una ondiión neesaria para que la móleula sea estable es quedebe tener un número par de átomos de arbono.Si se tiene un grafo bipartito ompliado, el siguiente resultado podría ayudar a hallarla multipliidad del ero en diho grafo.Proposiión 3.6 Sean G1 = (V1, E1) y G2 = (V2, E2) grafos bipartitos, on V11, V12 losonjuntos de bipartiión de V1, y V21, V22 los onjuntos de bipartiión de V2. Supongamosque: |V11| = n1, |V12| = n2, n1 ≤ n2 y η(G1) = n2 − n1. Si el grafo G es obtenido apartir de G1 y de G2, por la unión arbitraria de vérties de V11 (ó de V12) a vértiesde V21 (ó de V22), entones,
η(G) = η(G1) + η(G2).



53 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICADemostraión: Sean |V1| = n, B1 y B2 las respetivas matries de inidenia de losonjuntos de bipartiión de V1 y de V2. Por el Teorema 3.5 se tiene que η(G1) = n−2rgB1,omo η(G1) = n2 − n1 entones
rgB1 = n1.Supongamos que G(V, E) es un grafo que se obtiene al unir vérties de V11 on vértiesde V22, grá�amente podemos representarlo así:

G1 : V11 V12

G2 : V21 V22

}
G

Donde el grafo G1 oneta vérties de V11 on vérties de
V12, el grafo G2 que oneta vérties de V21 on vérties de
V22, luego G son todas las aristas anteriores más las queoneta vérties de V11 on vérties de V22.Entones G es un grafo bipartito on los onjuntos de bipartiión:V11

⋃
V21 y V12

⋃
V22.La matriz de adyaenia de G es:

V11 V21 V12 V22

AG =

V11

V21

V12

V22




0 0 B1 M

0 0 0 B2

B
t

1 0 0 0

M
t

B
t

2 0 0




,

donde M es la matriz que orresponde a las nuevas aristas entre V11 y V22.Luego, B está dada por:
B =


B1 M

0 B2




Como rgB1 = n1 entones B1 ontiene n1 olumnas linealmente independientes, enonseuenia ada olumna de la matriz M puede ser expresada omo ombinaión linealde las menionadas olumnas de B1.



54 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICAAsí la matriz B puede ser reduida por operaiones elementales a la forma:
B ∼


 B1 0

0 B2


.Por lo tanto rgB = rgB1 + rgB2. Como |V | = n + n′ donde n = |V11| + |V12| y

n′ = |V21| + |V22|, entones:
η(G) = n + n′ − 2(rgB1 + rgB2) = (n − 2rgB1) + (n′ − rgB2) = η(G1) + η(G2).

η(G) = η(G1) + η(G2).

�Proposiión 3.7 Sea G el grafo bipartito que ontiene un vértie de grado 1, y sea H elsubgrafo induido de G que se obtiene al eliminar el vértie de grado 1 junto on el vértieadyaente a este , entones
η(G) = η(H).Demostraión: Sea G(V, E) un grafo bipartito, sean: v1 ∈ V un vértie de grado 1,

v2 ∈ V el vértie adyaente a v1. Consideremos G1 el subgrafo induido de G que onstasólo de la arista {v1, v2}, y H el subgrafo induido de G que se obtiene al eliminar losvérties v1 y v2, es laro que G1 y H son grafos bipartitos. Por la Proposiión 3.5 se tieneque η(G1) = 0. Sean V1 y V2 los onjuntos de bipartiión de los vértie de G1, es laro que
|V1| = |V2| = 1, así se umple que η(G1) = |V1| − |V2|.Como G se obtiene al unir el vértie v2 de G1 on vérties de uno de los onjuntos debipartiión de H , entones por la Proposiión 3.6 se umple:

η(G) = η(G1) + η(H) = η(H).

η(G) = η(H).

�



55 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICAProposiión 3.8 Sean G1 y G2 grafos bipartitos. Si η(G1) = 0 y si el grafo G es obtenidopor la unión arbitraria de un vértie de G1, por una arista, on un vértie de G2, entones
η(G) = η(G2).Demostraión: Sea B1 la matriz de inidenia de los onjuntos de bipartiión de losvérties de G1, omo η(G1) = 0 entones por el Teorema 3.5 se tiene que n − 2rgB1 = 0,luego rgB1 = n

2
, esto quiere deir que los onjuntos de bipartiión de los vérties de G1tienen la misma ardinalidad.Como G se obtiene a partir de una arista entre G1 y G2 entones por la Proposiión3.6 se umple

η(G) = η(G1) + η(G2) = η(G2)

η(G) = η(G2).

�Ejemplo 3.1 Utilizando los resultados anteriores, veamos que es posible reduir un grafoa otro mas simple donde será más fáil hallar la multipliidad algebria del ero. Sea G elgrafo moleular dado por:
b

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

b

b b

b

G =Entones,
b

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

b

b

η

( )
η(G) =

b

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

η

( )
= Apliando la Proposiión 3.7
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b

b

b

b

b

b

η

( )
=

Apliando la Proposiión 3.8,ya que η(C6) = 0 por la Proposiión 3.2
b b

b

b

η

( )
= bb η

(
η

( ))
+= = 1 + 1 = 2Proposiión 3.9 Una trayetoria de uatro vérties de grado dos en un grafo bipartito Gpuede ser reemplazado por una arista sin ambiar el valor de η(G), esto es:

b b b b

bbη

( )
= bbη

( )

Demostraión: Sea G(V, E) un grafo bipartito on |V | = n. Sean V1 y V2 los onjuntosde bipartiión de V , on |V1| = n1, sin perder generalidad etiquetemos los uatro vértiesde grado dos de la trayetoria perteneiente al grafo G de la siguiente manera:
b b b b

bb

v2 k1 v1 k2

v3k3Supongamos que v1, v2, v3 ∈ V1 y k1, k2, k3 ∈ V2. Sea B1 la matriz de inideniade los onjuntos de bipartiión de G, entones AG tiene la siguiente forma:
V1 V2

AG =
V1

V2

(
0 B1

B
t

1 0

)
,
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k1 k2 k3 · · ·

B1= v1

v2

v3...



1 1 0 0 · · · 0

1 0 1 0 · · · 0

0 1 0 b

0 0... ... c K

0 0




,
on b y c vetores y K una matriz (n1 − 3) × (n − n1 − 3) de eros y unos. Por medio deoperaiones elementales de �las y de olumnas se tiene que B1 es semejante a:

B1 ∼




1 0 0 0 · · · 0

0 1 0 0 · · · 0

0 0 1 b

0 0... ... c K

0 0




,
Así:

rgB1 = 2 + rg




1 b

c K



.Consideremos G′ al grafo bipartirto obtenido de G al quitar los vérties v1, v2, k1, k2,y agregando la arista {v3, k3} omo se muestra en la siguiente �gura:

bb
v3k3

G′ =Es laro que la ardinalidad del onjunto de vérties de G′ es n− 4, y que la matriz deadyaenia AG′ es:
A′

G =

(
0 B2

B
t

2 0

)
,



58 CAPÍTULO 3. APLICACIONES A LA QUÍMICAdonde B2 tiene la siguiente forma: k3 · · ·

B2= v3... 


1 b

c K



.Así que rgB1 = 2 + rgB2, por lo tanto,

η(G) = n − 2rg(B1) = n − 2(2 + rgB2) = (n − 4) − 2rgB2 = η(G′).

η(G) = η(G′).

�Proposiión 3.10 Para un 4-ilo en un grafo bipartito G, el ual tiene dos vértiesonseutivos de grado 2, se tiene que estos dos vérties y las uatro aristas del 4-ilopueden eliminarse sin ambiar el valor de η(G), esto es:
b b

bbη

( )
= bbη

( )

Demostraión: Sea G(V, E) un grafo bipartito, on |V | = n. Sean V1 y V2 los onjuntosde bipartiión de V , on |V1| = n1, sin perder generalidad etiquetemos los vérties del
4-ilo perteneiente al grafo G la siguiente manera:

b b

bb

v1 k1

k2 v2Supongamos que v1, v2 ∈ V1 y k1, k2 ∈ V2. Sea B1 la matriz de inidenia de losonjuntos de bipartiión de G, entones AG tiene la siguiente forma:
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V1 V2

AG =
V1

V2

(
0 B1

B
t

1 0

)
,donde,

k1 k2 · · ·

B1= v1

v2... 


1 1 0 · · · 0

1 1 b

0... c K

0




,on b y c vetores y K una matriz (n1 − 2) × (n − n1 − 2), de eros y unos. Por medio deoperaiones elementales tenemos que:
B1 ∼




1 0 0 · · · 0

0 0 b

0... c K

0


Así:

rgB1 = 1 + rg




0 b

c K



.Tomando G′ al subgrafo bipartito de G dado por:

bbk2 v2Es laro que la ardinalidad del onjunto de vérties de G′ es n− 2, y que la matriz deadyaenia AG′ es:
A′

G =

(
0 B2

B
t

2 0

)
,
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k2 · · ·

B2= v2... 


0 b

c K



.Así que rgB1 = 1 + rgB2, por lo tanto,

η(G) = n − 2rg(B1) = n − 2(1 + rgB2) = (n − 2) − 2rgB2 = η(G′).

η(G) = η(G′).

�Ejemplo 3.2 .
bbb

bbb b

b

b

b

b

b

b

b

η

( )
bbb

bbb b

b

b

b

b

b

η

( )

= Apliando la Proposiión 3.10
bbb

bbb b

b

η

( )

= Apliando la Proposiión 3.7
bb

bb
η

( )

= Apliando la Proposiión 3.9
bb η

(
η

( ))
+= = 1 + 1 = 2
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