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Introduccién

INTRODUCCION

Sea C una clase de espacios topoldgicos. Diremos que un espacio X es universal

para C si cumple con las siguientes condiciones:
i) X €C.
i1) Todo espacio topoldgico en C es homeomorfo a un subespacio de X.

En este trabajo estudiaremos la existencia de espacios universales para ciertas

clases de espacios topolégicos. Nos enfocaremos en tres ejemplos.

Un espacio topologico (T,7T) se dice que es ordenado si existe un orden lineal
< sobre T tal que T = TO(<r), donde TO(<7r) denota la topologia del orden
(definida en el Capitulo 1). Llamaremos la clase de los espacios topoldgicos

ordenados y numerables al siguiente conjunto:
Co={(T,7):(T,T) es un espacio topolégico ordenado y numerable}.

El primer ejemplo de espacio universal es el espacio de los ntimeros racionales.
Demostraremos que @Q es universal como espacio topolégico ordenado y

numerable. Para tal fin demostraremos el siguiente teorema:

Teorema: Sea T un espacio topologico ordenado. Entonces son equivalentes:
i) T es numerable,
i1) eziste una inmersion topoldgica de T en Q que preserva el orden,
iti) T es homeomorfo a un subespacio de Q,

iv) T es orden isomorfo a un subconjunto de Q.
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Con el cual alcanzariamos nuestro primer objetivo.

Un espacio topoldgico (T,7) se dice que es segundo numerable si eziste una
base para T numerable. Llamaremos la clase de los espacios topoldgicos

ordenados y segundo numerable al siguiente conjunto:
Co=A{(T,7): (T,7) es un espacio topoldgico ordenado y sequndo numerable}.

El segundo ejemplo de espacio universal es el espacio de los numeros reales.
Demostraremos que R es universal como espacio topolégico ordenado y segundo

numerable. Para tal fin demostraremos el siguiente teorema:

Teorema: Sea T un espacio topologico ordenado. Entonces son equivalentes:
i) T es seqgundo numerable,
i1) existe una inmersion topoldgica de T en R que preserva el orden,
iii) T es homeomorfo a un subespacio de R,
iv) T es orden isomorfo a un subconjunto de R.

Este Teorema provee el segundo ejemplo de espacio universal.

Un espacio topoldgico (T,7T) se dice que es separable si existe un subconjunto
D CT denso y numerable. Llamaremos la clase de los espacios topologicos

ordenados y separables al siguiente conjunto:
Cs ={(T,7): (T, 7) es un espacio topolégico ordenado y separable}.

Por dltimo, en el producto cartesiano R x {0,1} consideremos el orden
lexicografico y denotemos por Ry al espacio topoldgico ordenado resultante. El
tercer ejemplo de espacio universal es el espacio Ry. Primero demostraremos el

siguiente resultado:
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Teorema: Sea (T,TO(<r)) wun espacio topoldgico ordenado. Entonces son

equivalentes:

i) (T,TO(<r)) es separable,

i1) existe una inmersion topoldgica h de (T,TO*(<r)) en Ry que preserva

el orden,
i) (T, TO*(<r)) es homeomorfo a un subespacio de Ry,
iv) (T, TO(<7)) es orden isomorfo a un subconjunto de Ry,

v) (T,TO*(<r)) es separable,

donde TO*(<r) es una extension de TO(<r) cuya definicion se puede ver en
el Capitulo 1.

Como consecuencia inmediata de este teorema, demostraremos que R, es univer-
sal como espacio topoldgico ordenado y separable, en el que cada elemento tiene un
sucesor o un predecesor inmediato. Mas precisamente demostraremos el siguiente

resultado:

Corolario: Sea (T,TO(<r)) un espacio topolégico ordenado en el que cada
elemento tiene un sucesor o un predecesor inmediato. Entonces (T,TO(<r)) es

separable si, y solo si, (T,TO(<r)) es homeomorfo a un subespacio de Ry.
Con el cual alcanzariamos nuestro tercer y tultimo objetivo.

Para resumir, Ry es nuestro prototipo de un espacio ordenado separable, R es
nuestro prototipo de un espacio ordenado segundo numerable y @@ es nuestro pro-

totipo de un espacio ordenado numerable.

Los resultados que estamos presentando en este trabajo estan basados en el articu-
lo [2]. El objetivo especifico fué estudiar los teoremas sobre existencia de espacios

universales ordenados presentados en ese trabajo.




Capitulo

Preliminares

Definicién 1.1 Una relacion < en un conjunto X se llama un orden simple

o un orden lineal si cumple con las siguientes propiedades:
i) Para cada par x,y € X tal que x #y se cumple x <y J y<zx.
i) Para ningin x € X se cumple la relacion x < x.
i) i x<y y y<z entonces T < z.

El par (X,<) se llama conjunto linealmente ordenado.

Definicién 1.2 Sean (X,<x) y (Y,<y) dos conjuntos linealmente ordenados.

Definimos la relacion de orden <., en A x B mediante:
(a1,01) <pex (ag,b2) i, y solo si, a3 <aas 6 ay=a y b <pby

Esta relacion se denomina relacion de orden lexicogrdfico sobre A x B.

Ejemplo 1.3 Para el producto cartesiano R x {0,1}, la relacién de orden <o,

en R x {0,1} wviene dada por

(a1,b1) <jex (a2,b2) i, y solo si, a3 <ay 0 a=ay y by =0, by=1,
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donde < es la relacion de orden usual de R.

Definicién 1.4 Sean (X, <) un conjunto con una relacion de orden lineal, donde
X es un conjunto no vacio. Sea B la coleccion de todos los conjuntos de la

siguiente forma:

i) Todos los intervalos abiertos (a,b)x = {r € X :a <z <b} con a,be X.
Si este conjunto es vacio, a se denomina predecesor inmediato de b, y

b sucesor inmediato de a.

it) Todos los intervalos de la forma [ag,b)x = {x € X : a9 < x < b} con

a,,b € X, donde ag es el elemento mds pequeno (si lo hay) de X.

i11) Todos los intervalos de la forma (a,bo)lx = {v € X :a <z < by} con

a,by € X, donde by es el elemento mas grande (si lo hay) de X.

La coleccion B es una base para una topologia sobre X, que se llama topologia de

orden y que denotaremos por TO(<x).

Otra forma equivalente de definir la topologia de orden es considerar la coleccion

S de todos los conjuntos de la siguiente forma:
i) Todos los intervalos de la forma (a, +o0)x = {zx € X : > a}, donde a € X.
i1) Todos los intervalos de la forma (—o0,b)x = {x € X : < b}, donde b € X.

La coleccién S es una sub-base para la topologia de orden.

Definicién 1.5 Sean (X, <) un conjunto con una relacion de orden lineal, donde
X es un conjunto no vacio. Sea B la coleccion de todos los conjuntos de la

siguiente forma:
i) Todos los intervalos abiertos (a,b)x ={r € X :a <z <b} con a,be X.

it) Todos los intervalos de la forma [ag,b)x = {x € X 1 ag < x < b} con

a,,b € X, donde ag es el elemento mds pequeno (si lo hay) de X.
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iwi) Todos los intervalos de la forma (a,bylx = {x € X 1 a < x < by} con

a,byp € X, donde by es el elemento mas grande (si lo hay) de X.

iv) Todos los intervalos de la forma (a,blx = {zx € X : a < < b} con

a,b e X, donde b es un elemento que no tiene predecesor inmediato en X.

La coleccion B es una base para una topologia sobre X, que se llama topologia
de orden ampliada y que denotaremos por TO*(<x). El espacio topoldgico

(X, TO*(<x)) se llama espacio topolégico ordenado ampliado.

Otra forma equivalente de definir la topologia de orden ampliada es considerar la

coleccion S de todos los conjuntos de la siguiente forma:
i) Todos los intervalos de la forma (a, +o0)x = {x € X : > a}, donde a € X.
i1) Todos los intervalos de la forma (—o0,b)x = {xr € X : < b}, donde b € X.

i17) Todos los intervalos de la forma (—o0,bjx = {x € X : © < b}, donde b € X

es un elemento que no tiene predecesor inmediato en X.

La colecciéon S es una sub-base para la topologia de orden ampliada.
Es facil observar que la topologia de orden ampliada contiene a la topologia de
orden en X, es decir; TO(<x) C TO*(<x).

Definicién 1.6 Sea (X,7) un espacio topoldgico y A C X. La topologia
Ta={UNA:UeT} sellama topologia del subespacio.

Proposicién 1.7 Sean (X, <) wun conjunto linealmente ordenado y A C X.
Entonces TO(<4) C T4.

Demostracién: Sea U € TO(<,) y analicemos los casos posibles:

CASO 1: Si U = (a,+0)4, con a € A, entonces tenemos

U={xeA:a<z}=(a,+o0)x NA,
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de donde es claro que (a,+00)x NA € T4, por lo tanto U € Ty.

CASO 2: Si U = (—o0,b)a, con b€ A, entonces tenemos
U={xeA:x<b} =(—00,b)x NA,

de donde es claro que (—o00,b)x N A € T4, por lo tanto U € Ty. [ |

Observacién 1.8 La proposicion anterior nos dice que un abierto de la topologia
del orden es un abierto de la topologia del subespacio, pero el siguiente ejemplo

demostrara que el reciproco no siempre es cierto, es decir; existe un ejemplo en el
cual Ty € TO(<4).

Ejemplo 1.9 Consideremos el conjunto ordenado (Q, <), donde < esla relacion
de orden usual de Q. Sea A = ([0,1)U[2,3)) N Q y a,b € A tales que
a<2<b.

—
N

o
Q
—
Njw T
N}
o
w

Primero observemos que (a,b)a € TO(<4) y
(a,b)a={r€eA:a<x<bl=([a,1)U[2,0)) N Q= (a,b)NA,

por lo tanto (a,b)a € Ty. Sin embargo, es claro que [2,0) NQ = (2,b)N A € T,
pero no existe un intervalo abierto (a,b)a € TO(<a) tal que 2 € (a,b)a y
(a,b)a =[2,0) NQ, porlo tanto Ty ¢ TO(<4).

Definicién 1.10 Dos conjunto ordenados (X, <x) y (Y, <y) son orden isomorfo
si existe una biyeccion f : X — Y tal que v <x y si, y solo si,
f(z) <y f(y) para todo par de elementos x,y € X. En este caso diremos que f

es un tsomorfismo de orden.
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Definicién 1.11 Sea f: (X,7) — (Y,p) una funcion de un espacio topolégico
en otro y uno a uno. f se llama homeomorfismo si f y f~' son funciones
continuas.

Otra forma de definir un homeomorfismo es decir que es una funcion biyectiva
f:(X,7) — (Y.p) tal que f(U) es abierto si, y solo si, U es abierto.

Proposiciéon 1.12 Sea f: (X, <x) — (Y, <y) wun isomorfismo de orden. En-
tonces f: (X, TO(<x)) — (Y, TO(<y)) es un homeomorfismo que preserva el

orden.

Demostracion: Basta observar que para todo a,b € X se tiene:

flla,0)x] =fHre X :a<xz<xb}]
={f(x) €Y : f(a) <v f(z) <v (D)}

= (f(a), £(b))y
|

Proposicién 1.13 Sea f: (X, <x) — (Y,<y) un isomorfismo de orden. En-
tonces f: (X, TO*(<x)) — (Y, TO*(<y)) es un homeomorfismo que preserva el

orden.

Demostracion: Como la topologia de orden ampliada contiene a la topologia de
orden, gracias a lo Proposicion 1.12 sélo nos restaria por demostrar que
(a,blx € TO*(<x) si, y sélo si, f[(a,b]x] € TO*(<y) y para ello basta ob-
servar que para todo a,b € X, donde b es un elemento que no tiene predecesor

inmediato se tiene:

flla,blx] = f{z € X 1a<x 1z <xb}]
={f(z) €Y : f(a) <y f(x) <y f(0)}

= (f(a), F(O)]y
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Por 1ultimo , como b es un elemento que no tienen predecesor inmediato y f es
un isomorfismo de orden, es claro que f(b) tampoco tiene predecesor inmediato.
|

Definicién 1.14 Se dice que f: (X,7) — (Y, p) esuna inmersién topoldgica

si f(X,7) — (f(X),prx)) es un homeomorfismo.

Definicién 1.15 Un subconjunto D de un espacio topoldgico (X, T) se dice que
es denso en (X,7) si cl.(D)=X.

Proposicién 1.16 Sea (X,7) un espacio topoldgico sequndo numerable. Entonces

(X, 7) es separable.

Demostracién: Supongamos que (X, 7) es un espacio topoldgico segundo nu-
merable y sea {B,} una base numerable para 7. De cada elemento B, de la
base, elijamos un punto z,. Sea D el conjunto formado por todos los x,. Es
claro que ¢l (D) C X, por lo tanto sélo nos restarfa por probar que X C ¢l (D).
En efecto, sea = € X. Para cada elemento By de la base {B,} tal que z € By
es claro que By N D # () (pues 2 € By N D), por lo tanto = € ¢l (D) y
asi concluimos que X C ¢l.(D). [

Observacién 1.17 Sea A un subconjunto de R. El conjunto A denotara la clausura
de A con la topologia usual de R 1y el conjunto A denotara el conjunto de todos

los puntos limites de A con la topologia usual de R.

Definicién 1.18 Sea A CR. Entonces R\A = | (¢a;7a), donde (¢a,74) son
aceD
disjuntos dos a dos. Diremos que (qq,7a) es un intervalo complementario de

A.

Definicién 1.19 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X.
Por una desconexion de A entenderemos dos abiertos U y V de X tales

que

i) UNA#D,
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i) VOA#D,
iii) ANUNV =0 y
iv) ACUUV.

Si A C X no posee desconexion decimos que A es conexo.




Capitulo

Espacios ordenados numerables

En este capitulo nuestro objetivo es demostrar que @Q es universal como
espacio topolégico ordenado y numerable. Mas precisamente demostraremos el

siguiente teorema:

Teorema: Sea T un espacio topolégico ordenado. Entonces son equivalentes:
i) T es numerable,
i1) existe una inmersion topoldgica de T en Q que preserva el orden,
iii) T es homeomorfo a un subespacio de Q,
iv) T es orden isomorfo a un subconjunto de Q.

Con el cual alcanzariamos nuestro objetivo en este capitulo.

Para ello, primero daremos algunos resultados que nos seran de gran utilidad.

15



Capitulo 2. Espacios ordenados numerables

Lema 2.1 Sea (E,<g) un conjunto numerable y linealmente ordenado. Entonces
existe un isomorfismo de orden [ : (E,<p) — (A, <), donde ACQ y < es

la relacion de orden usual de Q.

Demostracién: Sea (E,<p) un conjunto numerable y linealmente ordenado.
Anadiremos a E los puntos —oco e 00, donde —oo es menor que cualquier ele-
mento de E e oo es mayor que cualquier elemento de FE.

Construiremos una funcién f de EU{—00,00} en Q dela siguiente manera:

Enumeremos E = {e, : n € N} y denotemos por E, al conjunto {—oo,o00} U

{e1,ea,e3,...,e,}. Sea f(—o0) = —1, f(oo) =1y f(e1) = 0. Definamos f(e,)
por induccién sobre n. Supongamos que ]7 es una funciéon que preserva el orden

de FE,; en f(F,_1). Hagamos

Flew = T 0

donde a <g e, <g b, con a y b puntos consecutivos del conjunto FE,
(tales @ y b existen pues E,_; es un conjunto ordenado y finito). De aqui es
claro que Vn € N, f preserva el orden en E, y como {E,} es creciente (pues
E, C E,.1,Yn € N) entonces es obvio que la extensién de f a todo E es una
funcién que preserva el orden.

Finalmente, es facil observar que f : (E,<g) — (f(E), <) es un isomorfismo de

orden.

Lema 2.2 Sea (¢,d) un intervalo complementario y acotado de f(F). Entonces

ce f(E) y de f(E).

Demostracion: La prueba la haremos por reduccion al absurdo.

Supongamos que ¢ & f(E) 6 d ¢ f(E) y analicemos los casos posibles.

CASO 1: Si ¢, d & f(F).
Sean z1,y1 € R talesque 1 <c<d<y; vy y1—21 < 2(d—c). Como (c¢,d) es

un intervalo complementario de f(F), entonces c¢,d € f(E) y como c¢,d & f(E)
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tendriamos ¢, d € f(E)', de aqui es facil observar que (1,¢) y (d,y1) contienen

infinitos elementos de f(FE).

Sean ny =min{n e N:z; < f(e,) <c} y ny=min{n e N:d < f(e,) <y}

T c d Y1

Afirmacién 2.3 FEzisten dos puntos consecutivos a y b en {e, : n < max{ni,ns}}

tales que J(ea) < J(a) <c y d < J(b) < flen,):

En efecto, supongamos que n; < ng, en este caso es claro que (d, f(en,))N{f(en) :

n<na}=01y (f(en),c)N{f(en):n <ng} puede o no ser vacio.

Como (d, f(en,)) N{f(en) : n < ny} = 0, tomemos b = e,,. Por otro lado,

si (f(en),0)N{f(en) : n < mat # 0, como {f(e,) : n < ny} es un conjunto

finito y linealmente ordenado, el conjunto (f(en,),c)N{f(e,):n <ny} tiene un

elemento maximo que denotaremos por f(ex) y tomando a = e es suficiente.

Por tltimo, si (f(en,),c) N {fv(en) :n <ng} =0, tomando a = e,, es suficiente.
De forma andloga se demuestra el caso en que mq > ny. Asi concluiria la prueba
de la Afirmacién 2.3.

Ahorasea m = min{n € N: f(a) < f(e,) < f(b)}
= min{n e N:a<e, <b}.

- - b
Como e, € (a,b), por la construccién de f tenemos f(e,,) = M.
Por otro lado, es claro que f(b) — f(a) <y — 1 ycomo y; — a1 < 2(d — c)
= > fla) + f(b)

obtenemos f(b) — f(a) < 2(d — ¢), por lo tanto € (¢,d), es decir;

2

f(em) € (¢,d), lo cual junto con la hipédtesis llegarfamos a una contradiccién.

CASO 2: Si d € f(E).
Sea 21 €R talque 21 <c<d y d—1x, <2(d—c¢). Como d€ f(E) entonces
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existe e,, € E tal que f(e,,) = d. Por otro lado, como (¢,d) es un intervalo

complementario de f(F) es claro que ¢ € f(F) y como ¢ ¢ f(E) tenemos

c € f(E), de aqui es facil observar que (z1,c¢) contiene infinitos elementos de

i) ~
Sea n; =min{n € N: 2y < f(e,) < c}.

f(eny) fleny)
- |
X1 C d
Afirmacién 2.4 Existen un punto a en {e, : n < max{ni,ny}} tal que

flen,) < fla) < c y, a y b= e, son dos puntos consecutivos del conjunto
{en i n <max{ni,na}}.

En efecto, si (flen,),c) N {flen) : n < max{ni,ns}} # 0, como {f(en) : n <
max{ni,no}} es un conjunto finito y linealmente ordenado, el conjunto

(fleny),c) N{f(en) : n < max{ni,na}} tiene un elemento maximo que deno-
taremos por f(ex) y tomando a = e, es suficiente. Si (f(en,),c)N{f(en) :n <
max{ny,ne}} =0, tomando a = e,, es suficiente. Asi concluiria la prueba de la

Afirmacién 2.4.

Ahorasea m = min{n € N: f(a) < f(e,) < f(b)}
= min{n e N:a <e, <b}.

Como e, € (a,b), por la construccién de f tenemos f(e,,) = M.
Por otro lado tenemos que f(b) — f(a)~< d—z1 y como d—wx1 < 2(d—c) tenemos

F(b) = f(a) < 2(d — ¢), por la tanto M € (¢, d), es decir; flen) € (c,d),

lo cual junto con la hipdtesis llegariamos a una contradiccion.

CASO 3: Si ce f(E).

Se demuestra por un razonamiento analogo al del caso 2. [
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Lema 2.5 Sean c € f(E) y u€ R con sup f(E) > u > c. Entonces existe un

ecEconfle)>c y {tef(B):t<fle)}C{tef(E):t<u}.

Demostracién: Si f(E) N (c,u) # 0, es claro que existe e € E tal que
f(e) € f(E)N (c,u) con lo cual el resultado seria inmediato.

Si f(E) N (c,u) = (), analicemos los casos posibles.

CASO 1: Supongamos que u < sup f(E) Sea d € f(E) tal que
u<d<supf(E) y (c,d) esun intervalo complementario y acotado de f(E).
Por el Lema 2.2 sabemos que d € f(E), y tomando f(e) = d es suficiente.

f(le)

cl u d su1lo f(E)

CASO 2: Supongamos que u = sup f(E), como f(E)N (c,u) = @ tenemos
f (E) N (c,u) =0, asi (c,u) es un intervalo complementario y acotado de f(E).

Por el Lema 2.2 sabemos que u € f(E), y tomando f(e) = u es suficiente.

f(le)

c u=sup f(E)

|
Lema 2.6 Sean ¢ € f(E) y u€R con inf f(E) < u < u < c. Entonces existe un
eeBoonfle)<c y {tef(B):t>]le)}C{tef(B):t>u}
Demostracién: F(E) N (u,¢) # 0, es claro que existe e € E tal que

con lo cual el resultado seria inmediato.

fle) € f(E) N (u, )
Si f(E)N (u,c) =0, analicemos los casos posibles.

CASQO 1: Supongamos que inf f(E) <uysead € f(E) tal que inf f(E) <d<uy
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(d,c) esun intervalo complementario y acotado de f(F). Por el Lema 2.2 sabemos

que d € f(F) y tomando f(e) =d es suficiente.

CASO 2: Supongamos que u = inf f(E), como f(E) N (u,c) = @ tenemos

f(E)N (u,¢) =0, asi (u,c) es un intervalo complementario y acotado de f(FE).

Por el Lema 2.2 sabemos que u € f(F) y tomando f(e) = u es suficiente.

El proximo Lema es la clave de la demostracién del Teorema.

Lema 2.7 Sea (E,<g) wun conjunto numerable y linealmente ordenado, y

f:(E,<g) — (f(E),<) el isomorfismo de orden construido en el Lema 2.1.

Entonces TO(<fq)) = Trpy-

Demostracién: Por la proposicién 1.7 es claro que TO(< f(T)) C 7 Sélo

(@)
nos restaria por probar que ’Z}V(T) CTO(< Jf;(T)).

Sea a € Q. Debemos probar que

(—00,a)o N f(T) € TO(<f5qp)) v (a,4+00)g N f(T) € TO(<f))-

Primero demostraremos que (—o0,a)gNf(T) € TO(<f) y esto es equivalente a

probar que Ve € (—00,a)gN F(T) U € TO(<fr)) |c€UC (—00,a)gN ]?(T)] :

En efecto, sea ¢ € (—o00,a)g N f(T'), y analicemos los casos posibles:
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CASO 1: Si a < sup f(T), es claro que ¢ < a < sup f(T). Aplicando el

Lema 2.5 con u = a sabemos que existe un e € T tal que f(e) >c y

{te f(T):t< fle)} S{te f(T):t< fle)} C{te f(T):t<a},

de aqui es claro que

{tef(M):t<fle)y S{tef(T):t<aj,

es decir;

(—o0, f(e))f(T) C (—00,a)g N J?(T>7

y tomando U = (=00, f(€)) ), es claro que

UeTO(<jqy) v c€UC (—o0,a)gN f(T).

CASO 2: Si sup f(T) < a, es claro que ¢ <sup f(T) < a.

i) Si ¢ < sup f(T), aplicando el Lema 2.5 con w = sup f(T"), sabemos que

existe un e € T tal que f(e)>c y

it < fle)} C{t e f(T):t <supf(T)},

fte f(T):t<fle)} Cftef(T

~—

de aqui es claro que

{te f(T):t<fle)} S{t e f(T):t <supf(T)},

es decir;
(=00, f(€)) gy € (—00,5up F(T))o N f(T). (2.1)

Por otro lado, como sup f(7T") < a es claro que (—oo,sup f(7'))g C (—00,a)g,

por lo tanto

(—o0,sup f(T))o N f(T) € (=00, a)q N f(T). (2.2)
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Luego, por (2.1) y (2.2) obtenemos:

(_007 f(‘e))f(T) - (_OO’ a)@ n f(T)

y tomando U = (—o0, f(€)) 5 es claro que

UeTO(<jqy) v c€UC (—o0,a)gN f(T).

i) Si ¢ = supf(T), es claro que sup f(T) € f(T). Luego tomando

U = (—00,c|fyy tenemos U € TO(<fyp)) v c€U S (—00,a)g N f(T).

Para demostrar que (a,+00)g N (1) e TO(<f(ry), debemos probar que
Ve € (a,+00)g N F(T) U € TO(<zp) [ceug(a,+oo>@mf(:r> v la

demostracién es andloga al caso anterior tomando inf f(7T') en lugar de sup f(7),

invirtiendo las desigualdades y utilizando el Lema 2.6. |

Teorema 2.8 Sea T' un espacio topolégico ordenado. Entonces son equivalentes:
i) T es numerable,
i) eziste una inmersion topoldgica de T en Q que preserva el orden,
iiit) T es homeomorfo a un subespacio de Q,
iv) T es orden isomorfo a un subconjunto de Q.

Demostracién: Primero observemos que i) = 4ii) = i) son inmediatas, por
lo tanto para cerrar este ciclo sélo nos faltaria demostrar i) = 7).

Por otro lado observemos que i) = iv) = i) son inmediatas, por lo tanto para
cerrar este ciclo y asi demostrar todas las equivalencias del teorema solo nos fal-

taria demostrar i) = 7).
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En efecto, sea f : (T, <7) — (f(T), <) la funcién de la construccién hecha en
el Lema 2.1 (con 7 en lugar de FE). Por la Proposicion 1.12 tenemos
f(T, TO(<r)) — (f(T),TO(< 7(ry)) s un homeomorfismo que preserva el
orden y usando el Lema 2.7 tenemos que [ : (T,TO(<r)) — (f(T), T5)) es un

homeomorfismo que preserva el orden. ]

Observaciéon 2.9 Observemos que todo este largo trabajo se ha hecho con la
finalidad de conseguir un homeomorfismo f : (T,TO(<r)) — (f(T),’]}(T)) con
el cual hemos logrado alcanzar nuestro objetivo en este capitulo, ya que cualquier
funcion no serviria para tal fin. Por ejemplo, si consideramos el conjunto lineal-
mente ordenado (T,<), donde T = ([0,1)U[2,3)) N Q y < es la relacidn
de orden usual de R. Para la funcion f : (T,TO(<r)) — (T,7r) dada por
f(z) = x es claro por la Proposicion 1.7 que f es una funcion abierta, sin em-
bargo, por el ejemplo 1.9 es claro que f no es una funcion continua, por lo tanto

f mo es un homeomorfismo.




Capitulo

Espacios ordenados segundo

numerables

En este capitulo nuestro objetivo es demostrar que R es universal como
espacio topolédgico ordenado y segundo numerable. Mas precisamente demostraremos

el siguiente teorema:

Teorema: Sea T un espacio topologico ordenado. Entonces son equivalentes:
i) T es seqgundo numerable,
i1) eziste una inmersion topolégica de T en R que preserva el orden,
iti) T es homeomorfo a un subespacio de R,
iv) T es orden isomorfo a un subconjunto de R.

Con el cual alcanzariamos nuestro objetivo en este capitulo.

Para ello, primero daremos algunos resultados que nos serdn de gran utilidad.

24
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Lema 3.1 Sea T un conjunto linealmente ordenado. T' es seqgundo numerable si,
y solo si, T' es separable y existe a lo sumo una cantidad numerable de predecesores

y de sucesores inmediatos en T'.

Demostracion:

(=) Supongamos que T es segundo numerable, entonces por la Proposicién 1.16
sabemos que T es separable. Sea {U,} una base para T,y sean a y b dos
puntos consecutivos en 1" tales que a es predecesor inmediato de b en T. Es
claro que (a,b)r = 0, por lo tanto (—o0,b)r = (—o0, a]r, y de aqui obtenemos que
(—00, a]r es un intervalo abierto en T'. Por lo tanto existe un abierto U, € {U,}
tal que a € U,, C (—o0,alr, de donde es claro que a es el elemento mds grande
de U,,.

Es facil observar que si a’ es otro predecesor inmediato en T y distinto de a,
entonces U,, # Uy, y de este hecho es facil demostrar que la funcién que envia
a cada predecesor inmediato a en U,, es una inyeccion y con ello se demuestra
que existe a lo sumo una cantidad numerable de predecesores inmediatos en 7.
Por un razonamiento analogo se demuestra que existe a lo sumo una cantidad nu-

merable de sucesores inmediatos en 7.

(«<=) Ahora supongamos que T es separable (es decir; T' posee un subconjun-
to denso y numerable D) y que existe a lo sumo una cantidad numerable de
predecesores y sucesores inmediatos en 7. Denotemos por E al conjunto forma-
do por D, también por todos los sucesores y predecesores inmediatos en T, y por

el primer y ultimo elemento de 7' (si existen).
Afirmacion 3.2 La familia numerable de intervalos
B={(e,e')r:e,e € EYU{(e,b)r:e € E}U{[a,,e)r:e€ E}

donde ay es el elemento mds pequerio (si existe) de T y by es el elemento mds

grande (si existe) de T, es una base para T.
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Sean a,b € T. Debemos probar:

i) Yx € (a,b)r (e, &) € B[z € (e,e)r C (a,b)r],
it) Vx € [ag, b)r [ag,e)r € B [z € [ag,e)r C [ag,b)r] ¥y

ZZZ) Vo € (a,bo]T El(e,b()]T eB [ZL‘ € (e,bo]T Q (a7b0]T.

En efecto,

i) Sea x € (a,b)r. Para hallar el punto e analicemos los caso posibles.
CASQO 1: Si (a,z)r # ), sabemos que existe e € E tal que a <r e <r .
CASO 2: Si (a,z)r = (), entonces a,z € E, y en este caso tomamos e = a.
Por un razonamiento andlogo al anterior hallamos el punto e’.

i1) Sea x € [ag,b)p. Si = € (ap, b)r, por i) el resultado es inmediato. Si = = aq
analicemos los caso posibles.

CASO 1: Si (ag,b)r # 0, sabemos que existe e € E tal que ag <7 e <r b,

por lo tanto x € [ag,e)r C [ag, b)r.

CASO 2: Si (ag,b)r = (), entonces ag,b € E, y en este caso tomando e = b

tenemos x € [ag, e)r C [ag, b)r.

i1i) Sea x € (a,by]r. Se demuestra por un razonamiento andlogo al de 7).
|

Lema 3.3 Sea T wun espacio linealmente ordenado vy sequndo numerable.
Entonces existe un isomorfismo de orden g : (T,<r) — (A,<), donde

ACR y < eslarelacion de orden usual de R.

Demostracion: Supongamos que T es un espacio linealmente ordenado y
segundo numerable. Por el Lema 3.1 sabemos que 7T es separable (es decir;
T posee un subconjunto denso y numerable D) y que existe a lo sumo una

cantidad numerable de sucesores y de predecesores inmediatos en T
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Denotemos por FE al conjunto formado por D, también por todos los sucesores
y predecesores inmediatos en T, y por el primer y udltimo elemento de T (si
existen).

Sea f la funcién construida en la demostracion del Lema 2.1.

Para cada x € T\E sea
Ax:{tGEZQZ<Tt} y Bx:{tEEit<TZL‘}.

Observemos lo siguiente:

i) Si x € T\E afirmamos que la distancia entre los conjuntos f(A4,) y f(B:)

es cero. De lo contrario f(A,) tendria infimo d y f(B,) tendria supremo
¢ tales que ¢ < d y (¢c,d)r N f(E) = §. Por lo tanto (c, d) 5 seria
un intervalo complementario de f(E) y por el Lema 2.2 tendriamos que

¢,d € f(F), por lo tanto existirian a,b € T tales que ¢ = f(a) y d= f(b),

y
(CL, b)T NE = (Z) (31)

Es claro que z € (a,b)r.
Afirmacion 3.4 (a,z)r = 0.

La prueba la haremos por reduccion al absurdo.

Supongamos que (a,x)r # 0, entonces existriria ¢ € E tal que t € (a,z)r.
Como (a,z)r C (a,b)r tendrfamos t € (a,b)r, porlo tanto (a,b)rNE # 0,
lo cual junto con (3.1) llegarfamos a una contradiccién. Por lo tanto tiene
que cumplirse (a,x)7 = () con lo cual termina la prueba de la Afirmacién
3.4.

Por ultimo observemos que de la afirmacion anterior es claro que a y x
son puntos consecutivos en T', por lo tanto x € FE con lo cual llegariamos

a una contradiccién pues z € T\ E.
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it) Si x € T\E afirmamos que f(B,) no tiene elemento maximoy f(A,) no

tiene elemento minimo. Pues si ¢ es el maximo elemento de f(B,) ten-
driamos que (f_l(c),x)T = () (pues de lo contrario, si (f_l(c),x);p # ()

necesariamente existiria ¢t € £/ tal que ffl(c) <r t <r z, de donde es claro

que t € B, y ¢ < f(t). Por lo tanto f(t) € f(B;) y ¢ < f(t) con lo

cual llegariamos a una contradiccion pues estamos suponiendo que ¢ es el

maximo elemento de f(B,)). Por lo tanto z seria un sucesor inmediato en

T. Asi x € E con lo cual llegarfamos a una contradiccién pues x € T\ E.

Por otro lado, si suponemos que d es el minimo elemento de f(A,) ten-
driamos que (z, f(d))r = 0 (pues de lo contrario, si (z, f(d))r # 0

necesariamente existiria ¢ € £ tal que =z <pt <p ffl(d), de donde es claro

que t € A, y f(t) < d, por lo tanto f(t) € f(A,) v f(t) < d con lo
cual llegariamos a una contradiccién pues estamos suponiendo que d es el

minimo elemento de f(A;)) y por lo tanto z serfa un sucesor inmediato en

T, asi © € E con lo cual llegarfamos a una contradiccién pues z € T\ E.

Observemos que de i) y i) obtenemos que para todo x € T\E se tiene

sup f(B,) = inf f(Az)

Ahora extenderemos f a una funcion g de T en R de la siguiente manera:

f(x), s z€eFE
g(x) =

inf f(A,), si xe€T\E

Afirmacion 3.5 ¢ es una funcion que preserva el orden de T en R.

En efecto, sean z,y € T tales que x <7y y analicemos los casos posibles.

CASO 1: Si z,y € E, como f es una funcién que preserva el orden se tiene

que g(z) = f(z) < f(y) = g(y).
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CASO 2: Si z € E y y € T\E. En este caso es claro que (x,y)r # 0 ( pues en
caso contrario x y ¥y serian puntos consecutivos, por lo tanto y € E con lo cual
llegarfamos a una contradiccién). Por lo tanto existe t € E tal que t € (x,y)r,

es decir x <y t <p y. De aqui es claro que t € B, y f(z) < f(t), por lo

tanto fN(t) € f(ByN) y flz) < f(t). Asi f(z) < f(t) < sup f(By), es decir;

g(x) = f(x) <sup f(By) = g(y).
De forma andloga se demuestra que g(z) < g(y) si x € T\E y y € E.

CASO 3: Si x,y € T\FE. En este caso es claro que (x,y)r # 0 ( pues en caso
contrario x y y serian puntos consecutivos, por lo tanto z,y € E con lo cual
llegariamos a una contradiccién) por lo tanto existe ¢t € E tal que t € (z,y)r, es
decir z <pt <pyy por ii) tenemos g(z) < g(t) < g(y), con lo cual termina la
prueba de la Afirmacion 3.5.
Por ultimo es facil observar que la funciéon g : (T, <r) — (g(T), <) es un iso-
morfismo de orden.

|

Lema 3.6 Sea T wun espacio linealmente ordenado y sequndo numerable, y sea

g: (T, <r) — (9(T),<) el isomorfismo de orden de la funcion construida en el

Lema 5.5. Entonces
i) TO(<gr)) = Tgr)

ii) Para todo ¢ € g(T) y todo a € R con ¢ < a, existe e € T con ¢ < g(e)
tal que

(—o0,g(€))gr) € (—o0,a)r NG(T).

iii) Para todo ¢ € g(T) y todo a € R con a < c, eviste e €T con g(e) < c
tal que
(g9(e), +o0)gr) € (a,+o0)r N g(T).
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Demostracion:

i) Por la proposicion 1.7 es claro que T'O(<g(r)) € Tgr). S6lo nos restaria por
probar que Ty € TO(<g1)).
Sea a € R. Debemos probar que

(—00,a)2 NG(T) € TO(<gry) ¥ (a,+00)z NG(T) € TO(<yn).

Primero demostraremos que (—o00,a)r Ng(T") € TO(<gr)) vy estoes equivalente
a probar que Ve € (—o0,a)rNg(T) U € TO(<g1)) [c €U C (—00,a)r Ng(T)].
En efecto, sea ¢ € (—o0,a)r Ng(T).

Afirmacién 3.7 Si c € g(T), entonces ¢ € f(E).

a) Si ¢ = g(y) con y € F tenemos ¢ = g(y) = fv(y), por lo tanto
¢ € f(E), con lo cual concluimos que ¢ € f(E).

b) Si ¢ =g(y) con y € T\E tenemos ¢ = g(y) = sup f(By). Por otro
lado, como B, C E tenemos f( y) C F(E), por lo tanto f(By) -
f(E), por lo tanto c € f( ) C f(E) con lo cual termina la prueba de

la Afirmacién 3.7.

Ahora analicemos los casos posibles.

CASO 1: Si a < sup f(E).
Es claro que ¢ < a <sup f(E) Como c¢,a € R y a # ¢ sabemos que existe
beR tal que ¢ < b < a < sup fv(E) y aplicando el Lema 2.5 con u = b

sabemos que existe un e € F tal que ¢ < f(e) y

{te J(B):t<fle)y C{te f(B):t<fle)} C{te f(B):t<bl,

de aqui es claro que

{te f(B):t< fle)y C{te f(E):t<b} (3.2)




Capitulo 3. Espacios ordenados segundo numerables

31

es decir;

(=00, f(€)) f) € (—00,b)r N f(E).

Afirmacién 3.8 {t € §(T) : t < f(e)} C {t € §(T)
(=00, f(e) Jaer) € (=00, bz NG(T).

(3.3)

:t < b}, es decir;

En efecto, sea t € (—oo, f(e e))g(r), entonces tenemos t € g(T) y t < fle).

a) Si t=3(y) con y € E tenemos f(y) =gly) =t < fle) yde (3.2)
obtenemos que ¢ < b, luego como t € g(T') tenemos t € (—o0,blr N

9(T).
b) Si t = g(y) con y € T\FE tenemos sup f(By)

= Gly) =t < fle),

por lo tanto , para todo s € f( By,) es claro que s < f(e), ast

f(By) C (-0 fe ) )7 ¥ de (3.3) obtenemos f(B

y) € (—o0,b)r N

f(E), de aqui es claro que t = sup f( B,) < b, luego, como t € g(T)

tenemos t € (—oo,bjg Ng(T'), con lo cual termina la prueba de la Afir-

macién 3.8.

Por dltimo, como b < a tenemos (—oo,blg Ng(T) C (—oo0,a)r Ng(T) ¥y

por la afirmacién 3.8 es claro que

(=00, f(e) )gir) € (—o00,a)x NG(T)

y tomando U = (—oo, f(e e) )g(r), tenemos

Uue TO(<§(T)) y celUC (-OO,(I)R ﬂg(T)

CASO 2: Si sup f(E) < a.

Por la afirmacién 3.7 es claro que ¢ < sup f(E) < a.

a) Si ¢ < sup f(E) aplicando el Lema 2.5 con u = sup f(E) sabemos
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que existe un e € E tal que ¢ < f(e) y

{te f(E):t<fle)}y C{te f(E):t<supf(E)}

Afirmacién 3.9 {teﬁ( )it < fle)y C{teg(T):t <supf(E)}, es
decir; (o0, f(€) )gr) € (=00, sup f(E))= N G(T).

Es claro que ésta contencion es inmediata.

Por tltimo, como sup f(E) < a tenemos

(o0, sup f(E))r NG(T) S (~00,a)z NG(T)

y por la afirmaciéon 3.9 es claro que

(00, f(€) )gr) € (00, a)e NG(T)

y tomando U = (—oo, f(e) )g(r), tenemos

UcTO(<zr) v ceU C (—o0,a)rNg(T).

b) Si c=sup f(E).
Primero observemos que f(E) = §(E) C §(T), por lo tanto tenemos

sup F(E) < sup(T), (3.4)

Ahora denotemos por CSf(E) al conjunto de todas las cotas superi-

ores de f(E) y CSq(T) al conjunto de todas las cotas superiores de
9(T).

Afirmacién 3.10 CSf(E) C CS§(T).

Sea d € CSf(E). Debemos probar que d € CSG(T) y esto es equiva-
lente a demostrar que g(z) <d VzeT.

En efecto, sea x € T' y analicemos los casos posibles
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b.1) Si z € E tenemos que g(x) = f(z) ycomo d € CSf(E) es claro

que g(z) = f(z) <d.
b2) Si z € T\E. Como B, C E es claro que f(B,) C f(E), por lo

tanto sup f(B,) C sup f(F) y como d € CSf(E) es claro que

g(z) = sup f(B;) < sup f(F) < d, con lo cual termina la prueba
de la Afirmacion 3.10.

De la afirmacién 3.10 obtenemos que

supF(T) < sup F(E). (3.5)
Por tltimo, de (3.4) y (3.5) obtenemos que ¢ = sup§(T) = sup f(E)

y como c € g(T) tomando U = (—o0,c| 1) tenemos
UeTO(<gr) y celU C(—o0,a)rNg(T).

Para demostrar que (a,+oo)r N g(T) € TO(<gr)), debemos probar que
Ve € (a,4+o0)rg Ng(T) U € TO(<zr1)) [c€U C (a,+o0)rNg(T)] vy la

demostracién es andloga al caso anterior tomando inf f(E) en lugar de

sup f(F), invirtiendo las desigualdades y utilizando el Lema 2.6.

i1) La demostracién aparece de forma implicita en la demostracién de i), con-

siderando que g(e) = f(e) para todo e € E.

i1i) Se demuestra por un razonamiento analogo al de 7).
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Teorema 3.11 Sea T un espacio topologico ordenado. Entonces son equivalentes:
i) T es sequndo numerable,
it) eziste una inmersion topoldgica de T en R que preserva el orden,
i11) T es homeomorfo a un subespacio de R,
iv) T es orden isomorfo a un subconjunto de R.

Demostracién: Primero observemos que i) = #ii) = i) son inmediatas, por
lo tanto para cerrar este ciclo sélo nos faltaria demostrar i) = 7).

Por otro lado observemos que i) = iv) = i) son inmediatas, por lo tanto
para cerrar este ciclo y asi demostrar todas las equivalencias del teorema sélo nos

faltarfa demostrar i) = ).

En efecto, sea ¢ : (T, <r) — (9(7),<) la funcién construida en el Lema
3.3. Por la Proposicion 1.12 tenemos g : (T,70(<r)) — (9(T),TO(<gr)))
es un homeomorfismo que preserva el orden y usando el Lema 3.6 tenemos que
g: (I, TO(<r)) — (9(T'), Tzr)) es un homeomorfismo que preserva el orden.

[

Observacién 3.12 Por ultimo observemos que el Teorema 3.11 nos dice que todo
conjunto ordenado y sequndo numerable es homeomorfo a un subespacio de R,
sin embargo no todos los subespacios de R son ordenados y el siguiente ejemplo

tlustrara este hecho.

Ejemplo 3.13 Consideremos el conjunto Z = {—1}U(0,1) C R. Demostraremos
que no existe mingun orden lineal sobre Z cuya topologia del orden sea igual a
la topologia del subespacio de Z. La demostracion la haremos por reduccion al
absurdo.

Supongamos que < es un orden lineal sobre Z tal que TO(<z) = 7z, donde T
es la topologia usual de R (para esta demostracion, la relacion de los intervalos

con sub-indice Z se refiere a la relacion del nuevo orden <).
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Observemos que M = Z\{—1} es conexo respecto a Tz, por lo tanto M es

conexo respecto a TO(<z) (pues TO(<z) =1z).

Afirmacién 3.14 Vz € M(z < —1) ¢ Vz€ M(—1< z).

En efecto, pues en caso contrario, es decir; si existieran zy,zo € M tales que
21 = —1 < 29 se tendria que (—oo,—1)z y (—1,4+00)z separarian a M, es de-
cir; M seria un conjunto disconexo con lo cual llegariamos a una contradiccion
(pues M es conexo) y asi termina la prueba de la Afirmacion 3.14.

Ahora analicemos los casos posibles.

CASO 1: Supongamos que M < {—1}, es decir; —1 = méx(Z, <).

Primero observemos que {—1} es abierto con respecto a Tz ( pues
{-1} = (-3,-9)NZ € 74) y como 7, = TO(<z) tenemos que
{=1} € TO(=<z), es decir; {—1} es abierto con respecto a TO(<z), por lo tanto
sabemos que existe un p € M tal que (p,—1]z = {—1} € TO(<z) y de aqui es
claro que (p,—1)z =0, por lo tanto p = max(M, <).

Observemos que si quitamos wun punto de un intervalo abierto de (R,T)
obtenemos dos intervalos abiertos no wvacios y disjuntos de (R,T), y recorde-
mos que todo intervalo abierto de (R,T) es conexo, por lo tanto tenemos que
0, )\{p} = M\{p} = AU B, donde A y B son dos intervalos abiertos no

vacios, disjunto y conexos de (R,T).

Afirmacién 3.15 A< B ¢ B < A.

En efecto, pues de lo contrario, es decir; si existieran ay,ao € A y b € B tales
que ay < b < as, de aqui se tendria que (—o00,b)z y (b,+00)z separarian a A,
es decir; A seria un conjunto disconexo con lo cual llegariamos a una contradiccion
(pues A es un conjunto conezxo). De forma andlogo llegariamos a una contradic-
cion si suponemos que ezisten by,by € By a € A tales que by < a < by con lo

cual terminaria la prueba de la Afirmacion 3.15.
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Ahora supongamos que A < B, entonces para todo b € B es claro que
(b,p)z C B. Por otro lado tenemos que (b,—1)z = (b,plz (pues (p,—1)z =10 ),
por lo tanto (b,plz es abierto y como {p} UB = (b,p]z U B tenemos {p}U B
es abierto en M, y como M = ({p} UB)UA es claro que {{p}UB, A} separan
a M, por lo tanto M es un conjunto disconexo con lo cual llegariamos a un

contradiccion pues M es un conjunto conezo.

Andlogamente, si suponemos que B < A, entonces para todo a € A es claro que
(a,p)z € A. Por otro lado tenemos que (a,—1)z = (a,ply (pues (p,—1)z =10 ),
por lo tanto (a,plz es abierto y como {p} UA = (a,p]zUA tenemos {p} UA
es abierto en M, y como M = ({p} UA)UB es claro que {{p}UA, B} separan
a M, por lo tanto M es un conjunto disconexo con lo cual llegariamos a un

contradiccion pues M es un conjunto conezo.

CASQ 2: Supongamos que {—1} < M, es decir; —1 = min(Z, <).
Por un razonamiento andlogo al del caso 1 llegaremos a una contradiccion con lo

cual terminaria la prueba en este ejemplo.




Capitulo

Espacios ordenados separables

En el producto cartesiano R x {0,1} consideremos el orden lexicografico y
denotemos por Ry al espacio topoldgico ordenado resultante. En este capitu-
lo nuestro objetivo es demostrar que Ry es universal como espacio topolégico
ordenado y separable en el que cada elemento tiene un sucesor o un predecesor

inmediato. Para tal fin demostraremos es siguiente Teorema:

Teorema: Sea (T,7T0(<r)) un espacio topoldgico ordenado. Entonces son

equivalentes:
i) (T,TO(<r)) es separable,

i1) eziste una inmersion topologica h de (T,TO*(<r)) en Ry que preserva

el orden,
iti) (T, TO*(<r)) es homeomorfo a un subespacio de Ry,
w) (T, TO(<r)) es orden isomorfo a un subconjunto de Ry,
v) (T, TO*(<r)) es separable.

Y como consecuencia inmediata del Teorema anterior obtenemos es siguiente

resultado:

37
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Corolario: Sea (T,TO(<r)) wun espacio topoldgico ordenado en el que cada
elemento tiene un sucesor o un predecesor inmediato. Entonces (T,TO(<r)) es

separable si, y solo si, (T,TO(<r)) es homeomorfo a un subespacio de Ry.
Con el cual alcanzariamos nuestro objetivo en este Capitulo.

La idea de la construcciéon de la inmersion topolégica h es usar un subconjunto
S de T tal que la topoldgia de S sea segundo numerable, de tal forma que po-
damos usar el Teorema 3.11 y hallar una inmersién topoldgica g de S en R que
preserva el orden. Luego, para todo x € S definimos h(x) = (g(z),0) € Rx{0,1}
y finalmente veremos que h puede ser extendida a todo T con las propiedades
requeridas.

Ahora comenzaremos a demostrar los Lemas preliminares necesarios.

Lema 4.1 Sea S un subconjunto de Ry. Entonces el espacio ordenado (S, TO(<gs))

es separable y el subespacio (S,7g) también es separable.

Demostracion:

Si demostramos que (S5,7g) es separable, autométicamente obtenemos que
(S,TO(<g)) también lo es, pues TO(<g) C 7Ts.

Para demostrar que (S,7g) es separable debemos probar que S posee un subcon-
junto denso y numerable, es decir; debemos probar que S posee un subconjunto
numerable D tal que paratodo (z,y)s # 0 con x,y € S setiene (x,y)sND # (.
Para todo 11,73 € Q con r; < ry seleccionemos un punto (que denotaremos por

P, ,) en el intervalo ((rq,0),(r2,0))s ( siexiste ). Denotemos por
P = {PTM"Q e € Qo < T2}7

J={a€eR: (a,0) € S esun punto aislado en S por la izquierda
0

(a,1) € S es un punto aislado en S por la derecha}.

Sea D al conjunto formado por P, también por todos los puntos de la forma
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(a,i), donde 7 € {0,1} y a € J y, por el méximo y el minimo elemento de S
(si existen).

Primero demostraremos que D es un conjunto numerable. Es claro que P es
un conjunto numerable. Por lo tanto, s6lo nos restaria por demostrar que J es
un conjunto numerable. La demostracién la haremos por reduccion al absurdo.

Supongamos que J no es numerable. Denotemos por
B ={a € J: aespunto de acumulacién de J}.

Afirmacién 4.2 B es no numerable.

La prueba la haremos por reduccion al absurdo. Supongamos que B es numerable.
Observemos que todo punto en el conjunto J\B es un punto aislado. Por lo tanto
para todo a € J\B existirian r,, s, € Q tal que (r4,s.)r = {a}.

Denotemos por

I ={(ra,5a)r : TarSa €Q A (ra,54)r = {a}},

de donde es claro que [ es un conjunto numerable.

Ahora si consideremos la funcion ¢ : J\B — I dada por ¢(a) = (74, Sq)r-
Es facil verificar que ¢ es una funcién biyectiva, con lo cual llegariamos a una
contradiccion pues es claro que ¢ es una funciéon que tiene como dominio un
conjunto no numerable y como rango un conjunto numerable. Asi termina la prueba
de la Afirmacion 4.2.

Ahora denotemos por B; al conjunto de todos los puntos de acumulacién por
izquierda contenidos en B y B, al conjunto de todos los puntos de acumulacién

por derecha contenidos en B. Es claro que B = B; U B,.

Afirmacién 4.3 B; N By # 0.

La prueba la haremos por reduccién al absurdo. Supongamos que B; N By = 0.
Como B es no numerable sabemos que B; 6 B; es no numerable. Sin perdida

de generalidad supongamos que B; es no numerable.
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Observemos que todo a € B; es punto de acumulacién por la izquierda y no por
la derecha. Por la tanto, para todo a € B; existe 0, > 0 tal que (a,a+d,)r = 0.
Por otro lado es claro que para todo § > 0 se tiene (a — ,a)r # 0. De estos
dos hechos se sigue que para todo a € B; existe 3, > 0 tal que los intervalos

(a — Ba,a)r # 0 son disjuntos dos a dos. Denotemos por
A={(a—Lfus,a)r: a € B; N (a— Ba,a)r # 0 son disjuntos dos a dos}.

Por otro lado (como @ es denso en R) para todo (a — f3,,a)r € A tomemos un

tnico 7, € Q tal que 7, € (a — (4, a)r. Denotemos por

I:{Tai Tae(@ A T’aE(a—ﬁa,(l)R}

Es claro que I es un conjunto numerable y que A es un conjunto no numerable.
Ahora si consideremos la funciéon ¢ : A — I dada por ¢[(a — B,,a)r] = 7.
Es facil verificar que ¢ es una funcién biyectiva, con lo cual llegariamos a una
contradiccion pues es claro que ¢ es una funcién que tiene como dominio un con-
junto no numerable y como rango un conjunto numerable. Asi termina la prueba
de la Afirmacion 4.3.

Para finalizar observemos que de las afirmaciones 4.2 y 4.3 tenemos que existe
a € B tal que a € B; N By, es decir; existe un punto a de acumulacion por la
izquierda y por derecha contenido en B, con lo cual llegariamos a una contradic-

cién pues dicho elemento no puede estar en J. Asi concluimos que J es numerable.

Por dtimo veamos que D es denso en S. Sean z,y € S C Ry con = <jep ¥y
tal que (z,y)s # (). Analizaremos sélo uno de los casos posibles y el resto de los
casos se analizan de forma andaloga.

Si x = (x1,0) v y = (y1,1). Como = <, y es claro que z; < y, sin embargo
no es posible que z; = y; pues en caso contrario se tendrfa que (z,y)s =0 lo
cual junto con la hipdtesis llegariamos a una contradiccién. Por lo tanto tiene que

cumplirse que z7 < y;. Graficamente tenemos:
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(1,1) y=(y1,1)
Rx {1} —F )
R x {0} ¢ ]
Tr = (.131,0) (y170)

Observemos que:

i) Si (z,y)s\{(71,1),(y1,0)} # 0.

Tomemos x1 <11 <71y <y con 11,79 € Q. En este caso sabemos que existe
PT177"2 S g D tal que PTlﬂ"2 S ((T170)7 <T270>)S g (‘Tuy>5'-

”) Si (x7y>5' = {(xla 1)7 <y170)}
En este caso es claro que (x1,1),(y1,0) € J C D.

Lema 4.4 Sea (T,<r) wun espacio linealmente ordenado y separable. Entonces
existe un isomorfismo de orden h : (T, <) — (A, <jez), donde A CR x {0,1}

Y <iex €S la relacion de orden lexicogrdfico sobre R x {0,1}.

Demostracién: Sea (7,<r) un espacio linealmente ordenado y separable.

Denotemos por Ey a un subconjunto denso y numerable de T'. Sea

E={ ze€T:x¢€ E)oxesun sucesor inmediato o un predecesor inmediato

de un elemento de Ej }.

Es claro que E es un subconjunto denso y numerable de T'. Sea
Ty = {t € T : t tiene un predecesor inmediato pero no un sucesor inmediato en 7'}

y T2 = T\Tl
Primero veamos algunas afirmaciones que nos seran de gran utilidad para la de-

mostraciéon de Lema.
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Afirmacion 4.5 Si (v,y)r=0 y v €T, y € E. Entonces x € E.

En efecto, analicemos los casos posibles:

i)

i)

Si y € E\Fy.
Observemos que bajo estas hipdtesis no puede existir ¢t € Ey tal que
(y,t)r = 0, pues en caos contrario se tendria que (x,t)r = {y}. Gréfica-

mente tendriamos:

Como (z,t)r #0 y FEy esun conjunto denso en T, existe e € Ey tal que
e € (z,t)7 = {y}. De aqui es claro que e = y. Por lo tanto y € E; con lo
cual llegarfamos a una contradiccién pues y € E\ Ep.

Por lo tanto tienen que cumplirse que existe t € Ey tal que (t,y)r = 0.
De este hecho, necesariamente tiene que cumplirse que t = z, pues en caso

contrario se tendria x <rt 6 t < .

i.1) Si x <pt,como t <ry setendria (z,y)r # 0 con lo cual, junto con

la hipétesis llegariamos a una contradiccion.

i.2) Si t <px,como z <y setendria (¢,y)r # 0 con lo cual llegariamos

a una contradiccién pues (t,y)r = 0.

Asi concluimos que =z =t € Fy C F.

Si Y € E().
Por hipétesis tenemos (z,y)7 =0 y como y € Fy es claro que x € E.

Con lo cual termina la prueba de la Afirmacién 4.5.
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Afirmacion 4.6 Si ye T'NE, x €T y (z,y)r =0. Entonces z € ToNE.

En efecto, como (x,y)r =0 y y € E, por la afirmacién 4.5 tenemos z € E. Por
otra parte, como (z,y)r =0 es claro que x € Ty. Asf concluimos que = € ToNE,
con lo cual termina la prueba de la Afirmacion 4.6.

A continuacién demostraremos que 75 es un espacio segundo numerable. Para
ello, por el Lema 3.1 basta probar que 75 es un espacio separable y que existe a
lo sumo una cantidad numerable de sucesores y de predecesores inmediatos en T5.
Primero demostraremos que 75 es separable y esto es equivalente a demostrar
que T, posee un subconjunto denso y numerable.

Denotemos por S =T, NE y
A ={(u,w)r, s u,w € Ty, (u,w)r, #0 A (u,w)r, NS = 0}.

De cada intervalo de A tomemos un elemento y se lo anadimos al conjunto S.
También anadiremos el primer y el itimo elemento de T, (si existen). Denotemos
por D al conjunto resultante.

Primero demostraremos que D es un conjunto denso en 7T5. En efecto, sean
u,w € Ty tales que (u,w)y, # (. De aqui es claro que (u,w)r # (0 y como
E es un conjunto denso y numerable en T sabemos que existe e € E tal que

e € (u,w)7. Ahora analicemos los casos posibles.

CASO 1: Si e € Ts.
Como u<re<rw y e €Ty esclaro que e € (u,w)r,. Luego, como e € S es
claro que (u,w)p, NS # (). Por lo tanto (u,w)z, N D # (.

CASO 2: Si e e T.
En este caso es posible que (u,w)p, NS = ). Sin embargo, sabemos que existe
z€D y z€ (u,w)p,, es decir; (u,w)r, N D # 0.

Ahora demostraremos que D es un conjunto numerable. Como S es un con-

junto numerable, basta demostrar que A es un conjunto numerable. Para ello,
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primero veamos el siguiente resultado.

Afirmaciéon 4.7 Si (u,w)r, NS =10, entonces u € S.

La prueba la haremos por reduccién al absurdo. Supongamos que u ¢ S. Como
(u,w)r, # 0 tenemos que (u,w)r # 0. Por lo tanto sabemos que existe e € E
tal que e € (u,w)r. En este caso es claro que e € Ty pues en caso contrario, por
el mismo razonamiento hecho en el Caso 1 llegariamos a una contradiccién con la
hipdtesis. Por lo tanto e € T;. De este hecho se sigue que existe t € T tal que

(t,e)r = (). Ademads es claro que t € Ty. Graficamente tendriamos:

Es claro que t € [u,w)r,. Por otro lado, como e € Ty N E y (t,e)r =0, por la
afirmacion 4.6 tenemos t € S y como u & S es claro que t # u. De este hecho
se sigue que t € (u,w)r,. Por lo tanto t € (u,w)p, NS con lo cual junto con
la hipétesis llegariamos a una contradiccién. Por lo tanto tiene que cumplirse que

u € S, con lo cual termina la prueba de la Afirmacién 4.7.

Afirmacion 4.8 FEl conjunto
A={(u,w), :u,w € Ty, (u,w)p, Z0 A (u,w)r, NS =0}

es numerable.

Para demostrar que A es numerable, basta demostrar que la funcién que envia
a cada intervalo (u,w);, € A en u € S es inyectiva y esto es equivalente
a demostrar que para todo v € S y (u,w)p,(u,w)r, € A se tiene
(u, w)p, = (u, W)r,.

La prueba la haremos por reduccion al absurdo.

Sean uw € S y (u,w)r, (u,w)y, € A. Supongamos que (u,w)p, # (u,w')y, y sin

perdida de generalidad supongamos que w <p w'. Graficamente tendriamos:




Capitulo 4. Espacios ordenados separables

Como (w,w' )y, C (u,w')r, v (u,w)r, NS =0 tenemos (w,w')y, NS =0 y por
la afirmacién 4.7 tendriamos w € S. Luego, como w € (u,w’)y, tendriamos que
(u,w")r,NS # B lo cual junto con la hipdtesis llegarfamos a una contradiccién. Por
un razonamiento analogo al anterior llegariamos a una contradiccion si suponemos

ue w' <7 w, con lo cual terminaria la prueba de la afirmacién 4.8.
9

Ahora demostraremos que existe a lo sumo una cantidad numerable de sucesores
y de predecesores inmediatos en T5.

Sean u,w € Ty tal que (u,w)r, = 0. Es facil demostrar que en Ty, w es el tnico
sucesor inmediato de w. Por lo tanto demostrando que existe a lo sumo una can-
tidad numerable de predecesores inmediatos en 715, automaticamente estariamos
demostrando que que existe a lo sumo una cantidad numerable de sucesores in-

mediatos en T5,. En efecto, analicemos los caso posibles:

CASO I: Si (u,w)r=0.

Como (u,w)r =0, para que w € Ty, debe existir un ¢t € T tal que (w,t)r = 0.
De este hecho es claro que (u,t)r = {w}. Por lo tanto (u,t)r #0 y como E es
un conjunto denso en 7T sabemos que existe e € E tal que e € (u,t)r = {w}.
De aqui es claro que e = w. Por lo tanto w € E.

Por otro lado, como (u,w)r =0 y w € E, por la afirmacién 4.5 tenemos que
ue k.

CASO II: Si (u,w)r # 0.

Como FE es un conjunto denso en 7', sabemos que existe e € E tal que
e € (u,w)r.

Observemos que no es posible que e € T,, pues en caso contrario, como

u<re<rw y e€Ty setendria e € (u,w)s, con lo cual junto con la hipétesis
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llegariamos a una contradiccion. Por lo tanto tiene que cumplirse que e € T;. Por
otro lado, como (u,w)y, = 0 tenemos (u,w)y NS =0 y por la afirmacién 4.7

del caso 2 tenemos que u € S.

Sea ¢ : (Ty, <r) — (¢(T»), <) la funcién construida en la demostracién de Lema

3.3. Extenderemos ¢ a una funcion h de T en Ry de la siguiente manera:

(g(x),0), s zeTy
h(z) =
(g(t)a 1) ) SIS Tl y (t, CC)T = @

Afirmacién 4.9 h es una funcion que preserva el orden de (T, <7) en (Ro, <jez)-

En efecto, sea x,y € T' tales que = <7 y. Analicemos los caso posibles:

i) Si x,y € Ty es claro que g(z) < g(y). Por lo tanto
h(z) = (§(2),0) <iex (9(y),0) = h(y).

i) Si z,y € T). En este caso sabemos que existen ti,to € T tales que

(ti,z)r =0 y (t2,y)r = 0. Gréficamente tenemos:

de donde es claro que t; <r x <r ty <r y. Por lo tanto t; <7 t3 y como

t1,te € Ty es claro que ¢(t1) < g(t2). Por lo tanto
h(z) = (9(t1), 1) <iex (9(t2),1) = h(y).

iti) Si x € Ty y y € Ti. En este caso sabemos que existe t € Ty tal que

(t,y)r = 0. Graficamente tenemos:
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De aqui es claro que = <p t y como z,t € To tenemos g(z) < g(t). De

este hecho se sigue que
h(z) = (9(2),0) <iex (G(t), 1) = h(y).

iv) Si y € Ty y = € Ti. En este caso sabemos que existe ¢t € Ty tal que

(t,x)7 = 0. Gréficamente tenemos:

De aqui es claro que t <7y y como t,y € Ty tenemos ¢(t) < g(y). De este
hecho se sigue que

M) = (9(t),1) <iex (9(y),0) = h(y).

Por ultimo es facil observar que la funcién h : (T, <r) — (h(T), <iez) es un

isomorfismo de orden. [ |

Lema 4.10 Sea T, un espacio linealmente ordenado y sequndo numerable, y sea
g (Ty,<p,) — (9(Ts), <) el isomorfismo de orden de la funcion construida en
el Lema 3.3y h:(T,<r) — (h(T), <jez) el isomorfismo de orden de la funcidn

construida en el Lema 4.4. Entonces

i) Para todo v € R y todo y € Ty con g(y) < v existe e € Ty con
g(y) <g(e) tal que

(_007 h(e))h(T) - (_OO’ (U7 0))R0 N h(T)
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ii) Para todo v € R y todo = € Ty con v < g(x) existe e € Ty con
gle) <g(z) tal que

(h(e), +00)nr) € ((v,0), +00)r, NA(T).

Demostracion:

i) Sean v € R y y € Ty tal que g(y) < v. Por la parte ii) del Lema 3.6
sabemos que existe e € Ty tal que g(y) < g(e) y

{9(w) € 9(T2) : g(w) < gle)} € {g(w) € §(T2) : G(w) < v}
y esto es equivalente a decir que
{weTy:g(w) <gle)} C{weTy:gw) <wv}.
De aquf obtenemos
{w e MT) :w <ex (§(€),0)} € {w € W(T) : w <peyr (v,0)},

es decir;
(_007 h(e))h(T) - (—OO, (U7 0))R0 N h(T)

ii) Sean v € R y x € Ty tal que v < g(z). Por la parte iii) del Lema 3.6
sabemos que existe e € Ty tal que g(e) < g(z) y

{9(w) € g(13) : gle) < g(w)} € {g(w) € g(T2) : v < g(w)}
y esto es equivalente a decir que

{fweT:gle) <g(w)} C{weTy:v<g(w)}
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De aqui obtenemos
{we MT):(g(e),0) <jez w} CH{w € M(T) : (v,0) <pe w},

es decir;

(h(e), +00)nr) € ((v,0),+00)r, NA(T).
|

Lema 4.11 Sea T wun espacio topologico linealmente ordenado y separable, y sea
h:(T,<r) — (MT), <iex) el isomorfismo de orden de la funcion construida en

el Lema 4.4.

i) St © €T no tiene predecesor inmediato en T y = no es el mdaximo ni el

minimo elemento en T, entonces
{’LU € h(T) W Ljex h(%)} = (—OO,h($)]h(T) € TO*(<h(T))

it) Si x €T tiene predecesor inmediato y € T pero no tiene sucesor inmediato

en T,y x no es el mdrimo elemento en T, entonces
{we MT): h(z) <jee w} = [h(x), +00)p1y € TO™(<pry)-

i) Si x € T tiene predecesor inmediato y € T y también sucesor inmediato
teT en T, entonces
[h(2)} € TO (<yn).

Demostracion:

i) Observemos que x € T,. Por lo tanto h(x) = (g(x),0). Gréficamente

tenemos:
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R > {1} }

R x {0} .

Como x € T no tiene predecesor inmediato y h es un isomorfismo de orden
tenemos que h(z) tampoco tiene predecesor inmediato. Por lo tanto es claro
que

(=00, h(x)]n(r) € TO™(<nm))-

it1) Como x € Ty sabemos que existe y € Ty tal que (y,z)r = (). Observemos

que h(x)=(9(y),1) v h(y) = (9(y),0). Graficamente tenemos:

Como (h(y), h(z))r, =0 tenemos

[h(), +00)nr) = (M(y), +00)nry € TO*(<n(r))-

i11) En este caso es claro que (y,t)r = {x} y como h es un isomorfismo de

orden tenemos

{h(z)} = (h(y), h(t))ner) € TO* (<ner))-
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Lema 4.12 Sea T un espacio topoldgico linealmente ordenado y separable, y sea
h:(T,<r) — (h(T), <iex) el isomorfismo de orden construido en el Lema 4.4.
Entonces TO*(<nr)) = Tnir).

Demostracion:

Afirmacién 4.13 TO*(<pr)) € Ther)-

Como TO(<pmr)) € Tner), para demostrar esta afirmacion sélo nos faltarfa de-
mostrar que (—o0, h(e)|nr) € Tn(r), para todo h(e) € h(T) sin predecesor in-
mediato en h(T).

En efecto, sea h(e) € h(T') tal que h(e) no tiene predecesor inmediato en h(T).
Como h es un isomorfismo de orden, es facil verificar que e € Ty. Por lo tanto
h(e) = (g(e),0) y (g(e),1) € Ry. Ahora observemos que ((g(e),0), (g(e), 1))r, = 0
y de este hecho es claro que

(=00, h(e)]nr) = (=00, h(e)lr, N A(T) = (=00, (g(e), 1))r, N A(T) € Tnr)
con lo cual termina la prueba de la afirmacion 4.13.
Afirmacién 4.14 T,y C TO*(<p(1)).
Sea a = (v,i), donde i € {0,1} y v € R. Debemos probar que

(=00, a)r, NW(T) € TO* (<pry) vy (a,+00)r, NMT) € TO™(<p(ry).

Primero demostraremos que (—o00, a)r, (1) € TO*(<pr)) v esto es equivalente
a probar Vh(zx) € (—o0,a)r,NA(T) U € TO*(<nry) [M(x) €U C (—00,a)r, NA(T)].

En efecto, sea h(z) € (—o0,a)r, N A(T") y analicemos los caso posibles.

CASO 1: Si x € T no tiene predecesor inmediato en 7'y z no es el maximo

ni el minimo elemento en 7. Graficamente tenemos:
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donde y € T es el sucesor inmediato de x € T" en T.

En este caso tenemos que = € T5. Por lo tanto h(z) = (g(z),0). Como h(x) <je: @

es claro que
{w e MT) :w <pep ()} C{w € h(T) : w <jey a},

es decir;
(=00, h(#)]n(r) € (=00, a)r, N A(T)

y tomando U = (—00, h(x)|x(r), por la parte i) del Lema 4.11 tenemos
UeceTO (<nm) v h(r)eUC (—o0,a)r, NA(T).

CASO 2: Si x € T tiene predecesor inmediato y € T y x no es el maximo

elemento en T'. Analicemos los sub-casos posibles.

i) Si x € T no tiene sucesor inmediato en 7. Graficamente tenemos:

En este caso tenemos = € Ty y y € Ty. Ademéas h(x) = (g(y),1). Como
(9(y), 1) = h(z) <jex a = (v,7) es claro que ¢(y) < v. Luego, por la parte
i) del Lema 4.10 sabemos que existe e € Ty con g(y) < g(e) ( de aqui es
claro que h(z) = (F(). 1) <ies (3(),0) = h(e) ) tal que

(_007 h(e))h(T) C <_007 (U7 0))R0 N h(T)'
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De este hecho se sigue que
h(x) € (_007 h(e))h(T) C (—OO, (Ua O))Ro N h(T) C (—OO, a)Ro N h<T)
y tomando U = (—o0, h(e))nr) tenemos

UeTO (<nm) v h(r)eUC (—o0,a)r, NA(T).

it) Si x € T tiene sucesor inmediato ¢ € T' en T. Graficamente tenemos:

En este caso tenemos z,y € To y t € T. Por lo tanto h(xz) = (g(z),0).

Como h(z) <jer a es claro que
W) € {h(x)} S (=00, a)z, N A(T)
y tomando U = {h(x)}, por la parte iii) del Lema 4.11 tenemos

UecTO (<nm) v h(r)eUC (—o0,a)r, NA(T).

CASO 3: Si z = minT. Graficamente tenemos

Como h(x) <jer a es claro que

{w e h(T) :w <pez h(z)} C{w € W(T) : w <er a},
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es decir;
(=00, h(#)]n(r) € (=00, a)r, N A(T)

Por otro lado, como z = minT y h es un isomorfismo de orden tenemos
h(z) = min h(T'). De este hecho es claro que h(x) no tiene predecesor inmedia-
to. Por lo tanto (—o00,h(z)|nr) € TO*(<pry) y tomando U = (—o0, h(x)|nr)
tenemos

UeTO (<nm) v h(r)eUC (—o0,a)r, NA(T).

CASO 4: Si z = maxT. Graficamente tenemos

Como h(z) <jer a es claro que
{w e h(T):w <je h(2)} C{w € W(T) : w <y a},

es decir;
(=00, h(z)]nr) € (=00, a)r, NA(T)

Por otro lado, como x = max7T y h es un isomorfismo de orden tenemos
h(z) = méaxh(T). Por lo tanto (—oo,h(x)sr)y € TO*(<pr)) y tomando

U = (=00, h(z)]pr) tenemos

UeTO (<nm) v h(r)eUC (—o0,a)r, NA(T).
Ahora demostraremos que (a, +00)r, (1) € TO*(<pr)) ¥ esto es equivalente a
probar Vh(x) € (a,400)r,NA(T) U € TO*(<pry) [M(x) €U C (a,+00)r, N A(T)].

En efecto, sea h(z) € (a,+00)r, Nh(T") y analicemos los caso posibles.

CASO 1: Si x € T no tiene predecesor inmediato en Ty x no es el maximo
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ni el minimo elemento en 7. Graficamente tenemos:
- 0 ° . T
Y
donde y € T es el sucesor inmediato de x € T" en T.
En este caso tenemos que x € Ty. Por lo tanto h(x) = (g(z),0). Como

(v,7) = a <z h(z) = (g(x),0) es claro que v < g(z). Luego, por la parte
i1) del Lema 4.10 sabemos que existe e € Ty con g(e) < g(x) ( de aqui es claro
que h(e) = (g(€),0) <iea (9(),0) = h(x) ) tal que

(h(e), +00)nr) € ((v,0), +00)r, NA(T).
De este hecho se sigue que
h(z) € (h(e), +00)nr) C ((v,0), +00)r, NA(T) C (a, +00)r, NA(T)
y tomando U = (h(e), +00)xr) tenemos
UecTO (<nm) vy h(r)eUC (a,+00)r, NA(T).

CASO 2: Si z € T tiene predecesor inmediato y € T y x no es el maximo

elemento en T'. Analicemos los sub-casos posibles.

i) Si x € T no tiene sucesor inmediato en 7. Graficamente tenemos:

En este caso tenemos x € Tj. Por lo tanto h(x) = (g(y),1). Como

a <jex h(z) es claro que

{w e h(T) : h(z) <jex w} C{w € W(T) : a <tz w},
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es decir;

[h(x), +00)nr) C (a, +00)r, N A(T)

y tomando U = [h(x),+00)ur), por la parte ) del Lema 4.11 tenemos

U e TO*(<h(T)) y h(a:) eUC (CL, +OO)]R0 N h(T)

i1) Si x € T tiene sucesor inmediato t € T' en T. Graficamente tenemos:

En este caso tenemos z,y € Ty y t € T. Por lo tanto h(z) = (g(x),0).

Como a <, h(z) es claro que
h(ZE) S {h<x)} C (a’_’_OO)Ro N h(T)
y tomando U = {h(x)}, por la parte iii) del Lema 4.11 tenemos

UeTO (<nr) v hx)eUC(a,+oo)r, NA(T).

CASO 3: Si z = minT. Graficamente tenemos

Como a <je; h(z) es claro que
{w e h(T) : h(x) <pep w} C{w € W(T) : a <per w},

es decir;
[h(m)’ +Oo)h(T) - (av +OO)R0 N h(T)
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Por otro lado, como z = minT y h es un isomorfismo de orden tenemos
h(z) = minh(T). Por lo tanto [h(z),4+00)pry € TO*(<pr)) y tomando
U = [h(z),400)xr) tenemos

UeTO (<nm) v hax)eUC (a,+oo)r, NA(T).

CASO 4: Si x =maxT.
Primero observemos que como x = max7T y h es un isomorfismo de orden

tenemos h(z) = méxh(T'). Ahora analicemos los sub-caso posibles:

i) Si z €T tiene predecesor inmediato y € T.
Como z =maxT esclaro que x no tiene sucesor inmediato. Graficamente

tenemos:

En este caso tenemos que x € T} y y € Ty, por lo tanto h(z) = (g(y),1) y
h(y) = (g9(y),0). Es claro que (h(y),h(z)pry = {h(z)} y como

h(z) € (a,+00)g, Nh(T) tenemos
(h(y), M(@)]n(ry = {h(2)} € (a, +00)r, N A(T).

Luego, tomando U = (h(y), h(x)|nr) tenemos

UeTO (<nr) v hx)eUC (a,+oo)r, NA(T).

i1) Si x € T no tiene predecesor inmediato. Graficamente tenemos:
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En este caso es claro que z € Ty, por lo tanto h(z) = (g(z),0). Como
(v,7) = a < h(z) = (g(x),0) es claro que v < g(x). Por otro lado
observemos que x = sup{y € T» : y <r x} y como ¢ es un isomorfismo
de orden tenemos g(x) = sup{g(y) € 9(7Tz2) : y < z}. Por lo tanto g(z)
es un punto de acumulacién por izquierda. De este hecho se sigue que existe

y €Ty tal que v < g(y) < g(z). De aqui es claro que
(v,7) <tew (9(%),0) <iew (9(),0),
es decir; a <jer h(Y) <jex h(z). De este hecho es claro que
{w e MT) : h(y) <jez W <jper A(2)} CT{w € W(T) : a <tep w},

es decir;
(h(y), h(@)lnr) € (a, +00)r, N A(T),

y tomando U = (h(y), h(z)]nr) tenemos

UeTO (<nr) v hx)eUC (a,+oo)r, NA(T).

Teorema 4.15 Sea (T,TO(<r)) un espacio topoldgico ordenado. Entonces son

equivalentes:
i) (I,TO(<r)) es separable,

i1) eziste una inmersion topoldgica h de (T,TO*(<r)) en Ry que preserva

el orden,
i) (T, TO*(<r)) es homeomorfo a un subespacio de Ry,
iv) (T, TO(<7)) es orden isomorfo a un subconjunto de Ry,

v) (T, TO*(<r)) es separable.
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Demostracién: Primero observemos que i) = 4ii) = v) = i) son inmediatas,
por lo tanto para cerrar este ciclo sélo nos faltaria demostrar i) = ii).

Por otro lado observemos que i) = iv) = i) son inmediatas, por lo tanto
para cerrar este ciclo y asi demostrar todas las equivalencias del teorema sélo nos

faltaria demostrar i) = ).

En efecto, sea h : (T, <r) — (h(T), <iex) la funcién construida en el Lema
4.4. Por la Proposiciéon 1.13 tenemos h : (T, TO*(<r)) — (h(T),TO*(<gm)))
es un homeomorfismo que preserva el orden y usando el Lema 4.12 tenemos que
g: (I, TO(<r)) — (9(T'), Tn(ry) es un homeomorfismo que preserva el orden.

|

Observemos que si (T,TO(<r)) es un espacio topolégico ordenado en el que
cada elemento tiene un sucesor o un predecesor inmediato es facil verificar que
TO(<r) = TO*(<r), con lo cual obtenemos el siguiente resultado como conse-

cuencia inmediata del Teorema 4.15.

Corolario 4.16 Sea (T,TO(<r)) un espacio topoldgico ordenado en el que cada
elemento tiene un sucesor o un predecesor inmediato. Entonces (T,TO(<r)) es

separable si, y solo si, (T,TO(<r)) es homeomorfo a un subespacio de Ry.
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