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Capitulo 1

Introduccion

Un problema central en nuestra sociedad es el de hacer una eleccién. Méas precisamente,
cémo elegir los mejores candidatos dada una poblacién de individuos que expresan sus
preferencias sobre esos candidatos. El problema es, esencialmente, establecer qué es una
eleccion justa o buena o que satisfaga a la sociedad en su conjunto.

Ese tipo de problemas se ha venido estudiando desde la antigiiedad, ver por ejemplo
[7]. Esta drea de estudio se conoce con el nombre de Teoria del Voto o més generalmente
como Teoria de Eleccién Social.

La Teoria del voto comienza a tener un interés en el mundo de las matematicas en el
siglo de las luces con los trabajos del Marqués de Condorcet y de Charles de Borda. Pero
no es sino a mediados del siglo XX, que el economista Kenneth J. Arrow introduce una
manera axiomética de estudiar los sistemas electorales [1].

Arrow probé que no hay sistemas electorales que satisfagan al mismo tiempo un conjun-
to de postulados que parecen muy razonables. Ese resultado es conocido como el Teorema
de Imposibilidad de Arrow. El cual estudiaremos con detalle en este trabajo.

Uno de nuestros aportes es estudiar espacios de alternativas que tienen cierta estruc-
tura. En particular una distancia. Al mismo tiempo estudiaremos preferencias que vienen
estructuradas. Esa estructuraciéon viene dada por varios parametros, a saber la distancia
y dos funciones de agregacién. Lo que es en realidad el punto de partida para un analisis
fino de preferencias estructuradas que satisfacen el Teorema de Imposibilidad de Arrow.

Nosotros organizamos el trabajo como sigue. En el capitulo 2 presentamos los conceptos
bésicos de la Teoria de Eleccién Social. En el capitulo 3 presentamos la nocién de perfiles

estructurados y probamos el Teorema de Arrow para ese tipo de perfiles. El capitulo 4
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estd dedicado a un anélisis de dos maneras de estructurar perfiles: usando el la funcién de
agregacién min y usando la funciéon suma. Terminamos con unas observaciones y algunas

perspectivas de trabajo.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Teoria de Eleccion Social

La Teoria de Eleccién Social estudia los sistemas o mecanismos para hacer escogencias
colectivas.

El problema general que se quiere modelizar es como un grupo de personas escoge las
mejores alternativas de un grupo de alternativas dado. Asi, los elementos en juego son los
siguientes:

Un grupo de personas conforman al conjunto N = {1,...,n}, que corresponde al con-
junto de wotantes. Este grupo tiene que escoger de un conjunto finito de alternativas que
denotamos por X = {z,y,...}, “la mejor”o “las mejores” (segun sea el caso). Cada indivi-
duo tiene sus preferencias sobre las alternativas. Ahora , el problema mas preciso es el de
hacer una eleccién de manera que se pueda decir que se ha utilizado un método racional,
segun ciertos criterios.

Las preferencias de cada individuo ¢ € N se expresan a través de un preorden total

cuya definicién precisa damos a continuacién.

Definicion 2.1.1 Una relacion =< es un preorden total si:
i) < es refleriva,
ii) < es transitiva, y

ii1) = es total.
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La relacién de preferencia de un individuo trata de modelizar cuando una alternativa
es al menos tan buena como otra; de hecho esta serdla manera de leer esta relaciones. Asi,
la preferencia del individuo i se denota por =; y z =<; y significa que para el individuo i z
es al menos tan buena como y.

Esto tiene sentido, pues dadas dos alternativas, en general, se cree que una de las
alternativas es al menos tan buena como la otra. Es decir, dado el par x,y € X ocurre que
x =%;y 6y =; x; esto es lo que expresa iii) y si x = y es lo que expresa ). La transitividad
expresa la coherencia en las preferencias.

Agruparemos las preferencias de todos los individuos en un vector, que llamamos un
perfil y lo denotamos por u = (=1, =X9,...,=<y). Asi, el conjunto de todos los perfiles que
denotamos por P, es el producto cartesiano, tantas veces como individuos haya en NV, del
conjunto de todos los preordenes totales sobre X.

Es natural pensar que dadas dos alternativas x,y, en ciertas circunstancias,queramos

¢

expresar que “ x es mejor que y”. Entonces tiene sentido la definicién siguiente:

Definicion 2.1.2 Sea < la relacion “al menos tan buena como” definida antes. Definimos

la relacion <, que llamaremos “mejor que”, de la siguiente manera:
a<b<=a=<bAbAa

Las observaciones siguientes son inmediatas excepto la (iv). Una prueba de ella puede

ser hallada en detalle en [3].
i) < es transitiva por la transitividad de =,
ii) < es irreflexiva (directo de la definicién),
ilii) < es asimétrica (directo de la definicién),
iv) < es modular, es decir, 3(£2, <) un orden lineal estricto y una funcién

r: X m—Q

tal que
x<y<=r(r)<r(y)
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Asi, dadas dos alternativas x,y, * <; y expresa que para el individuo ¢ “z es mejor que

Pudiera ocurrir también que, dadas dos alternativas x,y, queramos expresar que es
indiferente una alternativa respecto a la otra, es decir, que nos parecen igual de buenas, o

ninguna mejor que la otra. Para ello tenemos la definicién siguiente:

Definicion 2.1.3 Definimos la relacion ~, que llamaremos “indiferencia”, de la siguiente
manera:
a~b<=a=<bAb=<a

Considerando que =< es total tenemos que
a~bsaAbANbAa

Entonces, dadas dos alternativas z,y, © ~; y expresa que para el individuo ¢ “z es

indiferente a y” 6 “y es indiferente a x” (porque ésta relacién es simétrica).

Como es usual, usaremos representaciones gréaficas por niveles de estas relaciones de
preferencia. Los niveles mas bajos corresponden a los elementos mas preferidos y cuando
dos elementos son indiferentes ellos aparecen en el mismo nivel. Asi por ejemplo si X =

{z,y,z,w} el preorden total z ~ y < z ~ w sera representado por

z w

Ty

El preorden y < x < z < w sera representado por

<@ 8 w &

y el preorden x ~ y ~ z < w serd representado por

Ty z
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Algunas veces, deseamos hacer una eleccién entre sélo un subconjunto de las alternati-

vas. A continuacién distinguimos estos subconjuntos.

Definicion 2.1.4 Una agenda es un subconjunto no vacio del conjunto de alternativas,
y la denotaremos por V. El conjunto de todas las agendas posibles, dado el conjunto de

alternativas X serd denotado Z*(X).

La manera de hacer la escogencia o eleccién viene dada por una funcién.

Definicion 2.1.5 Una Regla de Eleccion Social es una funcion f tal que:
f:Px2Y(X) — 2%(X),y

f(u, V) CV, para cualquier (u,V)ée P x P*(X)
f(u,V) es el conjunto de las mejores alternativas en V', segin las preferencias en u.

Algunas veces, f es una funcién parcial.
Escribimos f,,(V') en lugar de f(u,V) y algunas veces nos referiremos a una regla de
eleccion social diciendo simplemente una regla de eleccién.

El diagrama siguiente ilustra el mecanismo de las reglas de eleccién.

Agenda
%4
Perfil conjunto
de preferencias de ;1?%/(:)1011
U funcién u
de eleccién
social f

2.2. Algunas Reglas de Eleccion

2.2.1. Regla por Mayoria Simple

Sean X ={z,y} y N={1,...,n}.
Definimos f solo para los pares de la forma (u, X) con u € P, porque en los casos de

las agendas V = {z} y V = {y} el resultado es trivial.
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{z} si{ieN:zx<iy}|>|{ieN:y=;z}
fuX)={ {y} sif{ieN:y=ia}|>[{ieN:z=y}

{z,y} en otro caso

Esta regla de eleccién se llama Regla por Mayoria Simple.

Ejemplo 2.2.1 Sea n = 3.

Si
x x Y
u = X )
< L <
=1 =2 =3
ful{z,y}) ={y}, porque |[{ie N1y <;a}|=2>1=|{i e N:z <, y}|.
Ahora, si
Y x
U = x x >
L < L
=1 =2 =3

entonces fu({z,y}) = {z,y}.

2.2.2. Regla por Mayoria Absoluta
Sean X ={z,y} v N={1,...,n}.

De nuevo definimos f solo para los pares de la forma (u, X) con u € P.

{z} si ‘{iGN:x-ﬂ y}’ >n/2
fu(X) = {y} si|{fie N:y=<iaz}|>n/2

{z,y} en otro caso

Ejemplo 2.2.2 Sea n = 4.

Si
Y ) T Y
U = T T Y T )
N A
=1 =2 <3 =4

entonces fu({z,y}) = {a}, porque |{i € N :z <;y}| =3 > 2.

Notemos que en este caso obtenemos el mismo resultado si usamos Mayoria Simple o

Mayoria Absoluta. También esto ocurre en las situaciones del ejemplo 2.2.1.
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Ahora, si
) Y Z
U = T T Ty Y )
N~ N
e e

entonces segun la Regla por Mayoria Absoluta = e ¥ son escogidos, mientras que la Regla
por Mayoria Simple da como ganadora a la alternativa x.
En resumen, cuando = es escogido por Mayo-ria Absoluta también es escogido por

Mayoria Simple. pero la reciproca no es cierta.

2.2.3. Una Generalizaciéon de Mayoria Simple, Ganadores de Condorcet
y La Paradoja del Voto

En general, el conjunto de alternativas tiene mas de dos elementos, y dada la aceptacion
de la Regla por Mayoria Simple, surge la idea de generalizar esta regla para mas de dos
alternativas.

Veamos una manera de generalizar para X = {z,y, z}. La idea central es aplicar Mayo-

ria Simple a cada par de alternativas posible, es decir, aplicar Mayoria Simple a {z,y},

{y, 2} vy Az, 2}

Definicion 2.2.1 Una alternativa es llamada Ganador de Condorcet si gana o al menos
empata en cada votacion de pares en la cual participa.

Ast, definimos una nueva regla de la manera siguiente:

fuV)={x € V : x es ganador de Condorcet}

Mas adelante veremos que se puede aplicar esta regla a conjuntos de alternativas X de

cualquier cardinalidad finita.

Ejemplo 2.2.3 Sean N ={1,2,3} y X ={x,y,z}.
Supongamos V. = {z,y,z} y

Y Y )
z x x

X z z
~N N~~~
=1 =2 =3
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Aplicamos Mayoria Simple a los pares {x,y},{y, 2z} y {z, 2} y tenemos que:

= x le gana a y, pero x pierde con z. Asi, x no es ganador de Condorcet.

= Como x le gana a y, y no puede ser ganador de Condorcet.

s 2 le gana a y. También z le gana a x. Asi, z es el inico ganador de Condorcet.

Por lo tanto, f,(V) = {z}.

Ejemplo 2.2.4 Consideremos ahora

z x Y
z xT
u = 4
x Y z
< o =~
=1 =5 =3

Al aplicar Mayoria Simple o {x,y},{y, 2} y{z, 2z} tenemos que x le gana a y, y le gana
a z, pero z la gana a x.

En este caso esperariamos, por transitividad, que x le ganase a z ya que x le gana a y
que a su vez le gana a z. Pero como vimos, en realidad, z le gana a x. Esta situacion es

conocida como La Paradoja del Voto' .

El ejemplo precedente nos muestra una regla que es parcial.

Para paliar los efectos de la paradoja del voto, Borda? propone una nueva regla, que
lleva su nombre y que presentaremos en la siguiente seccién.
2.3. Otros ejemplos de reglas de eleccion

En esta seccién continuaremos dando algunos ejemplos de reglas de eleccion.
Definicién 2.3.1 (Regla de la Identidad.) Definimos f : Px Z*(X) — Z*(X), con

fuV) =V

1
Ver [2]
2Jean-Charles de Borda, matematico francés (1733-1799) a quien se le debe el ejemplo de la Paradoja
del voto (ver [6]).
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Esta regla es poco interesante porque, a pesar de estar bien definida, es una regla que
no considera la opinién de los votantes, dando como ganadores a todas las alternativas de

la agenda.

Definicién 2.3.2 (Regla de la Proyeccién.) Definimos f : P x P*(X) — 2*(X),

on Fu(V) = min(V, <)

Esta regla de eleccion es llamada Regla de la Proyeccion.

Esta regla no parece ser muy buena, ya que sélo toma en cuenta las preferencias de un

solo individuo, el individuo 1.

Definicién 2.3.3 (Regla de Condorcet.) Dado un perfilu = (X1, =<2,...,=p), un con-
junto finito de preferencias X = A{x,y,...} y una agenda V, definimos
Ny = {i : ¢ <; y}|. Luego, x es un Ganador de Condorcet de V relativo a uw si para
todoy €V, Npy > Ny 5.

Notemos que esta definicion es consistente con la definicion 2.2.1

Definimos
ew) = {z € V : x es ganador de Condorcet de V relativo au}.

Esta regla de eleccion es llamada Regla de Condorcet.

Ejemplo 2.3.1 Sean N ={1,2,3} y X ={t,x,y,z}.
SiV=Xy

x Yy
z X
Y z
t t
~—
=2 =3

B‘<R@NH—

como,
" z,t:1<Nt,m:27
u Ny,t =1< Nt,y =2,

- Nz,t:1<Nt,z:27
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entonces t es el winico ganador de Condorcet. Asi, f€(V) = {t}.

El ejemplo 2.2.4 nos muestra que f€ es una regla parcial.

Definicién 2.3.4 (Regla de Pareto.) Sean x,y € X y u un perfil. Decimos que = es
Pareto superior a y en u si para todo i, v =; y y ewiste j tal que x <; y.

Definimos
fuV)={x €V :Vy € V,y # x,x es pareto superior ay enu}.
Esta regla de eleccion es llamada Regla de Pareto.

Ejemplo 2.3.2 Sean N ={1,2,3} y X ={x,y,z}.

Si
z Y
z
U= y
z T, TzY
L N ,
=1 =2 <3

entonces, x es Pareto Superior a y en u; también x es Pareto superior a z en u, por lo

tanto, fu(V) = {z}.

Notemos que esta regla tampoco esta definida para la situacion del ejemplo 2.2.4.

Podemos forzar cada regla a ser total, dando como ganadores a todas la alternativas
de la agenda, en los casos en que la funcién no esté definida.

Las reglas que definiremos a continuacién son funciones totales.

Definicién 2.3.5 (Regla de Condorcet Ordenada.) Consideremos X = {x1,x9,...,x}
un conjunto de preferencias ordenado (con el orden natural de los subindices). Las agendas

son de la forma V- = {x;iy, iy, ..., zi, } con iy <iy <...<ipy. Definimos

Lig S Nﬂﬂio,iﬂil > Nril,mio
i, en otro caso

Y1 8i Ny 2, 2 Negy
Y2 = 2 2
Ty en otro caso
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)

T; en otro caso

m

y. _{ Ym—1 St Nym—hxim > inmvym—l
=

y finalmente f,(V) = {yn}.

Notemos que esta regla es una generalizacién de Mayoria Simple que siempre da como

resultado un dnico ganador y es llamada Regla de Condorcet Ordenada.

Ejemplo 2.3.3 Sean N ={1,2,3,4} y X ={w,x,y,z} ordenado alfabéticamente.
SiV=Xy

z w w
yz z Y Yy
U = x w z z )
w Y x T
~—~ ;) N~~~
=1 <9 =3 =4

veamos como se obtiene f, (V).
8 Npz=2=Ngw=>y1=w
# Nyy=1<3=Nyuw=>1y2=y
s Ny.=1<2=N,,=ys=z2

Por lo tanto, f, (V)= {z}.

Definicién 2.3.6 (Regla de Borda.) Para cada x € X tenemos que: x tiene asociado
un nimero natural r;(x), que corresponde al nivel donde x se encuentra en el preorden total

=i. Formalmente, r;(x) es una funcion definida por
ri(x) = m <= m es el mayor entero tal que 3o, 1,...,Tm € X conxj <; Tjp1 Y Tm = T.

Definimos
n

ru(e) =3 ri(a). v

=1

ff(V) ={z eV ir(z) <r,(y),YyeV}

Esta regla de eleccion es llamada Regla de Borda.
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Ejemplo 2.3.4 Sean N ={1,2,3} y X ={x,y,z}.

Supongamos
z Yy
z
u = y
x T xzy
~~ —~—
=1 =2 <3

Veamos como se obtiene fB(X).

w ry(x) =0
= ru(y) =3
w 7y(2) =3

Por lo tanto, fB(X) = {z}.

Ejemplo 2.3.5 FEsta regla da como ganadores a todas la alternativas de la agenda en la

situacion de ejemplo 2.2.4.

Ejemplo 2.3.6 1) Consideremos la siguiente situacion:
N={1,2,3} vy X ={w,z,y,z2}.
SiV=Xy

H\{R < w g
H\{N 8 < g
L}{w w8 g

tenemos que:

e Ty,

Por lo tanto, fB(X) = {z,vy, z}.

Por otro lado,
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e Npy=Ny,=N,,=2

’

Ny,CC: Zvy:szzl

)

Na:,w = Ny,w = Nzw =3

)

Ast, tenemos que no hay Ganador de Condorcet.

2) Tomemos ahora, N ={1,2,3} y X ={t,w,z,y,z}.
SiV=Xy

%{a < nw = 8
H\{& <@ n o« 8
Q\{@ v 8 =+ 8

tenemos que:

o 7,(t)=9
o y(w) =10
o ry(x)=14
o ru(y) =2
o ry(2) =5

Por lo tanto, fB(X) = {y}.

Por otro lado,

e Nyy=2>1=N,,
e N,.,=2>1=N,,
¢ Ny =2>1=N,,
e Nyt =2>1=N,,



2. Preliminares 17

Por lo tanto, f€ (V) = {z}.

Asi, x €V, es un Ganador de Condorcet, pero y x ¢ fB(V), es decir, un ganador de

Condorcet no es necesariamente un ganador de Borda.

Esto nos dice que los ganadores de Condorcet no son mecesariamente elegidos por
Borda, es decir muchas veces se tiene (V) € fE(V).

2.4. Postulados

En esta secciéon vamos a introducir algunos postulados que una regla de eleccién “jus-
ta” deberia satisfacer. Los ilustraremos con ejemplos.

En lo siguiente f denota una regla de eleccion.

Definicién 2.4.1 f satisface el postulado de Dominio Estdndar(DS) si:
i) Hay al menos tres elementos en X,
ii) Hay al menos tres elementos en N, y

iii) f estd definida para todos los posibles pares de P x Z*(X).

Definicién 2.4.2 f satisface el postulado de Anonimato (A) si, dados dos perfiles u,u’
tales que u' es una permutacion de u entonces f,(V) = fu/(V),VV € Z2*(X).

Es bastante claro que todas las reglas que hemos definido hasta ahora, excepto la Regla

de la Proyeccién, satisfacen este postulado.

Definicién 2.4.3 i es dictador si para todo u € P y todo V € Z*(X)

r=<iy Nz€V=y¢ fulV)

Diremos que f es Dictatorial si existe i € N tal que i es dictador.
Algunas veces, en lugar de escribir que f no es dictatorial escribiremos simplemente f
es ND.

Que f sea no dictatorial es por supuesto el postulado deseable para una regla de eleccion.

Ejemplo 2.4.1 La Regla de la Proyeccion, es claramente una regla dictatorial. Alli el

individuo 1 es el dictador.
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Veremos inmediatamente que una regla de eleccién no puede al mismo tiempo satisfacer

el postulado de anonimato y ser dictatorial.

Teorema 2.4.1 Sea f es una regla de eleccion total, |X|>1y|N| > 1. Sif es dictatorial

entonces f no satisface el postulado de Anonimato.

Demostracion: f dictatorial significa que existe i € N tal que i es un dictador. Sin
pérdida de generalidad supongamos ¢ = 1.

Sean z,y € X tales que x # y. Ellos existen porque |X| > 1. Sea u = (=X1,..., =)
definido por

w = Y x T
T Yy ...y

~ <~ ~—

=1 =2 =n

Como |N| > 1, por lo menos los dos primeros individuos del perfil existen.

Como el individuo 1 es un dictador entonces y ¢ f,({x,y}). Como f es total

ful{z,y}) = {a}.
Tomemos u' = (=<2,=1,...,=,) el perfil que resulta de permutar los dos primeros

elementos de u. Luego, como el primer individuo es un dictador entonces = ¢ fs({z,y}).

Como f es total fr({z,y}) = {y}. Asi, fu{z,y}) # fw({x,y}). De donde se deduce que
f no satisface el postulado de Anonimato.

Definicién 2.4.4 f satisface el postulado de Pareto Fuerte (PF) si, para todo perfil u

y para toda agenda V' si se cumplen las tres propiedades siguientes:
i)xeV,y
i) Yi,x <; y
iii) 3j tal que x <; y
necesariamente y ¢ fu (V).

Definicién 2.4.5 f satisface el postulado de Pareto Débil(PD) si, para todo perfil u y

para toda agenda V' si se cumplen las dos propiedades siguientes:



2. Preliminares

19

i)xeV,y
it) Vi,x <;y
necesariamente y ¢ fu, (V).
Notemos que Pareto Fuerte implica Pareto Débil.
Ejemplo 2.4.2 1) La Regla de la Proyeccién no satisface PF.

En efecto,
sean X = {t,x,y}, N ={1,2,3}, y

t t
" — t ( (]
Ty T T
. ) N~~~
=<1 =2 =3

Luego, fu(X) ={z,y}
Pero observe que

nzelV =X,

» Vi,x =5y,

» Jj[z <; y], por ejemplo j = 2. Ademds
y € fulV)

Por lo tanto (PF) no se cumple.

2) La Regla de la Proyeccion satisface PD.

Sean v = (=X1,...,=3p) un perfil, z,y € X y V una agenda, tales que:

i)reV,y
i) Yi,x <; y

Por ii) tenemos que x <1 y. Luego, por i) tenemos que y ¢ min(V,<1). Es decir,

y ¢ fu(V).
Por lo tanto, f satisface PD.
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3) La Regla de Borda, P, satisface los postulados de Pareto.
En efecto, sean u un perfil y V una agenda tales que se cumplen:
i) zeV,
iii) 3j tal que x < y
Debemos mostrar que y ¢ fE(V).
Por ii) tenemos que ri(z) < r;i(y),Vi € N.

Luego, por iii), para algin j, rj(x) < rj(y). Asi, por propiedades estindares de la

suma X7 qri(x) < X 1i(y), es decir ry(z) < ry(y).

Por i) y la definicion de fB(V) tenemos lo deseado.
Definicion 2.4.6 u [y denota el perfil u restringido a la agenda V.

Ejemplo 2.4.3 Si X = {t,w,z,y,z}, V={t,w,}y

w w T
t t t
z z w
u =
Y Y z
T T Y
~~ W~ ,
=1 =2 =<3
tenemos que:
w w t
uly= t t o w
~
=1 =2 =3

Definicion 2.4.7 f satisface el postulado de Independencia de Alternativas Irrele-

vantes(IAI) si, para cada par de perfiles u y v’ y cada agenda V tales que u y=u' |y
se tiene f, (V) = fu (V).
Ejemplo 2.4.4 1) La Regla de la Proyeccion satisface IAT

Sean v = (Z1,...,=%n), v = (=),...,=2)) perfiles y V una agenda, tales que

uly=1'ly.
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Luego, para cada i =;[yv==!]y, en particular, <1ly==]ly.
De donde, min(=1,V) = min(V,=}). O lo que es equivalente, f,(V) = fu (V).
Por lo tanto, f satisface TAI

2) La Regla de Borda, {2, no satisface IAT

En efecto,

sean X = {t,w,a:,y,z}, V= {$,t,’w} ’

w w Y Y z z Yy Yy
t t T T Y Y z z
z z z z / w w x x
u = ; Yy u = )
Y Yy w w t t w w
T T t t T T t t
S N~~~ S N~~~
=1 =2 =3 =4 =1 =2 =3 =4
entonces u ly=1u' [y. Y veamos que f,,(V) # fu (V).
ru(z) = 6 ry(z) = 4
Tu(t) = 6 — ff(v) = {l‘,t} Y Tu’(t) = 2 — fﬁ(v) = {t}
ru(w) = 10 ra(w) = 6

Definicién 2.4.8 f satisface el postulado de Explicaciones Transitivas(ET) si para
cada perfil u existe un preorden total =<, tal que para cada agenda V', f,(V) = min(V,=<,).
Ejemplo 2.4.5 1) La Regla de la Proyeccién satisface ET

Tomamos para cada u = (=1,...,=n), <u==1.

Luego, trivialmente, f,(V)=min(V,=,). Asi, f satisface ET.

2) La Regla de Borda, 7, satisface ET
Sea u=(=1,=9,...,=%p) € P.

Definimos <!, de la siguiente manera:

r 2y y == ru(@) < ru(y)

La relacion <! es refleriva y transitiva porque < es reflexiva y transitiva.

u



2. Preliminares 22

Luego, para mostrar que <!, es un preorden total solo falta ver que es total. En efecto,
sean xr,y € X.

Luego, ry(z) < ry(y) 6 ru(y) < ry(x). Es decir, x <y 6 y =<l x.

Finalmente que fB(V) = min(V, =) se deduce inmediatamente de la definicion de

B y la definicion de <!,.

La proposicion siguiente es una herramienta fundamental en la prueba del teorema

central del capitulo 2.

Proposicién 2.4.1 Si f satisface Explicaciones Transitivas (fu(V) = min(V,=,)) en-

tonces =<, es unico y estd caracterizado por

r 2,y <=7z € fu({z,y})

Demostracién:
Sea f una funcién de eleccién social que satisface el postulado de Explicaciones Tran-
sitivas (fu (V) = min(V, =,)).

. .7 / .
Definimos para cada perfil u, la relacién <,, como sigue:

x <,y <€ fu({z,y})

Sea u € P.

Veamos que j; es un preorden total.

= Totalidad.
Sean z,y € X.
Consideremos la agenda {z,y}. x € min({z,y}, <u) 6 y € min({z,y}, <u).
Como f satisface el postulado de Explicaciones Transitivas entonces x € f,({z,y})
6 ye ful{w,y}). Bs decir, z <,y 6 y =, .

= Reflexividad.

Para cada z € X, {x} = min({z}, <,). Luego, z € f,({z}). Por lo tanto, z <., .
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= Transitividad.
Supongamos que T j; Yy j; z. Es decir, xz € fu({z,y}) v ve€ ful{y,z}). Y
veamos que x <, z, es decir, que z € f,({z, z}).
Como f satisface Explicaciones Transitivas entonces = € min({z,y},=u) ¥
y € min({y,z},=u). Es decir, x <, y y y =<y z. Luego, por la transitividad
de <, tenemos que = =<, z. Asi, z € min({x, z}, 2y). Luego, x € f,({z, z}).

Asi, hemos mostrado que j/u es un preorden total.

Veamos ahora que min(V, j;) = fu(V) y que es el tnico preorden con esta propiedad.

« min(V,=<,) = fu(V)

Sea z € X.

zemin(V,=)) & =l yVyeV
< z€ ful{z,y}),Vy eV

& zemin({z,y},=w),Vy eV
& 2.y, VyeV

< zemin(V,=y)

& 2 € fu(V)

» </, es Unico.
Sea <!, un preorden total tal que f,(V) = min(V, <). Veamos que <! ==,,.
Sean z,y € X.
v =2,y & wemin({z,y}, =) = ful{z, y}) = min({z, y}, =)
S T =Y

|
Es natural preguntarse si hay una caracterizacion de esta propiedad. La respuesta a

esta pregunta es positiva y damos la caracterizacién que conocemos de inmediato.

Proposicién 2.4.2 Caracterizacion de Ezplicaciones Transitivas®.
f satisface Explicaciones Transitivas si y solo si f es total y, para cada perfil u y cada

par de agendas V' y V' tales que VNV’ # ¢ se cumple:

3Estas propiedades que caracterizan Explicaciones Transitivas son exactamente las propiedades seménti-
cas que hacen que los operadores de fusién (y también de revisién) tengan una representacién en términos
de asignaciones sincréticas(fieles en el caso de revisién)[5].
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i) fuV)NV' C fu(VVY), y

i) fu(VOV')C f(V)NV', sieste dltimo conjunto no es vacio.

Demostracion:
(<) Sea u € P.
Debemos mostrar que existe un preorden total <, tal que f, (V) = min(V,=,),VV.

Definimos =<,, de la manera siguiente:

r 2y =€ fu{z,y})

Veamos que =<, es un preorden total.

1) Totalidad.
Sean z,y € X.
Como fu({z,y}) # ¢y ful{z,y}) € {z,y} entonces x € fu({z,y}) 6 y € fu({z,y}).
Luego, x <, y 6 y =, x.
2) Reflexividad.
Sea x € X.

Como f es total entonces f,,({z}) = {z}. Por lo tanto, x <, .

3) Transitividad.
Supongamos que <, ¥y A Yy =y z. Veamos que x =, z, lo cual es equivalente a
z € ful{x, z}).
Notemos que si z € f,({z,y,2}) entonces x € f,({x, z}). En efecto,
por i), ful{z,y,2}) N{z, 2} € fu({z, 2}).
Asi, basta mostrar que z € f,({z,y,2}).
Por reduccién al absurdo, supongamos que x ¢ f,({z,y, z}).
Luego, = ¢ fu({z,y,2}) N {z,y}.

Como fy,({z,y,z}) N {z,y} es o bien {x,y}, {z}, {y} 6 ¢ entonces necesaria-
mente fu({z,4,2}) N {2} es {y} o bien g,
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3.1) Si fu{w,y,z}) N{=z,y} = {y}, por i) y i) {y} = ful{z,y}).
Esto contradice la hipétesis de que x <, y.
3.2) Si fu{z,y,2}) N{z,y} = ¢.
Como fu({z,y,2}) # ¢y ful{z,y,2}) € {x,y, 2} entonces f,({z,y, 2}) = {z}.
Luego, fu({z,y,z})N{y, 2z} = {z}.
Por i) y ii) {z} = fu({y, 2})-

Esto contradice la hipétesis de que y =<, z.

Hemos mostrado que =<, es un preorden total. Falta ver que f,(V) = min(V, <,) para

cualquier V.
Sea V € P*(X).

)

fu(V) € min(V, =u):

Por reduccién al absurdo, supongamos que f,(V) € min(V,=,), es decir, que
3z € fu(V) [z ¢ min(V, 2]

z ¢ min(V, <) significa que 3y € V [z £, y].
Lo que estamos suponiendo es que,3x,y € V[Jc € fu(V) ANz Ay y}
Consideremos la agenda {x,y}.

Por i) y i) tenemos que f,(V) N {z,y} = fu(V N {z,y}), es decir, que
fuV) {2, y} = fu({z,y}). Por lo tanto, x € fu({x,y}).

Esto contradice que z A, y.

min(V, =) C fu(V):
Por reduccién al absurdo, supongamos que min(V,=,) € fu(V), es decir, que
o € min(V, 2y) [z & fu(V)].

x € min(V,=,) significa que =z =<, y,Vy € V. Asi, estamos suponiendo que,
Jx € V[ac <Y, Ver/\xgéfu(V)].

Consideremos z € f,(V), y la agenda {z,x}.
Luego, fu(V) N {z, 2} # ¢ porque z € fu(V).

Por i) y i) tenemos que f,(V) N {z,z} = fu(V N {z,2}). Por lo tanto,
fu(V) 0 {z, 2} = fu({z,2}).
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Como z ¢ f,({z,x}) entonces {z} = fu.({z,2}). Es decir, z <, .

Esto contradice que x € min(V, <,) porque z € V.

(=) Sean w un perfil, V. y V' agendas tales que V NV’ # ¢. Mostraremos que se
satisfacen i) y ii).

1) £(V)NV' C F(VAVY).

2.5.

Debemos mostrar que min(V,=<,) N V' Cmin(V NV’ =<,).

Tenemos que
min(V,2,) NV ={ze (VnV):z =2, y,VyeV} vy

min(VNV' =2,)={ze(VnV):iz =<,y Vye (VNV}
De aqui, tenemos lo deseado.

fu(VNV) C V)NV st fu(V)NV! £ ¢.

Supongamos que f,(V) NV’' # ¢. Es decir, Jy € V[y € fuV) N y € V’].
De donde tenemos que y < z,Vz eV A ye (VNV').

Debemos mostrar que min(V NV’/, <,) € min(V,=<,)NV".

Sea x € min(VNV’', <,). Es claro que x € V', asi, basta mostrar que z € min(V, <,).
En efecto,

Seaw e V.
Como z € min(VNV',<,) v ye (VNV’), entonces x <, y.

Por otro lado, y <, w. Luego, por la transitividad, x <, w.

Analisis de los Postulados sobre algunas Reglas de Elec-

cién

Verificamos si cada una de las reglas de eleccion definidas hasta ahora satisface o no

cada uno de los postulados de la seccién anterior.
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» La Regla de Condorcet, f©, satisface los postulados de Pareto.

En efecto, sean u un perfil, z,y € X y V una agenda tales que:
i) zeV,
iii) dj tal que z <; y
Debemos mostrar que y ¢ f&(V).

De las hipétesis es facil ver que N, > N, ., por lo tanto y no es ganador de Condorcet
de V relativo a u. Asi, y & f (V).

» La Regla de Condorcet, f¢, satisface IAI

En efecto, sean u = (X1, <9,..., =) yu’ = (=], =5,..., X)) perfiles y V una agenda

tales que u [y=1u' [y.

x es Ganador de Condorcet en V' respecto a u significa que

{ieN:z <y} >|{ieN:y=;a}

VyeV

Como u |y=u' |y entonces
fieN:z<y}|>|{ieN:y=<ia}| <= [{ieN:z<jy}| > [{i € N:y <} z}|

lo que significa que, x es Ganador de Condorcet en V respecto a u’.
Esto muestra lo deseado.

» La Regla de Condorcet, f¢ no satisface ET porque no es total. Atn si forzaramos
esta regla a ser total (dando como resultado, por ejemplo, toda la agenda en los casos

de indefinicién) la regla no puede satisfacer ET. Esto se puede ver fécilmente como

consecuencia del teorema de Imposibilidad de Arrow Probado en el capitulo siguiente.
= La Regla de Pareto satisface, evidentemente, los postulados de Pareto.

= La Regla de Pareto satisface TAI.

Sean u = (=1,...,=p), v = (=],...,=<]) perfiles y V una agenda, tales que

uly=1uly.
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Luego, para cada i <;[y==![y.
Basta mostrar que x es pareto superior a y en u <= x es pareto superior a y en u’.
Luego,
2 es pareto superior ay en u < Vi,x = y A Jjlr <, y]
— Vi,x =iy A Jjlr <y

<= 1z es pareto superior a y en u’

= La Regla de Pareto no satisface ET porque no es total. Aun si forzdramos esta
regla a ser total (dando como resultado, por ejemplo, toda la agenda en los casos
de indefinicién) la regla no puede satisfacer ET. Esto se puede ver facilmente como
consecuencia del teorema de Imposibilidad de Arrow probado en el capitulo siguiente.
= La Regla de Condorcet Ordenada no satisface los postulados de Pareto.
Basta observar el ejemplo 2.3.3, alli tenemos f,,(V') = {z}. Sin embargo, para todo i,
x <; zy x €V. Asi el postulado de Pareto Débil no se cumple para esta regla.
» La Regla de Condorcet Ordenada satisface IAI:
Sean u = (=1,...,=p), v = (X],...,=]) perfiles y V una agenda, tales que
uly=uly.
Luego, para cada i <;[y==}]y.
Pongamos
Noyuw=H{i:2 <y} y Noyw = {i: 2 <} y}
Como u [y= v [y entonces Y&,y € V, Ny yu = Ny y
Luego, fu(V) = fu (V).
s La Regla de Condorcet Ordenada no satisface ET.
Por reduccién al absurdo.
Supongamos que la Regla de Condorcet Ordenada (f), satisface ET.

Por la proposicién 2.4.1 la relaciéon =<, definida por

T2y <==zxc€ fu({xay})

es el tnico preorden total que satisface f, (V) = min(V, =,).
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Sean N ={1,2,3}, X ={z,y,2} y

Yy Yy Yy
y4 X a
u =
X z z
NN
=1 =2 =3

Luego,

ful{z,y}) ={z} =z <y

fully, 2}) ={y} =y <u 2

ful{z,z}) ={z} =z =<y
Esta situacién contradice que la relaciéon <, sea un preorden total, porque no es una
relacion transitiva.

Por lo tanto, concluimos que f no satisface ET.

» La Regla de Borda, f?, satisface ET.

En la seccién anterior mostramos que f? satisface ET. Presentamos a continuacién

otra demostracién del mismo hecho, usando la proposicion 2.4.2.

Asi, debemos mostrar que f es total y, que para cada perfil u y cada par de agendas
V' y V' tales que VNV’ # ¢ se cumple:

) V)NV CfRvnv,y

i) fB(VvNV')C fB(V)NV’, sieste tiltimo conjunto no es vacio.

En efecto, tenemos que f? es total por su definicién.
Sean u = (=X1,=2,...,=3p) € Py V,V' € 22*(X) tales que VNV’ # ¢.

Tenemos que
FEV)AV = (€ (VAV) i ru(a) < ruly), Yy €V, g
Bvnv)y={zec(VnV):ryz) <ruy),Yy € (VNV},

de donde, se satisface 7).
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Supongamos ahora que fZ(V)NV’ # ¢. Es decir,
FteX|te{re VNV iryr) <ruy),Yy eV}

Sea h € f,(VNV’). Esdecir, he {z € (VNV'):r,(x) <r,(y),Yy e (VNV}

Como t € (V N V') entonces ry(h) < ry(t). Luego, usando la transitividad de <
tenemos que 1, (h) <7, (y),Vy € V.

Por lo tanto, h € f, (V). Lo que muestra que se satisface ii).

A continuacién presentamos una tabla que resume esta seccién.

Regla \Postulado A | DS | ET | IAI | PF | PD | ND

de la Proyeccién X | v |V v X v X
de Condorcet V| x X vV IV Y v
de Pareto v | x X vV IV Y v

de Borda VIV |V X v |V v
V|V X v X X v

de Condorcet Ordenada

Note que las cuatro ultimas reglas satisfacen claramente el anonimato, por consiguiente
no pueden ser dictatoriales.

Notemos también que ninguna de las reglas estudiadas satisface todos los postulados a
la vez. Entonces, es natural preguntarse si existe una regla de eleccién que si los satisface.

La respuesta a esta pregunta la encontraremos en el capitulo siguiente.



Capitulo 3

Teorema de Imposibilidad de

Arrow

3.1. Teorema de Imposibilidad de Arrow
Este célebre teorema nos dice que no existe una regla de eleccién que satisface a la vez,
los siguientes postulados:

1. Dominio Estdndar,

2. Explicaciones Transitivas,

3. Independencia de Alternativas Irrelevantes,
4. Pareto Débil, y

5. Ausencia de dictador.

Como parece que cada uno de estos postulados es “sensato”, se tiende a pensar que
una buena regla de eleccién debe satisfacerlos. Lo sorprendente del Teorema de Arrow es
que nos dice que no hay reglas completamente razonables en este sentido. Debido a esto,
se hace referencia a este teorema diciendo que es imposible la existencia de una regla de
eleccion “perfecta’”.

En [2] y [3] se presenta este teorema asi:

Teorema 3.1.1 (Teorema de Imposibilidad de Arrow.)

Sea f una funcion de eleccion social que satisface:

31
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1. Dominio Estdndar,
2. Ezxplicaciones Transitivas,
3. Independencia de Alternativas Irrelevantes, y
4. Pareto Fuerte.
Entonces f es dictatorial.

Sin embargo, cambiando las definiciones de un conjunto localmente decisivo y global-
mente decisivo para una alternativa x contra otra alternativa y, que se presentan en dichas
referencias por las que presentamos en la seccion siguiente de este capitulo, obtenemos
una demostracion analoga a la presentada en las mismas referencias para el Teorema de

Imposibilidad asi:

Teorema 3.1.2 (Teorema de Imposibilidad de Arrow.)

Sea f una funcion de eleccion social que satisface:
1. Dominio Estdandar,
2. Ezxplicaciones Transitivas,
3. Independencia de Alternativas Irrelevantes, y
4. Pareto Débil.

Entonces f es dictatorial.

Notemos que esta segunda presentacion del Teorema implica la primera.
La prueba de este teorema es esencialmente la misma que damos de una version res-

tringida a dominios estructurados (ver Teorema 3.2.1).

3.2. Perfiles Estructurados y Teorema de Arrow

En muchas situaciones las preferencias que se consideran, y por ende los perfiles con-
siderados, tienen cierta estructura. Entonces cabe preguntarse si para ese tipo de perfiles
el teorema de Arrow sigue siendo valido.

En esta seccién vamos a estudiar ciertos perfiles estructurados y la validez del teorema

de Arrow para esos perfiles.
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Vamos a distinguir un subconjunto del conjunto de los perfiles, dado un conjunto de
alternativas X con cierta “estructura”. Tal “estructura” estard dada por una distancia

definida sobre X. Para ello, recordamos la definiciéon de una funcién de distancia.

Definicién 3.2.1 Sea X un conjunto. d : X x X — RT con Rt ={z € R:z > 0}, es

una funcion de distancia sobre X si satisface las tres propiedades siguientes:
" d(z,y) = d(y, z),
= dz,y) =0z =y,
v d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).
Definicién 3.2.2 Sea X = {0,1}" con n € N. Definimos d: X x X — R" asi:

d(x,z) = # de coordenadas en que difieren x y z.

Es facil ver que estd funcion es una distancia. Ella es llamada distancia de Hamming.

Definicién 3.2.3 g¢: U (RT)" — RT es una funcion de agregacion si satisface:
n>1
g(0) =0, y g(T) = g(y) si ¥ es una permutacion de T.

Definicién 3.2.4 Sea d: X x X — R una distancia sobre X.
Podemos definir ahora d9 : X x 2*(X) — RY una “distancia™ entre elementos de X

y subconjuntos no vacios de X a partir de d y una funcion de agregacion g : U (RT)" —
n>1
RT.
Definimos d9(x,V') = g(d(x,v1), ...,d(x,vy)), donde V = {v1, ..., v }.
Notemos que como g es una funcion de agregacion(en particular no depende del orden

en que se presentan sus argumentos), d9 estd bien definida.

Ejemplo 3.2.1 Presentamos las mds usadas:

= (2, V) =) d(,y),

yeVv

!Estrictamente hablando esto no es una distancia pero por abuso de lenguaje llamaremos a este tipo de
funciones distancias.
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donde s =g : U RT)" — R esta dada por g(x1, ..., Zx,

n>1
0, V) = i)y € V),

donde min = g : U (RT)Y* — R esta dada por g(x1,...,x,) = min{z; : 1 <i<n}
n>1

w 4" (2, V) = maz{d(z,y) :y € V},

donde max = g : U (RT)* — RT esta dada por g(z1, ..., zn) = max{x; : 1 <i<n}
n>1

Definicion 3.2.5 Sea X un conjunto de alternativas y d una distancia sobre X. Un pre-

orden total < es d9—consistente si existe A € P*(X) tal que
=y = d(z,A) < d(y, A)

Ejemplo 3.2.2 Sean X = {0,1}® y d la distancia de Hamming.

» El preorden total siquiente es d™"— consistente, con A = {(0,0,0)}.

» El preorden total siguiente es d*—consistente, con A = {(0,0,0),(0,0,1)}.

(1,1,1) (1,1,0)
(1,0,1) (0,1,1) (0,1,0) (1,0,0)
(0,0,1) (0,0,0)

» El preorden total siguiente es d®—consistente, con A = {(0,0,0), (1,0,0),(1,1,1)}.

(0,1,1)
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Definicién 3.2.6 Un perfil u = (X1, =X9,..., =) es d9—consistente si para cada i, =<; es

d9— consistente.

En [3] y [4] aparece la nocién de perfil d—consistente. Es facil ver que esa nocién
corresponde a la de perfil ™" —consistente.
Como queremos estudiar las reglas de eleccién restringidas a los perfiles d9 —consistentes,

modificaremos la definicién de algunos postulados.

Definicion 3.2.7 Una regla de eleccion social f satisface la propiedad de Dominio

d9—consistente(Dd? ) si:
i) Hay al menos tres elementos en X,
it) Hay al menos tres elementos en N, y

iii) f estd definida para cada perfil d9— consistente.

Definicion 3.2.8 f satisface la propiedad de Explicaciones Transitivas d?—consistentes
(ETdY) si para cada perfil uw d9—consistente existe un preorden total <, tal que para cada
agenda V', fu(V) =min(V,=,).

Lo interesante es que, si modificamos la hipdtesis del Teorema de Imposibilidad cam-
biando Dominio Estdndar por Dominio dY—consistente y Explicaciones Transitivas por
Explicaciones Transitivas d9-consistentes entonces el teorema sigue siendo valido cuando
d9 satisface ciertas propiedades. En particular, la propiedad de Riqueza de la préxima

definicion.

Definicién 3.2.9 (Propiedad de Riqueza.) Una funcion de distancia d9 : X x 2*(X) —
R™ satisface la Propiedad de Riqueza si dados x,y,z € X distintos entre si, se cumple

que:

i) Y C X [d9(2,Y) < d9(y,Y) < d(z,Y)],

i) Y C X [d9(2,Y) = d9(y,Y) < d9(2,Y)]

iii) Y C X |d9(z,Y) < d9(y,Y) = d9(z,Y)

En tal caso, diremos que d9 es rica.
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Ahora estamos listos para enunciar el Teorema de Arrow modificado:

Teorema 3.2.1 (Teorema de Imposibilidad de Arrow para perfiles d9— consistentes)
Sean d9 una distancia rica entre elementos de X y subconjuntos no vacios de X y f una

funcion de eleccion social que satisface:
1. Dominio d9— consistente,
2. Faxplicaciones Transitivas d?— consistentes,
3. Independencia de Alternativas Irrelevantes, y
4. Pareto Débil.
Entonces f es dictatorial.

Lo que resta de esta seccién serd dedicado a la demostracién del nuevo Teorema de
Imposibilidad.

Comenzamos definiendo ciertas propiedades respecto a algunos subconjuntos especiales
del conjunto de votantes, para demostrar un par de lemas y finalmente un teorema que

refleja la fortaleza de las hipotesis del Teorema de Imposibilidad.

Definicion 3.2.10 Un subconjunto S de N, no vacio, es localmente decisivo para x

contra y, si para cada perfil u y cada agenda V' si:
i) x <;y,Vi €S,
i) y <k x,Yk e N\'S, y
iit) x €V,

entonces y & fu(V).
En tal caso, escribimos xDgy.

Definicién 3.2.11 Un subconjunto S de N, no vacio, es globalmente decisivo para x

contra vy, si para cada perfil u y cada agenda V' si:
i) © < y,Vi €S,y

i) xeV,
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entonces y & fu(V).
En tal caso, escribimos xDygy.

Si xD3y para cualquier par de alternativas x,y, diremos simplemente que S es deci-

S100.
Notemos que:
» Si xD%y entonces xDgy.
» Si f satisface Pareto Débil entonces N es decisivo.

» Si S es decisivo y S = {i} entonces i es un dictador.

Lema 3.2.1 (Primer Resultado de Contagio).
Sean d9 una distancia rica entre elementos de X y subconjuntos no vacios de X y f una
funcion de eleccion social que satisface Dd9, ETdY, IAI y PD entonces,

st xDgy entonces xD§z, para cualquier z € X que sea diferente de x y de y.

Demostracion:
Sean SC N, S#¢yax,y€ X conz#y tales que zDgy.
Por DdY podemos considerar z € X tal que z #x y 2z #y.
Mostraremos que xDgz.

Sean v un perfil d9—consistente y V € &*(X) tal que:
i) x <; 2,Vi €S,y
i) zeV,

Asi tenemos,

z
u {2} = NN
S NS

lo cual significa que para los elementos de S, x es mejor que z y fuera de S no escribimos
cémo es la relacion entre x y z porque puede variar segin los individuos.
Debemos ver que z ¢ f, (V).

Como d9 es rica entonces Vi € S existe Y; C X tal que

d?(x,Y;) < d?(y,Y:) < d(z,Y3)
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Definimos para cada i € S, la relacién <y, de la siguiente manera:
a =<y, b= da,Y;) <d,Y;).

Luego, =y; es un preorden total.
Por la definicién de <y; y de un preorden d9—consistente tenemos que <y, es d—consistente.
Notemos ademas que =<y;[(; 1==il{z,2}

Por otro lado, tenemos que para cada k € N\ S ocurre una de las siguientes situaciones:
1. z < 2
2. z =<k x
3. T~ 2

Si se da el caso 1., razonado de manera andloga a lo hecho para cada ¢ € S tenemos que,
para cada k € N \ S existe un preorden total d9—consistente tal que <y, e} = 2k {z,2} ¥
ademds y <y, .

De darse el caso 2., razonado de manera andloga a lo hecho para cada ¢ € S tenemos
que, para cada k € N\ S existe un preorden total dY—consistente tal que Xy, [z .1 ==k (2,2}
y ademds y <y, z.

Si se da el caso 3.

Como d9 es rica entonces existe Y, C X tal que
d?(z,Yy) = d?(2, Yi) > d?(y, Yi)

Definimos para cada k € N \ S, la relacién <y, de la siguiente manera:
a =<y, b<= d(a,Yy) < d(b,Yy).

Luego, =y, es un preorden total d?—consistente.
Notemos ademds que =y, [(z 1==k[{z,:} ¥ ¥ <v; 2 ~y; .

Asi, podemos considerar v’ = (Xy,, ..., Xy, ) un perfil d?—consistente tal que:
a) u r{x,z}: u’ r{x,z}w
b) x <y, y <y, z,Vi €S,y

) Y=<y, 2 N y =<y, z,VkeN\S.
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z x N z
, Y como en u
CIETE el
~~~ \y,/
s N\S

Por PD z ¢ fu({y,z}). Luego, por ETd9, y <, z.

Como zDgy entonces y ¢ fu({y,z}). Luego, por ETd9, x <, y.

Tenemos entonces, por transitividad, que <, z, lo cual es equivalente a z ¢ f,,({z, z}).
Por TAI y a) tenemos que f,({x,z}) = fu({z, 2}).

Por lo tanto, z ¢ f,({z,2}), es decir, <, z. De donde, z ¢ min(V, =<,). Es decir,

2 ¢ fu(V).
m

Lema 3.2.2 (Segundo Resultado de Contagio).

Sean d9 una distancia rica entre elementos de X y subconjuntos no vacios de X y f una
funcion de eleccion social que satisface Dd9, ETdY, IAT y PD entonces,

st xDgy entonces wDgy, para cualquier w € X diferente de x y de y.

Demostracién:
Sean SCN,S#¢ y x,y€ X con x # y tales que zDgy.
Consideremos w € X tal que w # x y w # y.
Mostraremos que wD7gy.

Sean w un perfil d9—consistente y V € &*(X) tal que:

i) w=;y,VieSy

i) weV,
Asi,
Y
U r{y,w}: w
S N\S

Debemos ver que y ¢ fi, (V).
Como d9 es rica entonces para cada ¢ € S existe un preorden total d—consistente <y,
tal que =y, [(yw}==il{yw) ¥ ademds w <y, T <y; y.

Por otro lado, tenemos que para cada k € N\ S ocurre una de las siguientes situaciones:
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1. w=<py
2.y <pw
3. Wy

Si se da el caso 1. o el caso 2., razonado de manera andloga a lo hecho para cada
i € S tenemos que, para cada k € N \ S existe un preorden total dY—consistente tal que
2V [yt ==k [ {yw} ¥ ademés y <y, z Aw <y, .

Si se da el caso 3. entonces, como d? es rica para cada k € N \ S existe Y C X tal que

d(y, Yi) = d?(w,Yy) < d?(x,Yy)

Definimos para cada k € N \ S, la relacién <y, de la siguiente manera:
a jyk b<— dg(a, Yk) < dg(b, Yk)

Luego, =y, es un preorden total d?—consistente.
Notemos ademds que =y, [(w 4} ==k {wy} ¥ ¥ <y TAW <y, @

Asi, podemos considerar v’ = (<y;,..., Xy, ) un perfil d9—consistente tal que:
a) w [ {yw)= u! [y}
b) w <y, z <y, y,Vi €S,y

c) Y=<y, r N w=<y, z,Yke N\S.

Yy T
’ x y AN w
U a2} =
w CcComo en u
~ —,—
S N\S

Por PD z ¢ f/({z,w}). Luego, w <, .
Como Dy entonces y ¢ fyv ({4, 2}). Luego, & <y y.
Tenemos entonces, por transitividad, que w <,/ y, equivalentemente y ¢ f./({y,w})

Como fu({y, w}) = fuw({y, w}) entonces y ¢ min(V, Zy). Por lo tanto, y ¢ fu(V).
|
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Teorema 3.2.2 (Teorema General de Contagio)

Sean d9 una distancia rica entre elementos de X y subconjuntos no vacios de X y f una
funcion de eleccion social que satisface Dd9, ETdY, IAI y PD entonces,

si xDgy para algin par x,y € X entonces wD§z, para cualquier par w,z con w # z, es

decir S es decisivo.

Demostracion:
Sean SCN,S#¢ y z,y€ X conzx # y tales que zDgy.

Afirmacién 1 wD¥z, para cualquier par w, z € {x,y,t} y cualquiert € X, t #x yt #y.

Consideremos t € X talquet #x y t#y.

Estudiaremos la agenda {z,y,t} C X.

Por el Lema 3.2.1 tenemos que xDgt.

Por el Lema 3.2.2 tenemos que yDit.

Por el Lema 3.2.1 tenemos que yDgx.

Por el Lema 3.2.2 tenemos que tDgx.

Por el Lema 3.2.1 tenemos que tDgy.

Por el Lema 3.2.2 tenemos que zD%gy.

Asi, queda demostrada la afirmacion.

Consideremos ahora w,z € X tal que w # z. Debemos ver que wD%z.

Siw 6 zesigualaxz 6 vy secumple lo deseado por la afirmacion anterior.
En otro caso, consideramos {z,y, w} y tenemos que wD%x. Luego, consideramos {w, x, z}

y tenemos que wDgz.
|

Demostraciéon del Teorema de Imposibilidad de Arrow para perfiles

d9—consistentes.

Demostracion:
Por PD, N es decisivo.
Sea §:={M C N : M es decisivo}.
S # ¢ porque N € S.
Consideremos S € S tal que |S| < |M]|, VM € S, es decir S es de tamafo minimal.
Si |S| =1, entonces S = {i} para algin i € N y el individuo ¢ es un dictador.

Mostraremos que |S| = 1 por reduccién al absurdo.
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Supongamos que |S| > 2.
Tomemos i € Sy consideremos S\{i} C N.
S\{i} # ¢ porque suponemos que |S| > 2.

Por DdY consideremos la agenda V = {x,y,z} y el perfil u d9—consistente tal que u
restringido a V' este definido asi:

U oy, =

Note que un tal perfil existe porque d? es rica.
Examinemos f,({y, z}).
Como S es decisivo entonces z ¢ f,({y, z}). Asi tenemos que y <y, .
Veamos ahora que z <, y.

Por reduccién al absurdo.

Supongamos que y <, x, es decir, x ¢ f,({z,y}).

Yy x Yy
ulepn=| & ¥ &
i} s\ip N\S

Como z <j y,Vk € (N\S)U{i} ANy <; z,Vj € S\{i} Az ¢ fu.({z,y}) entonces
yDs\(iy -

Por el teorema general de contagio S\{i} es decisivo.

Esto contradice la minimalidad de S, es decir que |S| < |M]|, VM € S.

Por lo tanto, x <, y.

Como y <, 2 A x =, y entonces = <, z. Lo que significa que z ¢ f,({z, z}).
Ahora bien,

z x x
U f{x,z}: T z z
N
{it  S\{i} MN\S
Como z < z,Vk € N\{i}) A v <;2 A z¢ fu({z,2}) entonces xDy; 2.
Por el teorema general de contagio {i} es decisivo.
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Esto contradice la minimalidad de S, es decir que |S| < |[M|, VM € S.
De esta manera queda demostrado que |S| = 1, es decir existe un dictador.
|
En el capitulo siguiente veremos que existen distancias ricas y no ricas. También, que
en general el conjunto de los perfiles d9—consistentes es un subconjunto propio del conjunto

de todos los perfiles. Asi, tendra pleno sentido lo estudiado en el presente capitulo.



Capitulo 4

Reglas estructuradas, Distancias

Ricas y No Ricas

4.1. Reglas de Eleccion Social definidas a partir de distancias

En esta seccion definiremos reglas de eleccion a partir de distancias siguiendo las ideas

presentadas en [3].

Definicién 4.1.1 Dado un conjunto A definimos M(A) como el conjunto formado por

todos los multiconjuntos cuyos elementos estan en A.

Definicién 4.1.2 Dada la funcién de distancia d9 : X x P*(X) — R y h una funcién
de agregacion, definimos la distancia d9" entre un elemento de X y un multiconjunto de
P*(X) ast:
9" X x M(2*(X)) — RT
d9"(z, 1) = h(d?(x, A1), ..., d%(x, Ap)),

donde p = {A1, ..., Ay }.
Dado un perfil d9-consistente, u = (=1,...,=y), le asociamos p, € M(P*(X)), lla-

44
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mado el conjunto de cédigos*, definido de la siguiente manera:

Pu = {A17"'7An}7

donde A; es el testigo de que =; es dJ-consistente, es decir, a =; b si y solamente si
dg(a, Al) < dg(b, AZ)

Note que en st g = min el cddigo de un preorden total d9-consistente es unico. Pero
en general, para una funcion de agregacion cualquiera mo sabemos si el cdodigo es unico.
Nosotros conjeturamos que para la suma, es decir g = s el codigo es unico. De todas
maneras, podemos suponer que tenemos una funcion p, que asocia a un perfil d9-consistente
un conjunto de codigos.

Ahora definimos la relacion <! asociado a u ast:

x <My = d9"(z, p,) < dPM(y, pu)

Es facil verificar que <" es un preorden total.

Finalmente definimos,
P x 24(X) — PH(X),y

AWy = min(V, =0

Observe que nada més considerando g,h € {max, min, s} obtenemos 9 funciones de
eleccién distintas. A continuacién damos dos ejemplos con g = min y h serd una vez sy

otra mazx.
Ejemplo 4.1.1 2

1. Sea N ={1,2,3,4}, X ={0,1}*, d la distancia de Hamming,

gah: U(RJr)n — RF

n>1

dadas por g(x1,...,xn) = min{z; : 1 <i<n} y h(zy,....,x,) = sz
=1

'En [3] este conjunto es llamado el conjunto de preferencias principales pues los cédigos corresponden
al primer nivel en el caso en que g = min que fue el Unico caso estudiado alli.
?Ejemplos tomados de [3]
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Codifiquemos las alternativas de la siguiente manera:

2o = (0,0,0,0) z1=(0,0,0,1) a2=(0,0,1,0) 3= (0,0,1,1)
24 =(0,1,0,0) x5=(0,1,0,1) x¢=(0,1,1,0) x7=(0,1,1,1)
zg = (1,0,0,0) 9= (1,0,0,1) z0=(1,0,1,0) z13 =(1,0,1,1)
212 = (1,1,0,0) 13 = (1,1,0,1) 14 = (1,1,1,0) 15 = (1,1,1,1)

Ast, X = {zo,-- 715}

Sea u = (=1, <9, =<3, =4), tal que el conjunto de cédigos asociado p, = {A1,- -, A4}

viene dado de la siguiente manera:

A = {(1, 1,1, 1), (1, 1, 1,0)} Ay = {(1, 1,1, 1), (1, 1, 1,0)}
Az = {(0,0,0,0)} Ay ={(0,1,1,0),(1,1,1,0)}

llustraremos esta situacion con la siguiente tabla:

Sea V =X\ {(0,1,1,0),(1,0,1,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0)}

dmin,s

|4
(0,0,0,0)
(0,0,0,1)
(0,0,1,0)
(0,0,1,1)
(0,1,0,0)
(0,1,0,1)
(0,1,1,1)
(1,0,0,0)
(1,0,0,1)
(1,0,1,1)
(1,1,0,1)
(1,1,1,1)

=
&
s
w
N
'S

8

~
S

S N S S SEER SRR ACEEE A SRS RN
S N N DO~ DD L W
~ D W R R R WO

MW O DYy D D

LW W R LYW R R RO

De la tabla es facil ver que f5(V) = {(1,1,1,1)}, pues (1,1,1,1) es el vector que

mainimiza la “distancia” d™™5.

2. Sean N, X, d y g como en el ejemplo anterior.
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Pongamos
h: ®RY — RE
n>1

dada por h(xi,...,xy) = maz{z;: 1 <i<n}.

Consideremos u = (=<1, =<2, =3,=4), tal que el conjunto de cddigos asociado p, =

{Ay,---, Ay} viene dado de la siguiente manera:

Al = {(1, 1,1, 1), (1,1, 1,0)} Ay = {(1, 1,1,1), (1, 1, 1,0)}
Az = {(0707070)} Ay = {(Oa 1, 1’0)7 (L 1, 1’0)}

{lustraremos esta situacion con la siguiente tabla:
Sea V =X \{(0,1,1,0),(1,0,1,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0) }

dmin,max

=~
&
N
w
o
S~

(0,0,0,0)
(0,0,0,1)
(0,0,1,0)
(0,0,1,1)
(0,1,0,0)
(0,1,0,1)
(0,1,1,1)
(1,0,0,0)
(1,0,0,1)
(1,0,1,1)
(1,1,0,1)
(1,1,1,1)

Co

DS R =R DV R DD L @
S R N D MV =N D DD L W
W W R DLW RY RN
N D B W R R R L
N L L L LN W

Es facil ver que f"*(V) ={(0,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,0),(0,1,0,1),(1,0,0,0)}.

Un punto interesante cuando se estudian estas reglas es el de saber cuando d9 es rica
pues sabemos que esa va a ser una condicién suficiente para que el teorema de Arrow sea
satisfecho.

S

La seccién siguiente estd dedicada al estudio de la propiedad de riqueza para d™" y d

cuando d es la distancia de Hamming.
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4.2. Distancias Ricas y no Ricas

Consideremos X = {0,1}" con n € N y d la distancia de Hamming.
Las siguientes observaciones y notaciones sobre d, cuyas pruebas son inmediatas de las
definiciones, nos seran de mucha utilidad en lo que sigue.

Observaciones:

O1 Dado z = (z1,...,2,) € X sabemos que z; € {0,1},Vi € N.

0 siz; =1
1 SiIL‘l'ZO

Para cada ¢ € N definimos

02 Si d(xz,y) =t entonces d(T,y) = n — t.
O3 Para cada vector z = (21, ...,2,) € X existe un tnico vector T € X tal que d(z,T) =
n. A saber, T = (T1,...,Tp).

Contrariamente a lo anunciado en [4] la distancia d""" no es rica. Esto es precisamente

lo que nos dice el siguiente teorema:

Teorema 4.2.1 Sid es la distancia de Hamming entonces d™" no es rica para todo n > 3.

Demostracién: La demostracién se basa en mostrar que dados los vectores x = (0, 0,0, ...,0),
y=1(1,0,0,...,0) y 2=(0,1,0,...,0) no existe Y C X tal que

d™(x, YY) < d™(y,Y) < d™(2,Y) (4.1)

Por reduccién al absurdo.
Supongamos que existe Y C X tal que satisface (4.1).
Afirmacién 1 y,z ¢ Y
Siy €Y 6zcY entonces d™"(y,Y) =0 6 d™"(z,Y) = 0 respectivamente.
Esto contradice que d™™(x,Y) < d™"(y,Y) 6 d™"(z,Y) < d™"(z,Y) respectiva-
mente.
Afirmacién 2 z ¢ Y
Por la afirmacién 1 tenemos que d™"(y,Y) > 0, luego, por (4.1), d™"(z,Y) > 1.

Pero si € Y entonces d™"(z,Y) < 1. Por lo tanto, = ¢ Y.
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Sea w = (wy,...,wy) € X, definimos |w|y como el nimero de ceros que tiene w, y |wl;
como el nimero de unos que tiene w.
Sea w € Y tal que d(z,w) = d™"(x,Y).
Por las afirmaciones anteriores w # x, w # y y w # z. Asi, d™"(z,Y) = d(x,w) = |w|;.
w1 # 1, ya que de lo contrario tendriamos que d(y,w) = |w|; — 1 > d™"(y,Y). Lo que
contradice que
d™(z, YY) < d™(y,Y)

De manera anéloga tenemos que wy # 1.
Por lo tanto, las coordenadas de w que tienen 1, tienen indices mayores o iguales a 3.
De donde, d(y,w) = |w|i1 + 1y d(z,w) = |w]; + 1.
Como d™"(z,Y) < d™"(y,Y) entonces d™"(y,Y) = |w|; + 1. Pero, esto contradice
que
d™(y,Y) < d™"(2,Y).

De esta manera concluye la demostracion.
|
A diferencia del teorema anterior tenemos que d° es rica. Para demostrarlo vamos a
establecer una serie de lemas que prueban por separado cada una de las propiedades de

riqueza.

Lema 4.2.1 Sean X = {0,1}" con n > 3, d la distancia de Hamming sobre X vy

x,y,z € X distintos entre si. Entonces existe Y C X tal que
d*(z,Y) < d°(y,Y) < d’(z,Y). (4.2)

La demostracién de este Lema consta de tres partes, que corresponden a los tres casos
siguientes:
d(z,y) <d(z,2), d(z,y)=d(z,z) 6 dz,y)>d(z,2)

Con el fin de ayudar al lector a seguir la prueba (que es una prueba por casos) presenta-
mos a continuacién, de manera esquematica y exhaustiva, el arbol de los casos analizados:

CASO 1. d(z,y) < d(z, 2)
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21 k=1
a)Las coordenadas en que y difiere de
x son distintas a las coordenadas
en que z difiere de x y k # n/2.
CASO 2. d(z,y) = d(x,z) = k 99 1<k b)Las coordenadas en que y difiere de

x son distintas a las coordenadas en
que z difiere de z y k = n/2.

¢)Al menos en una de las coordenadas en

que y difiere de x también z difiere de .

3.1 s:n/\k:>g
n
3.2 =nANk=—
s=n 5
3.3 5:n/\l<:<2 @) n par
2 | b) nimpar

CASO 3. k =d(z,2) < d(z,y) = s a)Las coordenadas en que x difiere de

z son distintas a las coordenadas en
34 s<n que z difiere de y.

b)Al menos en una de las coordenadas en

que z difiere de z también x difiere de y.
Demostracién:

CASO 1. d(z,y) < d(z, 2).
Para este caso basta tomar, Y = {z}.
Asi, 0 =d*(z,Y) < d(z,y) = d*(y,Y) < d(z,z) = d*(2,Y).
CASO 2. d(z,y) =d(z,2) =k
Notemos que k # n.
En efecto, si k = n entonces necesariamente y = z, por O3. Pero, por hipdtesis y # z.

CASO 2.1 Sik=1.

Luego, d(y,z) = 2, ya que y difiere de = en una coordenada que es distinta
de la tnica coordenada en la que difiere z de x. Sin pérdida de generalidad la

situacion es como estd descrita por los vectores mas abajo.
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Consideremos t € X el vector que resulta de hacer un cambio a = en una
coordenada distinta de la coordenada por la que difiere de y y distinta también
de la coordenada por la que difiere de z. La existencia de t estd garantizada
porque n > 3.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién es como en los

siguientes vectores:

x = (a1,ag,...,a,)
y = (ar,az,...,a,)
z=(a1,az,...,a,)
t=(ai,ag,...,a,)

Tenemos que

d(z,t) =1

d(y,t) =2

d(z,t) =2

Luego, tomamos Y = {z,y,t} y tenemos lo deseado, pues
Pz, Y)=0+1+1=2
d*(y,Y)=14+0+2=3
d*(z,Y)=14+2+2=5
CASO 2.2 Sil<k.
Hay tres posibilidades:

a) Las coordenadas en que y difiere de x son distintas a las coordenadas en

que z difiere de z y k # n/2. Esto en particular nos dice que 2k < n.

Consideremos t € X el vector que resulta de hacer un cambio a  en una
coordenada distinta de las coordenadas por las que difiere de y y distinta
también de las coordenadas por las que difiere de z. Tal coordenada existe
porque por las hipétesis 2k < n.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién es como en

los siguientes vectores:

T =(Q1, ey Ay Qg 1y - ey Aot ds -« -5 Ap)

Yy = (a_1>"'7a_kaak‘+17"'7an—k+la"'7an)
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= (ala"'7ak'7ak+17‘"7an*k+17"'7an)

t:(al,...,ak,ak+1,...,an_k+1,...,an)

Asi, tenemos que

d(z,t) =1
d(y,t) =k+1
d(z,t) =k+1

Luego, tomando Y = {x,y,t}, se satisface (4.2), pues
dF(z,Y)=0+k+1=k+1
Py, Y)=k+0+(k+1)=2k+1
d*(z,Y)=k+2k+(k+1)=4k+1

Las coordenadas en que y difiere de = son distintas a las coordenadas en

que z difiere de x y k = n/2.

Consideremos t € X el vector que resulta de hacer un cambio a x en una
de las coordenadas por las que difiere de z, por tanto, distinta de cada
coordenada por las que z difiere de .

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién esta represen-

tada por los siguientes vectores:

T = (A1, ey Ay Qa1y -y 1, 0p)
Y= (Q1,..., 0k, Qk41,- .-, 0n—1,0p)
2= (a1, , Ak, Qg 1y -+ 0n_1,0n)
t = (a1,...,ak,akJrl,...,an_l,m)

Asi, tenemos que

d(z,t) =1
d(y,t) =k+1
d(z,t) =k —1

Luego, tomando Y = {z,y,t}, tenemos que
dP(x,Y)=0+k+1=k+1

By, Y)=k+0+ (k+1)=2k+1
d*(z2,Y)=k+2k+ (k—1)=2k+ (2k - 1)

Como k > 1 entonces 2k — 1 > 1. Asi, se satisface claramente (4.2).
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¢) Al menos en una de las coordenadas en que y difiere de z también z difiere
de x.
Sea [ la cantidad de coordenadas en que tanto z como y difieren de x. Asi,
[ > 0. Notemos ademas, que k — [ > 0, pues, k — [ > 0 es equivalente a
k > [ y esta ultima desigualdad es verdadera por la definicién de [. Pero
ademas, k # [, pues de lo contrario tendriamos que y = z, lo cual es una

contradiccion. Entonces tenemos k > [, es decir, k — [ > 0.

Notemos que: d(z,y) = 2(k — 1), porque d(z,y) = k = d(x,z) y | es el

nimero de coordenadas en que ambos y y z difieren de x.

Consideremos t € X el vector que resulta de hacer un cambio a x en una
de las coordenadas por las que difiere de y pero no de z, y t’ € X el vector
que resulta de hacer un cambio a x en una de las coordenadas por la que
difiere de z pero no de y.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién esta represen-

tada por los siguientes vectores:

T = (A1, Qi 1y s Qhy Qhet 1 -+ Qg (k—1)> - - - 5 On)
Y= (@1, s @151 Ty Akt - - > Qg (k—0)5 - - - » O
2= (@1, 13T+ o3 Oy Q41 -+ > Tlop (ki) - - » O
t= (al,...,ak,lﬂ,...,a_k,ak+1...,ak+(k_l),...,an)
t = (_1,...,ak_l+1,...,ak,ak+1...,ak_,_(k_l),...,an)

Asi, tenemos que

d(z,t) =1 d(z,t') =1
dly,t) =k +1 d(y,t'y =k -1
d(z,t) =k — 1 d(z,t) =k + 1

Luego, tomando Y = {z,y,t,t'}, tenemos que

(2, Y)=0+k+1+1=k+2

Py, Y)=k+0+(k+1)+(k—1) =3k

PG Y)=k+2k—-0)+k-1)+(k+1)=3k+2(k—1)
Como k > 1, 3k > k+2 ycomo k—1 >0, 3k +2(k —1) > 3k. Asi, se
satisface (4.2).
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CASO 3. k=d(z,z) <d(z,y)=s

CASO 3.1 s=n y k>g

Tenemos que d(z,y) =n — k por O2.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién es la siguiente:

= (A1, Ay Qi1y- -, 0n)
y = (@1,..., 0k Q1) - 0n)
z=(a1,..., 0k, Q41 ---,0n)
zZ=1(a1,...,0k, k51 .--,0n)

Sea Y = {Z}. Entonces tenemos
d*(x,Y)=n—k
Py, Y)=k
d’(z,Y) =

Como k > g entonces n — k < k. Asi, se satisface (4.2).

CASO 32 s=ny k:g

Tenemos que d(z,z) = d(y,z) = g

Consideremos t € X el vector que resulta de hacer un cambio a z en una de las

coordenadas en que x no difiere de z.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién es la siguiente:

= (a1, ..., Qp_1, Gk, i1, A2, - - - 0n)
y = (a1,..., 01,0k, Q4 1, Tht2, - - - > 0n)
2= (a1,...,0%—1, 0k, Q4 1, Q12 - - -, On)
Z=(a1,...,0k_1,Q%, i1, Cht2;---,0n)
t:(al,... ak_l,ak,akﬂ,m,...,@)

Asi, tenemos que
dlz,t)=k—1
d(y,t) =k+1
d(z,t)=n—1
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Tomemos Y = {Z, t}, luego,

ds(:c,Y):g—i—(k—l):n—l
n

¢y, Y)=5+(k+1)=n+l

d*z,Y)=n+(n—-1)=2n-1
Como n > 3 tenemos que 2n — 1 > n + 1. Por lo tanto, se satisface (4.2).

CASO 3.3 Sis=ny k<g.

a) Supongamos primero que n es par.

. n .
Consideremos t € X el vector que resulta de hacer 5 cambios a x en coor-

n
denadas en que x no difiere de z, t' € X el vector que resulta de hacer 5
cambios a z en coordenadas en que x no difiere de z, pero t # t'(la existen-

n
cia de t’ estd garantizada porque k < 5), y r € X el vector que resulta de

n . .
hacer — — k cambios a x en coordenadas en que x no difiere de z.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién es la siguiente:

r = (al, BRI 7 ,a(n/Q)_l,an/Q,a(n/g)H, cee ,a(n/2)+k+1, cee ,an,l,an)
Yy = (a_l,...,a_k,...,a(n/g),l,an/z,a(n/g)ﬂ,...,a(n/2)+k+1,...,an_1,a_n)
2= (A1, Ay -+ o5 A(ny2) =15 A2, A(n/2)+15 - - - > A(n/2)4k+15 - - - » Gn—1; Cn)
t= (al,...,ak,...,a(n/2),1,an/2,a(n/2)+1,...,a(n/2)+k+1,...,an_l,%)
t' = (al, cees Ay - .,a(n/g)_l,an/g,a(n/g)H, ce ,a(n/2)+k+1, ce ,an,l,an)
r = (al,...,ak,...,a(n/Q),l,an/Q,a(n/2)+1,...,a(n/2)+k+1,...,an_1,%)

Asi, tenemos que:

d(z,t) = g d(z,t') = g d(z,r) = g —k
n n n
d(z,t) = g k d(z,t') = g +k d(z,r) = g

Tomando Y = {¢,¢,r} tenemos:
& (z,Y) :n+g—k‘
& (y,Y) :n+g+k
&*(z,Y) :n—l—g—i—%

Asi, claramente Y satisface (4.2).
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b) Ahora supongamos que n es impar.

Supongamos k > 1.

. n— .
Consideremos t € X el vector que resulta de hacer cambios a = en
coordenadas en que x no difiere de z.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacion es la siguiente:

T = (1,5 Ay Ang1)/25 A((n1)/2) 415 - - - On)
= (@1, -k A(ng1)/2> U(n+1)/2) 415 - - - » On)
= (A5 Ty -5 Qg 1) /25 G4 1) /2) 415 - - 5 an)
= (a1, ks A1) /25 A(nr 1) /2) 415 -+ On)

Asi, tenemos que:

-1
d(a,t) =
n—1

d(y,t) = +1
1

d(z,t) = n% +k
Como k > 1 entonces d(z,7) > d(y,r). Por lo tanto, basta tomar Y = {t}

para que se cumpla (4.2).

Supongamos ahora que k =1

Estudiamos dos posibilidades: n =3y n > 5

Sin = 3 entonces, consideremos ¢t € X el vector que resulta de hacer un
cambio a x en una de las coordenadas en que x no difiere de z, t' € X el
punto que resulta de hacer un cambio en la otra coordenada en que x no
difiere de z.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacion es la siguiente:

x = (a1,a2,as)
y = (ar, az, az)
z = (a1, ag,as)
Z = (a1, a3, a3)
t = (a1,a2,a3)

Asi, tenemos que:
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d(z,t) =1 d(z,t') =1
d(y,t) =2 d(y,t') =2
d(z,t) =2 d(z,t") =2

Tomando Y = {Z,¢,t'} tenemos:

d*(z,Y)=24+1+1

d*(y,Y)=1+2+2

d’(z,Y)=3+2+2
De donde es claro que se satisface (4.2).
Ahora, si n > 5 entonces consideremos t € X el vector que resulta de hacer
un cambio a x en una de las coordenadas en que z no difiere de z, t' € X
un vector con las mismas condiciones de t, t' # t(esto es posible porque
n > 3),yr € X el vector que resulta de hacer un cambio a z en una de las
coordenadas distintas a la tnica en que z y y coinciden. La existencia de r
(diferente tanto de t como de t') estd garantizada porque n > 5 (si n = 3
entonces r coincide con t 6 t').

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacion es la siguiente:

x = (a1,a2,as,a4,...,an)
(al,ag,ag,az;,...,@)
= (a1, a2,as3,a4,...,ay)
zZ= (CL a27a_37a_47"'7m)
t = (a1,az,as,aq4,...,a,)
= (a1,a9,a3,a4,...,ay)
= (a1,a2,a3,a4, ..., Gp)
Asi, tenemos que:
d(z,t) =1 d(z,t') =1 dx,r)=n—2
d(z,t) =2 d(z,t') =2 d(z,r)=n—1

Tomando Y = {Z,¢,t',r}, se puede ver facilmente que:
d*(z,Y)=2n-1
d*(y,Y)=2n+1
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d*(z,Y)=2n+3
Asi, Y satisface (4.2).
CASO 3.4 Sis<n.
Hay dos posibilidades:

a) Las coordenadas en que z difiere de z son distintas a las coordenadas en

que zx difiere de y.

Supongamos que s es impar.
Notemos que, como 1 < k < s y suponemos § impar entonces s > 3.
s—1
> 1.

Luego,

cambios

S —_—
Consideremos entonces t € X, el vector que resulta de hacer
a x en coordenadas en que difiere de y, t' € X el vector que resulta de hacer

un cambio a y en una de las coordenadas en que difiere de z, y t” € X el

vector que resulta de hacer cambios a x en coordenadas en que difiere
de y, y no de z.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacion es la siguiente:

(ala vy Oy Q15 Af4-2,5 -+ a‘k+((5—1)/2)7 ak—i—((s—i—l)/?)a vy Qftsy Q5415 -5 an)

A1y o5 Qky A+15 Ak+25 -5 Ap4-((s—1)/2) s Ak4-((s+1)/2) =) Vk+s5 Ak+s+15 -+ an)

A| —

Ly oy Ohy Qo 1 Qe 25 -+ Aot ((5—1)/2) s Vot ((s41)/2) 5 ++» Vb5 Ve s+15 45 On)

SR S SR~
Il

(A1 ey Oy Tt T Tl 2y -5 Ty ((5—1)/2) » Ukt ((s41)/2) ++» et Ueb-s+15 45 On)

!/ __
t = (ala vy Oy Q41,5 Af4-2,5 -+ a‘k‘—i—((s—l)/Q)a ak+((s+1)/2)a vy Qftsy Q45415 -5 an)

!
t" = (a1, ., ey Qg1 Q425 -5 Qg (5—1)/2)s Tt ((54+1)/2) 5 s Thitss Thts+1y -+ An)

Asi, tenemos que:

d(z,t) = i 5 d(z,t')y=s—-1 d(z,t") = %
s+1 s—1

d(y,t) = —5— d(y,t') =1 d(y,t") = =

dzt) =k+=5—  d(zt)=k+s—1 d(z,t”):s_; +k

Tomando Y = {z,t,t',t"} tenemos:

d*(z,Y)=s+(s—1)=2s—1
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d*(y,Y)=s+(s+1)=2s+1
d*(z,Y)=s+(s—1)+4k =2s+ (4dk — 1)
Como k > 1 entonces 4k > 4. Asi, Y satisface claramente (4.2).

Si s es par entonces

consideremos t € X el vector que resulta de hacer un cambio a y en una de
las coordenadas en que difiere de z, y ' € X el vector que resulta de hacer

S . .
3 cambios a x en coordenadas en que difiere de y.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién es la siguiente:

Tr = (CLl,.. s gy Afet1, Af4-2 - ak+(s/2),a (5/2)+1,...,ak+s,ak+s+1,...,an)
= (a1, .-,k Gy 1, Oy 2 - <y At (s/2)) Ut (s/2)+15 - - - s A5y At s+15 - - - ,n)
= (@1, s Ty Qe 15 Q42+« + 5 Qe (5/2)s Qg (5/2)+ 15+ + + > Therkss Thtst1s -+ » On)

t=(at, ..,k apy1, TGy - <o At (s/2)) Ukt (s/2)+15 - -+ s Aktsy) Qkts+1s -+ -5 an)
= (A1, s Oy T 1, Tt 2 -+ + 5 Chog (5/2)5 b (5/2) 415+ -+ » Bhtss bt st1s- - > Q)

Asi, tenemos que:

d(z,t) =5 — 1 d(z,t') = g
d(y,t) =1 d(y,t') = g
Az, t) =k +s—1 d(z,t’):g—kk:

Tomando Y = {x,t,t'} tenemos:

¢@,Y)=(s—1)+

d*(y,Y)=s+1 —l—;

dS(z,Y):s+§+3/<:—1
Como k > 1 entonces 3k > 3, luego, 3k > 2 . Asi, d*(y,Y) < d*(z,Y). Por
lo tanto esa eleccién de Y satisface (4.2).
Al menos en una de las coordenadas en que z difiere de z también z difiere
de y.
Llamemos [ la cantidad de coordenadas en que tanto z como y difieren de

z y 7 es el entero que satisface la ecuacién siguiente

n=k+s—1+r,
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es decir, r es el nimero de coordenadas en que los tres vectores x,y y 2
coinciden.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacion es la siguiente:

T = (@1, ety Q415 - - - Oy Qg1 - - - A(k—1)+s> Y(k—1)+s+1> - - - Q)
Y= (ala sy Q1 Qf—+415 - - - , Ok Q41 -+ A(k=1) 453 A(k=1)4s+15 -+ an)
2= (A1, Wl o151+ -+ » Oy Qht1 -« - 5 A1) 5> A(k—1)f5415 - - - )

Veamos que basta tomar Y = {z,z}.

Sabemos que:

d(z,x) =0 d(z,z)=n—k
d(ya CC) =S d(y,f) =n- d(y7 Z)
d(z,z) =k d(z,Z) =n

Como d(x,y) = s, d(x,z) = k y son [ las coordenadas en que ambos y y z di-
fieren de x, es decir en esas coordenadas ambos coinciden entonces d(y, z) =
(s — 1) + k — I, es decir, d(y,z) = s + k — 2L
Luego, d(y,z) =r + 1.
Por lo tanto,

d*(x,Y)=s+r—1

d*(y,Y)=s+r+1

d*(z,Y)=s+r+(2k —1)
Como [ < k, 1l < 2k —1y por lo tanto d*(y,Y) < d*(z,Y), y asi, Y satisface
(4.2).

Lema 4.2.2 Sean X = {0,1}" con n > 3, d la distancia de Hamming sobre X vy

x,y,z € X distintos entre si. Entonces existe Y C X tal que
d*(z,Y)=d°(y,Y) < d’(z,Y) (4.3)

La demostracién de este Lema consta de dos partes, a saber(por la desigualdad trian-
gular):
d(z,y) <d(z,z)+d(y,z) 6 d(z,y)=d(z,z)+dy,z)
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Demostracion:

CASO 1. d(z,y) < d(z,z) + d(y, z).
Basta tomar Y = {z,y}, puesto que
d*(z,Y) = 0+d(z,y)
d*(y,Y) = d(z,y) + 0
(5, Y) = d(z, 2) + d(y, 2)
de donde claramente se satisface (4.3).

CASO 2. d(z,y) = d(z,z) + d(y, 2).
Pongamos d(z,z) =k y d(y,z)=r.
Por la hipétesis, las k coordenadas en que difieren x de z es un subconjunto de las

coordenadas en que difiere x de y.

Tenemos que:

dz,z) =n—k
dy,z) =n—r
d(z,Z) =n

Consideremos t € X el vector que resulta de hacer k cambios a x de la siguiente
manera: k — 1 cambios en coordenadas en que difiere tanto de y como de z y un

cambio en una de las coordenadas en que difiere de y, pero no de z.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién es la siguiente:

T = (1,02, ..., Ak, Qk41, Qk42 - -« s gy Gort1 - - - 5 Q)
Y = (@1,a2;, -+, Wy Okt 1, Q42 - - + > Thotrs Uhert1 - - - An)
2= (1,02, -+, ks Akt 15 Akt2 « -+ y Qs Uyl « - - 5 Q)
t = (a1,G2, .., Wy T 1y Q-2 « -+ » Uty Qb1 - -+ » On)

Asi, tenemos que

d(z,t) =k
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Por lo tanto, basta tomar Y = {Z,t}. Pues asi,

d(z,Y)=d(y,Y)=n<n+2=d(zY).

Lema 4.2.3 Sean X = {0,1}" con n > 3, d la distancia de Hamming sobre X vy
x,y,z € X distintos entre si. Entonces existe Y C X tal que

d*(z,Y) < d’(y,Y) =d’(2,Y) (4.4)
Demostracién:
Pongamos k = d(z,y) y r=d(z,z2).
CASO 1. Las coordenadas en las que z difiere de y son distintas a las coordenadas en las

que z difiere de z.

Consideremos t € X el vector que resulta de hacer un cambio a y en una de las
coordenadas en que y difiere de z, y t' € X el vector que resulta de hacer un cambio

en z en una de las coordenadas en que z difiere de .

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién es la siguiente:

T = (1,092, ..., Qk, Qkt1, Qkt2,s -« Qotry Qi - - -, Q)
Y = (@1, @2, ...,k kg1, Oy 2 - - 5 Chgry Qkfrt 1 - - - > O
2= (1,02, Ay Tg 1 Tl12 + - > Clotry Chbtly -« -5 Ap)
t=(a1,a3, ..., %, Qki1,AQk+2 -y Qftry Qtrily - -« 0n)
t'=(a1,a2,. ..,k Qks1, Qg 2y - -+ s Thopry Udrt1 - « - 5 Ay

Asi, tenemos que:
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dz,t)=k—1 dz,t"y=r—1
d(y,t) =1 dly,t')=k+r—1
diz,t)=r+k—1 d(z,t") =1

Tomando Y = {¢,t'} tenemos que

Pz, Y)=(r—-1)+(k-1)
& (y,Y) =1 +k
d*(z,Y)=r+k

De donde claramente Y satisface (4.4).

CASO 2 Al menos una coordenada en que z difiere de y coincide con alguna coordenada
en que zx difiere de z.
Llamemos [ la cantidad de coordenadas en que x difiere tanto de y como de z a la

vez. Asi, tenemos que [ > 0.

Consideremos t € X el vector que resulta de hacer » — [ cambios a x en coordenadas
en que z difiere de z pero no de y, y t' € X el vector que resulta de hacer k — [

cambios a x en coordenadas en que x difiere de y pero no de z.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la situacién es la siguiente:

T = (A1, .y Q15 A1y Q141+ - 5 Oy Q1 - - + 5 Qhogp—Is Qr—I415 - - - 5 Oy
Y= (AL, Ok -1, Q15 141 -+ > Ohy @kt 1y - - + 5 Qo —1s Qhr—415 - - -, Q)
z = (al, ey Q=1 Q] Qfg— 41+« 5 Qhy Qg1 -+ - 5 Qhor—1y Apr—+15 - - - ,an)
t= (a1, ..., @11, Qk—1y Q141 - - - 5 Ok, T 1 - - + 5 Ol r—Is Ay —I415 - - - 5 Oy
t' = (1, - T i1y Ty Qi1 - - - Qloy At s - -y Qppr—s Wy —I415 - - - » Ay

Asi, tenemos que:

d(z,t) =r—1 dlz,t"y =k —1
dy,t) =k+r—1 d(y,t") =1

d(z,t) =1 diz,t"y=r+k—1
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Tomando Y = {¢,t'} tenemos que

(@, Y)=(r—-0)+ (k-1
&y, Y) =1+ k
&z, Y) =1+ k

Como [ > 0 entonces (r —1) + (k —1) < r+ k. Asi, Y satisface (4.4).

Como corolario inmediato de estos tres lemas tenemos lo siguiente:

Teorema 4.2.2 Sean X = {0,1}" con n > 3, y d la distancia de Hamming sobre X.

Entonces d* es rica.

En realidad 3 es el minimo entero tal que la distancia d® es rica de manera no trivial
cuando d es la distancia de Hamming. Observe que cuando n = 1 no hay sino dos puntos
en X y por lo tanto la distancia es trivialmente rica. Pero si n = 2 se pierde la propiedad

de riqueza como lo establece el teorema siguiente:

Teorema 4.2.3 Sean X = {0,1}? y d la distancia de Hamming sobre X. Entonces d* no

es rica.

Basta mostrar que d® no se satisface la condicién i) de la definicién 3.2.2. En efecto,

sean z = (0,0), y=(1,0) y z=(0,1). Mostraremos que no existe Y C X tal que
&z, Y) < d’(y,Y) < d’(z,Y) (4.5)

Demostracién:

Razonamos por reduccién al absurdo.

Supongamos que existe Y C X tal que satisface (4.5).

Pongamos w = (1,1). Asi, X = {z,y, z,w}.

Es facil verificar que Y no puede ser un singleton.

Ahora veremos que ningin subconjunto de X de dos elementos puede ser un subcon-
junto de Y, suponiendo que Y satisface la condicién 7).

Los posibles subconjuntos de dos elementos de X son:

{y, 2}z, g} {2} {z, wh {y, ) {70}
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Analicemos cada caso:

| | {y,z}gY

Sabemos que d(y, z)+d(y,y) = d(z,y)+d(z, z). Ademds, tanto = como w son equidis-
tantes de y y de z. Asi, si alguno de estos vectores formara parte o no de Y entonces

no se satisface que
d*(y,Y) < d’(z,Y)

Por lo tanto, {y,z} € Y.

= {zytCY
Sabemos que d(x,z) + d(z,y) = d(y, z) + d(y,y).
Por el caso anterior z ¢ Y.

Por otro lado, como d(x,w) > d(y,w) entonces w ¢ Y, ya que si no
d*(z,Y) > d*(y,Y).

Por lo tanto, {z,y} Z Y.

» {2,2} CY
Sabemos que d(x,x) + d(z,z) = d(z,z) + d(z, 2).
Por el caso anterior y ¢ Y.

Por otro lado, como d(x,w) > d(z,w) entonces w ¢ Y, ya que si no
d*(z,Y) > d*(2,Y).
Por lo tanto, {z,z} Z Y.

Solo falta verificar qué pasa cuando {z,w} =Y, {y,w}=Y & {z,w} =Y. Pues,
notemos que no podemos agregar a Y uno ni dos vectores mas de X, por los casos

anteriores.
Veamos que ninguno de estos casos es posible. En efecto,
o {z,w}=Y
d(z,{z,w})=0+3

dly,{z,w})=1+1
Az, fryw}) =141
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Esto contradice (4.5).

e {ywp=Y
A, {yw}) = 1+3
d(y, {y,w}) =0 +1
d(z,{y,w})=2+1
Esto contradice (4.5).

o {z,w}=Y
d(z,{z,w})=1+3
d(y,{z,w})=2+1
d(z,{z,w})=0+1

Esto contradice (4.5).

[ |
Finalmente, mostraremos que en general el conjunto de los perfiles dY—consistentes es
un subconjunto propio del conjunto de todos los perfiles. Como corolario del teorema que

mostraremos a continuacion.
La proposicién siguiente son observaciones que expresan una simetria de la estructura

de los hipercubos dados por la distancia de Hamming en {0, 1}".

Proposicién 4.2.1 Sea d la distancia de Hamming. Entonces se cumple:

O4 Para cada par x,y € X d*(x,X) = d*(y, X). Mads precisamente, para cualquier x €
{0,1}™ se tiene

i—1 \ !

d(z,X) =Y ( " ) g (4.6)

En particular, sin =3 entonces, d*(x, X) = 12, para cualquier z € X.
05 Sids(x,A) =d*(y,A), AC X yx,y € X entonces d*(x, X \ A) = d*(y, X \ 4).

Demostracién: Para probar O4 basta ver que la equacién (4.6) se cumple. Pero observe

n
que para un vector x fijo hay exactamente ( ) ) vectores a distancia ¢ de z. De alli es

i
inmediato (4.6).
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Para probar O5 nos servimos de O4. En efecto, suponga que d(x, A) = d(y, A) entonces

d(z, X \ A)

I
IN—l
=
VRS

= 3
N———
I;I
|
/g\
“H
=

Teorema 4.2.4 Sean X = {0,1}3 y d la distancia de Hamming sobre X. Entonces para
cada A C X no vacio, existen y1,y2 € X, y1 # y2 tales que

d*(y1, A) = d*(y2, A) (4.7)

Demostracién: Sea A C X no vacio.
Hay 8 casos posibles, que corresponden a la cardinalidad de A: |A| =i parai=1,...,8.
El caso en que la cardinalidad es 8 es decir A = X, se deduce inmediatamente de O4
de la proposicién 4.2.1.
Por O5 de la proposicién 4.2.1, basta ver los casos en que la cardinalidad esta entre 1

y 4 inclusives.

|A| = 1. Es decir, A = {(a1,a2,a3)}.
Tomando y; = (a7, a2,a3) y y2 = (a1, az,as) se satisface (4.7).
|A| = 2. En este caso, A = {a,b}.

Tomando y; = a y yo = b se satisface (4.7).
|A| = 3. Luego, A ={a,b,c}.

Subcaso 1. Uno de los tres vectores equidista de los otros dos.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que d(a,b) = d(a,c).

d*(b,A) = d(b,a)+d(b,b) +d(b,c)

d*(c,A) = d(c,a)+d(e,b) +d(c,c)

Asi, tomando y1 =b y y2 = c se satisface (4.7).

Luego,
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Subcaso 2. Ninguno de los vectores equidista de los otros dos. Es decir,

d(a,b) # dla,e) A d(a,b) £ d(e,b) A d(a,c) # d(c,b)
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
d(a,b) =1 A d(b,c) =2 A d(a,c) =3

y que la situacién es como la de los siguientes vectores siguiente:
a = (a1,az,a;3)
b= (a1, a2, a3)
c = (a1, a3, a3)
Consideremos y1,y2 € X los tnicos dos vectores que estan a distancia 1 de a y

al mismo tiempo a distancia 1 de b. Luego, por la observacién O2, d(yi,c) =

d(y2,c) = 2. Entonces claramente,

dy1,A) =14+ 1+2=d(ys, A)

|A| = 4. Dividiremos este caso en subcasos mutuamente excluyentes. Usaremos la simetria del

cubo para hacer el razonamiento méas simple.

Subcaso 1

Subcaso 2.

Existe a € A tal que a € A.
Pongamos A = {a,a,b,c} y tomemos y; = b, ya = c..

Asi, tenemos los siguiente:

d*(y1,A) = d(b,a) +d(b,a)+ d(b,b) + d(b,c)

= n+d(b,c) (por O2)
d*(y2, A) = d(c,a)+d(c,a)+ d(c,b) + d(c,c)
= n+d(c,b) (por O2)

De donde, claramente se satisface (4.7).

No existe a € A tal que @ € A. Es decir que d(z,y) < 3, para cualquier par
x,y € A. Pongamos A = {a,b,c,d}.

A su vez, en este subcaso, tenemos tres posibilidades mutuamente excluyentes:

s Los cuatro puntos en la misma cara del cubo.
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Sin pérdida de generalidad, por la simetria del cubo, podemos suponer que

la situacion es como en la figura siguiente:

a
es decir, d(a,b) = d(a,c) = d(b,d) = d(c,d) =1y d(a,d) = d(b,c) = 2.
Tomando y; = a y y2 = b se satisface (4.7).
Tres puntos en una cara.
Sin pérdida de generalidad, por la simetria del cubo, podemos suponer que

la situacion es como en la figura siguiente:

b

d
es decir, d(a,c) = d(b,c) = d(c,d) =1y d(a,b) = d(a,d) = d(b,d) = 2.
Tomando y; =d y y2 = b se satisface (4.7).

Dos puntos en una cara.
Sin pérdida de generalidad, por la simetria del cubo, la tnica situacion

posible es como en la figura siguiente:

d

es decir, d(a,c) = d(b,c) = d(c,d) = d(a,b) = d(a,d) = d(b,d) = 2.
Tomando y; = a y y2 = b se satisface (4.7).

Como corolario inmediato del resultado precedente obtenemos:

Corolario 4.2.1 Ningin orden lineal de {0,1}3 es d*-consistente.

A su vez esto nos dice lo siguiente:
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Corolario 4.2.2 La clase de perfiles d°-consistentes es una clase propia de la clase de

todos los perfiles.



Capitulo 5

Observaciones finales y

perspectivas

La nocién de riqueza que hemos estudiado es una condicion suficiente para probar el
teorema de Arrow. Queda abierta la pregunta de determinar cudles son las condiciones
necesarias y suficientes para que el teorema de Arrow se cumpla para los perfiles d9-
consistentes. En particular no sabemos si vale el teorema de imposibilidad para los perfiles
d™"_consistentes.

Otra pregunta abierta interesante es determinar las propiedades abstractas sobre la

funcién de agregacion g de manera que la distancia d9 sea rica.
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