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haciendo de cada paso que doy una experiencia unica, y del camino

un hermoso sendero lleno de lo que nos mantiene vivos, que parece ser
tan armonioso como una bella melodia y resulta ser tan o mds cadtico
que la Naturaleza misma que nos rodea; gracias por hacer de mi camino,

un hermoso sendero, lleno de amor.



La Naturaleza esta constituida de tal manera
que es experimentalmente imposible determinar
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Resumen

La diversidad en las propiedades de los elementos en un sistema complejo es una
situacion frecuente en multiples contextos. En este trabajo se investiga una red de
mapas cadticos globalmente acoplados como un modelo con ingredientes minimos
para estudiar el efecto de distintas fuentes de heterogeneidad en el comportamien-
to colectivo de un sistema complejo. Se estudia la heterogeneidad en la intensidad
de acoplamientos, en los parametros locales y en el grado de no linealidad de los
mapas, y su efecto en el comportamiento colectivo del sistema. En todos los casos,
la heterogeneidad se describe mediante una cantidad que mide la dispersién de los
parametros en consideracion. Se investiga el surgimiento de diversos comportamien-
tos colectivos, como la sincronizacion y la evolucion del campo medio, en funcién del
grado de heterogenidad de los distintos parametros del sistema. Se estudia el efecto
de la heterogeneidad de parametros variable en el tiempo. Los resultados muestran
que la heterogeneidad puede inducir orden macroscépico en coexistencia con caos

robusto en las dindmicas locales de los sistemas.
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... La limitada linealidad
y la universalidad del caos determinista...

salguna contradiccion en esto?

Introduccion

Desde pequenos, a algunos nos criaron respondiendo nuestros por qués con res-
puestas logicas que corresponden a leyes fisicas, y cuando esto no les era posible,
recurrian a Dios, que particularmente es el mismo método que ahora uso con mis so-
brinos, con la unica diferencia de que ahora se sabe que esas pocas cosas explicables
con sencillas leyes de la Fisica son una particularidad de la naturaleza cadtica que
nos rodea. Incluso en los primeros anos de mi carrera universitaria me ensenaron
que los fenémenos que no se podian predecir eran la excepcién de las leyes fisicas,
sencillamente por el hecho de no poder tomar en consideraciéon para las ecuaciones
todos los parametros que afectan o que existen en el fendmeno, y en cierta forma
nos hicieron creernos pequenos dioses al decirnos que si alguien en algiin momento
se ponia juicioso a buscar todos esos parametros que se desconocian, tenfamos la
prediccién segura de lo que sucederia en ese fenémeno en particular. Luego de que
Lorenz se tropezara con su atractor en 1963, a pesar de que sus resultados pasaron
desapercibidos por casi una década, se abrieron las puertas al conocimiento de lo
que ahora conocemos como caos determinista, conocido asi porque el sistema cadtico
no posee variables ni parametros al azar. El comportamiento irregular surge de la
no linealidad. Ya a finales del siglo XIX, Poincaré pensaba en este tipo de caos, es
decir, en el comportamiento que surgia por la sensibilidad de un sistema a sus condi-
ciones iniciales; inclusive reconocia la existencia de innumerables fenémenos que no
eran completamente aleatorios, que simplemente no respondian a una dindmica li-
neal; aquellos a los que pequenos cambios en las condiciones iniciales conducian a

enormes cambios en su evolucién. De hecho, la mayoria de las cosas en la Naturaleza



no actian de manera lineal, tales como el clima, la sangre cuando fluye a través del
corazon, las neuronas, la turbulencia, los atascos de vehiculos, la forma en la que
florecen las flores en un prado, la propagacién de epidemias, la bolsa de valores o las
trayectorias de los vuelos de un grupo de pajaros. De esta forma nos damos cuenta
de que en la frase inicial, en la parte superior de la pagina, no existe nada contradic-
torio, por el contrario ahora se nos hace obvio que la mayoria de los fenémenos de
la Naturaleza claramente son impredecibles debido a la limitacion de la linealidad y

mas comprensibles al aceptar la universalidad de su naturaleza cadtica.

Muchos sistemas en la Naturaleza sujetos a interacciones globales presentan com-
portamientos colectivos que no son susceptibles de ser derivados trivialmente a partir
del conocimiento del comportamiento de los elementos constituyentes aislados. Por
ejemplo, fendmenos que aparecen naturalmente en sistemas fisicos, quimicos, bio-
logicos y sociales; tales como ondas de densidad de carga, osciladores quimicos, en
redes de uniones Josephson, en la dinamica neuronal y celular, en la autoorgani-
zaciéon de individuos de una misma sociedad con determinadas condiciones, entre

otros, exhiben comportamientos organizados.

En la mayoria de los estudios sobre estos sistemas se ha asumido homogeneidad,
en el sentido de que la dindmica de los elementos y las interacciones entre ellos son
idénticas. Desde hace un poco més de una década, se empezo a estudiar el com-
portamiento colectivo que surge al introducir diversidad en los sistemas, que es lo
que conocemos como heterogeneidad. La importancia de introducir heterogeneidad
en sistemas dinamicos radica en que este fenémeno es muy comin; es decir, los el-
ementos que constituyen dichos sistemas no son idénticos en general. En las redes
de uniones Josephson cada unidad es diferente, lo mismo pasa con las células y las
neuronas, de igual forma sucede con los sistemas sociales donde cada individuo es
distinto y/o también cada elemento del sistema puede tener diferente manera de
interactuar con el resto. De esta manera, encontramos diversidad en una gran var-
iedad de contextos. De aqui la importancia de estudiar el comportamiento colectivo

inducido por diversidad en redes de elementos dinamicos.



En este trabajo, la heterogeneidad es el ingrediente que agregaremos para generar
diversidad en redes dindmicas acopladas globalmente, por ser éstas una clase impor-
tante de sistemas que manifiestan efectos colectivos ordenados o comportamientos
colectivos no triviales. Nuestro objetivo es investigar diversas fuentes de heteroge-
neidad, tanto en las dindmicas locales como en la conectividad de los elementos, y
su influencia en el surgimiento de comportamientos colectivos. Adicionalmente, nos

proponemos estudiar el efecto de heterogeneidad variable en el tiempo.

En el Capitulo 1, se presenta una revisién del concepto de caos robusto, su
interés, aplicaciones y escenarios, con el objetivo de definir la dindamica local de los
elementos que constituyen el sistema que estudiaremos en esta Tesis.

El Capitulo 2 presenta algunos tipos de comportamientos colectivos que surgen
en redes dinamicas acopladas globalmente, y contiene los antecedentes del tema
de la heterogeneidad, relacionados con la dinamica local de los mapas logistico,
logaritmico y singulares. También se presentan otras investigaciones de sistemas
heterogéneos aplicados a diversos contextos.

En el Capitulo 3 se presentan nuestras contribuciones originales acerca de los
comportamientos colectivos inducidos por heterogeneidad en las intensidades de
acoplamiento en una red formada por mapas de la familia de mapas singulares
f(zy) = b—|zy|*. Esto es equivalente a considerar heterogeneidad en las conexiones
de la red. Se muestran los diagramas de bifurcacién del campo medio en funcién,
tanto del exponente z, como del parametro local b. Para cada caso se realiza un es-
tudio de la sincronizacién del sistema a partir del calculo de su desviacion estandar
media, se obtienen los graficos del campo medio respecto al ancho de la distribucién
de la heterogeneidad y se calculan los estados de sincronizacién en funciéon del ancho
de la distribucién aleatoria de los acoplamientos.

En el Capitulo 4 investigamos los comportamientos colectivos inducidos por he-
terogeneidad en la dinamica local de la red y se estudia el efecto de la heteroge-
neidad variable en el tiempo para parametros del sistema. Exploramos situaciones
novedosas de estos sistemas. Introducimos heterogeneidad en los mapas singulares
f(zy) = b— |x]?, tanto en el pardmetro local b como en el exponente de singular-
idad z. Para cada caso se muestran los diagramas de bifurcaciéon del campo medio

en funcién de los pardmetros z, b, se realiza el estudio de la sincronizaciéon de este



sistema; finalmente, se calcula el campo medio y la sincronizacién con respecto al
ancho de la distribuciéon de la heterogeneidad de b y z.

Los resultados de este trabajo son analizados y discutidos en las Conclusiones.



Dense, homogeneous or robust?

Jason Gallas.

Capitulo 1

Caos robusto

1.1. ;Qué es caos robusto?

En este trabajo estamos interesados en estudiar el efecto de la heterogeneidad
en el comportamiento colectivo de sistemas de elementos cadticos. En tal sentido,
nos enfocaremos en dinamicas locales que presentan caos robusto.

Se sabe que los sistemas con dinamica cadtica reproducen dos tipos de atractores:
a uno se le conoce como caos frdagil, cuyos atractores desaparecen con perturbaciones
de un parametro o coexisten con otros atractores; la existencia de ventanas periodi-
cas en algunas regiones cadticas trae como consecuencia que pequenos cambios de
los parametros pueden destruir el caos, implicando su fragilidad. Contrario a esta
situacién estd lo que conocemos como caos robusto, se dice que un atractor es caético
robusto si para algunos valores de parametros existe un vecindario en el espacio de
parametros con ausencia de ventanas periddicas y donde el atractor es unico.

Aunque el término caos robusto ha sido utilizado en la literatura, algunos autores
consideran que su empleo no es apropiado. J. Gallas [1] argumenta que en Fisica
la nocién de robusto esta tradicionalmente asociada a la teoria de perturbaciones,
a la estabilidad en el espacio de fases, no en el diagrama de fases. Robusto signifi-
ca resistencia a las perturbaciones. En Fisica, los diagramas de fases tienen fases
homogéneas que son necesariamente robustas. De otro modo, éstas no podrian ser

directamente observadas de manera experimental. Por otro lado, en Matematicas, las



nociones topoldgicas asociadas a los términos denso o conexo resultan mas apropi-
adas para describir la ausencia de ventanas peridédicas inmersas en el caos. Por
estas razones, Gallas prefiere hablar de caos denso o, equivalentemente, caos ho-
mogéneo, que son los nombres tradicionales en la Fisica Estadistica adecuados para
esta situacion.

El interés en la explotacion del caos robusto ha tenido un incremento significati-
vo en los dltimos anos para diversas aplicaciones en el mundo real, las mas comunes
se han visto en las comunicaciones, en la ingenieria eléctrica, en la criptografia, en
los problemas de la dinamica neuronal, de las interferencias electromagnéticas, de
procesos quimicos y hasta de procesos econdémicos, entre otros. Tanto para las apli-
caciones mencionadas, como para los objetivos de este trabajo, es necesario obtener
operaciones confiables en el rango cadtico, es por esto que se requiere del empleo de

caos robusto.

1.2. Escenarios de caos robusto

Existen varios escenarios en los cuales podemos encontrar caos robusto, o por

asi decirlo, varios métodos para generarlo [2], algunos de ellos son:

1) Mapas uniformes a trozos en 1-D
Un modelo de esta clase de mapas es estudiado por Potapov y Ali en [3], con re-
des neuronales cuya dindmica viene dada por el mapa: xy,1 = | tanh s(xy — ¢,
donde mostraron que para cierto rango de valores de los pardmetros s y ¢ el
sistema no puede tener soluciones periddicas estables lo cual provee, en este

caso, el caos robusto.

11) Mapas unimodales y uniformes en 1-D
Este es un escenario interesante porque varios articulos mostraron que el caos
robusto se podia encontrar en esta clase de sistemas, pero inicamente para el
caso 2-dimensional y a trozos [4, 5, 6, 7, 8, 9], v se hizo la suposicién de que era
imposible que existiera en mapas unimodales y uniformes en una dimensién.
Sin embargo, Andrecut y Ali lanzaron dos contraejemplos [10, 11], probando
que los mapas unidimensionales y unimodales que se muestran a continuaciéon

exhiben atractores cadticos robustos:



111)

I—2%—(1—x)°

flz,a) = [ o , (1.1)
1 — o)
Hola),v) = — =5 (1.2)

donde o y v son pardmetros y ¢(x) es una funcién unimodal con derivada
Schwarziana positiva. Andrecut y Ali formularon un teorema en el cual es-
tablecen las condiciones generales para generar caos robusto en un rango bien
definido de sus parametros para esta clase de mapas unimodales, donde el
problema radicaba ahora en cémo construir el mapa ¢(z) unimodal. Poste-
riormente, han aparecido articulos que muestran procedimientos especificos

para construir estos mapas mediante la composiciéon de dos mapas unimodales
[11, 12, 13].

También se han utilizado mapas de este tipo para generar caos robusto para

representar problemas de la dindmica de optimizacién en la economia [14].

Mapas uniformes a trozos en 2-D

El problema de la eficiente conversion de potencia eléctrica de una forma a
otra es un area de muchas aplicaciones practicas, el cual exhibe fenémenos
no lineales que manifiestan caos robusto y que pueden ser modelados por este
tipo de mapas. Un ejemplo importante de este escenario es el estudiado por
Elhadj y Sprott en [15], en el cual consideraron el siguiente mapa unificado

que contiene el sistema de Hénon y el de Lozi:

Ulo.q) - ( 1- 1.40f§ix)+y ) | 13)

donde 0 < a <1 es el parametro de bifurcaciéon y f, esta definida por:
fo(z) = alz| + (1 — a)2?,

donde se puede observar que si @ = 0 se tiene el mapa de Hénon original y
para a = 1 se tiene el mapa de Lozi. Lo que probaron Elhadj y Sprott, es que

para « entre cero y uno, se tiene un tipo diferente de atractor cadtico, que

7



no se destruye con pequenos cambios en «. Esto fue verificado calculando el
exponente de Lyapunov numéricamente y el diagrama de bifurcacion del mapa,
ambos mostrados en la figura 1.1. Note la ausencia de ventanas periédicas en

todo el rango cadtico.

LES

4

(B

Figura 1.1: (a) Variacién del exponente de Lyapunov para el mapa cadtico unificado
(1.3) para 0 < o < 1. (b) Diagrama de bifurcaciéon del mapa cadtico de la ecuacién

(1.3) para 0 < o < 1. [15]

Otros ejemplos en los que se encuentra caos robusto en mapas uniformes a

trozos en 2-D se encuentran en las referencias [8, 9, 16].



V)

Mapas no-uniformes
Un ejemplo de caos robusto en mapas no-uniformes es el estudiado en [17],
donde se considera un modelo de redes neuronales retroalimentadas; a ésto se

le conoce como perceptron y se define como:

flx) = 1, si wax+b>0 (1.4)

0, en caso contrario

donde w es un vector de valores reales, w- x es el producto punto que calcula

la suma ponderada, y b es una constante que no depende de ningun valor de
entrada. El valor de f(z) (0 o 1) es usado para clasificar el vector x, tanto
positivo como negativo, en el caso de ser un problema de clasificacién binaria.
Las propiedades de la serie de tiempo del perceptron son generadas a partir
de funciones de transferencia llamadas monoténica y no-monoténica [18]. Se
demuestra que un perceptron con una funcién monoténica puede producir sélo
caos fragil, mientras que un perceptron con una funcién no-monoténica puede

generar caos robusto para cierto rango de valores de sus parametros.

Sistemas de tiempo-continuo
Esta clase de sistemas también constituyen un escenario de caos robusto; ejem-

plos de ésto se tienen en atractores extranos de tipo-Lorenz e hiperbdlicos.

Sistemas tipo-Lorenz

Para ilustrar esta clase de sistemas, consideraremos el sistema original de
Lorenz [19] dado por las ecuaciones (1.5) cuyo atractor es bien conocido (figura
1.2). Una aproximacién muy exitosa para modelar el comportamiento obser-
vado por Lorenz fue realizada en [20, 21], donde construyeron los asi llamados
modelos geométricos, que son modelos de fluidos en tres dimensiones, con los
que se demostré que el atractor de Lorenz es robusto al persistir bajo pequenas

perturbaciones de los coeficientes en las ecuaciones diferenciales.

=0y —x)
y=rr—y—xz (1.5)
z=—-bz+uxy



2]

M

Figura 1.2: Atractor cadtico obtenido de (1.5) para o = 10, r = 28, b = §. [19]

vI) Sistemas hiperbdlicos

Generalmente la mayoria de los sistemas fisicos conocidos no pertenecen a la

clase de sistemas con atractores hiperbdlicos, sin embargo un ejemplo fisico

de éstos fue encontrado en [22], donde obtuvieron, a partir de las ecuaciones

de Kirchhoff, el atractor de Smale-Williams (un atractor robusto), compuesto

por el sistema de ecuaciones:

= —27u + (hy + Ay cos 2n7/N)x — 327,
= 2m(x + ey cos 27T),

= —4mv + (hy — Agcos(2m7) /N )y — 33,
= 4n(y + e12?),

S e 2 o8

(1.6)

donde las variables x y u son voltajes y corrientes normalizadas en un circuito

LC de un primer oscilador, respectivamente; y y v son los voltajes y corrientes

normalizadas de un segundo oscilador; los pardmetros A; y A determinan

la amplitud de la oscilacion; hy y hy determinan el umbral de la bifurcacion;

€1 v €2 son los parametros del acoplamiento; y N el numero de osciladores

acoplados, en este caso N = 2 .

Este sistema se construyé como un dispositivo de laboratorio y se encon-

traron soluciones numeéricas y experimentales. Este ejemplo de sistema fisico

con atractor caotico hiperbdlico es de considerable relevancia, ya que abrié la

posibilidad de aplicaciones reales para este tipo de sistemas.

10



vil) Caos robusto en laseres
Otro escenario de caos robusto en sistemas de tiempo continuo es el recien-
temente estudiado por Gallas en [1], donde el autor considera un modelo de

laser estudiado por Shilnikov en [23], definido por:

T =y,
y=x(1 —z)— Bx® — by, (1.7)
= —a(z — 1%,

con B = 0. Shilnikov calculé el diagrama de fase de este sistema, observando
un escenario que involucra la aparicion y destruccién de caos, y bifurcaciones
de regimenes cadticos tipicos para el modelo de laser que queria representar.
Por su parte, J. Gallas realizo el diagrama de fase correspondiente al exponente
de Lyapunov méaximo en el espacio de parametros (a,b), mostrado en la figura
1.3. Se observa, para un determinado rango de valores de los parametros a y b
(en las zonas coloreadas de la figura 1.3), la presencia de caos robusto, o como

Gallas prefiere denominarlo: caos homogéneo.

Figura 1.3: Diagrama de fase en el plano (a, b) del exponente de Lyapunov maximo,
para 800 x 800 puntos. Los colores (azul, verde, amarillo, anaranjado y rojo) indican
el dominio de caos (exponente de Lyapunov maximo positivo) mientras que blanco
denota periodicidad (exponente de Lyapunov méximo negativo), negro indica el
maximo exponente de Lyapunov cero, y la regién rosada representa las soluciones

del sistema que divergen.
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viil) Mapas Singulares
Finalmente, como un método muy sencillo y eficiente de generar caos robusto
bien definido en un rango de parametros, se encuentra el modelo de mapas sin-
gulares introducido por Alvarez y Cosenza en [24], el cual utilizaremos en este
trabajo para representar la dindmica local de los sistemas de mapas acoplados

que investigaremos. La forma funcional de la familia de mapas singulares es
fla) =b—lo|” (1.8)

donde z; € (—00,00), b es un parametro real y el exponente z describe el orden
de la singularidad en el origen y esta definido como |z| < 1. Esta familia de
mapas no son unimodales y poseen derivada Schwarziana positiva para todo el
dominio de |z| < 1, de modo que no se satisface el teorema de Singer, y por lo
tanto, estos mapas no pertenecen a la clase de universalidad de Feigenbaum,
es decir, no exhiben una secuencia de bifurcacién de periodo doble. En cambio,
sucede lo contrario, donde un punto fijo estable pierde su estabilidad en algin
valor critico de un parametro, induciendo el caos, y de hecho esto es lo que
ocurre. En las figuras (1.4 y 1.5) se muestran parte de los resultados obtenidos
en [24].

La primera (figura 1.4) muestra dos diagramas de bifurcacién de los iterados
del mapa (1.8) para diferentes valores del exponente de singularidad z, en los
cuales se demuestra la naturaleza cadtica robusta de esta familia de mapas al
no existir en ellos alguna secuencia de bifurcacion ni ventanas de periodicidad
dentro de la zona cadtica. Por el contrario, existe un rango bien definido del
parametro local b donde el mapa es completamente cadtico.

En la segunda (figura 1.5) se muestran las regiones donde existe caos robusto
en el espacio de pardmetros (b, z) para esta familia de mapas y se indican las
transiciones al caos; con una linea gruesa, la transicion al caos via intermiten-
cia tipo-III, que se asocia con la inversa de un periodo doble de bifurcacién,
donde un punto fijo pierde su estabilidad conduciendo de manera directa al
caos, y con una linea mas delgada, se senala la transicién via intermitencia

tipo-I, que ocurre por una bifurcacién tangente.
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Figura 1.4: Diagramas de bifurcacién del mapa (1.8) como funcién del pardmetro b

para (a) z = —0.5y (b) 2= 0.5 [24].
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Figura 1.5: Las fronteras de las regiones de caos robusto de los mapas singulares
en el espacio de parametros (b, z). La linea gruesa indica la transicién al caos via

intermitencia tipo-I1I, y la linea delgada, la transicién via intermitencia tipo-I [24].
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La figura 1.5 resulta muy ttil para generar caos robusto con la combinacion
apropiada de pardmetros b y z; por ejemplo, tomaremos ahora el parametro
local b fijo y el diagrama de bifurcacién que resulta al variar z entre [—1, 1] es la
figura 1.6, en la que se tomaron dos valores distintos del parametro local b. Esta
figura demuestra la correspondencia con los limites criticos de la transicién al
caos y de los rangos cadticos en la figura 1.5. En el diagrama (a) se observan
claramente las dos regiones de caos robusto para b = 0,6 y la transicion al caos;
al incrementar z, primero se sale de la primera region cadtica con intermitencia
tipo-II1 y se entra a la segunda region via intermitencia tipo-1. En (b) se obtuvo
el diagrama de bifurcacion para el pardmetro local fijo en b = 1,4, mostrando
su correspondiente regién cadtica con transicion via intermitencia tipo-I. Estos

resultados validan lo obtenido por [24] en la figura (1.5).

(b)

Ty

Figura 1.6: Diagramas de bifurcacién del mapa (1.8) como funcién del pardmetro z
para (a) b=0.6y (b) b=1.4.
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El azar no es mds que la medida
de la ignorancia del hombre.

Henri Poincaré, 1903

Capitulo 2

Comportamientos colectivos en
redes de mapas acoplados

globalmente

Las redes de mapas acoplados globalmente (RMAG) constituyen una clase de
sistemas dindamicos espacio temporales de relevante importancia que describen una
gran variedad de fendmenos en diversos contextos. Estos sistemas poseen interac-
ciones globales, es decir, cada elemento experimenta la influencia de todos los otros
elementos en el sistema. En particular, sistemas con interacciones globales pueden
exhibir comportamientos colectivos no triviales.

Las redes de mapas acoplados globalmente fueron introducidas por Kaneko [25],
con la siguiente forma funcional

N
zia(i) = (1= Of (@) + = 2 f@()  (=123..N),  (21)

j=1
donde (i) representa el estado del elemento i-ésimo de la red en el tiempo discreto
t, € es el pardmetro de acoplamiento, N el nimero de elementos de la red y f(x¢(i))
describe la dindmica interna de cada elemento (dindmica local). La interaccion global

viene dada por el campo medio del sistema.
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En este capitulo se revisan algunos conceptos y definiciones que resultan tutiles
para el estudio de los comportamientos colectivos que emergen en los sistemas de

RMAG que vamos a estudiar en esta tesis.

2.1. Sincronizacion

Uno de los primeros investigadores en interesarse en el problema de la sin-
cronizacion, fue Christiaan Huygens (1629-1695), reconocido por sus aportes a la
Mecanica y la Optica. En febrero de 1665, Huygens cayé en cama debido a una
gripe, situacién que lo condujo a observar por largo tiempo dos relojes de péndulo
(que él mismo habia construido) que estaban en una de las paredes de su habitacién.
Se di6 cuenta de que los péndulos se habian sincronizado, y su formacién intelectual
era tal que supuso que no actuaban asi por casualidad. De este modo, empezd a
experimentar con ellos, y noté que de alguna forma éstos interactuaban y, como
lo tnico que los relacionaba era la pared en la que colgaban, procedié a colocarlos
en diferentes paredes y volvié a su cama a observarlos; de alli concluyé que era el
acoplamiento de los relojes a través de la pared lo que generaba la sincronizacion
entre ellos. Huygens fundé las bases del estudio de los osciladores acoplados, a par-
tir de las cuales los cientificos empezaron a aplicar estos conceptos a diversos sis-
temas (eléctricos, electromecanicos, biolégicos, etc). Mds recientemente, Pecora y
Carrol mostraron experimentalmente la existencia de sincronizacién de oscilaciones
cadticas; observaron que comportamientos cadticos pueden fundirse en una tunica
trayectoria [26]. Estos resultados crearon nuevas espectativas en el estudio y las
aplicaciones de los sistemas cadticos.

La sincronizacién cadtica se define como una conformidad en el tiempo de dos
0 mas procesos caoticos, caracterizada por una métrica entre algunas variables de
estos procesos [27]. El fenémeno de sincronizacién también puede ser visto como una

manifestacion de la tendencia a la auto-organizacién en sistemas complejos.
En este trabajo, caracterizaremos el estado de sincronizacién de un sistema,

tal como una RMAG, a partir del promedio temporal de la desviacién estandar

instantdnea o(t), definida por la expresién,
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o(t) =/ (xf) — (z1)?, (2.2)

y las cantidades (z?) y (x;) son

asi, la expresion final vendria dada por

@)= 5 Yo (25)

t=to

donde tj es el nimero de iteraciones descartadas y 1" es el niimero total de iteraciones.

La condicién para que exista sincronizacion es que (o) = 0, situacién que corres-
ponde a x¢(i) = x4(j), Vi # j. Se puede demostrar que el nimero de elementos de
la red, N, no influye en la condicién de sincronizacion del sistema de RMAG.

El campo medio del sistema se define como

2.2. Estados desincronizados

Para ciertos rangos de parametros en las RMAG, se observan algunos compor-
tamientos emergentes muy interesantes que corresponden a estados desincronizados,
y han sido estudiados por Cosenza y Gonzélez en sistemas de mapas logaritmicos

globalmente acoplados [28]. Estos comportamientos son:

2.2.1. Comportamiento colectivo periédico

En la referencia [28], los autores encontraron que en un sistema de mapas loga-

ritmicos acoplados globalmente, donde los mapas locales presentan caos robusto, el
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campo medio del sistema h; muestra la existencia de atractores globales periédicos,
como se muestra en la figura 2.1. Aparecen estados periddicos colectivos como un
conjunto de segmentos que corresponden a las fluctuaciones intrinsecas de orbitas
periédicas del campo medio. Este es un fenémeno de comportamiento colectivo no
trivial, en el cual cantidades macroscopicas en un sistema de elementos cadticos

exhiben una evolucién regular en el tiempo a pesar de la presencia de caos local.

e

Figura 2.1: Diagramas de bifurcacién del campo medio h; del sistema de la ecuacion
(2.1), como funcién del pardmetro b del mapa f(z;) = b+ In|z;|, para dos valores
de acoplamiento: (a) e = 0.2y (b) e = 0.25 [28].
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2.2.2. Bandas cadticas

En la figura 2.2 se muestra el diagrama de bifurcacion del campo medio h;
en funcién del parametro de acoplamiento €, con el parametro local b de mapas
logaritmicos fijo dentro del rango cadtico. Se observa que, cerca de la frontera de la
region de sincronizacion, los estados colectivos descritos por el campo medio toman
la forma de bandas cadticas, las cuales posteriormente se fusionan para dar lugar a

la sincronizacién cadtica completa.
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Figura 2.2: (a) Diagrama de bifurcacién del campo medio h; como funcién del
acoplamiento €, con pardmetro local fijo en b = —0.7. (b) Magnificacién de la parte
izquierda de (a). Las lineas horizontales indican el valor del punto fijo inestable Z; y
los valores de las 6rbitas de periodo dos inestables a cada lado de =, para el mapa
logaritmico con b = —0.7. Las lineas verticales senalan los limites aproximados de
diferentes estados colectivos: S (estado sincronizado), CCB (bandas caéticas) y CPB

(comportamiento colectivo periédico) [28].
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2.2.3. Turbulencia global

El estado de turbulencia global corresponde a estados colectivos de puntos fijos,
de manera similar a las fases turbulentas reportadas por Kaneko en mapas tienda
globalmente acoplados [29]. En la figura 2.3 se muestra el diagrama de bifurcacién
del campo medio h; resultante del acoplamiento global de mapas logaritmicos como

funcién del parametro local b, para dos valores del parametro de acoplamiento e.
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e=4"%
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Figura 2.3: Diagrama de bifurcaciéon de h; vs. b para dos valores diferentes del

parametro de acoplamiento e, correspondiente a estados globalmente turbulentos
[28].
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2.3. Antecedentes de la heterogeneidad en redes

de mapas acoplados globalmente

Lo que llamamos diversidad en este trabajo se refiere a la heterogeneidad del
sistema, es decir, sistemas con parametros no idénticos, tanto en su dinamica local
como en sus acoplamientos. En esta tesis estudiaremos heterogeneidad en redes de
mapas acoplados globalmente (RMAG).

Recientemente ha surgido bastante interés en la investigacion de esta clase de sis-
temas dinamicos, especialmente en el contexto del estudio actual de redes complejas
que describen sistemas sociales, bioldgicos, quimicos, etc. En este capitulo haremos
una revisién de los trabajos mas relevantes sobre el tema de la heterogeneidad en

RMAG, los cuales nos sirven de motivacién.

2.3.1. Heterogeneidad con la dinamica local de

mapas logisticos

Distribucién del parametro local a

Este sistema fue el estudiado por Shibata y Kaneko [30], quienes consideraron

una RMAG dada por la expresion

sestld) = (L= Ofiwdi)) + 5 D Hwd) (=123, M), (27)

donde la variable del elemento i-ésimo de la red es x,(i) en tiempo discreto t, € es
el pardmetro de acoplamiento, N el nimero de elementos de la red y fi(z(7)) es la
dindmica interna de cada elemento (dindmica local), que en este caso estd dada por
el mapa logistico,

fi(z) =1 —a(i)2”, (2.8)

en esta ultima, a(i) es el pardmetro local del mapa i, el cual es distribuido en el

intervalo [ag — 42, ap + 4], por:

Aa(2i — N)

=, (2.9)

a(i) = ag
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donde 7 es el nimero de celda y ag el valor central de la distribucion. Hay que senalar
que para Aa = 0 se tiene el caso homogéneo de una RMAG, como se puede observar
en la ecuacién (2.9).

Para medir la amplitud de las oscilaciones en la dindmica del campo medio,
Kaneko y Shibata usaron la desviacién cuadratica media (DCM) de la distribucién

del campo medio, dada por

((0h)%) = {(h = (h))*) (2.10)

donde hy = Z;VZI fi(x(j)), es el campo medio.

Kaneko y Shibata encontraron que, contraria a la situacién que se podria esper-
ar cuando los elementos de la red no son idénticos (se esperaria que la dindmica
colectiva fuera destruida), la DCM se mantiene finita incluso en el limite de una red
de gran tamano (ver la figura 2.4). Esto implica la existencia de alguna estructura
y coherencia en la dindmica del campo medio. Ademds, los autores mostraron que
el comportamiento colectivo obtenido al distribuir heterogéneamente los paramet-
ros a(i) es similar al que se obtiene al hacer una distribucién heterogénea en los

acoplamientos €(7).

G812 g

Figura 2.4: Desviacién cuadrética media (MSD) del campo medio vs. acoplamiento
(€). Con, a = 1.9, Aa = 0.05 y el ntimero de elementos v desde N = 2 hasta
N = 218 [30].
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Ruido interno

Antes de publicar el articulo que mencionamos en la subseccién anterior, Kaneko
en 1992 ya tenia la idea de la importancia de la heterogeneidad en los sistemas
espacio temporales, al estudiar la influencia del ruido en la dindmica local [29]. Este

sistema consiste de mapas logisticos con ruido, de la forma

fily) =1 —ay® +s(i) , (2.11)

donde s(7) es un nimero aleatorio distribuido en un intervalo definido por [—a;, o], te-
niendo asi ruido estatico, fijo en el tiempo para cada mapa. Estos mapas se acoplaron
globalmente por medio de la ecuacién (2.7).

Kaneko not6 que, la desviacion cuadratica media (MSD) disminuye en funcién
del tamano del sistema hasta que éste alcanza un tamano critico N., a partir del
cual un aumento de N conlleva al aumento de la cantidad MSD hasta alcanzar un
comportamiento similar al caso sin ruido. Es decir, que el ruido interno de cierta

manera induce la sincronizacion.

Distribucién de los parametros de acoplamiento

Sistemas con acoplamiento heterogéneo de mapas logisticos globalmente acopla-
dos, fueron estudiados en [31] por Kaneko, en los cuales la dindmica del elemento 4

viene dada por

N

e(i

rean(i) = (1= i) f () + TS plan (212)
7j=1

y los acoplamientos se encuentran distribuidos sobre el intervalo €(i) € [€min, €maz)

como sigue,
E(Z) = €min + <€ma:p - Emzn)(Z/N) (213)

En este sistema se encuentra formacién de clusters (subconjuntos de elementos
sincronizados) que dependen de la intensidad del acoplamiento en cada elemento, de
tal modo que elementos con un acoplamiento €(i) > 0.22 forman un sélo cluster, y
a medida que se disminuye la intensidad del acoplamiento, se incrementa el niimero

de clusters en el sistema.
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Ruido externo

Para observar el efecto del ruido externo en sistemas de RMAG con la dindmica
local del mapa logistico, Shibata, Chawanya y Kaneko en [32] consideraron el sistema

de la siguiente forma
rea(i) = (1= fiwed) + 5 D L) +&00), (2.14)

donde &(i) es un proceso Gaussiano aleatorio. Los resultados obtenidos en [32]
muestran que el ruido microscépico reduce la complejidad del movimiento colectivo,
y que el ruido microscépico puede suprimir el nimero de grados de libertad en un

nivel macroscépico.

2.3.2. Heterogeneidad con la dinamica local de

mapas logaritmicos

Este tipo de sistemas fue estudiado por Gonzédlez en [33]. La dindmica local

esta descrita por el mapa logaritmico, definido como
fzy) = b+ In |z, (2.15)

La figura 2.5 muestra el diagrama de bifurcaciéon de este mapa, donde se observa

la existencia de caos robusto en el intervalo b € [—1, 1.

Figura 2.5: Diagrama de bifurcacién del mapa logaritmico [33].

De la misma manera que en los casos anteriores, el acoplamiento global de estos

mapas viene dado por la ecuacién (2.7).
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Distribucién del parametro local b

En este caso, la heterogeneidad en el pardametro local b viene dada por
filze) = b(i) + In ||, (2.16)

donde los pardmetros locales b(i) se distribuyen aleatoriamente dentro de la regién
donde la dindmica local es completamente cadtica, b(i) € [—1,1] (ver figura 2.5), y
donde no existen ventanas de periodicidad. De esta manera, cualquier orden colectivo
que aparezca no se puede atribuir a la presencia de orbitas periodicas estables de
las dinamicas locales.

La figura 2.6 muestra el campo medio del sistema de los mapas 2.16 acopla-
dos globalmente en funcién del pardmetro de acoplamiento € [33]. Se observan
varios tipos de comportamientos colectivos, tales como comportamientos colectivos
periédicos (no triviales) y bandas cadticas para diferentes rangos del pardmetro de
acoplamiento. La grafica correspondiente al caso de mapas homogéneos, con b fijo,
se muestran en la figura 2.7. Comparando ambas figuras, notamos en ciertos ran-
gos de acoplamientos el surgimiento de comportamientos colectivos periddicos en el
caso heterogéneo, no presentes en el caso homogéneo. Luego, resulta evidente que
los comportamientos colectivos ordenados son inducidos por la heterogeneidad en la

dindmica local.

Figura 2.6: Diagrama de bifurcacion del campo medio S; en funciéon del paramero
de acoplamiento global €, en el caso de la distribucion de la heterogeneidad en el

pardmetro b(i), en una RMAG de mapas logaritmicos [33].
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Figura 2.7: Diagrama de bifurcacion del campo medio S; en funcién del paramero de
acoplamiento global €, en el caso homogéneo, con en el parametro local fijo, b = 0,

en una RMAG de mapas logaritmicos [33].

Analisis del campo medio S; vs. Ab

La figura 2.8 muestra el campo medio en funcién del ancho Ab de la distribucion
de pardmetros locales, centrado en el valor by = 0, y manteniendo fijo el parametro
de acoplamiento €. El caso homogéneo corresponde a Ab = 0 donde b(i) = 0,V1, y
el caso de maxima heterogeneidad corresponde a Ab = 1. Para Ab = 0 se obser-
va la coincidencia con el caso homogéneo, con ¢ = 0.835 (comparar con la figura
2.7). De la misma manera, para Ab = 1 se observa la coincidencia en con el caso
heterogéneo, con parametro de acoplamiento ¢ = 0.835 (ver figura 2.6). A partir
de este andlisis, se pudo demostrar cémo la heterogeneidad en el pardametro local
influye en el surgimiento de comportamientos colectivos no triviales en sistemas

cadticos extendidos.

Ab

Figura 2.8: Campo medio S; en funcién del intervalo Ab centrado by = 0, con

¢ = 0.835, en una RMAG de mapas logaritmicos [33].
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Distribucién de los parametros de acoplamiento

La heterogeneidad en los acoplamientos de una RMAG de mapas logaritmicos
se introdujo en la referencia [33], distribuyendo los pardmetros de acoplamiento €(4)
de manera aleatoria en la regién €(i) € [0, 1].

La figura 2.9 muestra el campo medio del sistema en funcién del pardmetro b,
donde se pueden observar bandas cadticas. La figura 2.10 muestra el campo medio
del sistema en funcién del ancho de la distribucién del parametro €, con b = —0.9
fijo. Se observa la aparicién de comportamiento colectivo de periodo dos, cuatro,

ocho y bandas cadticas de periodos ocho, cuatro y dos.

Figura 2.9: Diagrama de bifurcacién del campo medio S; en funciéon de b, con
N = 10°. Escenario con distribucién heterogénea del pardmetro de acoplamiento

€(7), en una RMAG de mapas logaritmicos [33].

Ag
Figura 2.10: Campo medio S; en funcién del intervalo Ae. Parametro local fijo

en b = —0.9 que corresponde al estado asintético de banda cadtica de periodo
dos, observado en la figura 2.9 con Ae = 1. En contraste, para Ae = 0, se tienen
los elementos desacoplados, cuyos valores concuerdan con el caso homogéneo para

b=—-0.9y e=0, en una RMAG de mapas logaritmicos [33].
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2.3.3. Heterogeneidad en la dinamica local de

mapas singulares

En esta secciéon haremos una revisién de algunos resultados de Gonzalez [33],
con sistemas de RMAG donde la dindamica local corresponde a la familia de mapas

singulares, expresados por la ecuacion (1.8),
flae) = b=z, (2.17)

esta dindmica local en RMAG se estudiard mas a fondo en esta tesis.

Distribucién del parametro local

La figura 2.11 muestra el rango de valores [b; = 0.250,by = 0.750] donde se
distribuyen los parametros b(7), con el valor del exponente z = 0.5 fijo. Estos mapas
heterogéneos son acoplados por la expresién (2.7).

En la figura 2.12 se observa el campo medio del sistema en funcién del acoplamien-
to €. Esta figura ha sido denominada “el cangrejo”, por su forma particular. En ella
se observan comportamientos colectivos de periodo dos, cuatro, seis, ocho, diez y

bandas cadticas.

o5 | CAOS

Figura 2.11: Zona de distribucién de los valores de b(i) dentro de la regién cadtica
seguin lo indicado en la figura 1.5, con 2 = 0.5, b = 0. 25 y by = 0. 75, en una RMAG

de mapas singulares [33].
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Figura 2.12: Campo medio S; vs. €, con parametro local b(i) distribuido aleatoria-

mente, con exponente z = 0.5 fijo, en una RMAG de mapas singulares [33].

2.3.4. Heterogeneidad en otros contextos

Como hemos mencionado, la heterogeneidad existe en una gran variedad de con-
textos, situacion por la cual los cientificos han mostrado gran interés en su explo-
racion. A continuacion se muestran algunos ejemplos del estudio de la heterogeneidad

en sistemas dindmicos.

= En la 6ptica no-lineal, se ha representado un sistema de dindmica cadtica
de laser con acoplamiento global, donde cada modo de exitaciéon depende de
la longitud de onda, haciéndo de éste un sistema heterogéneo [34]; también
ha logrado controlar numéricamente el nivel de caos en un modelo de laseres
multimodo (con heterogeneidad introducida en su frecuencia) utilizando per-
turbaciones periddicas de pardmetros de control accesibles [35]; y en [36] se
estudié el efecto de acoplar dos determinados laseres cadticos de diferentes

modos longitudinales para duplicar la frecuencia; entre otros.

» En conjuntos de osciladores de fase acoplados [37], se estudié el efecto
de introducir ruido en su dinamica colectiva, cuyas frecuencias naturales son
idénticas pero cuyo acoplamiento no es el mismo en todo el ensamble, donde
ademas la intensidad del ruido también puede ser heterogénea, representan-
do la diversidad en las respuestas individuales a fluctuaciones externas. En
este trabajo se mostré que la transicién a la desincronizacién inducida por el
ruido puede ser completamente suprimida incluso para valores grandes de la

intensidad de ruido.
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» En un modelo de redes neuronales [38], se ha estudiado el comportamiento
que surge al acoplar no-difusivamente, o por asi decirlo, al conectar, diferentes
unidades, que llaman conexiones no-simétricas. Se demuestra que, al contrario
de lo que ocurre con redes acopladas difusivamente, la sincronizacion en redes
con acoplamiento no-difusivo puede ser draméticamente diferente al compor-
tamiento de sus unidades constituyentes. Estos resultados se aplican a dos
modelos de dindmica neuronal que consisten en sistemas acoplados de mapas
tienda y de mapas logisticos. Este modelo neuronal sencillo puede producir
comportamiento colectivo complejo a través de la coordinacién de las acciones

de sus componentes.
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El curso del conocimiento se enfrenta a una
realidad no mecanica: el universo empieza a
parecerse mds a un gran pensamiento que a
una maquina...

James Jeans, The Mysterious Universe.

Capitulo 3

Comportamientos colectivos
inducidos por heterogeneidad en
los acoplamientos de RMAG con

mapas singulares

Interesantes comportamientos emergentes inducidos por la diversidad! se han
observado en una gran variedad de sistemas, como se mostré en el capitulo ante-
rior. En este zapitulo, nuestro objetivo es estudiar este tipo de comportamientos
en sistemas de redes de mapas acoplados globalmente (RMAG), donde la dindmica
local corresponde a mapas singulares, cuyas propiedades se estudiaron en la sec-
cién 1.2. Aqui introduciremos heterogeneidad en el parametro de acoplamiento; de
esta manera podemos representar una red dinamica en la que cada elemento inter-
actia de manera distinta con los demas. Esta clase de sistemas se encuentran en
la Naturaleza; ejemplos de estos son: una sociedad con individuos de caracteristicas
similares que se comunican de diferentes maneras entre ellos; o un conjunto de neu-

ronas cuyas conexiones poseen diferentes intensidades para cada una de ellas. Como

Len este trabajo con el término de diversidad nos referimos a la heterogeneidad
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un modelo general para describir heterogeneidad en la conectividad de un sistema,
investigaremos qué ocurre al acoplar de diferentes maneras mapas singulares con

caos robusto.

3.1. Modelo con acoplamiento heterogéneo

Consideramos un sistema con acoplamiento heterogéneo de mapas globalmente

acoplados [31] definido por

N
e(z
Tep1(i) = (1 — €(d)) f (2 Wz1f (3.1)
j:
donde la dinamica local de los elementos se describe mediante los mapas singulares,
que en este caso son homogéneos (con idénticos parametros), cuya forma funcional

f (i) = b= 2 (2)[%, (3.2)

con |z| < 1.

Los valores b y z que consideraremos se toman en el rango de las regiones cadticas

que se muestran en la figura 1.5 del espacio de pardametros (b, z).

3.2. Heterogeneidad en los acoplamientos

3.2.1. Comportamientos colectivos en funcién de z

Los parametros de acoplamiento se distribuyen con probabilidad uniforme en el
intervalo €(i) € [—0.5,2.5], de manera de cubrir un amplio rango de acoplamiento.
Escogeremos un valor fijo b = 1. 11 y un rango de los exponentes z € [—1, —0. 023]
dentro de la regién de caos robusto de los mapas singulares, como se muestra en la
figura 3.1.

En la figura 3.2 se muestra el campo medio h; como funcién de z, con b =
1.11 fijo y €(i) € [-0.5,2.5]. En esta figura surgen los siguientes comportamientos

emergentes:
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CAOS

CAOS

z-

-0.8 -0.6 —-0.4 —0.2

11 [33).

(b) 1

he 0

—0.5 |

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05

z

Figura 3.2: (a) Diagrama de bifurcacién del campo medio h; en funcién del exponente

de singularidad z con €(i) € [-0.5,2.5], ¢

on b = 1.11 y el tamano del sistema

N = 10°. Para cada valor de z, se desprecian las primeras 3000 iteraciones y se gra-

fican las siguientes 100. (b) Magnificacién de (a) en el intervalo z € [—0. 3, —0. 023].

» Bandas cadticas de periodos:

1) dos para z € [—0.493, —0.177]
11) dos para z € [—0.053, —0.032]

111) uno para z € [—0.031, —0.023]
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= Comportamientos colectivos de periodos:

1) dos para z € [—0.176, —0. 151]
11) dos para z € [—0.057, —0. 054]

111) uno (turbulencia) para z € [—0. 150, —0. 058]

La figura 3.3 muestra la desviacién estdndar media (o) de los estados del sistema
correspondientes a la figura 3.2. En la parte (a) se observa que la sincronizacién au-
menta con el incremento del exponente z dentro de la regién cadtica. La parte (b)
muestra una magnificacién de (a), evidenciando que la sincronizacién completa no
se alcanza. Esta situacién estd asociada al aparecimiento de bandas cadticas, las

cuales surgen en la figura 3.2 precisamente en los intervalos mas cercanos a la sin-

cronizacion.
(a) 200 ()
150 0.8
0.6
100 (o)
04
50 F
0.2
0 1 I 4 | 0 I 1 Il
-1 -08 —-06 —04 —0.2 0.4 03 0.2 ~0.1
z 4

Figura 3.3: (a) Desviacién estandar media (o) de los z(7), en funcién del exponente
de singularidad z. Con b = 1.11 y N = 10° celdas.(b) Magnificacién de (a) en el

intervalo de z que se aproxima a la sincronizacién z € [—0.4, —0.023].

3.2.2. Comportamientos colectivos en funcién de b

La figura 3.4 muestra el campo medio h; de la RMAG con mapas singulares
con acoplamientos distribuidos en el intervalo €(i) € [0, 2], en funcién del parametro

local b en el rango que se muestra en la figura 2.11, con z = 0.5 fijo.
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hy

Figura 3.4: Diagrama de bifurcacién del campo medio h; en funcién del parametro lo-
cal b, en el caso de distribucion de la heterogeneidad en el parametro de acoplamiento
e(i) € [0,2], con el exponente de singularidad fijo en z = 0.5 y N = 10°. Para cada

valor de b, se desprecian las primeras 3000 iteraciones y se grafican las siguientes
100.

Se observan los siguientes comportamientos:
» Bandas cadticas de:

1) periodo uno para b € [0.250, 0. 460]

11) periodo dos para b € [0.461, 0. 750]
El calculo de la desviacién estandar media para este caso de distribucién de la
heterogeneidad en el parametro de acoplamiento se muestra en la figura 3.5, en la

cual se observa que este sistema de RMAG tiende a la sincronizacién al aumentar

b, sin llegar a alcanzarla.
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Figura 3.5: Desviacién estandar media (o) de los (i), en funcién del pardmetro
local b. Con z = 0.5 y N = 10° celdas. Para cada valor de b, se desprecian las

primeras 1000 iteraciones y se promedian las siguientes 100.

3.3. Influencia del ancho de la heterogeneidad en

los acoplamientos

Con el objetivo de estudiar el efecto de la heterogeneidad en el comportamiento
de redes dindmicas, realizamos un anélisis del campo medio del sistema h; como una
funcién del ancho del intervalo en la distribucién de los parametros de acoplamiento

del sistema; de esta manera caracterizaremos los estados colectivos en funcion de Ae.

La distribucién de los pardmetros €(7) se realiza de la siguiente manera:
G(Z) = €min + AE Y (AG S [07 €maz — Emin])a (33)

siendo €00 V €min l0s valores maximo y minimo de la distribucion de la heteroge-
neidad del e, respectivamente, y v es una funcién que genera numeros aleatorios
distribuidos uniformemente en el intervalo [0, 1].

De esta manera, se puede notar que para Ae = 0 se tendra una distribucion
homogénea del pardmetro de acoplamiento, es decir, €(i) = €, V 4, y por otra
parte, cuando A€ = €02 — €min, Se tendra el caso de la heterogeneidad distribuida

en todo el ancho del intervalo € € [€in, €maz)-
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En la figura 3.6 se muestra la grafica que resulta al variar el ancho del intervalo
de heterogeneidad Ae para los valores de parametros fijosen b =1.11y z = —0. 10.
Se observa un comportamiento de turbulencia global en promedio, pues parece ser
una banda cadtica de periodo uno, pero el ancho de la banda se puede reducir hasta

llegar a ser un punto fijo al aumentar el nimero de elementos N.

-0.12

Figura 3.6: Campo medio h; en funcién del tamano de la distribucién de la hetero-

geneidad en el parametro de acoplamiento Ae. Con b=1.11y z = —0. 10.

Para Ae = 0 se tiene el caso homogéneo con parametros € = €,,;, = —0.5, con
b fijo y z en los valores mencionados, de una RMAG, que coincide con el caso ho-
mogéneo que se muestra en la figura 3.7, en la cual observamos la correspondencia
para z = —0.10. Para Ae = 3, se tiene el caso de distribuciéon de la heterogenei-
dad en el intervalo €(i) = [—0.5,2.5], con b = 1.11 y para el valor de z = —0. 10,
que es exactamente el caso de heterogeneidad estudiado en la figura 3.2. Se obser-

va correspondencia para dicho valor del exponente z donde existe turbulencia global.

También estudiamos el comportamiento del sistema en funcion del Ae para el
valor del exponente z = —1. 16, que en el caso de distribuciéon de la heterogeneidad
en todo el intervalo de ¢ = [—0.5,2.5], corresponde al comportamiento colectivo
de periodo dos observado en la figura 3.2 para este valor de z. Esta gréafica se
muestra en la figura 3.8, en la cual observamos que, para Ae = 0, coincide con

el caso homogéneo (ver figura 3.7) con pardametros € = €,;, = —0.5y b = 1.11
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-1 —-0.8 —0.6 —0.4 —-0.2 0

z

Figura 3.7: Campo medio h; en funcién del exponente de singularidad z. Con
b = 1.11ye=—-0.5.

en z = —1.16. Se observa como el campo medio se empieza a bifurcar en Ae = 1
con un periodo doble. Igualmente verificamos que el ancho de las bandas disminuye
al aumentar N, de manera que el periodo dos colectivo se hace mejor definido.
Para Ae = 3 esta gréfica se corresponde con el caso estudiado en la figura 3.2,
donde se observa comportamiento colectivo de periodo dos. Este resultado muestra
la posibilidad de inducir comportamientos colectivos periédicos mediante la adicion

de heterogeneidad en los acoplamientos del sistema.

—0.18

-0.2
—0.22
hy

—0.24

—0.26

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Ne

Figura 3.8: Campo medio h; en funcién del tamano de la distribucién de la hetero-

geneidad en el parametro de acoplamiento Ae. Con b=1.11y z = —0. 16.
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Para el estudio de la heterogeneidad del pardametro de acoplamiento como una
funcion del exponente de singularidad z, realizamos el cédlculo de la desviacion
estandar media (o). Se obtuvieron las gréficas de (o) vs. Ae para los dos valo-
res del exponente de singularidad z = —0.10 y z = —0. 16 (figuras 3.9(a) y 3.9(b),
respectivamente). Se puede observar que el sistema se aproxima a la sincronizacién
en la medida en que el ancho del intervalo de la heterogeneidad en los acoplamiento

es mas amplio.

(a) (b) 05
0.24 0.45
0.4
0.2
0.35
a
0.16 o) 0.3
0.25
0.12
0.2
0.08 1 1 1 1 1 0.15 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5
Ne Ae

Figura 3.9: (a) Desviacién estdndar media (o) de las celdas z;(i), en funcién del
tamano del intervalo de la distribucién de la heterogeneidad en el parametro de
acoplamiento Ae. Con b = 1.11 y z = —0.10.(b) Desviacién estdndar media (o)
de las celdas (i), en funcién del tamano del intervalo de la distribucién de la
heterogeneidad en el pardmetro de acoplamiento Ae. Con b =1.11y z = —0.16. En
las dos figuras, para cada valor de /e, se desprecian las primeras 1000 iteraciones y

se grafica el promedio de las siguientes 100.

Estos resultados son contraintuitivos, puesto que no se esperaria que la hetero-
geneidad en las interacciones de los elementos de un sistema contribuya a la sin-

cronizacion del mismo.

Las figuras 3.10 y 3.11 muestran el campo medio h; vs. Ae, con exponente fijo
z = 0.5, para dos valores diferentes del pardmetro local b. En ambas figuras se puede
apreciar que para AAe = 2 existe correspondencia con la figura 3.4 para los dos valores

del parametro local; en la figura 3.4 para b = 0.3 coincide con el comportamiento
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colectivo de banda cadtica de periodo uno, y para b = 0.7 con comportamiento

colectivo de banda cadtica de periodo dos.

0.2

0.15

0.1

hy 0.05

—0.05

—0.1

Figura 3.10: Campo medio h; en funcién del tamano de la distribuciéon de la hete-
rogeneidad en el pardametro de acoplamiento Ae. Pardametros locales fijos b= 0.3 y
z =10.5.

hy

Figura 3.11: Campo medio h; en funcién del tamano de la distribucion de la hete-
rogeneidad en el parametro de acoplamiento Ae. Pardametros locales fijos b= 0.7 y
z=10.5.
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La figura 3.12 muestra el campo medio h; en funcién de b, para el caso homogéneo
Ae = 0. Se puede observar la correspondencia del comportamiento colectivo de
periodo uno en b = 0.3 con el Ae = 0 de la figura 3.10 y el comportamiento

colectivo de periodo dos en b = 0.7 con el Ae = 0 de la figura 3.11.

0.6
0.4

T
>

0.2

T
™~

0+

hy —0.2
—0.4

—0.6

—0.8

_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 010203040506 070809 1

b

Figura 3.12: Campo medio h; en funcion del pardametro local b. Con z = 0.5y € = 0.

Las figuras 3.13 y 3.14 muestran la desviacién estandar media (o) en funcién
del Ae, para los dos valores del parametro local b = 0.3 y b = 0.7, respectiva-
mente. Nuevamente observamos que la heterogeneidad en los acoplamientos induce

sincronizacion en el sistema.

Los resultados de este capitulo son un claro ejemplo de como la heterogeneidad en
los sistemas (en este caso, en las interacciones o acoplamientos entre los elementos)
contribuye a la apariciéon de comportamientos colectivos no presentes en sistemas

homogéneos. Esto constituye uno de los resultados més relevantes de esta Tesis.
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0.3

0.25

0.05

Figura 3.13: Desviacién estdndar media (o) de las celdas x;(4), en funcién del tamano
del intervalo de la distribucion de la heterogeneidad en el parametro de acoplamiento
Ne. Conb=0.Ty z=0.5.
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Figura 3.14: Desviacién estdndar media (o) de las celdas x;(4), en funcién del tamano
del intervalo de la distribucion de la heterogeneidad en el parametro de acoplamiento
Ne. Conb=0.3y z2=0.5.
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sPara qué repetir los errores antiguos,
habiendo tantos errores nuevos que cometer?
Bertrand Russel

Capitulo 4

Comportamientos colectivos
inducidos por diversidad en la

dinamica local de mapas singulares

La presencia de diversidad es la situacién mas comin en muchos sistemas. Esto
ocurre en sistemas sociales, donde cada individuo tiene sus determinadas carateristi-
cas; en sistemas de redes celulares o neuronales, donde cada célula tiene funciones
propias; de la misma manera ocurre en varios contextos en los que existen sistemas
constituidos por elementos interrelacionados entre si. En este Capitulo estudiaremos
los comportamientos colectivos de esta clase de sistemas de elementos acoplados
de manera difusiva y global, mediante un modelo de RMAG cuya dindmica local
esta descrita por mapas singulares. En un primer estudio, introduciremos heteroge-
neidad en el pardmetro local b de estos mapas, e investigaremos el comportamiento
del sistema como una funcién del exponente de singularidad z; de la misma manera
realizaremos el estudio del comportamiento inducido por la heterogeneidad en el
exponente z de los mapas singulares, como una funciéon tanto del parametro local b,

como de su acoplamiento e.
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4.1. Heterogeneidad en el parametro local b

4.1.1. Modelo con dinamica local heterogénea

Para investigar el efecto de la heterogeneidad en los parametros locales de una
RMAG, consideraremos la expresion utilizada por [30] para mapas logisticos acopla-

dos globalmente,

sestld) = (L= Ofiwdi)) + 5 3 Hwd) (=123, M), (@4)

donde, en nuestro caso, la dindmica local estarda dada por mapas singulares, y la

heterogeneidad en su parametro local b tiene la forma,

fz(xt(l)) = b(@) - |$t|z (4-2)

Los valores de b(i) se tomaréan distribuidos en un intervalo donde existe caos robusto.

4.1.2. Comportamientos colectivos en funcién de z

Tomaremos los valores de b(7) distribuidos en el intervalo [0.875, 1. 75]. Las fig-
uras 4.1 y 4.2 muestran el campo medio h; de la RMAG de la ecuacién (4.1), en fun-
cién del exponente 2z de la dindmica local para dos valores distintos del acoplamiento
e. En ambas graficas, el rango de z pertenece a la region de caos robusto de los mapas
singulares. Nétese que a pesar de que, tanto los valores heterogéneos de b como los
valores de z de la dindmica local corresponden a caos robusto, el comportamiento
colectivo del sistema muestra estructuras definidas tales como bandas cadticas y
comportamientos colectivos de periodo dos.

La desviacién estandar media se calculé en ambos casos, se obtuvieron las gréaficas
que se muestran en las figuras 4.3 y 4.4 para los valores de acoplamiento ¢ = 0.5 y
e = 0.2, respectivamente.

Se puede notar en las figuras 4.3 y 4.4 la disminucién de la desviacién (o) con el
aumento del exponente z, sin alcanzar la sincronizaciéon completa para ningin valor
de z. Es de esperarse que este sistema no pueda alcanzar (o) = 0 porque no existe
solucién sincronizada tal que z4(i) = x(j), Vi, . Sin embargo, vemos que la presen-
cia de hetrogeneidad en los parametros locales puede inducir un grado apreciable de

sincronizacion para ciertos rangos del exponente z.
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Figura 4.1: Diagrama de bifurcacion del campo medio h; en funciéon del exponente
de singularidad z, en el caso de distribucién del parametro local b(i) € [0.875, 1. 75].

Con el pardmetro de acoplamiento fijo en e = 0.5y N = 10°.

T
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Figura 4.2: Diagrama de bifurcacion del campo medio h; en funcién del exponente
de singularidad z, en el caso de distribucién del parametro local b(z) € [0.875, 1. 75].

Con el pardmetro de acoplamiento fijo en e = 0.2 y N = 105.
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Figura 4.3: Desviacién estandar media (o) de los estados colectivos x,(i), para el
caso de distribucién de la heterogeneidad en los b(i), en funcién del exponente z.
Con € = 0.5. Para cada valor de z se despreciaron las primeras 1000 iteraciones, y

se grafica el promedio de las siguientes 100.
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Figura 4.4: Desviacién estandar media (o) de los estados colectivos z,(i), para el
caso de distribucion de la heterogeneidad en los b(i), en funcién del exponente z.
Con € = 0. 2. Para cada valor de z se despreciaron las primeras 1000 iteraciones, y

se grafica el promedio de las siguientes 100.
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Influencia del ancho de la heterogeneidad en los parametros locales b

Consideraremos a continuacién la distribucién de los pardmetros locales b(7) dada

por la siguente expresion,
b(l) - bmm + Ab Y Ab € [07 bmaw - bmin]a (43)

donde v es una funcién que genera ntimeros aleatorios distribuidos uniformemente en
el intervalo [0, 1], byae = 1. 750 ¥ bypin, = 0. 875, de manera que los b(7) pertenezcan
al rango de caos robusto para el valor del exponente z = —0. 55.

En las figuras 4.5 y 4.6 se observan el campo medio h; en funcion del ancho Ab,
para distintos valores del parametro de acoplamiento y del exponente de singulari-

dad.

hy

0 01 02 03 04 05 06 0.7 038
Ab

Figura 4.5: Campo medio h; en funcion del tamano de la distribucién de la hetero-
geneidad en el parametro local, Ab. Con parametro de acoplamiento y exponente
fijosen e =0.5y 2z = —0.55.

Nétese que en ambos casos el incremento de la heterogeneidad en los parametros
locales b induce la emergencia de bandas cadticas y comportamientos colectivos
periddicos. El campo medio en funciéon de z para el caso homogéneo Ab = 0 con
los pardmetros de la figura 4.6, se muestra en la figura 4.7. La parte (b) es una
ampliacién de (a), observe que para el valor z = —0.5 el comportamiento del campo

medio coincide con el comportamiento observado en la figura 4.6 para Ab = 0.
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Figura 4.6: Campo medio h; en funcion del tamano de la distribucién de la hetero-

geneidad en el parametro local, Ab. Con pardmetro de acoplamiento y exponente

fijosen e =0.2y z = —0.5.

(a)

hy

Figura 4.7: (a) Campo medio h; en funcién del exponente de singularidad z, con

Ab

(b)

hy

—-04 —0.2

b=0.875y e =0.2.(b) Magnificacién de (a) en el rango z € [—0.5,0].

Las figuras 4.8 y 4.9 muestran las desviaciones (o) vs. Ab, para los valores
de parametros correspondiente a las figuras 4.5 y 4.6, respectivamente. En estos

casos observamos que el incremento en la dispersién de los valores b(7) no aumenta

apreciablemente la desincronizacion del sistema.
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Figura 4.8: Desviacién estdndar media (o) en funcién de la variacién del intervalo
de distribucién de la heterogeneidad en el parametro local Ab. Con ¢ = 0.5 y
z = —0.55.
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Figura 4.9: Desviacién estandar media (o) en funcién de la variacién del intervalo de

distribucién de la heterogeneidad en el parametro local Ab. Cone = 0.2y z = —0.5.
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4.2. Heterogeneidad variable en la dinamica local

En la Naturaleza existen muchos sistemas cuyos elementos cambian sus carac-
teristicas en el tiempo. Hasta ahora hemos estudiado el efecto de la heterogeneidad
en la dinamica colectiva de redes de mapas singulares cuyos parametros son difer-
entes, pero permanecen constantes con el transcurrir del tiempo; tal es el caso de
la heterogeneidad en los pardmetros de acoplamiento, (Capitulo 3), y el caso de
la heterogeneidad de la dindmica local b. En ambos casos, la distribucién de estos
parametros no cambia con las iteraciones, es decir, es estatica.

En esta seccién veremos el efecto de introducir heterogeneidad dependiente del

tiempo en los parametros locales de una RMAG.

4.2.1. Comportamientos colectivos de una red con

heterogeneidad variable

Consideramos la expresién de la ecuacién (4.1) para redes de mapas acoplados
globalmente, con la misma dinamica local de los mapas singulares, que en este caso

quedaria definimos por
fi@ (i) = bu(i) — ||, (4.4)

donde los pardmetros b, (i) se distribuyen aleatoriamente de manera uniforme en cada
iteracién t en el intervalo [0.25,0.75] correspondiente a la regién de caos robusto
en la figura 2.11, con exponente fijo en z = 0. 5. Esta heterogeneidad variable en el
tiempo se puede asociar con un ruido interno (ruido local).

En la figura 4.10 se muestra el campo medio h; en funciéon del acoplamiento e.

Se observan los siguientes comportamientos colectivos no triviales:

= Bandas cadticas de periodos:

1) cuatro para € € [0.777,0.789]

1) cuatro para e € [1.204, 1.218]
» Comportamientos colectivos de periodos:

1) dos para € € [0.414,0.701]

1) cuatro para € € [0.702,0. 755]
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Figura 4.10: Panel superior: diagrama de bifurcacién del campo medio h; en funcién
del parametro de acoplamiento ¢, en el caso de distribucién variable de la heteroge-
neidad en el parametro local b;(i) € [0.250,0.750], con el exponente de singularidad
fijoen 2 = 0.5y N = 10° celdas. Panel inferior: magnificacién del diagrama de bi-

furcacion de la figura de arriba en el rango de valores del acoplamiento € € [0. 2, 1].

111) ocho para € € [0.756,0. 776]

1V) seis para € = 0. 822
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V) ocho para € € [1.219, 1. 242]

VI) seis para € = 1.179

VII) cuatro para € € [1.243, 1. 294]

)
)
)
viin) dos para e € [1.295, 1. 557]

= Turbulencia global para:

1) €€ [0,0.413]
1) € € [1.558, 2]

La figura 4.10 constituye uno de los resultados mas notables de esta Tesis, puesto
que demuestra que la variabilidad temporal de los parametros locales distribuidos
induce comportamientos colectivos ordenados en una red dinamica.

El célculo de la desviacién estandar media para este sistema se muestra en la
figura 4.11, en la cual se observa que sélo existe el estado de sincronizaciéon completa
para el valor del parametro de acoplamieno ¢ = 1. Esto es consecuencia de la anu-
lacion del término de la dinamica del i-ésimo elemento de la red representada por la
ecuacion (4.1), de manera que ésta viene dada tinicamente por la contribucién del
campo medio. Si se mira la figura 4.10, se puede notar que para € = 1 es donde el
comportamiento colectivo corresponde al comportamiento de un solo mapa singular

en su rango de caos robusto.

0.25

0.2

(] L L L L L L L L
0 02040608 1 121416 18 2

€

Figura 4.11: (o) para el caso de distribucién de la heterogeneidad variable en los
bi(i) € [0.250,0.750], en funcién del pardmetro de acoplamiento €, con el exponente

fijo en z = 0.5.
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4.3. Heterogeneidad en el exponente z

4.3.1. Modelo con exponente de singularidad heterogéneo

En esta seccién consideramos la RMAG dada por la expresion de la ecuacién
(4.1), donde introducimos heterogeneidad en la dindmica local de los mapas singu-
lares, pero esta vez especificamente en el exponente de singularidad z, de manera

que la familia de funciones singulares locales queda representada por,

Los valores de z(4) se tomaran distribuidos en un intervalo donde existe caos robusto.

4.3.2. Comportamientos colectivos en funcién de b

Consideraremos los exponentes de singularidad distribuidos uniformemente y de
manera aleatoria en el intervalo z(i) € [—1, —0.4], el cual se encuentra en la regién
de caos robusto.

En las figuras 4.12 y 4.13 se muestran el campo medio de este sistema en funcién
del parametro local b, con distintos valores de parametro de acoplamiento fijo. En
el primer caso, se observan ventanas muy pequenas con comportamientos colectivos

de periodos cuatro y cinco para b = 1.631 y b = 1. 741, respectivamente.

-5 e e ey 4 : i 1 ! 4 .
09 1 11 12 13 14 15 16 1.7
b

Figura 4.12: Diagrama de bifurcacion del campo medio h; en funcién del pardmetro
local b, en el caso de distribucién de la heterogeneidad en el exponente de singulari-

dad z(i) € [~1,—0.4], con el pardmetro de acoplamiento fijo en ¢ = 0.5y N = 10°.
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09 1 11 12 13 14 15 16 1.7
b

Figura 4.13: Diagrama de bifurcacion del campo medio h; en funcién del pardmetro
local b, en el caso de distribucién de la heterogeneidad en el exponente de singulari-

dad z(i) € [~1,—0.4], con el pardmetro de acoplamiento fijo en ¢ = 0.2 y N = 10°.

La desviacion estandar media se calculé para ambos casos de acoplamiento, como
se muestra en las figuras 4.14 (a) y (b) para los valores de acoplamiento ¢ = 0.5y
e = 0. 2, respectivamente. Se puede notar en ambas figuras grandes fluctuaciones en
la sincronizacién de los elementos, existiendo valores de b para los cuales se tiende

a la sincronizacién.

(b) 150

(8

0 1 1 1 1 I 0 1 1

09 1 11 12 13 14 15 16 1.7 09 1 11 12 13 14 15 16 1.7
b b

Figura 4.14: (a) Desviacién (o) de los estados colectivos para el caso de distribucién
de la heterogeneidad en los z(7), en funcién de b. Con € = 0. 5.(b) Desviacién (o) de
los estados colectivos para el caso de distribucién de la heterogeneidad en los z(i),

en funcién de b. Con € = 0. 2.
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Influencia del ancho de la heterogeneidad en los exponentes z

Consideraremos a continuacién la distribucién de los pardmetros locales b(7) dada

por la siguente expresion,
Z(Z) = Zmin t+ Az - v (AZ € [07 Zmax — me])a (46)

donde v es una funciéon que genera nimeros aleatorios distribuidos uniformemente
en el intervalo [0, 1], Zpmae = —0.4 Y Zpmin = —1, de manera que los z(i) pertenezcan

al rango de caos robusto para el valor del pardmetro local b = 1. 6.

En las figuras 4.15 (a) y (b) se observan el campo medio h; en funcién del ancho

Az, para distintos valores del parametro de acoplamiento € y del parametro local b.

Se observan bandas cadticas.

_2 RS g : i :‘ - i ~’ 'i \ ’ E L —20 — L L I I L :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Nz Nz

Figura 4.15: (a) Campo medio h; en funcién del ancho de la distribucién de la
heterogeneidad en el exponente de singularidad, Az. Con pardmetro local y de
acoplamiento fijos en b = 1.6 y € = 0.5.(b) Campo medio h; en funcién del ancho
de la distribucién de la heterogeneidad en el exponente de singularidad, Az. Con

parametro local y de acoplamiento fijos en b=1.1y e = 0. 2.

Para las figuras anteriores calculamos la desviacion estandar media (o) en funcién
de Az, como se muestra en las figuras 4.16 y 4.17. Se observa que la heterogeneidad
en los exponentes 2z puede inducir cierto grado de sincronizacién para algunos valores

de parametros.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 4.16: Desviacién estandar media (o) en funcién de la variacién del intervalo de
distribucién de la heterogeneidad en el exponente de singularidad Az. Con € = 0.5
yb=1.6.

50000

40000

30000

20000

10000

o

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Az

Figura 4.17: Desviacién estandar media (o) en funcién de la variacion del intervalo de
distribucién de la heterogeneidad en el exponente de singularidad Az. Con € = 0. 2
yb=1.1.
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La figura 4.18 muestra el campo medio h; en funcién del ancho Az, pero ahora
la distribucién de los z(i) se realiza dentro de la regién de caos robusto para z > 0
de los mapas singulares. Los valores z(i) estdn dados por la ecuacién (4.6), donde

ahora 2,,;, = 0.085 v 2,4 = 1, con parametro b = 0. 735.

0.6
0.5 /MW
///
i -
0.4 /
0.3 é

hy
0.2

0.1 F
0 /k_ﬂ/_,___-__/-
70.1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 01 02 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9

Az

Figura 4.18: Campo medio h; en funcién del ancho de la distribucién de la heteroge-
neidad en el exponente de singularidad, Az. Con parametro local y de acoplamiento
fijosen b =0.735y e =0.2.

En la figura 4.18 se observa la presencia de:
» Turbulencia global para Az € [0, 0. 069]
= Comportamientos colectivos de periodos:

1) dos para Az € [0.070,0. 325]
11) cuatro para Az € [0.326,0.9]

En contraste con las graficas de la figura 4.15, vemos que para una distribu-
cion heterogénea de exponentes en el rango positivo de z con caos robusto, existe
emergencia de comportamientos colectivos periédicos no triviales.

En la figura 4.19 se muestra la desviacién estandar media (o), en funcién del Az,
para los mismos parametros de la figura 4.18. Nétese que la desviacion es pequena,
indicando que los elementos en el sistema se mueven en conjunto en orbitas periédicas

colectivas con pequenas dispersiones.

o7



0.1

0.09

0.08

0.07

0.06

0.05 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 0.9

Az

Figura 4.19: Desviacién estdndar media (o), en funcién del ancho del intervalo de
la distribucion de la heterogeneidad en exponentes z positivos, Az, con € = 0.2 y
b=0.735.

Para finalizar este Capitulo, estudiamos el caso Az = 0, correspondientes a un
sistema homogéneo. Las figuras 4.20 y 4.21 muestran el campo medio h; en funcion

del parametro local b, para z = —1 fijo y dos valores del parametro de acoplamiento.

ht 0

L 1

0 02040608 1 121416 18 2
b

Figura 4.20: Campo medio h; en funciéon del parametro local b. Con z = —1 y
e=0.5.
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Figura 4.21: Campo medio h; en funcién del parametro local b. Con z = —1 y

e=0.2.

Las figuras 4.20 y 4.21, junto con los casos de heterogeneidad, ponen en evidencia
la extraordinaria riqueza de comportamientos colectivos no triviales que pueden

surgir en sistemas de elementos cadticos globalmente acoplados.
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El hombre encuentra a Dios detrds de
cada puerta que la ciencia logra abrir.
Albert Einstein

Conclusiones

En este trabajo, hemos estudiado el efecto de la heterogeneidad en el surgimiento
de comportamientos colectivos de redes dinamicas. Nos hemos enfocado en una clase
importante de sistemas que manifiestan efectos colectivos no triviales, modelados
mediante redes de mapas cadticos acoplados globalmente. Como fuente de caos local
hemos considerado la familia de mapas singulares f(z;) = b — |z4]*, que presentan
caos robusto en un rango definido de sus pardmetros b y z.

Hemos escogido esta familia de mapas para representar la dindmica local porque
la presencia de caos robusto asegura la operacion confiable de un sistema en el
régimen cadtico, como hemos visto en nuestra revision del tema en el Capitulo 1. En
particular, la emergencia de comportamientos colectivos ordenados en sistemas que
poseen caos robusto en sus elementos, no es susceptible de ser atribuida a la presencia
de ventanas periddicas en la dinamica local. Cualquier comportamiento emergente
debe ser producto de las interacciones, lo cual es una propiedad caracteristica de los
sistemas complejos.

Nuestros resultados muestran que la heterogeneidad en los acoplamientos entre
los mapas inducen comportamientos colectivos ordenados (figuras 3.2 y 3.4), ademés
de favorecer la tendencia hacia la sincronizacién del sistema (figuras 3.3 y 3.5). Estos
resultados son relevantes en el contexto de sistemas sociales y biolégicos, donde la
diversidad en la intensidad de las interacciones entre los elementos es un hecho
comun, que coexiste con el fenémeno de coherencia y de consenso.

Hemos considerado dos fuentes de heterogeneidad en la dinamica local de nuestro

sistema, tanto en el parametro b como en el exponente de singularidad z. Encon-
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tramos que la heterogeneidad en los parametros locales b puede favorecer la sin-
cronizacién en ciertos rangos de valores del exponente z (figuras 4.3 y 4.4). Por otro
lado, en ciertos casos la heterogeneidad en los exponentes de singularidad z es capaz
de inducir comportamientos colectivos peridédicos no presentes en la dinamica local
de los mapas (figuras 4.17 y 4.18).

En el estudio de la heterogeneidad local variable, hallamos comportamientos
colectivos emergentes que demuestran que, la variabilidad temporal de los paramet-
ros locales distribuidos, induce comportamientos colectivos ordenados en una red
dindmica (figura 4.10). La heterogeneidad variable es un fenémeno que se puede en-
contrar en sistemas sociales. Nuestro resultado sugiere que a pesar de las variaciones
individuales, es posible alcanzar estados con cierto grado apreciable de consenso so-
cial.

La heterogeneidad en los parametros de un sistema puede relacionarse, de cierta
forma con la presencia de alguna fuente de ruido. Se sabe [32] que la inclusién
de ruido en sistemas dinamicos puede favorecer la aparicion de sincronizacién. Los
resultados de esta Tesis muestran que, la heterogeneidad, ademas de ayudar a la
sincronizaciéon, es capaz de inducir comportamientos colectivos ordenados en un

sistema dindmico.
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