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Resumen

La diversidad en las propiedades de los elementos en un sistema complejo es una

situación frecuente en múltiples contextos. En este trabajo se investiga una red de

mapas caóticos globalmente acoplados como un modelo con ingredientes mı́nimos

para estudiar el efecto de distintas fuentes de heterogeneidad en el comportamien-

to colectivo de un sistema complejo. Se estudia la heterogeneidad en la intensidad

de acoplamientos, en los parámetros locales y en el grado de no linealidad de los

mapas, y su efecto en el comportamiento colectivo del sistema. En todos los casos,

la heterogeneidad se describe mediante una cantidad que mide la dispersión de los

parámetros en consideración. Se investiga el surgimiento de diversos comportamien-

tos colectivos, como la sincronización y la evolución del campo medio, en función del

grado de heterogenidad de los distintos parámetros del sistema. Se estudia el efecto

de la heterogeneidad de parámetros variable en el tiempo. Los resultados muestran

que la heterogeneidad puede inducir orden macroscópico en coexistencia con caos

robusto en las dinámicas locales de los sistemas.
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por abrir mis ojos ante este mundo f́ısico que me era totalmente desconocido.

Fueron claves y grandes apoyos en mis primeros pasos en este gran mundo de
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... La limitada linealidad

y la universalidad del caos determinista...

¿alguna contradicción en esto?

Introducción

Desde pequeños, a algunos nos criaron respondiendo nuestros por qués con res-

puestas lógicas que corresponden a leyes f́ısicas, y cuando esto no les era posible,

recurŕıan a Dios, que particularmente es el mismo método que ahora uso con mis so-

brinos, con la única diferencia de que ahora se sabe que esas pocas cosas explicables

con sencillas leyes de la F́ısica son una particularidad de la naturaleza caótica que

nos rodea. Incluso en los primeros años de mi carrera universitaria me enseñaron

que los fenómenos que no se pod́ıan predecir eran la excepción de las leyes f́ısicas,

sencillamente por el hecho de no poder tomar en consideración para las ecuaciones

todos los parámetros que afectan o que existen en el fenómeno, y en cierta forma

nos hicieron creernos pequeños dioses al decirnos que si alguien en algún momento

se pońıa juicioso a buscar todos esos parámetros que se desconoćıan, teńıamos la

predicción segura de lo que sucedeŕıa en ese fenómeno en particular. Luego de que

Lorenz se tropezara con su atractor en 1963, a pesar de que sus resultados pasaron

desapercibidos por casi una década, se abrieron las puertas al conocimiento de lo

que ahora conocemos como caos determinista, conocido aśı porque el sistema caótico

no posee variables ni parámetros al azar. El comportamiento irregular surge de la

no linealidad. Ya a finales del siglo XIX, Poincaré pensaba en este tipo de caos, es

decir, en el comportamiento que surǵıa por la sensibilidad de un sistema a sus condi-

ciones iniciales; inclusive reconoćıa la existencia de innumerables fenómenos que no

eran completamente aleatorios, que simplemente no respond́ıan a una dinámica li-

neal; aquellos a los que pequeños cambios en las condiciones iniciales condućıan a

enormes cambios en su evolución. De hecho, la mayoŕıa de las cosas en la Naturaleza
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no actúan de manera lineal, tales como el clima, la sangre cuando fluye a través del

corazón, las neuronas, la turbulencia, los atascos de veh́ıculos, la forma en la que

florecen las flores en un prado, la propagación de epidemias, la bolsa de valores o las

trayectorias de los vuelos de un grupo de pájaros. De esta forma nos damos cuenta

de que en la frase inicial, en la parte superior de la página, no existe nada contradic-

torio, por el contrario ahora se nos hace obvio que la mayoŕıa de los fenómenos de

la Naturaleza claramente son impredecibles debido a la limitación de la linealidad y

más comprensibles al aceptar la universalidad de su naturaleza caótica.

Muchos sistemas en la Naturaleza sujetos a interacciones globales presentan com-

portamientos colectivos que no son susceptibles de ser derivados trivialmente a partir

del conocimiento del comportamiento de los elementos constituyentes aislados. Por

ejemplo, fenómenos que aparecen naturalmente en sistemas f́ısicos, qúımicos, bio-

lógicos y sociales; tales como ondas de densidad de carga, osciladores qúımicos, en

redes de uniones Josephson, en la dinámica neuronal y celular, en la autoorgani-

zación de individuos de una misma sociedad con determinadas condiciones, entre

otros, exhiben comportamientos organizados.

En la mayoŕıa de los estudios sobre estos sistemas se ha asumido homogeneidad,

en el sentido de que la dinámica de los elementos y las interacciones entre ellos son

idénticas. Desde hace un poco más de una década, se empezó a estudiar el com-

portamiento colectivo que surge al introducir diversidad en los sistemas, que es lo

que conocemos como heterogeneidad. La importancia de introducir heterogeneidad

en sistemas dinámicos radica en que este fenómeno es muy común; es decir, los el-

ementos que constituyen dichos sistemas no son idénticos en general. En las redes

de uniones Josephson cada unidad es diferente, lo mismo pasa con las células y las

neuronas, de igual forma sucede con los sistemas sociales donde cada individuo es

distinto y/o también cada elemento del sistema puede tener diferente manera de

interactuar con el resto. De esta manera, encontramos diversidad en una gran var-

iedad de contextos. De aqúı la importancia de estudiar el comportamiento colectivo

inducido por diversidad en redes de elementos dinámicos.

2



En este trabajo, la heterogeneidad es el ingrediente que agregaremos para generar

diversidad en redes dinámicas acopladas globalmente, por ser éstas una clase impor-

tante de sistemas que manifiestan efectos colectivos ordenados o comportamientos

colectivos no triviales. Nuestro objetivo es investigar diversas fuentes de heteroge-

neidad, tanto en las dinámicas locales como en la conectividad de los elementos, y

su influencia en el surgimiento de comportamientos colectivos. Adicionalmente, nos

proponemos estudiar el efecto de heterogeneidad variable en el tiempo.

En el Caṕıtulo 1, se presenta una revisión del concepto de caos robusto, su

interés, aplicaciones y escenarios, con el objetivo de definir la dinámica local de los

elementos que constituyen el sistema que estudiaremos en esta Tesis.

El Caṕıtulo 2 presenta algunos tipos de comportamientos colectivos que surgen

en redes dinámicas acopladas globalmente, y contiene los antecedentes del tema

de la heterogeneidad, relacionados con la dinamica local de los mapas loǵıstico,

logaŕıtmico y singulares. También se presentan otras investigaciones de sistemas

heterogéneos aplicados a diversos contextos.

En el Caṕıtulo 3 se presentan nuestras contribuciones originales acerca de los

comportamientos colectivos inducidos por heterogeneidad en las intensidades de

acoplamiento en una red formada por mapas de la familia de mapas singulares

f(xt) = b− |xt|z. Esto es equivalente a considerar heterogeneidad en las conexiones

de la red. Se muestran los diagramas de bifurcación del campo medio en función,

tanto del exponente z, como del parámetro local b. Para cada caso se realiza un es-

tudio de la sincronización del sistema a partir del cálculo de su desviación estándar

media, se obtienen los gráficos del campo medio respecto al ancho de la distribución

de la heterogeneidad y se calculan los estados de sincronización en función del ancho

de la distribución aleatoria de los acoplamientos.

En el Caṕıtulo 4 investigamos los comportamientos colectivos inducidos por he-

terogeneidad en la dinámica local de la red y se estudia el efecto de la heteroge-

neidad variable en el tiempo para parámetros del sistema. Exploramos situaciones

novedosas de estos sistemas. Introducimos heterogeneidad en los mapas singulares

f(xt) = b − |xt|z, tanto en el parámetro local b como en el exponente de singular-

idad z. Para cada caso se muestran los diagramas de bifurcación del campo medio

en función de los parámetros z, b, se realiza el estudio de la sincronización de este
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sistema; finalmente, se calcula el campo medio y la sincronización con respecto al

ancho de la distribución de la heterogeneidad de b y z.

Los resultados de este trabajo son analizados y discutidos en las Conclusiones.
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Dense, homogeneous or robust?

Jason Gallas.

Caṕıtulo 1

Caos robusto

1.1. ¿Qué es caos robusto?

En este trabajo estamos interesados en estudiar el efecto de la heterogeneidad

en el comportamiento colectivo de sistemas de elementos caóticos. En tal sentido,

nos enfocaremos en dinámicas locales que presentan caos robusto.

Se sabe que los sistemas con dinámica caótica reproducen dos tipos de atractores:

a uno se le conoce como caos frágil, cuyos atractores desaparecen con perturbaciones

de un parámetro o coexisten con otros atractores; la existencia de ventanas periódi-

cas en algunas regiones caóticas trae como consecuencia que pequeños cambios de

los parámetros pueden destruir el caos, implicando su fragilidad. Contrario a esta

situación está lo que conocemos como caos robusto, se dice que un atractor es caótico

robusto si para algunos valores de parámetros existe un vecindario en el espacio de

parámetros con ausencia de ventanas periódicas y donde el atractor es único.

Aunque el término caos robusto ha sido utilizado en la literatura, algunos autores

consideran que su empleo no es apropiado. J. Gallas [1] argumenta que en F́ısica

la noción de robusto está tradicionalmente asociada a la teoŕıa de perturbaciones,

a la estabilidad en el espacio de fases, no en el diagrama de fases. Robusto signifi-

ca resistencia a las perturbaciones. En F́ısica, los diagramas de fases tienen fases

homogéneas que son necesariamente robustas. De otro modo, éstas no podŕıan ser

directamente observadas de manera experimental. Por otro lado, en Matemáticas, las
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nociones topológicas asociadas a los términos denso o conexo resultan más apropi-

adas para describir la ausencia de ventanas periódicas inmersas en el caos. Por

estas razones, Gallas prefiere hablar de caos denso o, equivalentemente, caos ho-

mogéneo, que son los nombres tradicionales en la F́ısica Estad́ıstica adecuados para

esta situación.

El interés en la explotación del caos robusto ha tenido un incremento significati-

vo en los últimos años para diversas aplicaciones en el mundo real, las más comunes

se han visto en las comunicaciones, en la ingenieŕıa eléctrica, en la criptograf́ıa, en

los problemas de la dinámica neuronal, de las interferencias electromagnéticas, de

procesos qúımicos y hasta de procesos económicos, entre otros. Tanto para las apli-

caciones mencionadas, como para los objetivos de este trabajo, es necesario obtener

operaciones confiables en el rango caótico, es por esto que se requiere del empleo de

caos robusto.

1.2. Escenarios de caos robusto

Existen varios escenarios en los cuales podemos encontrar caos robusto, o por

aśı decirlo, varios métodos para generarlo [2], algunos de ellos son:

i) Mapas uniformes a trozos en 1-D

Un modelo de esta clase de mapas es estudiado por Potapov y Ali en [3], con re-

des neuronales cuya dinámica viene dada por el mapa: xk+1 = | tanh s(xk− c)|,
donde mostraron que para cierto rango de valores de los parámetros s y c el

sistema no puede tener soluciones periódicas estables lo cual provee, en este

caso, el caos robusto.

ii) Mapas unimodales y uniformes en 1-D

Este es un escenario interesante porque varios art́ıculos mostraron que el caos

robusto se pod́ıa encontrar en esta clase de sistemas, pero únicamente para el

caso 2-dimensional y a trozos [4, 5, 6, 7, 8, 9], y se hizo la suposición de que era

imposible que existiera en mapas unimodales y uniformes en una dimensión.

Sin embargo, Andrecut y Ali lanzaron dos contraejemplos [10, 11], probando

que los mapas unidimensionales y unimodales que se muestran a continuación

exhiben atractores caóticos robustos:
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f(x, α) =
1− xα − (1− x)α

1− 21−α , (1.1)

f(φ(x), ν) =
1− ν+−φ(x)

1− ν+−φ(c)
, (1.2)

donde α y ν son parámetros y φ(x) es una función unimodal con derivada

Schwarziana positiva. Andrecut y Ali formularon un teorema en el cual es-

tablecen las condiciones generales para generar caos robusto en un rango bien

definido de sus parámetros para esta clase de mapas unimodales, donde el

problema radicaba ahora en cómo construir el mapa φ(x) unimodal. Poste-

riormente, han aparecido art́ıculos que muestran procedimientos espećıficos

para construir estos mapas mediante la composición de dos mapas unimodales

[11, 12, 13].

También se han utilizado mapas de este tipo para generar caos robusto para

representar problemas de la dinámica de optimización en la economı́a [14].

iii) Mapas uniformes a trozos en 2-D

El problema de la eficiente conversión de potencia eléctrica de una forma a

otra es un área de muchas aplicaciones prácticas, el cual exhibe fenómenos

no lineales que manifiestan caos robusto y que pueden ser modelados por este

tipo de mapas. Un ejemplo importante de este escenario es el estudiado por

Elhadj y Sprott en [15], en el cual consideraron el siguiente mapa unificado

que contiene el sistema de Hénon y el de Lozi:

U(x, y) =

(
1 - 1.4 fα(x) + y

0.3x

)
, (1.3)

donde 0 ≤ α ≤ 1 es el parámetro de bifurcación y fα está definida por:

fα(x) = α|x|+ (1− α)x2,

donde se puede observar que si α = 0 se tiene el mapa de Hénon original y

para α = 1 se tiene el mapa de Lozi. Lo que probaron Elhadj y Sprott, es que

para α entre cero y uno, se tiene un tipo diferente de atractor caótico, que
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no se destruye con pequeños cambios en α. Esto fue verificado calculando el

exponente de Lyapunov numéricamente y el diagrama de bifurcación del mapa,

ambos mostrados en la figura 1.1. Note la ausencia de ventanas periódicas en

todo el rango caótico.

Figura 1.1: (a) Variación del exponente de Lyapunov para el mapa caótico unificado

(1.3) para 0 ≤ α ≤ 1. (b) Diagrama de bifurcación del mapa caótico de la ecuación

(1.3) para 0 ≤ α ≤ 1. [15]

Otros ejemplos en los que se encuentra caos robusto en mapas uniformes a

trozos en 2-D se encuentran en las referencias [8, 9, 16].
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iv) Mapas no-uniformes

Un ejemplo de caos robusto en mapas no-uniformes es el estudiado en [17],

donde se considera un modelo de redes neuronales retroalimentadas; a ésto se

le conoce como perceptron y se define como:

f(x) =

{
1, si ω·x+ b > 0

0, en caso contrario
(1.4)

donde ω es un vector de valores reales, ω·x es el producto punto que calcula

la suma ponderada, y b es una constante que no depende de ningún valor de

entrada. El valor de f(x) (0 o 1) es usado para clasificar el vector x, tanto

positivo como negativo, en el caso de ser un problema de clasificación binaria.

Las propiedades de la serie de tiempo del perceptron son generadas a partir

de funciones de transferencia llamadas monotónica y no-monotónica [18]. Se

demuestra que un perceptron con una función monotónica puede producir sólo

caos frágil, mientras que un perceptron con una función no-monotónica puede

generar caos robusto para cierto rango de valores de sus parámetros.

Sistemas de tiempo-cont́ınuo

Esta clase de sistemas también constituyen un escenario de caos robusto; ejem-

plos de ésto se tienen en atractores extraños de tipo-Lorenz e hiperbólicos.

v) Sistemas tipo-Lorenz

Para ilustrar esta clase de sistemas, consideraremos el sistema original de

Lorenz [19] dado por las ecuaciones (1.5) cuyo atractor es bien conocido (figura

1.2). Una aproximación muy exitosa para modelar el comportamiento obser-

vado por Lorenz fue realizada en [20, 21], donde construyeron los aśı llamados

modelos geométricos, que son modelos de flúıdos en tres dimensiones, con los

que se demostró que el atractor de Lorenz es robusto al persistir bajo pequeñas

perturbaciones de los coeficientes en las ecuaciones diferenciales.


ẋ = σ(y − x)

ẏ = rx− y − xz
ż = −bz + xy

(1.5)
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Figura 1.2: Atractor caótico obtenido de (1.5) para σ = 10, r = 28, b = 8
3
. [19]

vi) Sistemas hiperbólicos

Generalmente la mayoŕıa de los sistemas f́ısicos conocidos no pertenecen a la

clase de sistemas con atractores hiperbólicos, sin embargo un ejemplo f́ısico

de éstos fue encontrado en [22], donde obtuvieron, a partir de las ecuaciones

de Kirchhoff, el atractor de Smale-Williams (un atractor robusto), compuesto

por el sistema de ecuaciones:
ẋ = −2πu+ (h1 + A1 cos 2πτ/N)x− 1

3
x3,

u̇ = 2π(x+ ε2y cos 2πτ),

ẏ = −4πv + (h2 − A2cos(2πτ)/N)y − 1
3
y3,

v̇ = 4π(y + ε1x
2),

(1.6)

donde las variables x y u son voltajes y corrientes normalizadas en un circuito

LC de un primer oscilador, respectivamente; y y v son los voltajes y corrientes

normalizadas de un segundo oscilador; los parámetros A1 y A2 determinan

la amplitud de la oscilación; h1 y h2 determinan el umbral de la bifurcación;

ε1 y ε2 son los parámetros del acoplamiento; y N el número de osciladores

acoplados, en este caso N = 2 .

Este sistema se construyó como un dispositivo de laboratorio y se encon-

traron soluciones numéricas y experimentales. Este ejemplo de sistema f́ısico

con atractor caótico hiperbólico es de considerable relevancia, ya que abrió la

posibilidad de aplicaciones reales para este tipo de sistemas.
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vii) Caos robusto en láseres

Otro escenario de caos robusto en sistemas de tiempo cont́ınuo es el recien-

temente estudiado por Gallas en [1], donde el autor considera un modelo de

láser estudiado por Shilnikov en [23], definido por:
ẋ = y,

ẏ = x(1− z)−Bx3 − by,
ż = −a(z − x2),

(1.7)

con B = 0. Shilnikov calculó el diagrama de fase de este sistema, observando

un escenario que involucra la aparición y destrucción de caos, y bifurcaciones

de reǵımenes caóticos t́ıpicos para el modelo de láser que queŕıa representar.

Por su parte, J. Gallas realizó el diagrama de fase correspondiente al exponente

de Lyapunov máximo en el espacio de parámetros (a, b), mostrado en la figura

1.3. Se observa, para un determinado rango de valores de los parámetros a y b

(en las zonas coloreadas de la figura 1.3), la presencia de caos robusto, o como

Gallas prefiere denominarlo: caos homogéneo.

Figura 1.3: Diagrama de fase en el plano (a, b) del exponente de Lyapunov máximo,

para 800×800 puntos. Los colores (azul, verde, amarillo, anaranjado y rojo) indican

el dominio de caos (exponente de Lyapunov máximo positivo) mientras que blanco

denota periodicidad (exponente de Lyapunov máximo negativo), negro indica el

máximo exponente de Lyapunov cero, y la región rosada representa las soluciones

del sistema que divergen.
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viii) Mapas Singulares

Finalmente, como un método muy sencillo y eficiente de generar caos robusto

bien definido en un rango de parámetros, se encuentra el modelo de mapas sin-

gulares introducido por Alvarez y Cosenza en [24], el cual utilizaremos en este

trabajo para representar la dinámica local de los sistemas de mapas acoplados

que investigaremos. La forma funcional de la familia de mapas singulares es

f(xt) = b− |xt|z , (1.8)

donde xt ∈ (−∞,∞), b es un parámetro real y el exponente z describe el orden

de la singularidad en el origen y está definido como |z| < 1. Esta familia de

mapas no son unimodales y poseen derivada Schwarziana positiva para todo el

dominio de |z| < 1, de modo que no se satisface el teorema de Singer, y por lo

tanto, estos mapas no pertenecen a la clase de universalidad de Feigenbaum,

es decir, no exhiben una secuencia de bifurcación de peŕıodo doble. En cambio,

sucede lo contrario, donde un punto fijo estable pierde su estabilidad en algún

valor cŕıtico de un parámetro, induciendo el caos, y de hecho esto es lo que

ocurre. En las figuras (1.4 y 1.5) se muestran parte de los resultados obtenidos

en [24].

La primera (figura 1.4) muestra dos diagramas de bifurcación de los iterados

del mapa (1.8) para diferentes valores del exponente de singularidad z, en los

cuales se demuestra la naturaleza caótica robusta de esta familia de mapas al

no existir en ellos alguna secuencia de bifurcaćıon ni ventanas de periodicidad

dentro de la zona caótica. Por el contrario, existe un rango bien definido del

parámetro local b donde el mapa es completamente caótico.

En la segunda (figura 1.5) se muestran las regiones donde existe caos robusto

en el espacio de parámetros (b, z) para esta familia de mapas y se indican las

transiciones al caos; con una ĺınea gruesa, la transición al caos v́ıa intermiten-

cia tipo-III, que se asocia con la inversa de un peŕıodo doble de bifurcación,

donde un punto fijo pierde su estabilidad conduciendo de manera directa al

caos, y con una ĺınea más delgada, se señala la transición v́ıa intermitencia

tipo-I, que ocurre por una bifurcación tangente.
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Figura 1.4: Diagramas de bifurcación del mapa (1.8) como función del parámetro b

para (a) z = −0. 5 y (b) z = 0. 5 [24].

Figura 1.5: Las fronteras de las regiones de caos robusto de los mapas singulares

en el espacio de parámetros (b, z). La ĺınea gruesa indica la transición al caos v́ıa

intermitencia tipo-III, y la ĺınea delgada, la transición v́ıa intermitencia tipo-I [24].

13



La figura 1.5 resulta muy útil para generar caos robusto con la combinación

apropiada de parámetros b y z; por ejemplo, tomaremos ahora el parámetro

local b fijo y el diagrama de bifurcación que resulta al variar z entre [−1, 1] es la

figura 1.6, en la que se tomaron dos valores distintos del parámetro local b. Esta

figura demuestra la correspondencia con los ĺımites cŕıticos de la transición al

caos y de los rangos caóticos en la figura 1.5. En el diagrama (a) se observan

claramente las dos regiones de caos robusto para b = 0,6 y la transición al caos;

al incrementar z, primero se sale de la primera región caótica con intermitencia

tipo-III y se entra a la segunda región v́ıa intermitencia tipo-I. En (b) se obtuvo

el diagrama de bifurcación para el parámetro local fijo en b = 1,4, mostrando

su correspondiente región caótica con transición v́ıa intermitencia tipo-I. Estos

resultados validan lo obtenido por [24] en la figura (1.5).

(a) (b)

z

xt

10.50−0.5−1

1

0.5

0

−0.5

−1

−1.5

−2

−2.5

−3

z

xt

10.50−0.5−1

1

0.5

0

−0.5

−1

−1.5

−2

−2.5

−3

Figura 1.6: Diagramas de bifurcación del mapa (1.8) como función del parámetro z

para (a) b = 0. 6 y (b) b = 1. 4.
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El azar no es más que la medida

de la ignorancia del hombre.

Henri Poincaré, 1903

Caṕıtulo 2

Comportamientos colectivos en

redes de mapas acoplados

globalmente

Las redes de mapas acoplados globalmente (RMAG) constituyen una clase de

sistemas dinámicos espacio temporales de relevante importancia que describen una

gran variedad de fenómenos en diversos contextos. Estos sistemas poseen interac-

ciones globales, es decir, cada elemento experimenta la influencia de todos los otros

elementos en el sistema. En particular, sistemas con interacciones globales pueden

exhibir comportamientos colectivos no triviales.

Las redes de mapas acoplados globalmente fueron introducidas por Kaneko [25],

con la siguiente forma funcional

xt+1(i) = (1− ε)f(xt(i)) +
ε

N

N∑
j=1

f(xt(j)) (i = 1, 2, 3, ..., N), (2.1)

donde xt(i) representa el estado del elemento i-ésimo de la red en el tiempo discreto

t, ε es el parámetro de acoplamiento, N el número de elementos de la red y f(xt(i))

describe la dinámica interna de cada elemento (dinámica local). La interacción global

viene dada por el campo medio del sistema.
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En este caṕıtulo se revisan algunos conceptos y definiciones que resultan útiles

para el estudio de los comportamientos colectivos que emergen en los sistemas de

RMAG que vamos a estudiar en esta tesis.

2.1. Sincronización

Uno de los primeros investigadores en interesarse en el problema de la sin-

cronización, fue Christiaan Huygens (1629-1695), reconocido por sus aportes a la

Mecánica y la Óptica. En febrero de 1665, Huygens cayó en cama debido a una

gripe, situación que lo condujo a observar por largo tiempo dos relojes de péndulo

(que él mismo hab́ıa constrúıdo) que estaban en una de las paredes de su habitación.

Se dió cuenta de que los péndulos se hab́ıan sincronizado, y su formación intelectual

era tal que supuso que no actuaban aśı por casualidad. De este modo, empezó a

experimentar con ellos, y notó que de alguna forma éstos interactuaban y, como

lo único que los relacionaba era la pared en la que colgaban, procedió a colocarlos

en diferentes paredes y volvió a su cama a observarlos; de alĺı concluyó que era el

acoplamiento de los relojes a través de la pared lo que generaba la sincronización

entre ellos. Huygens fundó las bases del estudio de los osciladores acoplados, a par-

tir de las cuales los cient́ıficos empezaron a aplicar estos conceptos a diversos sis-

temas (eléctricos, electromecánicos, biológicos, etc). Más recientemente, Pecora y

Carrol mostraron experimentalmente la existencia de sincronización de oscilaciones

caóticas; observaron que comportamientos caóticos pueden fundirse en una única

trayectoria [26]. Estos resultados crearon nuevas espectativas en el estudio y las

aplicaciones de los sistemas caóticos.

La sincronización caótica se define como una conformidad en el tiempo de dos

o más procesos caóticos, caracterizada por una métrica entre algunas variables de

estos procesos [27]. El fenómeno de sincronización también puede ser visto como una

manifestación de la tendencia a la auto-organización en sistemas complejos.

En este trabajo, caracterizaremos el estado de sincronización de un sistema,

tal como una RMAG, a partir del promedio temporal de la desviación estándar

instantánea σ(t), definida por la expresión,
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σ(t) =
√
〈x2

t 〉 − 〈xt〉2, (2.2)

y las cantidades 〈x2
t 〉 y 〈xt〉 son

〈x2
t 〉 =

1

N

N∑
i=1

x2
t (i), (2.3)

〈xt〉 =
1

N

N∑
j=1

xt(j), (2.4)

aśı, la expresión final vendŕıa dada por

〈σ〉 =
1

T − t0
T∑
t=to

σt, (2.5)

donde t0 es el número de iteraciones descartadas y T es el número total de iteraciones.

La condición para que exista sincronización es que 〈σ〉 = 0, situación que corres-

ponde a xt(i) = xt(j), ∀i 6= j. Se puede demostrar que el número de elementos de

la red, N , no influye en la condición de sincronización del sistema de RMAG.

El campo medio del sistema se define como

ht =
1

N

N∑
j=1

f(xt(j)), (2.6)

2.2. Estados desincronizados

Para ciertos rangos de parámetros en las RMAG, se observan algunos compor-

tamientos emergentes muy interesantes que corresponden a estados desincronizados,

y han sido estudiados por Cosenza y González en sistemas de mapas logaŕıtmicos

globalmente acoplados [28]. Estos comportamientos son:

2.2.1. Comportamiento colectivo periódico

En la referencia [28], los autores encontraron que en un sistema de mapas loga-

ŕıtmicos acoplados globalmente, donde los mapas locales presentan caos robusto, el
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campo medio del sistema ht muestra la existencia de atractores globales periódicos,

como se muestra en la figura 2.1. Aparecen estados periódicos colectivos como un

conjunto de segmentos que corresponden a las fluctuaciones intŕınsecas de órbitas

periódicas del campo medio. Este es un fenómeno de comportamiento colectivo no

trivial, en el cual cantidades macroscópicas en un sistema de elementos caóticos

exhiben una evolución regular en el tiempo a pesar de la presencia de caos local.

Figura 2.1: Diagramas de bifurcación del campo medio ht del sistema de la ecuación

(2.1), como función del parámetro b del mapa f(xt) = b + ln |xt|, para dos valores

de acoplamiento: (a) ε = 0. 2 y (b) ε = 0. 25 [28].
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2.2.2. Bandas caóticas

En la figura 2.2 se muestra el diagrama de bifurcación del campo medio ht

en función del parámetro de acoplamiento ε, con el parámetro local b de mapas

logaŕıtmicos fijo dentro del rango caótico. Se observa que, cerca de la frontera de la

región de sincronización, los estados colectivos descritos por el campo medio toman

la forma de bandas caóticas, las cuales posteriormente se fusionan para dar lugar a

la sincronización caótica completa.

Figura 2.2: (a) Diagrama de bifurcación del campo medio ht como función del

acoplamiento ε, con parámetro local fijo en b = −0. 7. (b) Magnificación de la parte

izquierda de (a). Las ĺıneas horizontales indican el valor del punto fijo inestable x1 y

los valores de las órbitas de peŕıodo dos inestables a cada lado de x1, para el mapa

logaŕıtmico con b = −0. 7. Las ĺıneas verticales señalan los ĺımites aproximados de

diferentes estados colectivos: S (estado sincronizado), CCB (bandas caóticas) y CPB

(comportamiento colectivo periódico) [28].
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2.2.3. Turbulencia global

El estado de turbulencia global corresponde a estados colectivos de puntos fijos,

de manera similar a las fases turbulentas reportadas por Kaneko en mapas tienda

globalmente acoplados [29]. En la figura 2.3 se muestra el diagrama de bifurcación

del campo medio ht resultante del acoplamiento global de mapas logaŕıtmicos como

función del parámetro local b, para dos valores del parámetro de acoplamiento ε.

Figura 2.3: Diagrama de bifurcación de ht vs. b para dos valores diferentes del

parámetro de acoplamiento ε, correspondiente a estados globalmente turbulentos

[28].
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2.3. Antecedentes de la heterogeneidad en redes

de mapas acoplados globalmente

Lo que llamamos diversidad en este trabajo se refiere a la heterogeneidad del

sistema, es decir, sistemas con parámetros no idénticos, tanto en su dinámica local

como en sus acoplamientos. En esta tesis estudiaremos heterogeneidad en redes de

mapas acoplados globalmente (RMAG).

Recientemente ha surgido bastante interés en la investigación de esta clase de sis-

temas dinámicos, especialmente en el contexto del estudio actual de redes complejas

que describen sistemas sociales, biológicos, qúımicos, etc. En este caṕıtulo haremos

una revisión de los trabajos más relevantes sobre el tema de la heterogeneidad en

RMAG, los cuales nos sirven de motivación.

2.3.1. Heterogeneidad con la dinámica local de

mapas loǵısticos

Distribución del parámetro local a

Este sistema fue el estudiado por Shibata y Kaneko [30], quienes consideraron

una RMAG dada por la expresión

xt+1(i) = (1− ε)fi(xt(i)) +
ε

N

N∑
j=1

fj(xt(j)) (i = 1, 2, 3, ..., N), (2.7)

donde la variable del elemento i-ésimo de la red es xt(i) en tiempo discreto t, ε es

el parámetro de acoplamiento, N el número de elementos de la red y fi(xt(i)) es la

dinámica interna de cada elemento (dinámica local), que en este caso está dada por

el mapa loǵıstico,

fi(x) = 1− a(i)x2 , (2.8)

en esta última, a(i) es el parámetro local del mapa i, el cual es distribuido en el

intervalo [a0 − Ma
2
, a0 + Ma

2
], por:

a(i) = a0 +
4a(2i−N)

2N
, (2.9)
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donde i es el número de celda y a0 el valor central de la distribución. Hay que señalar

que para 4a = 0 se tiene el caso homogéneo de una RMAG, como se puede observar

en la ecuación (2.9).

Para medir la amplitud de las oscilaciones en la dinámica del campo medio,

Kaneko y Shibata usaron la desviación cuadrática media (DCM) de la distribución

del campo medio, dada por

〈(δh)2〉 = 〈(h− 〈h〉)2〉 (2.10)

donde ht = 1
N

∑N
j=1 fj(xt(j)), es el campo medio.

Kaneko y Shibata encontraron que, contraria a la situación que se podŕıa esper-

ar cuando los elementos de la red no son idénticos (se esperaŕıa que la dinámica

colectiva fuera destrúıda), la DCM se mantiene finita incluso en el ĺımite de una red

de gran tamaño (ver la figura 2.4). Ésto implica la existencia de alguna estructura

y coherencia en la dinámica del campo medio. Además, los autores mostraron que

el comportamiento colectivo obtenido al distribuir heterogéneamente los parámet-

ros a(i) es similar al que se obtiene al hacer una distribución heterogénea en los

acoplamientos ε(i).

Figura 2.4: Desviación cuadrática media (MSD) del campo medio vs. acoplamiento

(ε). Con, a = 1. 9, 4a = 0. 05 y el número de elementos vá desde N = 24 hasta

N = 218 [30].
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Ruido interno

Antes de publicar el art́ıculo que mencionamos en la subsección anterior, Kaneko

en 1992 ya teńıa la idea de la importancia de la heterogeneidad en los sistemas

espacio temporales, al estudiar la influencia del ruido en la dinámica local [29]. Este

sistema consiste de mapas loǵısticos con ruido, de la forma

fi(y) = 1− ay2 + s(i) , (2.11)

donde s(i) es un número aleatorio distribuido en un intervalo definido por [−α, α], te-

niendo aśı ruido estático, fijo en el tiempo para cada mapa. Estos mapas se acoplaron

globalmente por medio de la ecuación (2.7).

Kaneko notó que, la desviación cuadrática media (MSD) disminuye en función

del tamaño del sistema hasta que éste alcanza un tamaño cŕıtico Nc, a partir del

cual un aumento de N conlleva al aumento de la cantidad MSD hasta alcanzar un

comportamiento similar al caso sin ruido. Es decir, que el ruido interno de cierta

manera induce la sincronización.

Distribución de los parámetros de acoplamiento

Sistemas con acoplamiento heterogéneo de mapas loǵısticos globalmente acopla-

dos, fueron estudiados en [31] por Kaneko, en los cuales la dinámica del elemento i

viene dada por

xt+1(i) = (1− ε(i))f(xt(i)) +
ε(i)

N

N∑
j=1

f(xt(j)), (2.12)

y los acoplamientos se encuentran distribuidos sobre el intervalo ε(i) ∈ [εmin, εmax]

como sigue,

ε(i) = εmin + (εmax − εmin)(i/N). (2.13)

En este sistema se encuentra formación de clusters (subconjuntos de elementos

sincronizados) que dependen de la intensidad del acoplamiento en cada elemento, de

tal modo que elementos con un acoplamiento ε(i) > 0. 22 forman un sólo cluster, y

a medida que se disminuye la intensidad del acoplamiento, se incrementa el número

de clusters en el sistema.
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Ruido externo

Para observar el efecto del ruido externo en sistemas de RMAG con la dinámica

local del mapa loǵıstico, Shibata, Chawanya y Kaneko en [32] consideraron el sistema

de la siguiente forma

xt+1(i) = (1− ε)fi(xt(i)) +
ε

N

N∑
j=1

fj(xt(j)) + ξt(i), (2.14)

donde ξt(i) es un proceso Gaussiano aleatorio. Los resultados obtenidos en [32]

muestran que el ruido microscópico reduce la complejidad del movimiento colectivo,

y que el ruido microscópico puede suprimir el número de grados de libertad en un

nivel macroscópico.

2.3.2. Heterogeneidad con la dinámica local de

mapas logaŕıtmicos

Este tipo de sistemas fue estudiado por González en [33]. La dinámica local

está descrita por el mapa logaŕıtmico, definido como

f(xt) = b+ ln |xt|, (2.15)

La figura 2.5 muestra el diagrama de bifurcación de este mapa, donde se observa

la existencia de caos robusto en el intervalo b ∈ [−1, 1].

Figura 2.5: Diagrama de bifurcación del mapa logaŕıtmico [33].

De la misma manera que en los casos anteriores, el acoplamiento global de estos

mapas viene dado por la ecuación (2.7).

24



Distribución del parámetro local b

En este caso, la heterogeneidad en el parámetro local b viene dada por

fi(xt) = b(i) + ln |xt|, (2.16)

donde los parámetros locales b(i) se distribuyen aleatoriamente dentro de la región

donde la dinámica local es completamente caótica, b(i) ∈ [−1, 1] (ver figura 2.5), y

donde no existen ventanas de periodicidad. De esta manera, cualquier orden colectivo

que aparezca no se puede atribuir a la presencia de órbitas periódicas estables de

las dinámicas locales.

La figura 2.6 muestra el campo medio del sistema de los mapas 2.16 acopla-

dos globalmente en función del parámetro de acoplamiento ε [33]. Se observan

varios tipos de comportamientos colectivos, tales como comportamientos colectivos

periódicos (no triviales) y bandas caóticas para diferentes rangos del parámetro de

acoplamiento. La gráfica correspondiente al caso de mapas homogéneos, con b fijo,

se muestran en la figura 2.7. Comparando ambas figuras, notamos en ciertos ran-

gos de acoplamientos el surgimiento de comportamientos colectivos periódicos en el

caso heterogéneo, no presentes en el caso homogéneo. Luego, resulta evidente que

los comportamientos colectivos ordenados son inducidos por la heterogeneidad en la

dinámica local.

Figura 2.6: Diagrama de bifurcación del campo medio St en función del parámero

de acoplamiento global ε, en el caso de la distribución de la heterogeneidad en el

parámetro b(i), en una RMAG de mapas logaŕıtmicos [33].
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Figura 2.7: Diagrama de bifurcación del campo medio St en función del parámero de

acoplamiento global ε, en el caso homogéneo, con en el parámetro local fijo, b = 0,

en una RMAG de mapas logaŕıtmicos [33].

Análisis del campo medio St vs. 4b

La figura 2.8 muestra el campo medio en función del ancho 4b de la distribución

de parámetros locales, centrado en el valor b0 = 0, y manteniendo fijo el parámetro

de acoplamiento ε. El caso homogéneo corresponde a 4b = 0 donde b(i) = 0,∀i, y

el caso de máxima heterogeneidad corresponde a 4b = 1. Para 4b = 0 se obser-

va la coincidencia con el caso homogéneo, con ε = 0. 835 (comparar con la figura

2.7). De la misma manera, para 4b = 1 se observa la coincidencia en con el caso

heterogéneo, con parámetro de acoplamiento ε = 0. 835 (ver figura 2.6). A partir

de este análisis, se pudo demostrar cómo la heterogeneidad en el parámetro local

influye en el surgimiento de comportamientos colectivos no triviales en sistemas

caóticos extendidos.

Figura 2.8: Campo medio St en función del intervalo 4b centrado b0 = 0, con

ε = 0. 835, en una RMAG de mapas logaŕıtmicos [33].
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Distribución de los parámetros de acoplamiento

La heterogeneidad en los acoplamientos de una RMAG de mapas logaŕıtmicos

se introdujo en la referencia [33], distribuyendo los parámetros de acoplamiento ε(i)

de manera aleatoria en la región ε(i) ∈ [0, 1].

La figura 2.9 muestra el campo medio del sistema en función del parámetro b,

donde se pueden observar bandas caóticas. La figura 2.10 muestra el campo medio

del sistema en función del ancho de la distribución del parámetro ε, con b = −0. 9

fijo. Se observa la aparición de comportamiento colectivo de peŕıodo dos, cuatro,

ocho y bandas caóticas de peŕıodos ocho, cuatro y dos.

Figura 2.9: Diagrama de bifurcación del campo medio St en función de b, con

N = 105. Escenario con distribución heterogénea del parámetro de acoplamiento

ε(i), en una RMAG de mapas logaŕıtmicos [33].

Figura 2.10: Campo medio St en función del intervalo 4ε. Parámetro local fijo

en b = −0. 9 que corresponde al estado asintótico de banda caótica de peŕıodo

dos, observado en la figura 2.9 con 4ε = 1. En contraste, para 4ε = 0, se tienen

los elementos desacoplados, cuyos valores concuerdan con el caso homogéneo para

b = −0. 9 y ε = 0, en una RMAG de mapas logaŕıtmicos [33].
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2.3.3. Heterogeneidad en la dinámica local de

mapas singulares

En esta sección haremos una revisión de algunos resultados de González [33],

con sistemas de RMAG donde la dinámica local corresponde a la familia de mapas

singulares, expresados por la ecuación (1.8),

f(xt) = b− |xt|z, (2.17)

esta dinámica local en RMAG se estudiará más a fondo en esta tesis.

Distribución del parámetro local

La figura 2.11 muestra el rango de valores [b1 = 0. 250, b2 = 0. 750] donde se

distribuyen los parámetros b(i), con el valor del exponente z = 0. 5 fijo. Estos mapas

heterogéneos son acoplados por la expresión (2.7).

En la figura 2.12 se observa el campo medio del sistema en función del acoplamien-

to ε. Esta figura ha sido denominada “el cangrejo”, por su forma particular. En ella

se observan comportamientos colectivos de peŕıodo dos, cuatro, seis, ocho, diez y

bandas caóticas.

Figura 2.11: Zona de distribución de los valores de b(i) dentro de la región caótica

según lo indicado en la figura 1.5, con z = 0. 5, b1 = 0. 25 y b2 = 0. 75, en una RMAG

de mapas singulares [33].
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Figura 2.12: Campo medio St vs. ε, con parámetro local b(i) distribuido aleatoria-

mente, con exponente z = 0. 5 fijo, en una RMAG de mapas singulares [33].

2.3.4. Heterogeneidad en otros contextos

Como hemos mencionado, la heterogeneidad existe en una gran variedad de con-

textos, situación por la cual los cient́ıficos han mostrado gran interés en su explo-

ración. A continuación se muestran algunos ejemplos del estudio de la heterogeneidad

en sistemas dinámicos.

En la óptica no-lineal, se ha representado un sistema de dinámica caótica

de láser con acoplamiento global, donde cada modo de exitación depende de

la longitud de onda, haciéndo de éste un sistema heterogéneo [34]; también

ha logrado controlar numéricamente el nivel de caos en un modelo de láseres

multimodo (con heterogeneidad introducida en su frecuencia) utilizando per-

turbaciones periódicas de parámetros de control accesibles [35]; y en [36] se

estudió el efecto de acoplar dos determinados láseres caóticos de diferentes

modos longitudinales para duplicar la frecuencia; entre otros.

En conjuntos de osciladores de fase acoplados [37], se estudió el efecto

de introducir ruido en su dinámica colectiva, cuyas frecuencias naturales son

idénticas pero cuyo acoplamiento no es el mismo en todo el ensamble, donde

además la intensidad del ruido también puede ser heterogénea, representan-

do la diversidad en las respuestas individuales a fluctuaciones externas. En

este trabajo se mostró que la transición a la desincronización inducida por el

ruido puede ser completamente suprimida incluso para valores grandes de la

intensidad de ruido.
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En un modelo de redes neuronales [38], se ha estudiado el comportamiento

que surge al acoplar no-difusivamente, o por aśı decirlo, al conectar, diferentes

unidades, que llaman conexiones no-simétricas. Se demuestra que, al contrario

de lo que ocurre con redes acopladas difusivamente, la sincronización en redes

con acoplamiento no-difusivo puede ser dramáticamente diferente al compor-

tamiento de sus unidades constituyentes. Estos resultados se aplican a dos

modelos de dinámica neuronal que consisten en sistemas acoplados de mapas

tienda y de mapas loǵısticos. Este modelo neuronal sencillo puede producir

comportamiento colectivo complejo a través de la coordinación de las acciones

de sus componentes.
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El curso del conocimiento se enfrenta a una

realidad no mecánica: el universo empieza a

parecerse más a un gran pensamiento que a

una máquina...

James Jeans, The Mysterious Universe.

Caṕıtulo 3

Comportamientos colectivos

inducidos por heterogeneidad en

los acoplamientos de RMAG con

mapas singulares

Interesantes comportamientos emergentes inducidos por la diversidad1 se han

observado en una gran variedad de sistemas, como se mostró en el caṕıtulo ante-

rior. En este zaṕıtulo, nuestro objetivo es estudiar este tipo de comportamientos

en sistemas de redes de mapas acoplados globalmente (RMAG), donde la dinámica

local corresponde a mapas singulares, cuyas propiedades se estudiaron en la sec-

ción 1.2. Aqúı introduciremos heterogeneidad en el parámetro de acoplamiento; de

esta manera podemos representar una red dinámica en la que cada elemento inter-

actúa de manera distinta con los demás. Esta clase de sistemas se encuentran en

la Naturaleza; ejemplos de estos son: una sociedad con individuos de caracteŕısticas

similares que se comunican de diferentes maneras entre ellos; o un conjunto de neu-

ronas cuyas conexiones poseen diferentes intensidades para cada una de ellas. Como

1en este trabajo con el término de diversidad nos referimos a la heterogeneidad
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un modelo general para describir heterogeneidad en la conectividad de un sistema,

investigaremos qué ocurre al acoplar de diferentes maneras mapas singulares con

caos robusto.

3.1. Modelo con acoplamiento heterogéneo

Consideramos un sistema con acoplamiento heterogéneo de mapas globalmente

acoplados [31] definido por

xt+1(i) = (1− ε(i))f(xt(i)) +
ε(i)

N

N∑
j=1

f(xt(j)), (3.1)

donde la dinámica local de los elementos se describe mediante los mapas singulares,

que en este caso son homogéneos (con idénticos parámetros), cuya forma funcional

es

f(xt(i)) = b− |xt(i)|z, (3.2)

con |z| < 1.

Los valores b y z que consideraremos se toman en el rango de las regiones caóticas

que se muestran en la figura 1.5 del espacio de parámetros (b, z).

3.2. Heterogeneidad en los acoplamientos

3.2.1. Comportamientos colectivos en función de z

Los parámetros de acoplamiento se distribuyen con probabilidad uniforme en el

intervalo ε(i) ∈ [−0. 5, 2. 5], de manera de cubrir un amplio rango de acoplamiento.

Escogeremos un valor fijo b = 1. 11 y un rango de los exponentes z ∈ [−1,−0. 023]

dentro de la región de caos robusto de los mapas singulares, como se muestra en la

figura 3.1.

En la figura 3.2 se muestra el campo medio ht como función de z, con b =

1. 11 fijo y ε(i) ∈ [−0. 5, 2. 5]. En esta figura surgen los siguientes comportamientos

emergentes:
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Figura 3.1: Valores de z dentro de la región caótica para b = 1. 11 [33].

(a) (b)
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1

0.5

0

−0.5
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Figura 3.2: (a) Diagrama de bifurcación del campo medio ht en función del exponente

de singularidad z con ε(i) ∈ [−0. 5, 2. 5], con b = 1. 11 y el tamaño del sistema

N = 105. Para cada valor de z, se desprecian las primeras 3000 iteraciones y se gra-

fican las siguientes 100. (b) Magnificación de (a) en el intervalo z ∈ [−0. 3,−0. 023].

Bandas caóticas de peŕıodos:

i) dos para z ∈ [−0. 493,−0. 177]

ii) dos para z ∈ [−0. 053,−0. 032]

iii) uno para z ∈ [−0. 031,−0. 023]
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Comportamientos colectivos de peŕıodos:

i) dos para z ∈ [−0. 176,−0. 151]

ii) dos para z ∈ [−0. 057,−0. 054]

iii) uno (turbulencia) para z ∈ [−0. 150,−0. 058]

La figura 3.3 muestra la desviación estándar media 〈σ〉 de los estados del sistema

correspondientes a la figura 3.2. En la parte (a) se observa que la sincronización au-

menta con el incremento del exponente z dentro de la región caótica. La parte (b)

muestra una magnificación de (a), evidenciando que la sincronización completa no

se alcanza. Esta situación está asociada al aparecimiento de bandas caóticas, las

cuales surgen en la figura 3.2 precisamente en los intervalos más cercanos a la sin-

cronización.

(a) (b)

z

〈σ〉

−0.2−0.4−0.6−0.8−1

200

150

100

50

0

z

〈σ〉

−0.1−0.2−0.3−0.4

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Figura 3.3: (a) Desviación estándar media 〈σ〉 de los xt(i), en función del exponente

de singularidad z. Con b = 1. 11 y N = 105 celdas.(b) Magnificación de (a) en el

intervalo de z que se aproxima a la sincronización z ∈ [−0. 4,−0. 023].

3.2.2. Comportamientos colectivos en función de b

La figura 3.4 muestra el campo medio ht de la RMAG con mapas singulares

con acoplamientos distribuidos en el intervalo ε(i) ∈ [0, 2], en función del parámetro

local b en el rango que se muestra en la figura 2.11, con z = 0. 5 fijo.
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0.2

0

−0.2

Figura 3.4: Diagrama de bifurcación del campo medio ht en función del parámetro lo-

cal b, en el caso de distribución de la heterogeneidad en el parámetro de acoplamiento

ε(i) ∈ [0, 2], con el exponente de singularidad fijo en z = 0. 5 y N = 105. Para cada

valor de b, se desprecian las primeras 3000 iteraciones y se grafican las siguientes

100.

Se observan los siguientes comportamientos:

Bandas caóticas de:

i) peŕıodo uno para b ∈ [0. 250, 0. 460]

ii) peŕıodo dos para b ∈ [0. 461, 0. 750]

El cálculo de la desviación estándar media para este caso de distribución de la

heterogeneidad en el parámetro de acoplamiento se muestra en la figura 3.5, en la

cual se observa que este sistema de RMAG tiende a la sincronización al aumentar

b, sin llegar a alcanzarla.
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b

〈σ〉
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0.1

0.08
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0.02

Figura 3.5: Desviación estándar media 〈σ〉 de los xt(i), en función del parámetro

local b. Con z = 0. 5 y N = 105 celdas. Para cada valor de b, se desprecian las

primeras 1000 iteraciones y se promedian las siguientes 100.

3.3. Influencia del ancho de la heterogeneidad en

los acoplamientos

Con el objetivo de estudiar el efecto de la heterogeneidad en el comportamiento

de redes dinámicas, realizamos un análisis del campo medio del sistema ht como una

función del ancho del intervalo en la distribución de los parámetros de acoplamiento

del sistema; de esta manera caracterizaremos los estados colectivos en función de4ε.

La distribución de los parámetros ε(i) se realiza de la siguiente manera:

ε(i) = εmin +4ε · γ (4ε ∈ [0, εmax − εmin]), (3.3)

siendo εmax y εmin los valores máximo y mı́nimo de la distribución de la heteroge-

neidad del ε, respectivamente, y γ es una función que genera números aleatorios

distribuidos uniformemente en el intervalo [0, 1].

De esta manera, se puede notar que para 4ε = 0 se tendrá una distribución

homogénea del parámetro de acoplamiento, es decir, ε(i) = εmin, ∀ i, y por otra

parte, cuando 4ε = εmax − εmin, se tendrá el caso de la heterogeneidad distribuida

en todo el ancho del intervalo ε ∈ [εmin, εmax].
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En la figura 3.6 se muestra la gráfica que resulta al variar el ancho del intervalo

de heterogeneidad 4ε para los valores de parámetros fijos en b = 1. 11 y z = −0. 10.

Se observa un comportamiento de turbulencia global en promedio, pues parece ser

una banda caótica de peŕıodo uno, pero el ancho de la banda se puede reducir hasta

llegar a ser un punto fijo al aumentar el número de elementos N .

△ǫ

ht

32.521.510.50

−0.12

−0.13

−0.14

−0.15

−0.16

Figura 3.6: Campo medio ht en función del tamaño de la distribución de la hetero-

geneidad en el parámetro de acoplamiento 4ε. Con b = 1. 11 y z = −0. 10.

Para 4ε = 0 se tiene el caso homogéneo con parámetros ε = εmin = −0. 5, con

b fijo y z en los valores mencionados, de una RMAG, que coincide con el caso ho-

mogéneo que se muestra en la figura 3.7, en la cual observamos la correspondencia

para z = −0. 10. Para 4ε = 3, se tiene el caso de distribución de la heterogenei-

dad en el intervalo ε(i) = [−0. 5, 2. 5], con b = 1. 11 y para el valor de z = −0. 10,

que es exactamente el caso de heterogeneidad estudiado en la figura 3.2. Se obser-

va correspondencia para dicho valor del exponente z donde existe turbulencia global.

También estudiamos el comportamiento del sistema en función del 4ε para el

valor del exponente z = −1. 16, que en el caso de distribución de la heterogeneidad

en todo el intervalo de ε = [−0. 5, 2. 5], corresponde al comportamiento colectivo

de peŕıodo dos observado en la figura 3.2 para este valor de z. Esta gráfica se

muestra en la figura 3.8, en la cual observamos que, para 4ε = 0, coincide con

el caso homogéneo (ver figura 3.7) con parámetros ε = εmin = −0. 5 y b = 1. 11
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Figura 3.7: Campo medio ht en función del exponente de singularidad z. Con

b = 1. 11 y ε = −0. 5.

en z = −1. 16. Se observa cómo el campo medio se empieza a bifurcar en 4ε = 1

con un peŕıodo doble. Igualmente verificamos que el ancho de las bandas disminuye

al aumentar N , de manera que el peŕıodo dos colectivo se hace mejor definido.

Para 4ε = 3 esta gráfica se corresponde con el caso estudiado en la figura 3.2,

donde se observa comportamiento colectivo de peŕıodo dos. Este resultado muestra

la posibilidad de inducir comportamientos colectivos periódicos mediante la adición

de heterogeneidad en los acoplamientos del sistema.
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−0.22

−0.24
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Figura 3.8: Campo medio ht en función del tamaño de la distribución de la hetero-

geneidad en el parámetro de acoplamiento 4ε. Con b = 1. 11 y z = −0. 16.
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Para el estudio de la heterogeneidad del parámetro de acoplamiento como una

función del exponente de singularidad z, realizamos el cálculo de la desviación

estándar media 〈σ〉. Se obtuvieron las gráficas de 〈σ〉 vs. 4ε para los dos valo-

res del exponente de singularidad z = −0. 10 y z = −0. 16 (figuras 3.9(a) y 3.9(b),

respectivamente). Se puede observar que el sistema se aproxima a la sincronización

en la medida en que el ancho del intervalo de la heterogeneidad en los acoplamiento

es más amplio.

(a) (b)

△ǫ
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△ǫ
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0.3

0.25

0.2

0.15

Figura 3.9: (a) Desviación estándar media 〈σ〉 de las celdas xt(i), en función del

tamaño del intervalo de la distribución de la heterogeneidad en el parámetro de

acoplamiento 4ε. Con b = 1. 11 y z = −0. 10.(b) Desviación estándar media 〈σ〉
de las celdas xt(i), en función del tamaño del intervalo de la distribución de la

heterogeneidad en el parámetro de acoplamiento 4ε. Con b = 1. 11 y z = −0. 16. En

las dos figuras, para cada valor de 4ε, se desprecian las primeras 1000 iteraciones y

se grafica el promedio de las siguientes 100.

Estos resultados son contraintuitivos, puesto que no se esperaŕıa que la hetero-

geneidad en las interacciones de los elementos de un sistema contribuya a la sin-

cronización del mismo.

Las figuras 3.10 y 3.11 muestran el campo medio ht vs. 4ε, con exponente fijo

z = 0. 5, para dos valores diferentes del parámetro local b. En ambas figuras se puede

apreciar que para4ε = 2 existe correspondencia con la figura 3.4 para los dos valores

del parámetro local; en la figura 3.4 para b = 0. 3 coincide con el comportamiento
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colectivo de banda caótica de peŕıodo uno, y para b = 0. 7 con comportamiento

colectivo de banda caótica de peŕıodo dos.
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Figura 3.10: Campo medio ht en función del tamaño de la distribución de la hete-

rogeneidad en el parámetro de acoplamiento 4ε. Parámetros locales fijos b = 0. 3 y

z = 0. 5.
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Figura 3.11: Campo medio ht en función del tamaño de la distribución de la hete-

rogeneidad en el parámetro de acoplamiento 4ε. Parámetros locales fijos b = 0. 7 y

z = 0. 5.
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La figura 3.12 muestra el campo medio ht en función de b, para el caso homogéneo

4ε = 0. Se puede observar la correspondencia del comportamiento colectivo de

peŕıodo uno en b = 0. 3 con el 4ε = 0 de la figura 3.10 y el comportamiento

colectivo de peŕıodo dos en b = 0. 7 con el 4ε = 0 de la figura 3.11.
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Figura 3.12: Campo medio ht en función del parámetro local b. Con z = 0. 5 y ε = 0.

Las figuras 3.13 y 3.14 muestran la desviación estándar media 〈σ〉 en función

del 4ε, para los dos valores del parámetro local b = 0. 3 y b = 0. 7, respectiva-

mente. Nuevamente observamos que la heterogeneidad en los acoplamientos induce

sincronización en el sistema.

Los resultados de este caṕıtulo son un claro ejemplo de cómo la heterogeneidad en

los sistemas (en este caso, en las interacciones o acoplamientos entre los elementos)

contribuye a la aparición de comportamientos colectivos no presentes en sistemas

homogéneos. Esto constituye uno de los resultados más relevantes de esta Tesis.
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Figura 3.13: Desviación estándar media 〈σ〉 de las celdas xt(i), en función del tamaño

del intervalo de la distribución de la heterogeneidad en el parámetro de acoplamiento

4ε. Con b = 0. 7 y z = 0. 5.
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Figura 3.14: Desviación estándar media 〈σ〉 de las celdas xt(i), en función del tamaño

del intervalo de la distribución de la heterogeneidad en el parámetro de acoplamiento

4ε. Con b = 0. 3 y z = 0. 5.
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¿Para qué repetir los errores antiguos,

habiendo tantos errores nuevos que cometer?

Bertrand Russel

Caṕıtulo 4

Comportamientos colectivos

inducidos por diversidad en la

dinámica local de mapas singulares

La presencia de diversidad es la situación más común en muchos sistemas. Esto

ocurre en sistemas sociales, donde cada individuo tiene sus determinadas carateŕısti-

cas; en sistemas de redes celulares o neuronales, donde cada célula tiene funciones

propias; de la misma manera ocurre en varios contextos en los que existen sistemas

constitúıdos por elementos interrelacionados entre śı. En este Caṕıtulo estudiaremos

los comportamientos colectivos de esta clase de sistemas de elementos acoplados

de manera difusiva y global, mediante un modelo de RMAG cuya dinámica local

está descrita por mapas singulares. En un primer estudio, introduciremos heteroge-

neidad en el parámetro local b de estos mapas, e investigaremos el comportamiento

del sistema como una función del exponente de singularidad z; de la misma manera

realizaremos el estudio del comportamiento inducido por la heterogeneidad en el

exponente z de los mapas singulares, como una función tanto del parámetro local b,

como de su acoplamiento ε.
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4.1. Heterogeneidad en el parámetro local b

4.1.1. Modelo con dinámica local heterogénea

Para investigar el efecto de la heterogeneidad en los parámetros locales de una

RMAG, consideraremos la expresión utilizada por [30] para mapas loǵısticos acopla-

dos globalmente,

xt+1(i) = (1− ε)fi(xt(i)) +
ε

N

N∑
j=1

fj(xt(j)) (i = 1, 2, 3, ..., N), (4.1)

donde, en nuestro caso, la dinámica local estará dada por mapas singulares, y la

heterogeneidad en su parámetro local b tiene la forma,

fi(xt(i)) = b(i)− |xt|z. (4.2)

Los valores de b(i) se tomarán distribuidos en un intervalo donde existe caos robusto.

4.1.2. Comportamientos colectivos en función de z

Tomaremos los valores de b(i) distribuidos en el intervalo [0. 875, 1. 75]. Las fig-

uras 4.1 y 4.2 muestran el campo medio ht de la RMAG de la ecuación (4.1), en fun-

ción del exponente z de la dinámica local para dos valores distintos del acoplamiento

ε. En ambas gráficas, el rango de z pertenece a la región de caos robusto de los mapas

singulares. Nótese que a pesar de que, tanto los valores heterogéneos de b como los

valores de z de la dinámica local corresponden a caos robusto, el comportamiento

colectivo del sistema muestra estructuras definidas tales como bandas caóticas y

comportamientos colectivos de peŕıodo dos.

La desviación estándar media se calculó en ambos casos, se obtuvieron las gráficas

que se muestran en las figuras 4.3 y 4.4 para los valores de acoplamiento ε = 0. 5 y

ε = 0. 2, respectivamente.

Se puede notar en las figuras 4.3 y 4.4 la disminución de la desviación 〈σ〉 con el

aumento del exponente z, sin alcanzar la sincronización completa para ningún valor

de z. Es de esperarse que este sistema no pueda alcanzar 〈σ〉 = 0 porque no existe

solución sincronizada tal que xt(i) = xt(j),∀i, j. Sin embargo, vemos que la presen-

cia de hetrogeneidad en los parámetros locales puede inducir un grado apreciable de

sincronización para ciertos rangos del exponente z.
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Figura 4.1: Diagrama de bifurcación del campo medio ht en función del exponente

de singularidad z, en el caso de distribución del parámetro local b(i) ∈ [0. 875, 1. 75].

Con el parámetro de acoplamiento fijo en ε = 0. 5 y N = 105.
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Figura 4.2: Diagrama de bifurcación del campo medio ht en función del exponente

de singularidad z, en el caso de distribución del parámetro local b(i) ∈ [0. 875, 1. 75].

Con el parámetro de acoplamiento fijo en ε = 0. 2 y N = 105.
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Figura 4.3: Desviación estándar media 〈σ〉 de los estados colectivos xt(i), para el

caso de distribución de la heterogeneidad en los b(i), en función del exponente z.

Con ε = 0. 5. Para cada valor de z se despreciaron las primeras 1000 iteraciones, y

se grafica el promedio de las siguientes 100.
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Figura 4.4: Desviación estándar media 〈σ〉 de los estados colectivos xt(i), para el

caso de distribución de la heterogeneidad en los b(i), en función del exponente z.

Con ε = 0. 2. Para cada valor de z se despreciaron las primeras 1000 iteraciones, y

se grafica el promedio de las siguientes 100.
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Influencia del ancho de la heterogeneidad en los parámetros locales b

Consideraremos a continuación la distribución de los parámetros locales b(i) dada

por la siguente expresión,

b(i) = bmin +4b · γ, 4b ∈ [0, bmax − bmin], (4.3)

donde γ es una función que genera números aleatorios distribuidos uniformemente en

el intervalo [0, 1], bmax = 1. 750 y bmin = 0. 875, de manera que los b(i) pertenezcan

al rango de caos robusto para el valor del exponente z = −0. 55.

En las figuras 4.5 y 4.6 se observan el campo medio ht en función del ancho 4b,
para distintos valores del parámetro de acoplamiento y del exponente de singulari-

dad.

△b

ht

0.80.70.60.50.40.30.20.10

2

0

−2

−4

Figura 4.5: Campo medio ht en función del tamaño de la distribución de la hetero-

geneidad en el parámetro local, 4b. Con parámetro de acoplamiento y exponente

fijos en ε = 0. 5 y z = −0. 55.

Nótese que en ambos casos el incremento de la heterogeneidad en los parámetros

locales b induce la emergencia de bandas caóticas y comportamientos colectivos

periódicos. El campo medio en función de z para el caso homogéneo 4b = 0 con

los parámetros de la figura 4.6, se muestra en la figura 4.7. La parte (b) es una

ampliación de (a), observe que para el valor z = −0. 5 el comportamiento del campo

medio coincide con el comportamiento observado en la figura 4.6 para 4b = 0.
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Figura 4.6: Campo medio ht en función del tamaño de la distribución de la hetero-

geneidad en el parámetro local, 4b. Con parámetro de acoplamiento y exponente

fijos en ε = 0. 2 y z = −0. 5.

(a) (b)
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Figura 4.7: (a) Campo medio ht en función del exponente de singularidad z, con

b = 0. 875 y ε = 0. 2.(b) Magnificación de (a) en el rango z ∈ [−0. 5, 0].

Las figuras 4.8 y 4.9 muestran las desviaciones 〈σ〉 vs. 4b, para los valores

de parámetros correspondiente a las figuras 4.5 y 4.6, respectivamente. En estos

casos observamos que el incremento en la dispersión de los valores b(i) no aumenta

apreciablemente la desincronización del sistema.
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Figura 4.8: Desviación estándar media 〈σ〉 en función de la variación del intervalo

de distribución de la heterogeneidad en el parámetro local 4b. Con ε = 0. 5 y

z = −0. 55.
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Figura 4.9: Desviación estándar media 〈σ〉 en función de la variación del intervalo de

distribución de la heterogeneidad en el parámetro local4b. Con ε = 0. 2 y z = −0. 5.
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4.2. Heterogeneidad variable en la dinámica local

En la Naturaleza existen muchos sistemas cuyos elementos cambian sus carac-

teŕısticas en el tiempo. Hasta ahora hemos estudiado el efecto de la heterogeneidad

en la dinámica colectiva de redes de mapas singulares cuyos parámetros son difer-

entes, pero permanecen constantes con el transcurrir del tiempo; tal es el caso de

la heterogeneidad en los parámetros de acoplamiento, (Caṕıtulo 3), y el caso de

la heterogeneidad de la dinámica local b. En ambos casos, la distribución de estos

parámetros no cambia con las iteraciones, es decir, es estática.

En esta sección veremos el efecto de introducir heterogeneidad dependiente del

tiempo en los parámetros locales de una RMAG.

4.2.1. Comportamientos colectivos de una red con

heterogeneidad variable

Consideramos la expresión de la ecuación (4.1) para redes de mapas acoplados

globalmente, con la misma dinámica local de los mapas singulares, que en este caso

quedaŕıa definimos por

fi(xt(i)) = bt(i)− |xt|z, (4.4)

donde los parámetros bt(i) se distribuyen aleatoriamente de manera uniforme en cada

iteración t en el intervalo [0. 25, 0. 75] correspondiente a la región de caos robusto

en la figura 2.11, con exponente fijo en z = 0. 5. Esta heterogeneidad variable en el

tiempo se puede asociar con un ruido interno (ruido local).

En la figura 4.10 se muestra el campo medio ht en función del acoplamiento ε.

Se observan los siguientes comportamientos colectivos no triviales:

Bandas caóticas de peŕıodos:

i) cuatro para ε ∈ [0. 777, 0. 789]

ii) cuatro para ε ∈ [1. 204, 1. 218]

Comportamientos colectivos de peŕıodos:

i) dos para ε ∈ [0. 414, 0. 701]

ii) cuatro para ε ∈ [0. 702, 0. 755]
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Figura 4.10: Panel superior: diagrama de bifurcación del campo medio ht en función

del parámetro de acoplamiento ε, en el caso de distribución variable de la heteroge-

neidad en el parámetro local bt(i) ∈ [0. 250, 0. 750], con el exponente de singularidad

fijo en z = 0. 5 y N = 105 celdas. Panel inferior: magnificación del diagrama de bi-

furcación de la figura de arriba en el rango de valores del acoplamiento ε ∈ [0. 2, 1].

iii) ocho para ε ∈ [0. 756, 0. 776]

iv) seis para ε = 0. 822
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v) ocho para ε ∈ [1. 219, 1. 242]

vi) seis para ε = 1. 179

vii) cuatro para ε ∈ [1. 243, 1. 294]

viii) dos para ε ∈ [1. 295, 1. 557]

Turbulencia global para:

i) ε ∈ [0, 0. 413]

ii) ε ∈ [1. 558, 2]

La figura 4.10 constituye uno de los resultados más notables de esta Tesis, puesto

que demuestra que la variabilidad temporal de los parámetros locales distribuidos

induce comportamientos colectivos ordenados en una red dinámica.

El cálculo de la desviación estándar media para este sistema se muestra en la

figura 4.11, en la cual se observa que sólo existe el estado de sincronización completa

para el valor del parámetro de acoplamieno ε = 1. Esto es consecuencia de la anu-

lación del término de la dinámica del i-ésimo elemento de la red representada por la

ecuación (4.1), de manera que ésta viene dada únicamente por la contribución del

campo medio. Si se mira la figura 4.10, se puede notar que para ε = 1 es donde el

comportamiento colectivo corresponde al comportamiento de un solo mapa singular

en su rango de caos robusto.

ǫ

〈σ〉

21.81.61.41.210.80.60.40.20
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0.15
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0

Figura 4.11: 〈σ〉 para el caso de distribución de la heterogeneidad variable en los

bt(i) ∈ [0. 250, 0. 750], en función del parámetro de acoplamiento ε, con el exponente

fijo en z = 0. 5.
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4.3. Heterogeneidad en el exponente z

4.3.1. Modelo con exponente de singularidad heterogéneo

En esta sección consideramos la RMAG dada por la expresión de la ecuación

(4.1), donde introducimos heterogeneidad en la dinámica local de los mapas singu-

lares, pero esta vez espećıficamente en el exponente de singularidad z, de manera

que la familia de funciones singulares locales queda representada por,

fi(xt(i)) = b− |xt|z(i). (4.5)

Los valores de z(i) se tomarán distribuidos en un intervalo donde existe caos robusto.

4.3.2. Comportamientos colectivos en función de b

Consideraremos los exponentes de singularidad distribuidos uniformemente y de

manera aleatoria en el intervalo z(i) ∈ [−1,−0. 4], el cual se encuentra en la región

de caos robusto.

En las figuras 4.12 y 4.13 se muestran el campo medio de este sistema en función

del parámetro local b, con distintos valores de parámetro de acoplamiento fijo. En

el primer caso, se observan ventanas muy pequeñas con comportamientos colectivos

de peŕıodos cuatro y cinco para b = 1. 631 y b = 1. 741, respectivamente.
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Figura 4.12: Diagrama de bifurcación del campo medio ht en función del parámetro

local b, en el caso de distribución de la heterogeneidad en el exponente de singulari-

dad z(i) ∈ [−1,−0. 4], con el parámetro de acoplamiento fijo en ε = 0. 5 y N = 105.
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Figura 4.13: Diagrama de bifurcación del campo medio ht en función del parámetro

local b, en el caso de distribución de la heterogeneidad en el exponente de singulari-

dad z(i) ∈ [−1,−0. 4], con el parámetro de acoplamiento fijo en ε = 0. 2 y N = 105.

La desviación estándar media se calculó para ambos casos de acoplamiento, como

se muestra en las figuras 4.14 (a) y (b) para los valores de acoplamiento ε = 0. 5 y

ε = 0. 2, respectivamente. Se puede notar en ambas figuras grandes fluctuaciones en

la sincronización de los elementos, existiendo valores de b para los cuales se tiende

a la sincronización.
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Figura 4.14: (a) Desviación 〈σ〉 de los estados colectivos para el caso de distribución

de la heterogeneidad en los z(i), en función de b. Con ε = 0. 5.(b) Desviación 〈σ〉 de

los estados colectivos para el caso de distribución de la heterogeneidad en los z(i),

en función de b. Con ε = 0. 2.
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Influencia del ancho de la heterogeneidad en los exponentes z

Consideraremos a continuación la distribución de los parámetros locales b(i) dada

por la siguente expresión,

z(i) = zmin +4z · γ (4z ∈ [0, zmax − zmin]), (4.6)

donde γ es una función que genera números aleatorios distribuidos uniformemente

en el intervalo [0, 1], zmax = −0. 4 y zmin = −1, de manera que los z(i) pertenezcan

al rango de caos robusto para el valor del parámetro local b = 1. 6.

En las figuras 4.15 (a) y (b) se observan el campo medio ht en función del ancho

4z, para distintos valores del parámetro de acoplamiento ε y del parámetro local b.

Se observan bandas caóticas.

(a) (b)
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Figura 4.15: (a) Campo medio ht en función del ancho de la distribución de la

heterogeneidad en el exponente de singularidad, 4z. Con parámetro local y de

acoplamiento fijos en b = 1. 6 y ε = 0. 5.(b) Campo medio ht en función del ancho

de la distribución de la heterogeneidad en el exponente de singularidad, 4z. Con

parámetro local y de acoplamiento fijos en b = 1. 1 y ε = 0. 2.

Para las figuras anteriores calculamos la desviación estándar media 〈σ〉 en función

de 4z, como se muestra en las figuras 4.16 y 4.17. Se observa que la heterogeneidad

en los exponentes z puede inducir cierto grado de sincronización para algunos valores

de parámetros.
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Figura 4.16: Desviación estándar media 〈σ〉 en función de la variación del intervalo de

distribución de la heterogeneidad en el exponente de singularidad 4z. Con ε = 0. 5

y b = 1. 6.
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Figura 4.17: Desviación estándar media 〈σ〉 en función de la variación del intervalo de

distribución de la heterogeneidad en el exponente de singularidad 4z. Con ε = 0. 2

y b = 1. 1.
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La figura 4.18 muestra el campo medio ht en función del ancho 4z, pero ahora

la distribución de los z(i) se realiza dentro de la región de caos robusto para z > 0

de los mapas singulares. Los valores z(i) están dados por la ecuación (4.6), donde

ahora zmin = 0. 085 y zmax = 1, con parámetro b = 0. 735.
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Figura 4.18: Campo medio ht en función del ancho de la distribución de la heteroge-

neidad en el exponente de singularidad, 4z. Con parámetro local y de acoplamiento

fijos en b = 0. 735 y ε = 0. 2.

En la figura 4.18 se observa la presencia de:

Turbulencia global para 4z ∈ [0, 0. 069]

Comportamientos colectivos de peŕıodos:

i) dos para 4z ∈ [0. 070, 0. 325]

ii) cuatro para 4z ∈ [0. 326, 0. 9]

En contraste con las gráficas de la figura 4.15, vemos que para una distribu-

ción heterogénea de exponentes en el rango positivo de z con caos robusto, existe

emergencia de comportamientos colectivos periódicos no triviales.

En la figura 4.19 se muestra la desviación estándar media 〈σ〉, en función del4z,

para los mismos parámetros de la figura 4.18. Nótese que la desviación es pequeña,

indicando que los elementos en el sistema se mueven en conjunto en órbitas periódicas

colectivas con pequeñas dispersiones.
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Figura 4.19: Desviación estándar media 〈σ〉, en función del ancho del intervalo de

la distribución de la heterogeneidad en exponentes z positivos, 4z, con ε = 0. 2 y

b = 0. 735.

Para finalizar este Caṕıtulo, estudiamos el caso 4z = 0, correspondientes a un

sistema homogéneo. Las figuras 4.20 y 4.21 muestran el campo medio ht en función

del parámetro local b, para z = −1 fijo y dos valores del parámetro de acoplamiento.
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Figura 4.20: Campo medio ht en función del parámetro local b. Con z = −1 y

ε = 0. 5.
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Figura 4.21: Campo medio ht en función del parámetro local b. Con z = −1 y

ε = 0. 2.

Las figuras 4.20 y 4.21, junto con los casos de heterogeneidad, ponen en evidencia

la extraordinaria riqueza de comportamientos colectivos no triviales que pueden

surgir en sistemas de elementos caóticos globalmente acoplados.
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El hombre encuentra a Dios detrás de

cada puerta que la ciencia logra abrir.

Albert Einstein

Conclusiones

En este trabajo, hemos estudiado el efecto de la heterogeneidad en el surgimiento

de comportamientos colectivos de redes dinámicas. Nos hemos enfocado en una clase

importante de sistemas que manifiestan efectos colectivos no triviales, modelados

mediante redes de mapas caóticos acoplados globalmente. Como fuente de caos local

hemos considerado la familia de mapas singulares f(xt) = b − |xt|z, que presentan

caos robusto en un rango definido de sus parámetros b y z.

Hemos escogido esta familia de mapas para representar la dinámica local porque

la presencia de caos robusto asegura la operación confiable de un sistema en el

régimen caótico, como hemos visto en nuestra revisión del tema en el Caṕıtulo 1. En

particular, la emergencia de comportamientos colectivos ordenados en sistemas que

poseen caos robusto en sus elementos, no es susceptible de ser atribuida a la presencia

de ventanas periódicas en la dinámica local. Cualquier comportamiento emergente

debe ser producto de las interacciones, lo cual es una propiedad caracteŕıstica de los

sistemas complejos.

Nuestros resultados muestran que la heterogeneidad en los acoplamientos entre

los mapas inducen comportamientos colectivos ordenados (figuras 3.2 y 3.4), además

de favorecer la tendencia hacia la sincronización del sistema (figuras 3.3 y 3.5). Estos

resultados son relevantes en el contexto de sistemas sociales y biológicos, donde la

diversidad en la intensidad de las interacciones entre los elementos es un hecho

común, que coexiste con el fenómeno de coherencia y de consenso.

Hemos considerado dos fuentes de heterogeneidad en la dinámica local de nuestro

sistema, tanto en el parámetro b como en el exponente de singularidad z. Encon-
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tramos que la heterogeneidad en los parámetros locales b puede favorecer la sin-

cronización en ciertos rangos de valores del exponente z (figuras 4.3 y 4.4). Por otro

lado, en ciertos casos la heterogeneidad en los exponentes de singularidad z es capaz

de inducir comportamientos colectivos periódicos no presentes en la dinámica local

de los mapas (figuras 4.17 y 4.18).

En el estudio de la heterogeneidad local variable, hallamos comportamientos

colectivos emergentes que demuestran que, la variabilidad temporal de los parámet-

ros locales distribuidos, induce comportamientos colectivos ordenados en una red

dinámica (figura 4.10). La heterogeneidad variable es un fenómeno que se puede en-

contrar en sistemas sociales. Nuestro resultado sugiere que a pesar de las variaciones

individuales, es posible alcanzar estados con cierto grado apreciable de consenso so-

cial.

La heterogeneidad en los parámetros de un sistema puede relacionarse, de cierta

forma con la presencia de alguna fuente de ruido. Se sabe [32] que la inclusión

de ruido en sistemas dinámicos puede favorecer la aparición de sincronización. Los

resultados de esta Tesis muestran que, la heterogeneidad, además de ayudar a la

sincronización, es capaz de inducir comportamientos colectivos ordenados en un

sistema dinámico.

61



Bibliograf́ıa

[1] Gallas J., International Journal of Bifurcation and Chaos, Vol. 20, No. 2 (2010)

197-211.

[2] Z. Elhadj and J. Sprott, Front. Phys. China, 2008, 3(2):195-204.

[3] A. Potapov and M. K. Ali, Phy. Lett. A, 2000, 277(6): 310.

[4] E. Barreto, B. Hunt, C. Grebogi, and J. A. York, Phys. Rev. Lett., 1997, 78:

4561.

[5] R. Lozi, Colloque C5, Supplèment au n◦8, 1978, 39: 9.
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