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Nature, it seems, is the popular game
for milliards and milliards and milliards

of particles playing their infinite game
of billiards and billiards and billiards

Piet Hein (1966)



La sabiduŕıa consiste en conseguir los mejores fines con
los mejores medios

Francis Hutchesen

De igual modo que una vela enciende a otra y aśı llegan
a brillar millares de ellas, aśı enciende un corazón a otro
y se iluminan miles de corazones.

Lev Nicolaievich Tolstoi
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A mi Tutor, quien ha sido y seguirá siendo un gran maestro. Quien a lo largo de
todos estos años se ha convertido en un gran amigo.

A Kay Tucci, quien con mucha humildad y paciencia ha podido enseñarme a navegar
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A todos mis compañeros caóticos; especialmente al camarada Gilberto Paredes, al
pana Vı́ctor Rodriguez, a Carlos Echeverria, y a Vı́ctor Marquéz.
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Resumen

Muchos sistemas en la Naturaleza se pueden describir como redes complejas
de elementos dinámicos interactivos. En muchos casos, tanto las variables
de estado de los elementos como las conexiones que representan las inter-
acciones entre ellos, se influyen mutuamente y cambian en el tiempo. Estos
sistemas se denominan sistemas coevolutivos. En esta Disertación se estu-
dian varios aspectos de la relación entre la dinámica de los elementos y la
topoloǵıa de conectividad de una red. Como una aplicación de conceptos re-
lacionados con redes complejas, se caracterizan las propiedades topológicas
y se construyen los grafos de redes reales locales, provenientes de nuestro
entorno en la Universidad de Los Andes: la red de estudiantes de la Facul-
tad de Ingenieŕıa y la red de colaboraciones cient́ıficas del Grupo de Caos y
Sistemas Complejos, del Centro de F́ısica Fundamental. Se encuentra que la
primera posee caracteŕısticas de una red de pequeño mundo, y la segunda
exhibe estructura modular o de comunidades. Se estudia la influencia de la
topoloǵıa de la red en un modelo de intercambio económico estratificado.
Nuestros resultados sugieren que la reducción del tamaño de la vecindad de
los agentes interactuantes puede favorecer una distribución más equitativa
de riqueza en una economı́a estratificada.

Adicionalmente, se proponen dos modelos con dinámica coevolutiva: un mo-
delo para la formación de opinión sujeto a campos globales, y un modelo
para la propagación de epidemias tipo SIR. En el primer caso, se muestra
que el comportamiento colectivo del sistema coevolutivo es similar bajo la
influencia de un campo global externo o de un campo global autónomo. Este
resultado muestra que bajo ciertas condiciones, el origen, externo o interno
de una interacción global, es irrelevante; a nivel local los elementos no dis-
tinguen la naturaleza del campo. Se muestra que la dinámica coevolutiva
es capaz de prevenir la homogenización del sistema impuesta por el campo
global, a costa de la fragmentación de la red. En el caso del modelo epide-
miológico (SIR) con dinámica coevolutiva, se observa que, a mayor tasa de
transmisión de la enfermedad, mayor es el tiempo necesario para llegar al
estado asintótico donde no hay nodos infectados. Este fenómeno se debe al
proceso de recableado que ocurre en la red.
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La contribución central de esta Tesis consiste en la construcción de un marco
general con ingredientes mı́nimos para el estudio del fenómeno de coevolu-
ción en redes dinámicas. La coevolución consiste en la coexistencia de dos
procesos, el cambio de estado de los nodos, y el recableado de enlaces entre
los nodos, los cuales pueden ocurrir con probabilidades independientes, Pr
y Pc respectivamente. El proceso de recableado se analiza en términos de
dos acciones básicas: desconexión y reconexión entre nodos, ambas basa-
das en un mecanismo de comparación de los estados de los nodos. Para un
proceso de recableado dado, el comportamiento colectivo del sistema puede
ser representado mediante cuatro parámetros. Para una dinámica simple de
cambio de estado de los nodos, se encuentra que sólo las reconexiones entre
nodos con estados similares pueden conducir a la fragmentación de la red.
Se calculan las fronteras cŕıticas para la transición de fragmentación en el
espacio de parámetros (Pr, Pc). Diferentes modelos coevolutivos pueden ser
formulados mediante relaciones funcionales Pc = f(Pr), que corresponden
a diferentes curvas en el plano (Pr, Pc). La ocurrencia de transiciones de
fragmentación de la red, aśı como de transiciones de recombinación, pueden
ser predichas utilizando nuestro esquema. En cierta región de parámetros,
se encuentra un régimen donde la red exhibe estructura de comunidades.
Estas estructuras corresponden a un estado supertransiente de la red, cu-
ya persistencia en el tiempo aumenta exponencialmente con el tamaño del
sistema. Nuestros resultados muestran que la dinámica coevolutiva puede
explicar la emergencia de redes de comunidades, las cuales son ub́ıcuas en
la Naturaleza.
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Para las personas creyentes, Dios está al principio. Para
los cient́ıficos, está al final de todas sus reflexiones.

Max Planck (1858-1947)

1
Introducción

El estudio de los comportamientos colectivos, o de las propiedades macroscópicas
emergentes, tanto espaciales como temporales, en sistemas de elementos dinámicos no
lineales interactivos, es objeto de mucho interés en la literatura cient́ıfica contem-
poránea [1, 2]. Las observaciones recientes de comportamientos colectivos ordenados
que surgen en una gran variedad de estos sistemas indican que estos comportamientos
presentan caracteŕısticas universales, las cuales no pueden derivarse a partir del conoci-
miento de las propiedades de los elementos constituyentes, ni mediante consideraciones
estad́ısticas convencionales. Fenómenos como la formación espontánea de estructuras,
organización y jerarquización, patrones espaciales, sincronización y oscilaciones colecti-
vas, ondas espirales, segregación y diferenciación, formación y crecimiento de dominios
y de interfases, etc., son ejemplos de procesos de auto-organización que ocurren en di-
versos contextos, tales como sistemas f́ısicos, qúımicos, biológicos, sociales, económicos,
etc. Avances teóricos, computacionales y experimentales en este campo están contri-
buyendo aceleradamente al surgimiento de una descripción unificada de la dinámica
de estos sistemas. El concepto general de sistemas complejos se ha aplicado a estos
conjuntos de elementos interactivos capaces de generar estructuras o funciones globales
ausentes a nivel local [3–7].

El estudio de sistemas complejos ha irrumpido como un tema de enorme interés
común entre cient́ıficos y profesionales de diversas especialidades, incluyendo las cien-
cias humanas, dando lugar a un intenso proceso de interdisciplinaridad y colaboración
poco usual en épocas pasadas, y que extiende y solapa las fronteras de las ciencias
tradicionales [8]. El empleo de conceptos y técnicas surgidas del estudio de sistemas
complejos ha demostrado ser capaz de abordar problemas fuera de las fronteras tradi-
cionales de disciplinas establecidas.

En el terreno de las aplicaciones de los conceptos de sistemas complejos a sistemas
sociales, esta frontera de la ciencia contemporánea ha sido denominada Sociodinámica
o Sociof́ısica [9]. En particular, el paradigma de sistemas complejos en el contexto de
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sistemas sociales supone que hay estructuras colectivas que emergen de las interacciones
entre los agentes del sistema.

La investigación de las interrelaciones entre los elementos en sistemas complejos ha
revelado la existencia de redes (networks) de conectividad subyacentes en todos estos
sistemas, las cuales poseen propiedades y estructuras universales [10]. Se ha encontra-
do recientemente que sistemas tan diversos como la World Wide Web, Internet, redes
de telecomunicaciones, propagación de epidemias y de virus informáticos, interacciones
sociales, transacciones económicas, redes de distribución de bienes y servicios, corpo-
raciones económicas, colonias de insectos, flujos metabólicos en células, neuronas en
el cerebro, sistemas f́ısicos, fisiológicos, evolutivos, etc., presentan estructuras de redes
cuyas propiedades estad́ısticas y dinámicas son similares [11].

El estudio de las propiedades topológicas o de conectividad de las redes se remonta al
famoso problema de los puentes de Königsberg, investigado por Leonard Euler en 1736,
lo cual dio origen a la teoŕıa de grafos [12]. Un grafo se define por un conjunto de nodos
o nodos y un conjunto de conexiones entre ellos. El número de conexiones que posee un
nodo se denomina el grado de ese nodo. El análisis de grafos se ha convertido en una
herramienta crucial para entender el funcionamiento de las redes observadas en muchos
sistemas complejos. El análisis de las redes sociales comenzó en la década de 1930 y se
ha convertido en los últimos años en uno de los tópicos más activos de la investigación
cient́ıfica [13,14]. El aumento en el poder de las computadoras y el acceso a la informa-
ción digital ha provisto a los investigadores de una gran cantidad de datos y recursos
computacionales para procesar y analizar estos datos. Como consecuencia, el tamaño
de las redes reales que se pueden procesar actualmente ha crecido considerablemente,
alcanzando los millones de elementos. La necesidad de manejar tan grandes cantidad
de unidades ha contribuido al desarrollo de nuevas técnicas para analizar redes [14–19].

En general, los grafos que representan a los sistemas reales no son regulares; es
decir, no tienen forma de mallas euclideanas; son objetos donde el orden coexiste con el
desorden. El paradigma de un grafo desordenado es la red o grafo aleatorio, introducido
por Paul Erdös y Albert Rényi [20]. En una red aleatoria, la probabilidad de que exista
una conexión o enlace entre un par de nodos o vértices es igual para todos los posibles
pares, y la distribución de enlaces entre los nodos tiene un valor medio bien definido. Las
redes reales muestran inhomogeneidades, las cuales revelan un cierto nivel de orden y
de organización. Se ha encontrado que sistemas muy diversos comparten una estructura
de red de pequeño mundo (small-world network) [21], en la cual coexisten conexiones de
corto y de largo alcance, tales que la distancia media entre nodos es mucho menor que
el tamaño del sistema. La distribución de probabilidad de los grados es ancha, con una
cola que usualmente sigue una ley de potencia: coexistencia de muchos nodos que poseen
grado muy bajo con pocos nodos que poseen grado alto. Esta estructura se denomina
red libre de escala (scale-free network) [22]. Las propiedades topológicas de las redes de
pequeño mundo y de las redes libres de escala han sido bien comprendidas en los últimos
años [10]. Recientemente, se ha descubierto que en muchas redes reales la distribución
de enlaces es inhomogénea tanto global como localmente, con altas concentraciones de
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enlaces entre grupos de nodos y baja concentración de enlaces entre diferentes grupos.
Esta caracteŕıstica de las redes reales es llamada estructura modular o de comunidades
(community structure) [23]. En contraste con las redes de pequeño mundo y las redes
libres de escala, el estudio de los mecanismos que dan origen a estas estructuras de
comunidades y su caracterización topológica y estad́ıstica, es un problema abierto que
es foco de mucha actividad investigativa en la actualidad.

Figura 1.1: Ejemplos de redes.
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Diversas topoloǵıas de redes, como las que se ilustran en la Figura 1.1, se han
investigado como modelos dinámicos espaciotemporales para describir una variedad de
fenómenos en sistemas complejos.

Procesos espaciotemporales en sistemas constituidos por múltiples elementos se han
estudiado mayormente sobre redes estáticas; es decir, aquellas donde la topoloǵıa de
la conectividad es fija y solamente las variables de estado de los nodos vaŕıan en el
tiempo. Sin embargo, muchos sistemas complejos reales pueden ser considerados como
redes dinámicas, donde tanto las propiedades de los nodos, como las conexiones entre
ellos, evolucionan en escalas temporales comparables. Estos sistemas se denominan
sistemas coevolutivos: la dinámica de los elementos produce cambios en la estructura de
conexión de la red, haciendo que la topoloǵıa del sistema también vaŕıe en el tiempo, lo
cual a su vez afecta la evolución de los estados locales. En estos sistemas, las variables
de estado de los elementos y la topoloǵıa de conectividad de la red están mutuamente
acopladas. Cabe notar que el término sistemas adaptativos también se ha empleado para
denominar este tipo de sistemas, aunque es empleado con más frecuencia para referirse
a sistemas sujetos a una influencia externa [24]. Adicionalmente, se acostumbra hablar
de plasticidad de las conexiones en el contexto de sistemas neuronales [25].

Muchos sistemas biológicos son coevolutivos. Por ejemplo, se sabe que las neuronas
en el cerebro pueden cambiar su estado local y la conectividad entre ellas con el tiem-
po. Igualmente, muchos flujos metabólicos de las protéınas, las redes de interacciones
ecológicas, son sistemas coevolutivos [11]. Por otro lado, los procesos de formación de
opinión y las redes sociales de individuos en una población evolucionan y se influyen
mutuamente. La coevolución en sistemas sociales ha sido considerada recientemente en
el contexto de la teoŕıa de juegos [26,27]. Sin embargo, el efecto de la coevolución en la
ocurrencia de fenómenos colectivos y en la emergencia de las propiedades estad́ısticas
y topológicas de las redes es un problema fundamental en el campo de los sistemas
complejos cuyo estudio apenas comienza.

La presente Disertación se enfoca en el estudio de la relación entre topoloǵıa de la red
de conectividad y la dinámica de los elementos en el contexto de sistemas con dinámica
de tipo social. Como una aplicación de los conceptos relacionados con redes complejas,
caracterizamos las propiedades topológicas y construimos los grafos de redes reales locales,
provenientes de nuestro entorno en la Universidad de Los Andes. Estudiamos la influencia de
la topoloǵıa en un modelo de interacción económica. Proponemos modelos coevolutivos para
la formación de opinión sujetos a influencias globales y para la propagación de epidemias.
Nuestro proceso de investigación nos ha llevado a abordar dos problemas fundamentales
mencionados anteriormente: (1) cuáles procesos determinan la coevolución en un sistema,
(2) qué mecanismos conducen a la formación de estructuras de comunidades en redes. En
tal sentido, hemos desarrollado un modelo general para la coevolución de la topoloǵıa y la
dinámica en redes, con aplicaciones espećıficas en dinámica social.

Con el fin de exponer el proceso del desarrollo de nuestra investigación, hemos
estructurado la presente Tesis de la siguiente manera:



5

En el Caṕıtulo 2 se presenta una revisión de las propiedades topológicas y estad́ısticas
de las redes complejas. Para mostrar la implementación práctica de los conceptos y
herramientas que permiten caracterizar este tipo de redes, hemos caracterizado dos
redes reales locales: (i) una red formada por los estudiantes de la Facultad e Ingenieŕıa
de la Universidad de Los Andes, y (ii) la red de colaboraciones cient́ıficas del Grupo de
Caos y Sistemas Complejos, del Centro de F́ısica Fundamental, en la Universidad de
Los Andes. Hasta donde tenemos conocimiento, esta seŕıa uno de los primeros trabajos
sobre la caracterización de propiedades topológicas y estad́ısticas de redes sociales en
nuestro páıs. Este estudio puede tener un interés general y puede resultar útil para
muchos investigadores en diversas áreas.

Con el fin de estudiar la influencia de la topoloǵıa en las propiedades colectivas de
sistemas con dinámica social, en el Caṕıtulo 3 planteamos un modelo de intercambio
económico estratificado sobre una red [28–30]. Este modelo es novedoso por cuanto la
mayoŕıa de modelos previos de intercambio económico no han considerado la ubicación
espacial ni el alcance de la interacción entre agentes.

En el Caṕıtulo 4 presentamos una revisión del estado actual del tema de coevolución
y de algunos modelos relevantes que se han propuesto en este campo. En particular,
revisamos dos modelos coevolutivos que han recibido considerable atención: (i) uno
de los primeros modelos de dinámica coevolutiva, introducido por Ito y Kaneko en el
contexto de redes de mapas acoplados [31], y (ii) el modelo de Holme y Newman acerca
de la coevolución de redes y formación de opiniones en un sistema social [32]. Estos
modelos nos han proporcionado ideas fundamentales para elaborar el esquema general
de sistemas coevolutivos que presentamos en esta Tesis.

En el Caṕıtulo 5 mostramos dos modelos de sistemas coevolutivos que hemos desarro-
llado. Proponemos un modelo coevolutivo de formación de opinión sujeto a la influencia
de campos globales. Este modelo muestra que la dinámica coevolutiva puede prevenir
la imposición del estado de un campo global a todos los agentes de un sistema. En
este Caṕıtulo también investigamos un modelo de propagación de epidemias tipo SIR
con dinámica coevolutiva [33]. El estudio de este tipo de modelos puede ser importante
para optimizar la utilización de recursos y evitar la propagación de epidemias en una
sociedad.

El Caṕıtulo 6 contiene la contribución central de esta Tesis. Introducimos un esque-
ma general para el estudio del fenómeno de coevolución de topoloǵıa y dinámica en
una red [34]. La idea fundamental radica en considerar que el fenómeno de coevolución
consiste en la coexistencia de dos procesos: el recableado de la red y el cambio de estado
de los nodos. Estos procesos pueden ocurrir con velocidades o probabilidades indepen-
dientes. Espećıficamente, analizamos el proceso general de recableado en términos de
dos acciones básicas, desconexión y reconexión. Cualquier modelo coevolutivo puede
entonces interpretarse como una relación funcional espećıfica entre la probabilidad de
cambio de estado y la probabilidad de recableado. Diversos modelos dinámicos coevo-
lutivos, incluyendo los que han sido propuestos previamente por otros autores, pueden
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describirse ahora como casos particulares dentro de este marco conceptual general. Por
otro lado, este modelo de coevolución generalizada predice la formación de estructura
de comunidades en la red como un estado supertransiente del sistema, en cierto ran-
go de parámetros. Los resultados de este modelo nos han permitido un avance en la
resolución de las preguntas de investigación planteadas.

Finalmente, en las Conclusiones se discuten los resultados obtenidos en esta Tesis y
se plantean diversos problemas que quedan abiertos para su estudio futuro.



There is an urgent need to understand this “network
society”. The global communication and information
networks of the Internet and the World Wide Web are
shaping novel cultural and institutional structures.

Philip Ball (Critical Mass, 2004) 2
Redes Complejas.

La estructura de las interacciones entre elementos es un aspecto fundamental en el
estudio de los sistemas complejos. Estas interacciones se pueden interpretar como redes
de conectividad subyacentes en muchos sistemas [18, 21, 27, 35, 36]. Se ha descubierto
que sistemas tales como la World Wide Web, el Internet, las redes de comunicación, los
grupos sociales, sistemas económicos, corporaciones, flujos metabólicos en las células,
las neuronas en el cerebro, etc., muestrotructuras topológicas y propiedades estad́ısticas
comunes en sus redes de conectividad. En este respecto, el estudio de las propiedades
de las redes de interacción en sistemas complejos constituye un nuevo paradigma en la
F́ısica Estad́ıstica contemporánea [15].

En los últimos años, se ha encontrado que la estructura de las redes de interacción
de muchos sistemas no corresponde a la de redes regulares, ni a la de redes completa-
mente aleatorias. Se ha empleado el término redes complejas para designar a las redes
que poseen propiedades heterogéneas en su patrón de conectividad. Se ha descubierto
la ubicuidad de ciertas propiedades en las redes complejas que describen las interac-
ciones de muchos sistemas. El interés en la investigación de redes complejas creció ex-
ponencialmente [37–39] a ráız de la publicación del art́ıculo de Watts y Strogatz [21],
considerado como uno de los más influyentes en la literatura cient́ıfica contemporánea
(más de 16.000 citas según Google Scholar), donde se describe el llamado efecto pequeño
mundo: la distancia media, o número de pasos, para ir de un elemento a otro cualquiera
en un sistema, es mucho menor que el tamaño del sistema.

De manera general, una red es un conjunto de elementos, denominados vértices o
nodos, que poseen conexiones entre ellos, las cuales son llamadas enlaces. Los nodos
pueden corresponder a elementos dinámicos de un sistema, y los enlaces pueden re-
presentar relaciones o interacciones entre los nodos. La investigación actual en redes
complejas se ubica en la intersección entre la Teoŕıa de Grafos (iniciada por Leonard
Euler) y la Mecánica Estad́ıstica. El hecho de que las redes complejas, se encuentren
en una gran variedad de sistemas naturales y artificiales, proporciona a esta área de in-
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2.1 Conceptos básicos. 8

vestigación un carácter intŕınsecamente interdisciplinario. Aunque sus oŕıgenes pueden
relacionarse con los trabajos pioneros en percolación y redes aleatorias por Flory [40],
Rapoport [41] y Erdös y Rényi [20], la investigación de las redes complejas, desde el
punto de vista de la F́ısica, se ha enfocado en el estudio de sus propiedades estad́ısticas
y topológicas. En particular, tres trabajos han contribuido de manera considerable al
desarrollo del estudio de redes complejas: el art́ıculo sobre redes de pequeño mundo de
Watts y Strogatz [21]; la caracterización de los modelos libres de escala (scale-free), de
Barabási y Albert [22]; y la identificación de estructuras de comunidades en muchos
sistemas reales, realizada por Girvan y Newman [42]. Los f́ısicos se han interesado en la
formación, estructura y evolución de las redes complejas, aśı como también la influencia
de la topoloǵıa en problemas de Bioloǵıa, Fisioloǵıa, Bioqúımica Economı́a, Ciencias
Computacionales, y en dinámica social, tales como formación de opinión, difusión cul-
tural o competencia entre diversos lenguas [43]. Por otro lado, el interés en el tema
de las redes complejas por parte del público general se evidencia en la publicación de
numerosos libros divulgativos de gran receptividad en años recientes [9, 35, 44].

2.1. Conceptos básicos.

Como hemos dicho, una red está representada por un grafo. Un grafo G consiste en
un par de conjuntos G = {P,E}, donde P es un conjunto de N nodos (o vértices) Pi
donde i ∈ [1, N ] y E es el conjunto de los enlaces que conectan dos elementos de P . Las
redes pueden ser dirigidas o no-dirigidas. En una red dirigida [45,46], la interacción del
nodo Pi al nodo Pj no implica una interacción del nodo Pj al nodo Pi. Por el contrario,
cuando las interacciones son simétricas, se dice que la red es no-dirigida. Además, una
red también puede ser pesada [47,48]. El peso se define como un escalar que representa
la intensidad de la interacción entre dos nodos. En una red no-pesada, todos los enlaces
entre los nodos tienen el mismo peso o la misma intensidad, la cual, por lo general, se
renormaliza en el valor 1.

Matriz de adyacencia.

La matriz de adyacencia de una red finita G con N vértices es la matriz N×N , donde
los términos fuera de la diagonal Aij representan el número de enlaces o conexiones del
nodo i al nodo j, y los términos de la diagonal Aii, el número de autoconexiones del
nodo i. Para cada grafo, existe una única matriz de adyacencia que lo representa (salvo
permutaciones entre filas y columnas). En el caso especial de un grafo finito, la matriz
de adyacencia es una matriz-(0, 1), con ceros en su diagonal. Si el grafo es no dirigido,
la matriz de adyacencia es simétrica. La relación entre el grado y los autovalores y
autovectores de la matriz de adyacencia es materia de estudio de la Teoŕıa Espectral
de Grafos.
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Grado y distribución del grado.

El grado de un nodo i, denotado por ki, es el número de enlaces adyacentes al nodo
i; es decir, el número total de vecinos más cercanos del nodo i en una red.

La distribución de grado P (k) es la probabilidad de tener un nodo con grado k;
luego P (k) = 〈N(k)〉/N , donde N(k) es el número de nodos con grado k en un grafo
particular del ensamble estad́ıstico y el numerados es el promedio de nodos con grado
k. El promedio es sobre el ensamble estad́ıstico completo. Algunas redes pueden ser
de grado homogéneo, donde cada nodo i tiene el mismo número de conexiones, tales
como las redes de tipo malla o regulares. Además, las redes pueden tener cierto grado
de heterogeneidad en las conexiones de sus nodos; por ejemplo, en una red aleatoria,
cada nodo está conectado con otro con probabilidad p. En este caso, la probabilidad
P (k) es una distribución binomial. Otro ejemplo, son las redes donde la distribución
de grado sigue una ley de potencia: P (k) ∼ k−γ, donde γ es una constante. Tales redes
son llamadas redes libres de escala.

Coeficiente de agrupamiento.

El coeficiente de agrupamiento mide con qué probabilidad los nodos en un grafo
tienden a agruparse. La evidencia sugiere que, en la mayoŕıa de las redes reales, y en
particular en las redes sociales, los nodos tienden a crear grupos caracterizados por una
alta densidad en sus conexiones. En redes reales, esta probabilidad tiende a ser mayor
que la probabilidad promedio de conectar dos nodos de manera aleatoria [21,49].

El coeficiente de agrupamiento local cuantifica los grupos exclusivos dentro de una
vecindad, y se define como

Ci =
2εi

ki(ki − 1)
, 2.1

donde ki es el grado del nodo i, y εi es el número de enlaces entre i y sus ki vecinos. El
coeficiente de agrupamiento de la red se define como el promedio sobre todos los nodos,
tal que

C ≡ 1

N

N∑
i=1

Ci, 2.2

donde N es el número total de nodos del sistema. El valor de C se puede interpretar
como una medida de la probabilidad de que los vecinos de un nodo dado sean vecinos
entre śı.

Diámetro.

El diámetro (D) de una red es la mayor distancia, contada en número de enlaces
entre dos elementos de una red. Por ejemplo, una red globalmente acoplada (todos con
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todos) tiene un diámetro D = 1.

Longitud caracteŕıstica.

La longitud caracteŕıstica l es el número promedio de enlaces a través del camino más
corto entre todos los pares de nodos posibles de la red. Es una medida de la eficiencia del
transporte de información sobre una red. La longitud caracteŕıstica l es una de las tres
medidas principales en lo que se refiere a la topoloǵıa de una red, junto con el coeficiente
de agrupamiento C y la distribución de grado P (k). La longitud caracteŕıstica puede
depender del tamaño del sistema en formas no triviales. Las redes regulares (mallas) d-
dimensionales muestran una longitud caracteŕıstica que escala con el tamaño del sistema
como l ∼ N1/d; mientras que, las redes complejas están caracterizadas por una longitud
caracteŕıstica que escala como l ∼ ln(N).

Modularidad.

Una red puede tener una estructura no homogénea, formada por subconjuntos donde
los nodos de un subconjuntos están altamente conectados entre śı, mientras que un
número mucho menor de enlaces conectan a subconjuntos diferentes. Una representación
de esta estructura se muestra en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Ejemplo de una red con estructura de comunidad, formada por N = 14, dividida
en 3 comunidades [50].

Se dice que este tipo de red, presentan estructuras modulares o de comunidades. La
división modular de una red dada, puede ser caracterizada mediante diferentes criterios
[23]. Una de las primeras medidas de modularidad fue introducida por Newman y
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Girvan [50], definida como

Q(c) =
1

2m

∑
ij

(
Aij −

kikj
2m

)
δ(ci, cj), 2.3

donde c es el número de comunidades que se proponen a priori, m es el número de
enlaces totales de la red, Aij es la matriz de adyacencia, ki representa el grado del nodo
i, y δ(ci, cj) = 1 si los elementos i y j están en están en la misma comunidad, de lo
contrario δ(ci, cj) = 0.

El valor de Q obtenido con esta fórmula para una red aleatoria es Q ≈ 0.4. Redes
que presenten un valor de Q > 0.4 se dice que tienen estructura modular. Además de
esta definición, se pueden encontrar algunas otras basadas en el mismo criterio [14].

En particular, se ha encontrado que las redes de interacciones sociales se carac-
terizan por poseer longitud caracteŕıstica pequeña, coeficiente de agrupamiento alto,
distribución de grado no trivial y modularidad alta.

2.2. Modelos básicos de redes complejas.

En esta sección, presentamos una breve introducción a los tres modelos de redes
más importantes que se encuentran en la literatura; a saber, las redes aleatorias tipo
Erdös-Rényi [20], redes de pequeño mundo de Watts-Strogatz [21] y redes libres de
escala de Barabási-Albert [22]. Además, revisaremos algunos ejemplos que presentan
estructuras de comunidad.

Redes aleatorias tipo Erdös-Rényi.

La red aleatoria desarrollada por Rapoport [41], e independientemente por Erdös
y Rényi [20], puede ser considerada como el modelo más básico de redes complejas.
Consideremos una red con N nodos. Si todos los nodos están conectados entre śı,
existen N(N − 1)/2 posibles enlaces. Definamos p como la probabilidad de conectar un
par de nodos. Entonces, el grado promedio de la red aleatorio resultante es

〈k〉 = p(N − 1) =
2M

N
, 2.4

donde M es el número de enlaces presentes en la red.

Cuando se trabaja en el ĺımite de redes grandes (N →∞), 〈k〉 diverge si p permanece
fijo. Por otro lado, p se escoge como una función de N para mantener 〈k〉 fijo: p =
〈k〉/(N−1). Aśı, la probabilidad de escoger aleatoriamente un nodo con grado k es una
distribución binomial

P (k) =

(
N − 1

k

)
pk(1− p)N−1−k. 2.5
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Para valores de N grandes y 〈k〉 fijo, P (k) se acerca a una distribución de Poisson
con valor medio 〈k〉:

P (k) u
〈k〉ke−〈k〉

k!
, 2.6

la cual exhibe un máximo pronunciado para k = 〈k〉.

Modelo de pequeño mundo.

El concepto de red de pequeño mundo, tiene sus oŕıgenes en el experimento social
realizado por Milgram en 1967 [51], quien encontró que dos ciudadanos escogidos al
azar en una gran población en Estados Unidos estaban conectados, en promedio, por
seis conocidos.

Las redes de pequeño mundo han sido caracterizadas por Watts y Strogatz [52]. Ellos
notaron que las redes pod́ıan ser clasificados de acuerdo a dos atributos estructurales
independientes, que son el coeficiente de agrupamiento y la longitud caracteŕıstica. Los
grafos netamente aleatorios, construidos de acuerdo al modelo de Erdös-Rényi, exhiben
un valor pequeño de la longitud caracteŕıstica, junto con un valor pequeño del coeficiente
de agrupamiento. Watts y Strogatz estudiaron muchas redes reales y encontraron que
el valor de su longitud caracteŕıstica es pequeño, al igual que una red aleatoria, pero
el valor del coeficiente de agrupamiento es mayor, en varios ordenes de magnitud, con
respecto al valor correspondiente a una red aleatoria. Aśı, Watts y Strogatz propusieron
un nuevo modelo de redes para describir redes reales, conocido en la actualidad como
redes de pequeño mundo, con dos ingredientes (i) una longitud caracteŕıstica pequeña,
y (ii) un coeficiente de agrupamiento grande.

Para construir una red de pequeño mundo, se comienza con una red regular periódica
de N nodos, donde cada nodo está conectado con sus k vecinos más cercanos a cada
lado, donde N � k � log(N)� 1. Luego, cada enlace es recableado aleatoriamente con
probabilidad p. Cuando p = 0, tenemos una red regular, donde la longitud caracteŕıstica
l es grande. Cuando p → 1, la red se convierte en una red aleatoria, donde l tiene un
valor pequeño. Aśı, al cambiar el parámetro p, se observa una transición entre una red
regular y una red aleatoria, como se muestra en la Figura 2.2.

Entre estos dos valores extremos del parámetro p, existe una región amplia, donde
la longitud caracteŕıstica es pequeña y el coeficiente de agrupamiento es grande. El
comportamiento de estas dos cantidades, en función del parámetro p, se puede observar
en la Figura 2.3.

Entre los ejemplos más relevantes de redes de pequeño mundo, se puede mencionar
dos estudios recientes acerca de redes sociales. La red de conversaciones a del MSN de
Microsoft , tiene 240 millones de usuarios y mas de 30.000 millones de conversaciones;
la longitud caracteŕıstica calculada para esta red es l = 6.6 [53]. Otro ejemplo, es la
red de Facebook, con mas de 721 millones de usuarios y 69 billones de enlaces, cuya
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Figura 2.2: Procedimiento de recableado aleatorio propuesto por Watts y Strogatz para la
creación de redes de pequeño mundo. N = 20, k = 4. Cuando p = 0 el anillo inicial permanece
sin cambios; mientras p aumenta la red se desordena hasta que, para p = 1 se convierte en
una red aleatoria. Figura tomada de [21]

Figura 2.3: Longitud caracteŕıstica l(p) y coeficiente de agrupamiento C(p) para en modelo
de Watts y Strogatz. Los datos están normalizados con l(0) y C(0), para una red regular.
N = 1000 y 〈k〉 = 10. Figura tomada de [21].

longitud caracteŕıstica es de l = 4, 74 [54].
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Redes libres de escala de Barabási-Albert.

Como mencionamos anteriormente, muchas redes reales poseen la propiedad de pe-
queño mundo. Sin embargo, resultados emṕıricos muestran que muchas redes de tamaño
considerable también muestran evidencia de ser libres de escala; es decir, su distribu-
ción de grado sigue una ley de potencia P (k) ∼ k−γ, para valores grandes de k [15,18].
Las leyes de potencia en redes aparecieron por primera vez en el art́ıculo publicado por
Barabási y Albert [22], quienes mostraron que la distribución del grado de muchas re-
des reales están caracterizadas por una distribución desigual en sus conexiones. En este
tipo de redes, los nodos tienen un patrón aleatorio en sus conexiones, algunos nodos
están altamente conectados, mientras otros sólo poseen unas pocas conexiones, como
se muestra en la Figura 2.4.

Figura 2.4: (a) Ejemplo de una red libre de escala de Barabási-Albert. (b) Distribución del
grado para una red Barabási-Albert. N = N0+t = 35; con N0 = m = 1 (ćırculos), N0 = m = 3
(cuadrados), N0 = m = 5 (diamantes), N0 = m = 7 (triángulos). La pendiente de la ĺınea
punteada es γ = 2.9. Figura insertada: distribución re-escalada con m, P (k)/2m2 para los
mismos valores de parámetros. La pendiente de la ĺınea punteada es γ = 3. Figura tomada
de [15]
.

Con el propósito de reproducir este comportamiento observado en la redes reales,
proponen un modelo simple con dos ingredientes principales:

Crecimiento: Se comienza con pocos nodos, a saber N0 nodos, conectados entre
ellos. En cada paso, se añade un nodo que poseerá m(≤ N0) enlaces, que conec-
tarán al nuevo nodo con m diferentes nodos, que se encuentran presentes en el
sistema.
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Conexiones preferenciales (preferential attachment): Cuando el nuevo nodo escoja
con quien establecerá conexión, se asume una probabilidad P , como la probabili-
dad de que el nuevo nodo se conecte con el nodo i, la cual depende de su grado
ki, tal que Γ(ki) = kiP

j kj
. Luego de t iteraciones realizándose el paso anterior, se

construye una red con N = t+N0 nodos y mt+ N0(N0−1)
2

enlaces. Las simulacio-
nes numéricas muestran que esta red evoluciona hacia una distribución de grado
correspondiente a una ley de potencia P (k) ∼ k−γ, con γ ≈ 3. Véase la Figura
2.4.

Para comparar las Redes Complejas consideradas anteriormente, la Tabla 2.1 mues-
tra un resumen de sus caracteŕısticas más importantes.

Redes Long. Carac. (l) Coef. de Agrup. (C) Dist. de Grado P (k)

Regular l ∼ N1/d C ∼ 1 P (k) = δ(k − z)
Aleatoria E-R l ∼ ln(N) C ∼ N−1 Poisson

Pequeño mundo l ∼ ln(N) C ∼ 1 Exponencial

Escala libre B-A l ∼ ln(N)
ln(ln(N))

C ∼ ln(N)2

N
P (k) ∼ k−3

Tabla 2.1: Caracteŕısticas de las redes complejas. N representa el número de nodos.

2.2.1. Redes con estructura de comunidad.

Recientemente, se ha descubierto que además de poseer caracteŕısticas de pequeño
mundo y de libertad de escala, muchas redes reales poseen estructura de comunidades
o módulos. Las redes modulares son ubicuas en la naturaleza, como se muestra en la
Figura 2.5. Particular importancia para las ciencias médicas tiene la construcción de la
red de enfermedades humanas, la cual presenta estructura de comunidades [55]. Figura
2.6

A diferencia de las redes aleatorias, las redes de pequeño mundo y las redes libres
de escala, no existe actualmente un modelo que logre explicar satisfactoriamente la
formación de estructuras de comunidades en redes [23]. Una de las motivaciones de la
presente tesis, es proponer un modelo general con ingredientes mı́nimos que permita
explicar la emergencia de comunidades como el resultado de una dinámica coevolutiva
en redes.

2.3. Investigación de redes reales locales.

Como parte del trabajo de investigación de esta tesis, hemos considerado importante
aplicar los conceptos y herramientas de las redes complejas, al estudio de algunas redes
presentes en nuestro entorno.
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Figura 2.5: Ejemplos de redes reales que presentan estructura de comunidad. Club de Karate
Zachary, colaboración cient́ıfica en SFI, delfines nariz de botella, red tecnológica (Muestra de
la web), interacción protéına-protéına (Cáncer), asociación de palabras [23].

En tal sentido consideramos dos ejemplos de redes construidas a partir de datos
locales. La primera es la red que forman los estudiantes de la Facultad de Ingenieŕıa.
La segunda, es la red de colaboraciones cient́ıficas entre los profesores y estudiantes del
grupo de Caos y Sistemas Complejos del Centro de F́ısica Fundamental de la Facultad
de Ciencias.
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Figura 2.6: Red de enfermedades de barabasi.

2.3.1. Red de estudiantes de la Facultad de Ingenieŕıa.

Los datos necesarios para construir esta red, fueron proporcionados por la Oficina
de Registros Estudiantiles de la Facultad de Ingenieŕıa (OREFI), de la Universidad de
Los Andes, en Mérida, Venezuela. Estos datos consisten en 9337 estudiantes que se
han inscrito en la Facultad de Ingenieŕıa, desde el año 1975 hasta el año 2009. Existen
418881 registros de las inscripciones de materia de estos estudiantes, en ese peŕıodo.

Para construir la red, consideramos a cada estudiante como un nodo de la misma.
La relación o enlace que hay entre dos nodos se establece si estos dos estudiantes se
inscribieron en la misma materia, la misma sección y el mismo semestre. Es decir, dos
estudiantes están conectados si alguna vez han visto una materia juntos.

Cabe destacar que esta coincidencia puede existir mas de una vez; sin embargo, el
enlace se establecerá, cuando haya sucedido por lo menos una vez. Aśı, la red formada
por los estudiantes de la Facultad de Ingenieŕıa será no dirigida, en la que los enlaces
no tiene peso.

La Tabla 2.2 muestra las caracteŕısticas que obtuvimos de la red de estudiantes de
Ingenieŕıa aśı construida.

Al observar la Tabla 2.2, se evidencia que la red de estudiantes de Ingenieŕıa tiene
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1973-2009 Aleatorio
Nodos (N) 9337 9337

Coef. Agrup. (C) 0.4843 0.054
Diámetro (D) 4 3.59

Long. Carac. (L) 1.9502 1.9462

Grado promedio (k̂) 500 500

Tabla 2.2: Caracteŕısticas de la red de estudiantes de la Facultad de Ingenieŕıa, en compa-
ración con una red aleatoria de tamaño similares.

caracteŕısticas de una red de pequeño mundo.

Aunque se sale del ámbito de la presente Tesis, este resultado puede motivarnos a
estudiar varios otros aspectos en esta red, como por ejemplo la propagación de informa-
ción o de epidemias entre los estudiantes. Por otro lado, estos resultados han suscitado
mucho interés entre profesores por su potencial para caracterizar la eficiencia de siste-
mas educativos, y la posibilidad de comparar diferentes instituciones y facultades.

Este estudio muestra una perspectiva novedosa para el estudio del rendimiento es-
tudiantil y otros problemas de relevancia social.

2.3.2. Red de colaboraciones cient́ıficas (caóticos).

La construcción de la red de colaboraciones, se realizó utilizando como nodo a cada
investigador que ha realizado una publicación cient́ıfica con algún profesor o estudiante
del grupo de Caos y Sistemas Complejos de la Facultad de Ciencias, llamados afecti-
vamente como los “caóticos”. Aqúı los enlaces se establecen, si ha habido una relación
de coautoŕıa entre dos nodos. Es decir; dos nodos están conectados si han publicado
juntos al menos un art́ıculo cient́ıfico en una revista indexada. La Figura 2.7 muestra
la representación de la red de caóticos. La red de caóticos será no dirigida, en la que
los enlaces no tiene peso. Los datos fueron tomados de la página web del grupo (pagina
del grupo).

Para esta red, se calcularon los atributos que la caracterizan, los cuales se pueden
observar en la Tabla 2.3. Además de los atributos usuales, se encuentran las cantidades
kM , kK y kP , que son las respectivas conectividades de los profesores Mario Cosenza,
Kay Tucci y Antonio Parravano.

N C D L k̂ M Q kM kK kP
83 0.711 5 2.4 4.25 136 0.510 40 26 23

Tabla 2.3: Caracteŕısticas de la red de colaboraciones cient́ıficas del grupo de Caos y Sistemas
Complejos.
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Figura 2.7: Red de colaboraciones cient́ıficas en el grupo de Caos y Sistemas Complejos, del
Centro de F́ısica Fundamental, de la Facultad de Ciencia, de la Universidad de Los Andes,
Mérida, Venezuela.

Esta red posee estructura modular, lo que se evidencia por un valor de Q = 0.510,
mayor que el correspondiente a una red aleatoria. Esta estructura se encuentra susten-
tada por tres nodos altamente conectados o hubs, alrededor de los cuales, se encuentran
los otros nodos. Estos hubs son los profesores Mario Cosenza, Kay Tucci y Antonio Pa-
rravano. También, se observa que los nodos Tucci y Parravano, funcionan como agentes
conectores entre diferentes comunidades. El nodo Tucci conecta la comunidad de Inge-
nieŕıa con la comunidad caótica, mientras que el nodo Parravano conecta la comunidad
de Astrof́ısicos con los caóticos. Este grafo ilustra cómo la estructura modular o de
comunidades emerge en una red cuando existe cierto grado de tolerancia o amplitud de
criterios, que en este caso se manifiesta en la interdisciplinaridad que se destaca en este
grupo.



There are a number of morals to this story. Perhaps the
most important is that your friends just aren’t normal.
No one’s friends are.

Mark Newman (2003)

3
Efecto de la topoloǵıa en un modelo

de interacción económica estratificada

Como una aplicación del estudio de redes complejas, en sistemas socioeconómicos, en
este Caṕıtulo, investigamos los efectos de la topoloǵıa de la red, en el comportamiento
colectivo de un sistema sujeto a una dinámica de intercambio económico estratificado.
Presentamos nuestro modelo reciente [28], basado en la dinámica de interacción en una
sociedad estratificada propuesta por Laguna et al. [56]. Adicionalmente, la inclusión de
la noción de localidad nos permite emplear, en forma novedosa, conceptos provenientes
del contexto de sistemas dinámicos espaciotemporales, en problemas de Econof́ısica.

La estratificación social, se refiere a la clasificación de individuos en grupos o clases,
basadas en condiciones de poder o socioeconómicas compartidas en una sociedad [57].
Un atributo caracteŕıstico de las sociedades estratificadas, es que los individuos tienden
a interaccionar más frecuentemente con aquellos dentro de sus propios grupos. Esta ten-
dencia se ha podido observar en endogamia de clases [58], comunidades y citas cient́ıfi-
cas [59], poblaciones biológicas [60], capital humano [61], formación de opinión [62],
dinámica de epidemias [63], e intercambio económico entre bancos [64]. Recientemente,
Laguna et al. [56] han estudiado los efectos de la estratificación social en la distribu-
ción de riquezas en un sistema de agentes económicos interactuantes. En ese modelo,
los agentes se comportan como part́ıculas en un gas, y su interacción con los demás
agentes se lleva a cabo de manera aleatoria, de la misma manera que en la mayoŕıa
de los modelos que se han propuesto acerca de intercambio económico [65–67]. Sin em-
bargo, muchos sistemas sociales y económicos reales pueden ser descritos como redes
complejas, tales como redes de pequeño mundo, redes libres de escala [10, 21, 22]. Al-
gunos pocos modelos han considerado dinámicas de interacción económica sobre redes
regulares; por ejemplo, en [68, 69] se estudiaron los efectos de la topoloǵıa de la red en
la distribución de riquezas; mientras que Ausloos [70] propuso un modelo de mercado
cerrado en una red fija con flujo libre de bienes y recursos.

20
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3.1. El modelo

Consideramos una población de N agentes interactivos, ubicados en los nodos de
una red de pequeño mundo, caracterizada por el parámetro de recableado p, según el
algoritmo de construcción de Watts y Strogatz [21]. Comenzamos de un anillo regular
con N nodos, donde cada nodo está conectado con sus k vecinos más cercanos (k es
un número par), como se muestra en la Figura 3.1. Luego, cada conexión es recableada
aleatoriamente, con probabilidad p en la red. Después del proceso de recableado, el
número de agentes acoplados a cada nodo puede variar, pero el número total de enlaces
en la red es constante e igual a Nk/2. Para p = 0 la red corresponde a una anillo
regular, mientras que para p = 1 la red resultante es completamente aleatoria. Con
este algoritmo, una red de pequeño mundo se forma para valores de p en un rango
intermedio [21].

Figura 3.1: Red unidimensional con condiciones de borde periódicas. N = 18, k̄ = 4.

En un tiempo discreto t, un agente i(i = 1, . . . , N), está caracterizado por su riqueza
wi(t) ≥ 0, y por un factor de aversión al riesgo βi, que se mantiene fijo en el tiempo.
Los valores de βi son asignados a los agentes al comienzo de cada simulación de manera
uniforme y aleatoria en el intervalo [0, 1]. La cantidad (1 − βi) mide la fracción de
la riqueza que el agente i está dispuesto a arriesgar en una interacción económica
[66, 71, 72]. Los valores iniciales de riqueza wi(0) se encuentran distribuidos de manera
aleatoria en el intervalo wi(0) ∈ [0,W ]. Asumimos que la riqueza total del sistema,
WT =

∑
iwt(i), se conserva.

Por simplicidad, asumimos que la estratificación de clases económicas es uniforme;
es decir, todas las clases tienen el mismo ancho, definido por el parámetro u. Aśı,
los agentes i y j pertenecen a la misma clase económica si satisfacen la condición
|wi(t)− wj(t)| < u.
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Cuando hablamos de intercambio económico estratificado, nos referimos a que sólo
puede existir interacción entre los agentes que pertenecen a la misma clase económi-
ca. Como consecuencia de estas interacciones, la riqueza de los agentes en el sistema
cambiará.

Definimos la dinámica del sistema, en cada paso de tiempo t, por el siguiente algo-
ritmo iterativo:

1. Escoja un agente i de manera aleatoria.

2. Escoja, de manera aleatoria, un agente j 6= i del conjunto de vecinos del agente
i, es decir, j ∈ [i− k/2, i+ k/2].

3. Verifique si los agentes i y j pertenecen a la misma clase económica, es decir,

|wi(t)− wj(t)| < u.

Repita los pasos (1) y (2) hasta que se cumpla la condición (3).

4. Calcule la cantidad de riqueza ∆w(t) a ser intercambiada por los agentes i y j,
definida como

∆w(t) = mı́n[(1− βi)wi(t); (1− βj)wj(t)]. 3.1

5. Calcule la probabilidad r de favorecer al agente con menor riqueza entre i y j en
el tiempo t, definida como [56,72]

r =
1

2
+ f × |wi(t)− wj(t)|

wi(t) + wj(t)
, 3.2

donde el parámetro f ∈ [0, 1/2].

6. Asigne la cantidad ∆w(t) con probabilidad r al agente con menor riqueza, y con
probabilidad (1− r) al agente con mayor riqueza entre i y j.

El parámetro f describe la probabilidad de favorecer al más pobre de los dos agentes
cuando interaccionan. Para f = 0, ambos agentes tienen la misma probabilidad de
recibir la cantidad ∆w(t) en la interacción de intercambio, mientras que, para f = 1/2,
el agentes con menos riqueza tiene la más alta probabilidad de recibir esta cantidad.
En una simulación t́ıpica, siguiendo las reglas de esta dinámica y, luego de un tiempo
transiente, el sistema alcanza un estado estad́ısticamente estacionario donde la riqueza
total WT ha sido redistribuida entre los agentes.

La localización espacial de los agentes económicos interactivos nos permite establecer
una analoǵıa entre este sistema y un sistema dinámico espaciotemporal discreto, del
tipo autómata celular o redes de mapas acoplados . La Figura 3.2 muestra los patrones
espaciotemporales de la riqueza que resultan en una red caracterizada por k = 2 y
p = 0, correspondientes a una red regular en una dimensión con condiciones de borde
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periódicas. Al igual que muchos sistemas dinámicos espaciotemporales [73], esta red
de agentes económicos puede exhibir tres estados básicos que dependen de los valores
de parámetros: un estado estacionario, coherente o laminar (panel izquierdo), donde
la riqueza de cada agente i se mantiene en un valor constante; un estado intermitente
(panel central), caracterizado por la coexistencia de dominios coherentes e irregulares
que evolucionan en el tiempo; y un estado turbulento (panel derecho) donde los valores
de riqueza cambian de manera irregular tanto en el espacio como en el tiempo.

Figura 3.2: Patrones espaciotemporales en una red unidimensional con k = 2, N = 50 y
W = 1, luego de un transiente de 5000 iteraciones. El eje vertical muestra la posición ordenada
i de los agentes en la red, la cual se incrementa de abajo hacia arriba. El eje horizontal
representa el tiempo, que se incrementa de izquierda a derecha. La evolución temporal de
la riqueza wi(t) de los i agentes está representada por un código de colores. Estos colores
van desde gris claro (agentes más pobres) a gris oscuro (agentes más ricos). Panel izquierdo:
Estado laminar; u = 10, f = 0.001. Panel central: estado de intermitencia espaciotemporal;
u = 3, f = 0.4. Panel derecho: Estado turbulento; u = 30, f = 0.4.

Para caracterizar la transición del estado laminar al estado turbulento, v́ıa intermi-
tencia espaciotemporal, empleamos el promedio de la cantidad de riqueza intercambia
por unidad de tiempo, calculada para tiempos muy largos. A esta cantidad la llamamos
actividad del sistema y la definimos como

A =
1

T − τ

T∑
t=τ

∆w(t), 3.3

donde τ es un tiempo transiente; es decir, el número de iteraciones que se descartan
antes de tomar el promedio temporal. La fase laminar está asociada con valores de
A = 0, donde no ocurren transacciones en el estado asintótico del sistema; mientras que
la fase turbulenta está caracterizada por valores A > 0.

En nuestros cálculos, fijamos los siguientes valores de parámetros: N = 104, T = 2×
104, y W = 1. Tomamos τ = 108, para el cual hemos verificado que el comportamiento
estad́ıstico del sistema es estacionario. Cada valor de las cantidades estad́ısticas es un
promedio sobre 100 realizaciones de condiciones iniciales. La Figura 3.3(a) muestra la
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actividad A del sistema en función del ancho de la clase económica u, para diferentes
valores del parámetro f .

Figura 3.3: (a) Actividad del sistema en función de u en una red regular (p = 0) con
k = 4, para diferentes valores de f . Las curvas corresponden a f = 0.5 (diamantes); f = 0.3
(ćırculos); y f = 0.1 (cuadrados). (b) Actividad en función de f en una red regular con k = 4,
para u = 1 (cuadrados), y u = 30 (ćırculos).

La transición de la fase laminar a la fase turbulenta ocurre alrededor del valor
u ≈ W = 1 para todos los casos. Cuando u = W , los intercambios de riqueza pueden
ocurrir en cada vecindad, y esto se refleja en el incremento de la actividad del sistema.
Para u > W , continúan ocurriendo interacciones en todo el sistema, y la riqueza total
intercambiada alcanza el valor máximo permitido por el parámetro f . Aśı, la actividad
A en el sistema alcanza un valor casi constante en esta región, para un valor de f dado.
Por otro lado, la Figura 3.3(b) muestra la actividad del sistema en función de f . El
incremento en f aumenta la transferencia de riqueza desde los agentes más ricos hacia
los agentes más pobres. Por lo tanto, la probabilidad de que agentes vecinos pertenezcan
a la misma clase económica se incrementa, y como consecuencia también la probabilidad
de intercambio de riqueza entre ellos. Como consecuencia, la actividad A del sistema
aumenta al aumentar f .

Con el fin de explorar los efectos de la topoloǵıa de la red subyacente sobre com-
portamiento colectivo del sistema, mostramos en la Figura 3.4(a) la actividad A en
función del tamaño de la vecindad k en la red, para diferentes valores de u. El rango
de interacciones locales, dado por k, tiene un efecto mı́nimo en la actividad.

Igualmente, la Figura 3.4(b) muestra la actividad A en función de la probabilidad
de recableado en la red p, para k = 4. Vemos que la actividad en el sistema es afectada
de manera mı́nima por las propiedades topológicas de la red, representadas por los
parámetros k y p. Luego, la dinámica, expresada por los parámetros f y u, tienen
un efecto más relevante en el comportamiento de la actividad A en el sistema, que la
topoloǵıa de la red subyacente.

Una variable importante en dinámica económica es el coeficiente de Gini, una can-
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Figura 3.4: (a) Actividad en función de k, sobre una red regular con p = 0, y un valor fijo de
f = 0.5, y para diferentes valores de u = 1 (cuadrados) y u = 10 (ćırculos). (b) Actividad en
función de p, con k = 4, y para diferentes valores de f = 0.5 (triángulo), f = 0.3 (ćırculos) y
f = 0.1 (cuadrados).

tidad estad́ıstica que mide el grado de desigualdad en la distribución de riqueza en un
sistema económico, definido como [74]

G(t) =
1

2N

∑N
i,j=1 |wi(t)− wj(t)|∑N

i=1wi(t)
. 3.4

Una distribución de riqueza totalmente equitativa en el tiempo t, donde wi(t) =
wj(t), ∀i, j, conduce a un valor de G(t) = 0. El otro extremo, de total exclusión, donde

un solo agente posee toda la riqueza del sistema,
∑N

i=1wi(t), corresponde a un valor de
G(t) = 1. La distribución uniforme aleatoria de riqueza usada como condición inicial
tiene G(0) ≈ 0, y el promedio de riqueza inicial por agente es de wi(0) = 0.5. La Figura
3.5(a) muestra el coeficiente de Gini G en el estado asintótico del sistema como función
del ancho de clase u, para diferentes valores del parámetro f .

Para valores pequeños de u, hay una pequeña probabilidad de interacción entre
agentes vecinos, y por lo tanto, la distribución inicial de riqueza del sistema (donde G ≈
0) se mantiene. Al incrementar u, la transferencia de riqueza entre los agentes vecinos
aumenta, produciendo una mayor redistribución de la riqueza, la cual se refleja en el
incremento de G. Se puede observar que G alcanza su máximo valor alrededor de u ≈
W = 1, cuando cada agente puede interaccionar con todos sus vecinos en los primeros
instantes de la simulación, y por lo tanto, ocurre una gran variación en la distribución
de riqueza con respecto a la distribución inicial. Para valores de u más grandes, todas
las interacciones locales están permitidas. En esta región, una redistribución de riqueza,
debeŕıa ocurrir cuando la probabilidad f de favorecer a los más pobres se incrementa.
Esto se observa en la Figura 3.5(a) como una disminución en los valores de G, para
u > W . La Figura 3.5(b) muestra el coeficiente de Gini en función de la probabilidad
f , para diferentes tamaños de vecindad k. Los valores de G permanecen casi constantes
para valores de f pequeños, pero disminuyen para valores de f altos.
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Figura 3.5: Coeficiente de Gini para t = 108 en función de u con k = 4 fijo para diferentes
valores de f . Las curvas corresponden a f = 0.5 (ćırculos); f = 0.3 (cuadrados); y f = 0.1
(triángulos). (b) Coeficiente de Gini para t = 108 en función del parámetro f para diferentes
valores de k y u = 30. Las curvas corresponden a k = 2 (cuadrados); k = 4 (ćırculos); y
k = N − 1 (triángulos).

Para estudiar la influencia de la topoloǵıa de la red subyacente en la distribución
de riqueza, la Figura 3.6(a) muestra la gráfica de G en función de k, sobre una red
regular con p = 0, para diferentes valores de u. Al incrementar el número de vecinos k,
se contribuye al incremento de la desigualdad en la distribución de riqueza, al ver un
aumento en G. Nótese que G tiende a un valor asintótico alto cuando k → (N − 1),
lo cual corresponde a una red con acoplamiento global; es decir, los agentes pueden
interaccionar con cualquier otro agente del sistema. En este caso se pierde la noción de
localidad espacial, y nuestro modelo se corresponde con el caso particular de Laguna et
al. [56].

Figura 3.6: (a) Coeficiente de Gini para t = 108 en función de k en una red regular con
p = 0, para f = 0.1, u = 1 (cuadrados) y u = 10 (ćırculos). (b) Coeficiente de Gini para
t = 108 en función del parámetro de recableado p en una red con k = 4, para u = 10 y f = 0.5
(diamantes), f = 0.3 (ćırculos) y f = 0.1 (cuadrados).

Cabe notar que el ı́ndice de Gini (Coeficiente de Gini multiplicado por 100), en
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ese ĺımite, da valores más altos que los observados en datos reales de páıses, como se
muestra en la Figura 3.7.

Figura 3.7: Datos del ı́ndice de Gini, para diversos páıses del mundo desde la Segunda Guerra
Mundial hasta 2005 [75].

Por otro lado, nuestro modelo con inclusión de localidad en las interacciones económi-
cas permite obtener valores del Coeficiente de Gini más realistas.

Sabemos que el incremento del rango en las interacciones espaciales, representado
por el valor de k, implica tanto un incremento del coeficiente de agrupamiento como
una disminución de la longitud caracteŕıstica de la red. Para verificar cuál de estas dos
propiedades topológicas de la red tiene un efecto más relevante en el coeficiente de Gini,
mostramos en la Figura 3.6(b) a G en función de la probabilidad de recableado p, para
diferentes valores del parámetro f . Note que cuando p aumenta, G apenas cambia, en
comparación con la variación que experimenta G cuando k aumenta, Figura3.6(a). La
longitud caracteŕıstica en la red decrece en ambos casos; sin embargo, el coeficiente
de agrupamiento no aumenta en el rango de valores de p que se muestran en la Fi-
gura3.6(b) [21]. Por lo tanto, el incremento que se observa en el coeficiente de Gini
en la Figura3.6(a) se puede atribuir al incremento del coeficiente de agrupamiento de
la red cuando k aumenta. En otras palabras, el tamaño de la vecindad (k) tiene una
influencia más relevante para la ocurrencia de una distribución equitativa de riqueza
que la presencia de conexiones de largo alcance (p) en un sistema sujeto a un proceso
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de intercambio económico estratificado.

También hemos estudiado las propiedades de la distribución de probabilidad de
riqueza para diversos valores de parámetros [29]. La Figura 3.8 muestra la distribución
de riqueza en el estado asintótico del sistema, para distintos valores de parámetros.

Figura 3.8: Distribución de riqueza en el estado asintótico para diferentes valores de paráme-
tros, con k = 4. u = 0.005, f = 0.1 (cuadrados); u = 10, f = 0.1 (ćırculos); u = 100, f = 0.5
(triángulos).

Para valores de u y f pequeños (cuadrados), la distribución de riqueza P (w) se man-
tiene casi uniforme como consecuencia de la poca actividad presente en el sistema. Al
aumentar los valores de estos parámetros, P (w) se muestra menos uniforme (ćırculos).
En las simulaciones se observa que unos pocos agentes adquieren la mayor cantidad
de riqueza en el sistema, mientras que un número considerable de agentes quedan con
riqueza casi nula. Para valores grandes de parámetros (triángulos), P (w) adquiere una
forma más uniforme, como se puede notar también en la Figura 3.5(a).

Para otros valores de parámetros, se puede observar que P (w) cambia abruptamente
de forma, como se muestra en la Figura 3.9. La Figura 3.9 indica que los elementos
con menor riqueza en el sistema (valores de w pequeños) tienen una distribución casi
uniforme. Sin embargo, los agentes con mayor riqueza tienen aproximadamente la misma
riqueza, lo que se muestra con una distribución tipo gaussiana, con una dispersión
pequeña. Esto sucede porque los agentes que se hacen más ricos absorben la riqueza
de su vecindad. Debido a que las interacciones son locales, no hay intercambio entre
estos agentes, por lo que mantienen prácticamente la misma riqueza en el tiempo. Esta
distribución de probabilidad para los agentes con mayor riqueza, cambia al aumentar
el número de vecinos conectados o el alcance de interacción k, como se observa en la
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Figura 3.9: Distribuciones de riqueza del sistema para k = 4, u = 0.3, f = 0.5.

Figura 3.10. Para los valores de parámetros de la Figura 3.10 se obtiene un valor de
G ≈ 0.7.

Figura 3.10: Distribuciones de riqueza del sistema para k = 16, u = 0.3, f = 0.1.

Note que existe un mı́nimo en P (w) para el valor w ≈ u que representa la sepa-
ración de la distribución de riqueza en dos grupos, que podemos denominar agentes
ricos y agentes pobres. Al aumentar k, pueden existir conexiones entre los agentes más
ricos del sistema, por lo que éstos pueden intercambiar riqueza. Esto conduce a que la
distribución de riqueza en este rango de w se realice de manera no equitativa, lo que se
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evidencia por la formación de una distribución de ley de potencia para valores grandes
de w.

3.2. Competencia entre interacciones locales y globa-
les.

En el modelo que presentamos en la sección anterior [28, 29], la noción de estrato
económico se implementa mediante la comparación de las riquezas de los agentes con
respecto al umbral u: si el valor absoluto de la diferencia de riquezas es menor que el
umbral, entonces los agentes pertenecen al mismo estrato económico y pueden realizar
interacciones entre ellos. En esta sección proponemos una definición alternativa del
umbral, basado en la diferencia de riquezas relativa entre agentes. Con esta nueva
definición de u hemos investigado los efectos de las interacciones locales y globales en
el comportamiento colectivo del sistema [30].

En la Figura 3.11 se muestras las dos estructuras topológicas de las redes subyacentes
que estudiamos en esta sección.

Figura 3.11: (a) Red bidimensional con interacciones locales, k = 4. (b) Red con interaccio-
nes globales.

La dinámica de interacción de los agentes en el modelo, siguen las mismas reglas que
las presentadas en la sección anterior. Sin embargo, utilizaremos la siguiente definición
de estrato: los agentes i y j pertenecen al mismo estrato si satisfacen la siguiente
condición ∣∣∣∣wi(t)− wj(t)wi(t) + wj(t)

∣∣∣∣ < u.

Esta normalización de u define el estrato en términos de riqueza relativa y no de
diferencias de riquezas absolutas.

Para la simulación de los dos casos hemos empleado N = 1000. El tiempo de si-
mulación es de T = 107 iteraciones. Los resultados que se muestran a continuación
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representan el estado asintótico del sistema; es decir, cuando se ha alcanzado un esta-
do estad́ısticamente estacionario, caracterizado por la estabilidad de los valores de los
parámetros de orden.

La Figura 3.12 muestra a G en el espacio de parámetros (u, f), para una red con
interacciones locales y una red con interacciones globales.

Figura 3.12: Coeficiente de Gini en el espacio de parámetros (u, f) para las redes con inter-
acción local y global.

Se observa que tanto para el caso local como el caso global, cuando u < 0.4 G
aumenta independientemente del valor de f . Para el caso local, G aumenta de una
manera gradual y constante; mientras que para el caso global, para valores pequeños
de u, G aumenta con bastante rapidez hasta alcanzar un valor constante para u < 0.4.
En el caso global, los valores de G→ 1, mientras que para el caso local, los valores de
G son mucho menores que 1. Para u > 0.4, el parámetro f comienza a tener un efecto
importante en ambos sistemas. A pesar de que el valor de G es diferente para los casos
global y local, para valores altos de u y f , el comportamiento de G presenta similitudes
en ambos sistemas, presentando una disminución considerable de G en este rango de
parámetros.

En la Figura 3.13 se muestra la actividad A del sistema en el espacio de parámetros
(u, f), para la red de interacción local y la red de interacción global.

Para ambos casos, global y local, A tiene el mismo comportamiento, como se muestra
en la Figura 3.13. Además, se puede ver que la actividad económica A aumenta en forma
considerable en el estado asintótico de ambos sistemas para valores altos de u y f .

En conclusión, la inclusión de una red de conectividad o localización espacial para
las interacciones de los agentes económicos, permite el uso de conceptos asociados a los
sistemas dinámicos espaciotemporales, en modelos económicos. Hemos considerado un
modelo de intercambio económico estratificado definido sobre una red y hemos mos-
trado que se forman diferentes patrones espaciotemporales al variar los parámetros del
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Figura 3.13: Actividad económica del sistema en el espacio de parámetros (u, f) para las
redes con interacción local y global.

sistema. Hemos caracterizado estos patrones como estados laminares, intermitentes y
turbulentos, en analoǵıa con los sistemas dinámicos espaciotemporales. Hemos caracte-
rizado la transición del estado laminar al estado turbulento mediante la actividad del
sistema, una cantidad estad́ıstica que mide la riqueza promedio intercambiada, por uni-
dad de tiempo, en el estado asintótico de sistema. La actividad depende principalmente
de la dinámica, representada por los parámetros u y f . Por otro lado, el coeficiente de
Gini, que caracteriza la desigualdad en la distribución de riqueza, depende mayormente
de la topoloǵıa de la red, descrita por los parámetros k y p. Luego, niveles elevados de
intercambio económico (actividad alta), se encuentran asociados con valores pequeños
del coeficiente de Gini, esto es, con distribuciones de riqueza más equitativas en el
sistema.

La topoloǵıa de la red subyacente no influye de manera significativa en la actividad
A del sistema. En contraste, el coeficiente de Gini G se incrementa cuando el ran-
go de interacciones, representado por k, aumenta. Hemos mostrado que la propiedad
topológica que influye de manera significativa en el cambio de G es el coeficiente de
agrupamiento y no la longitud caracteŕıstica de la red. La Figura3.6 sugiere que una
distribución más equitativa de riqueza en una economı́a estratificada puede favorecerse
mediante la reducción del tamaño de la vecindad de los agentes interactuantes.
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4
Sistemas Dinámicos Coevolutivos

La mayoŕıa de los estudios recientes sobre redes gravitan alrededor de dos pregun-
tas, las cuales corresponden a dos ĺıneas de investigación diferentes: ¿cómo vaŕıan las
propiedades topológicas de una red que cambia en el tiempo? y, ¿cómo depende el
funcionamiento de la red de sus propiedades topológicas?

La primera ĺınea de investigación se refiere a la dinámica de las redes, donde la
topoloǵıa de la red se considera como un sistema dinámico que cambia en el tiempo de
acuerdo a determinadas reglas, a menudo locales. La investigación que se realiza en esta
área ha revelado que ciertas reglas de evolución conducen a estructuras topológicas, con
propiedades espećıficas. Los ejemplos más notables incluyen la formación de redes de
pequeño mundo [21], y las redes libres de escala [22].

La segunda ĺınea de investigación se enfoca en la dinámica sobre las redes, donde
cada nodo en la red representa un sistema dinámico. Cada uno de los nodos se encuentra
acoplado, según la topoloǵıa de la red, con otros nodos. En este caso, la topoloǵıa de la
red permanece estática, mientras que las variables de estado de los nodos cambian en
el tiempo. Por ejemplo, los modelos de redes de mapas acoplados [76, 77] pertenecen a
esta categoŕıa. Bajo esta perspectiva, se han estudiado procesos importantes tales como
la sincronización de sistemas dinámicos [78] y problemas de formación de opinión y de
transmisión de enfermedades [79–83]. Estos estudios han dejado claro el hecho de que
ciertas propiedades topológicas de la red tienen un gran impacto en la dinámica del
sistema. Por ejemplo, se ha podido demostrar que si se vacuna a una fracción de nodos
en una red con topoloǵıa libre de escala, no se puede detener una epidemia [80,81].

Hasta hace unos años, estas dos ĺıneas de investigación eran abordadas de manera
independiente. Un modelo dado se encargaba de describir la dinámica de una cierta red,
o de describir la dinámica sobre una determinada red. Recientemente, la investigación
de sistemas complejos ha puesto en evidencia que muchos sistemas del mundo real
pueden ser considerados como redes de elementos interactivos donde tanto los estados
de los elementos y sus conexiones cambian en el tiempo. En este caso, las conexiones
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entre un par de elementos en el sistema pueden cambiar su intensidad, o aparecer
y desaparecer, mientras el sistema evoluciona en diferentes escalas de tiempo. Estas
modificaciones en la topoloǵıa de la red ocurren como un efecto de retroalimentación: la
topoloǵıa determina la evolución de los estados de los nodos, lo que a su vez determina la
modificación de la topoloǵıa; es decir, la red se vuelve adaptativa [24,26,32,117,131,132].
Esta retroalimentación puede resultar en una interacción mutua no trivial entre una
topoloǵıa que cambia en el tiempo y la dinámica de los nodos. Los sistemas que exhiben
tal comportamiento se han denominado sistemas dinámicos coevolutivos o adaptativos.
El esquema de la Figura4.1, muestra las interacciones que se llevan a cabo en un sistema
coevolutivo.

Figura 4.1: En un sistema coevolutivo, la evolución de la topoloǵıa depende de la dinámi-
ca de los nodos. Por lo tanto, se crea una retroalimentación que genera un intercambio de
información en el sistema.

A manera de ilustración, consideremos una red de carreteras. La topoloǵıa de la red,
que es el patrón de carreteras, influye sobre la dinámica de los estados de los nodos;
es decir, el flujo y la densidad del tráfico entre ciudades. Pero, si los embotellamientos
se hacen frecuentes sobre una cierta v́ıa, es probable que se construyan nuevas carre-
teras para disminuir la carga sobre la v́ıa congestionada. De esta manera, existe una
retroalimentación entre el estado de los nodos y la topoloǵıa de la red.

El fenómeno de coevolución se observa también en las redes sociales. Las opiniones de
los individios cambian debido a las interacciones con sus vecinos; a su vez la escogencia
de vecinos depende de las opiniones de los individuos.

En la actualidad, sistemas coevolutivos son foco de la investigación en diversas disci-
plinas cient́ıficas. Aunque los estudios realizados hasta la fecha sólo se pueden considerar
como los primeros pasos para la construcción de una teoŕıa de sistemas coevolutivos, ya
se puede evidenciar en ellos diversos aspectos generales de estos sistemas. A pesar de la
diversidad de aspectos que se abordan, los resultados que se reportan muestran que cier-
tos fenómenos dinámicos aparecen con frecuencia en las redes coevolutivas;tales como
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la formación de topoloǵıas complejas, emergencia espontánea de estructuras espaciales
y transiciones fuera del equilibrio, entre otros.

4.1. Modelo de redes dinámicas adaptativas.

En esta sección, revisaremos uno de los primeros modelos con dinámica coevolutiva,
introducido por Ito y Kaneko [31]. Se trata de un sistema de elementos dinámicos con
interacciones adaptativas, el cual es conceptualmente simple y presenta caracteŕısticas
generales, y además exhibe interesantes comportamientos colectivos.

Ito y Kaneko consideran un sistema de mapas caóticos acoplados, donde la intensi-
dad de los acoplamientos depende de los estados de los mapas. El sistema se describe
por medio de las siguientes ecuaciones:

xin+1 = f

(
(1− c)xin + c

N∑
j=1

wijn x
j
n

)
, 4.1

wijn+1 =
1 + δg(xin, x

j
n)∑N

k=1 1 + δg(xin, x
k
n)wikn

wijn , 4.2

g(x, y) = 1− 2|x− y|, 4.3

donde xin representa la variable de estado del elemento o mapa i(i = 1, . . . , N) en
el tiempo discreto n ∈ Z y N es el número de elementos o tamaño del sistema. El
parámetro c en la ecuación (4.1) indica en qué medida un elemento i depende de los
demás elementos del sistema. El acoplamiento entre los elementos en un tiempo n
está descrito por la matriz wn. El elemento wijn de la matriz de acoplamiento indica la
magnitud de la conexión del elemento j con el elemento i en el tiempo n. Cabe decir que
la matriz wn tiene todos los elementos de su diagonal igual a 0, ya que los elementos no
se acoplan consigo mismos. La función f es el mapa que determina la dinámica local de
los elementos. Ito y Kaneko utilizan el mapa loǵıstico f(x) = ax(1−x), el cual presenta
propiedades universales bien conocidas y constituye un paradigma en la investigación
de los sistemas caóticos. La ecuación (4.3) determina la dinámica de las interacciones.
La función g, en las ecuaciones (4.3) y (4.4), expresa la regla según la cual evolucionan
las conexiones; en este caso g reproduce en buena medida la regla neurofisiológica de
Hebb [85]. El parámetro δ representa la plasticidad de las conexiones. Ito y Kaneko
asumen que las conexiones tienen un ĺımite en su crecimiento; por esa razón introducen
el divisor en la ecuación (4.3), de tal manera que la suma de las conexiones que entran
en un elemento (una fila de la matriz de conectividad) sea la unidad; es decir, las
magnitudes de las conexiones están normalizadas.

En este sistema se pueden observar las distintas fases (excepto una; la fase parcial-
mente ordenada) correspondientes a mapas globalmente acoplados [86]. La Figura 4.2
muestra el espacio de fase del sistema en función de los parámetros a y c, para un valor
de δ = 0.1.
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Figura 4.2: Espacio de fase del sistema de Ito y Kaneko en función de los parámetros a y c.
C indica la fase sincronizada. O es la fase ordenada o de clusters. La región de parámetros
marcada con D es donde el sistema se encuentra desincronizado [31]

Fase Sincronizada.

En la Figura 4.2 se puede observar una región marcada con “C” que indica la fase
sincronizada del sistema. Para esta fase, la matriz de conectividad tiene una forma
semejante a la que se muestra en la Figura 4.3. En esta representación el tamaño de
los cuadrados es proporcional al valor del elemento wijn de la matriz de acoplamiento.
Cuando el cuadrado tiene el tamaño de la celda, esto indica que la conexión tiene valor
1. Se puede observar que la matriz de conectividad es bastante homogénea y llega a un
estado asintótico.

Fase Ordenada.

En cierto rango de parámetro se observa una fase ordenada en la cual se forman
clusters (subconjuntos de elementos sincronizados entre śı) que se identifican en la
Figura 4.2 con la letra “O”. Las siguientes figuras muestran la matriz de conectividad
para dos valores de parámetros distintos en la fase de clusters. En la primera matriz
(Figura 4.4(a))se observa la formación de dos clusters, y en la segunda (Figura 4.4(b))
la formación de 25 clusters, que es el número total de elementos dividido entre dos.
Cabe destacar que las conexiones para estos estados del sistema tienden a congelarse.
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Figura 4.3: Ejemplo de matriz de conectividad que se forma en la fase ordenada denotada
por “O” en la Figura 4.2. El área de los cuadrados dibujados en las celdas de la matriz es
proporcional al valor wijn de la celda [31]. N = 50, a = 3.6, c = 0.3, δ = 0.1.

Figura 4.4: Matrices de conectividad para la fase ordenada o de la formación de clusters
“O” (dominios dinámicos sincronizados). (a) Muestra la formación de dos clusters (a = 3.6,
c = 0.2, δ = 0.1). (b) Muestra dominios de dos elementos (a = 3.97, c = 0.3, δ = 0.1).

Fase Desincronizada.

Para la fase “D”, en la Figura 4.2, se tiene en cambio matrices de conectividad
dependientes del tiempo, como las que se muestran en la Figura 4.5 para un tiempo
dado.

La primera de éstas (a), muestra una matriz de conectividad que indica la formación
de clusters en pares, existiendo un cluster con mas de dos elementos. Este grupo de
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Figura 4.5: Matrices de conectividad en la fase desincronizada del sistema, N = 50, δ =
0.1. (a) Muestra clusters en pares, a = 3.97, c = 0.2. (b) Formación de estructura cuasi-
simétrica, a = 3.97, c = 0.15. (c) Estructura de conectividad en la que unos elementos tienen,
notablemente, más conexiones hacia afuera que otros, a = 3.97, c = 0.125 [31].

elementos cambia con el tiempo.

La segunda matriz (b), muestra cierto grado de simetŕıa, pero estas conexiones entre
pares ya son más débiles y, por la conservación de pesos en las conexiones, los clusters
se hacen más grandes. Surgen también conexiones que no son simétricas.

En la tercera matriz de conectividad (c), se ven patrones verticales que indican que
hay elementos más conectados hacia los demás que otros. Es importante notar que pa-
trones horizontales similares a los verticales observados en la Figura 4.5(c) no se podŕıan
formar porque la suma de las celdas de una fila siempre deben estar normalizadas a 1.

Hacemos la observación de que la estructura de clusters observadas por Ito y Kaneko,
tales como la Figura 4.4(a), corresponde a la matriz de adyacencia de una red con
estructura modular o de comunidades. Esta observación nos ha motivado a investigar la
relación entre la emergencia de estructuras modulares en redes y dinámica coevolutiva.
Exploraremos esta idea en el Caṕıtulo 6.

4.2. Transición de fase en la coevolución de redes y
opiniones.

En esta sección revisamos un modelo reciente sobre coevolución de redes y opiniones
en dinámica social, propuesto por Holme y Newman [32]. La simplicidad conceptual de
este modelo ha inspirado una gran cantidad de investigaciones posteriores.

Se ha observado que muchas redes sociales reales tienden a dividirse en grupos o
comunidades de individuos similares. Una pregunta obvia es si los individuos se hacen
similares debido a que están conectados [38, 87–91], o si se agrupan debido a que son
similares [92]. Ambas situaciones han sido estudiadas mediante modelos f́ısicos. La
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primera, usando modelos de formación de opinión [38, 89, 93], y la segunda empleando
modelos basados en homofilia [94–96]. Sin embargo, el sentido común nos indica que
las diferencias entre estos dos escenarios no está del todo bien definida. Al contrario, el
mundo real se autoorganiza por una combinación de los dos, a saber, la red cambia en
respuesta a las opiniones, y las opiniones cambian en respuesta a la red.

Consideremos una red con N nodos, los cuales representan individuos, unidos por
M enlaces, que representan las relaciones entre los individuos. Se asume que cada
individuo posee una de G posibles opiniones acerca de algún tópico de interés. La
opinión del agente i se denota por gi. Asumimos que el número de opiniones posibles
G escala en proporción al número de agentes, y se parametriza esta proporcionalidad
por γ = N/G. Debido a la dinámica disipativa del procesos de cambio de opinión a ser
definido, algunas opiniones pueden extinguirse mientras el sistema evoluciona; por lo
tanto, el número de distintas opiniones en el estado asintótico podŕıa ser menor que G.

La red inicial es aleatoria, y las opiniones son asignadas de manera aleatoria entre
los nodos del sistema. La dinámica del sistema se lleva a cabo iterando el siguiente
algoritmo:

1. Escoger de manera aleatorio un nodo i, tal que ki > 0. Con probabilidad φ,
seleccionar de manera aleatoria un agente j, tal que j ∈ νi, donde νi es el conjunto
de vecinos de i. Seleccione un agente m /∈ νi, tal que gm = gi. Retirar el enlace
entre los agentes i y j, y establecer el enlace entre los agentes m y i.

2. De lo contrario, con probabilidad 1 − φ escoger de manera aleatoria un agente
j ∈ νi, tal que gi 6= gj, y haga gi = gj.

El paso 1 describe el proceso de recableado que permite la adquisición de nuevas
conexiones, mientras que el paso 2 muestra el proceso de cambio de estado de los nodos;
en este caso los estados se hacen similares o iguales como consecuencia de las conexiones.

Note que, tanto el número de enlaces M y el número de total de opiniones posibles
G, son constantes. Por lo tanto, el modelo posee tres parámetros: el grado promedio de
la red k̄ = 2M/N , el número promedio de agentes con una opinión dada γ = N/G, y el
parámetro φ. En este caso, los dos primeros parámetros se fijan, mientras que φ vaŕıa.

La Figura 4.6 ilustra el modelo de Holme y Newman.

El comportamiento cualitativo del sistema es obvio. Ya que ambos pasos en la
dinámica de interacción tienden a disminuir el número de pares conectados con dife-
rentes opiniones, el estado asintótico del sistema consistirá en componentes o subgrafos
separados, desconectados śı, con todos los nodos en una componente compartiendo la
misma opinión. Luego, el sistema se segrega en un conjunto de grupos, tales que ningún
nodo tiene vecinos con los cuales no comparta opinión. A este estado se le llama esta-
do de consenso. Además, una vez que se alcanza el consenso, todos las acciones en el
sistema involucran un arreglo aleatorio de los enlaces dentro de los subgrafos y, por lo
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Figura 4.6: Ilustración del modelo de Holme-Newman. Las diferentes formas en los nodos
representan sus estados. En cada paso de tiempo, el sistema se actualiza de acuerdo al proceso
que se ilustra en (a) con probabilidad φ o en el panel (b) con probabilidad 1 − φ. En (a) se
selecciona aleatoriamente un nodo i, y una de sus conexiones (en este caso el enlace (i, j))
es recableada a uno nuevo nodo j′ con las misma opipnión de i. En (b) el nodo i adopta la
opinión de uno de sus vecinos, en este caso del nodo j [32].

tanto, en el ĺımite de tiempos muy largos, los subgrafos o componentes se convierten
en redes aleatorias.

El interés principal de este modelo está en el número y los tamaños de los grupos
que se forman cuando el sistema se acerca al consenso. Consideremos la distribución
P (s) de los tamaños s de los grupos en el consenso. En el ĺımite φ → 1, sólo se llevan
a cabo actualizaciones de reconexión, y por lo tanto, el estado de consenso consiste en
subgrafos formados por agentes que no cambiaron sus opiniones. Ya que las opiniones
se asignan inicialmente de manera aleatoria, los tamaños de estos subgrafos siguen una
distribución multinomial o una distribución de Poisson con media γ en el ĺımite de N
grande. Por otro lado, en el ĺımite φ → 0, sólo se llevan a cabo cambios de estado,
y por lo tanto, el estado de consenso se alcanza, manteniendo el número de subgrafos
que hab́ıa inicialmente en el sistema, que corresponde a las componentes de un grafo
aleatorio. Ya que nos encontramos en la región donde k̄ > 1 en la que existe una
componente del orden del tamaño del sistema, en el consenso se encontrará un subgrafo
gigante, y pequeños subgrafos que siguen una distribución exponencial. Por lo tanto,
al variar φ, podemos tener una transición desde un estado de consenso, con pequeños
subgrafos cuyo tamaño medio es γ, hacia un estado de consenso en el cual existe un
subgrafo grande, cuyo tamaño es del orden del tamaño del sistema.

Este comportamiento es caracteŕıstico de un sistema que presenta una transición
de fase continua, lo cual nos lleva a suponer que el modelo presenta una transición de
fase al disminuir φ. En otras palabras, existe una transición entre un regimen donde
la población mantiene una amplia variedad de puntos de vista acerca de un tópico
particular, y otro en el que la mayoŕıa de individuos cree exactamente lo mismo.

La Figura 4.7 muestra la gráfica de P (s) para k̄ = 4 y γ = 10. La Figura 4.7 muestra
que existe un cambio cualitativo al ir del régimen con pequeños grupos al régimen con
un grupo gigante.

Para valores intermedios de φ, alrededor de 0.458, se encuentra una distribución en
los tamaños de los subgrafos que tiene la forma de una ley de potencia, P (s) ∼ s−α, lo
cual es una caracteŕıstica t́ıpica de criticalidad. El exponente α de la ley de potencia
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Figura 4.7: Histograma de los tamaños de los grupos en el estado de consenso para valores
de φ menores que el valor cŕıtco (a), en el valor cŕıtico (b), y mayores que el valor cŕıtico
(c). Los valores de los otros parámetros son N = 3200, M = 6400 (con k̂ = 4), y γ = 10. La
distribución en el panel (b) parece seguir una ley de potencia para una parte de su rango, con
exponente 3.5±0.3, como lo ind́ıca la ĺınea gris. Los datos numéricos son un promedio de 104

realizaciones para cada valor de φ [32].

tiene un valor de 3.5± 0.3.

Para caracterizar el punto cŕıtico de la transición, se realiza un análisis de tamaño
finito en la región cŕıtica del parámetro φ. Para realizar este análisis, se debe escoger
un parámetro de orden para el modelo. Se escoge el tamaño del grupo más grande en
el sistema, dividido entre N , que se denota por S. Los argumentos anteriores sugieren
que esta cantidad debe ser del tamaño O(N−1) para valores de φ por encima del valor
donde ocurre la transición (cero en el ĺımite termodinámico) y O(1) por debajo. Se
asume una relación de escala de la forma

S = N−αF
(
N b(φ− φc)

)
, 4.4

donde φc es el valor cŕıtico de φ (que posiblemente sea función de k̄ y γ), F es una
función universal de escala (acotada cuando su argumento tiende a ±∞), y a y b son
exponentes cŕıticos. Para estimar el valor de φc, se grafica NaS en función de φ y se
ajusta el valor de a tal que los resultados de las simulaciones, para diferentes N , pero
k̄ y γ fijos, se crucen en el mismo punto, que será el punto cŕıtico. La Figura 4.8(a)
muestra esta gráfica, para k̄ = 4 y γ = 10. Con a = 0.61± 0.05 se obtiene un punto de
cruce único para φc = 0.458± 0.008, que concuerda con la estimación realizada para φc
en la Figura 4.7.

Usando estos valores para φc y a, podemos determinar el exponente b al graficar
NaS en función de N b(φ− φc). Ya que F (x) es una función universal, para escoger de
manera correcta el valor de b, se debe encontrar un colapso de los datos en la región
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Figura 4.8: Análisis de tamaño finito para k̄ = 4 y γ = 10. (a) Gráfica del punto de cruce
usado para determinar el valor del punto cŕıtico φc y el exponente a. Se halló φc = 0.458±0.008
y a = 0.61± 0.05. La figura insertada muestra un acercamiento de la región cercana al punto
cŕıtico. (b) Colapzo usado para determinar el exponente b el cual tiene un valor de b = 0.7±0.1.
Los datos son un promedio de 104 realizaciones para cada valor de φ. Se muestran las barras
de error cuando son más grandes que los puntos [32].

cŕıtica. La Figura 4.8(b) muestra que los datos colapsan para b = 0.7± 0.1.

Holme y Newman llevaron a cabo un análisis de tamaño finito similares para otros
valores de k̄ y γ. Como se espera, se observa que el valor de φc de la transición vaŕıa,
como se muestra en la Figura 4.9. Sin embargo, para estos valores de k̄ y γ, los valores
de los exponentes cŕıticos son consistentes con a = 0.61 y b = 0.7.

A pesar de las concordancias cualitativas entre la presente transición de fase y
la transición de percolación, los valores que se encontraron para a y b muestra que
estas dos transiciones pertenecen a diferentes clases de universalidad: los exponentes
correspondientes a una transición de percolación de un grafo aleatorio son a = b = 1

3
,

los cuales son incompatibles con los valores encontrados por Holme y Newman.

En resumen, Holme y Newman propusieron un modelo simple para la formación
simultánea de opiniones y redes sociales, en una situación en que ambos procesos se
adaptan el uno al otro. Este modelo constrasta con modelos anteriores de formación
de opinión donde la estructura social se hab́ıa mantenido estática y las opiniones son
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Figura 4.9: Valores de φc en funciones de γ para varios valores de k̄ obtenidos por un análisis
de tamaño finito para N = 200, 400, 800 y 1600. Todos los puntos son un promedio de 104

realizaciones [32].

el resultado de la estructura ya existente [90, 93, 98–100]. Este es un modelo dinámico
fuera del equiĺıbrio que llega al consenso en tiempo finito en una red finita. El resultado
más relevante del modelo de Holme y Newman es el hallazgo de una transición de
fragmentación en la estructura de la red, que se puede analizar como una transición de
fase.

Hacemos notar que el modelo de Holme y Newman constituye la base conceptual
para el desarrollo de un modelo generalizado de coevolución que proponemos en el
Caṕıtulo 6.



Un cient́ıfico debe tomarse la libertad de plantear cual-
quier pregunta; de dudar de cualquier afirmación; de
corregir cualquier error.

Julius Robert Oppenheimer (1904-1967)

5
Modelos de sistemas coevolutivos

En el presente Caṕıtulo presentamos dos modelos de sistemas sujetos a dinámicas
coevolutivas. El primero se refiere a un modelo de influencia social con una dinámica de
formación de opiniones y sujeta a campos globales. El segundo sistema corresponde un
modelo de propagación de epidemias, del tipo susceptible-infectado-recuperado (SIR)
definido sobre una red coevolutiva.

5.1. Un modelo coevolutivo de formación de opinión
con campos globales.

Un problema abierto en sistemas de part́ıculas interactivas fuera del equilibrio, es la
descripción de los comportamientos colectivos producidos por las interacciones globales.
Una interacción global consiste en una influencia o un campo que afecta a todas las
part́ıculas del sistema. El origen de las interacción global puede ser externa, tal como
un forzamiento, o puede ser endógeno, tal como un acoplamiento con el campo medio
del sistema. También pueden existir campos globales externos con retroalimentación
del sistema, lo cual se ha denominado acoplamiento ambiental [101].

El comportamiento colectivo de los sistemas coevolutivos sujetos a campos globales
ha sido poco estudiado. En esta sección, consideramos campos interactivos que pueden
tener origen externo (forzamiento externo), o que provengan de una contribución de un
conjunto de elementos del sistema (dinámica autónoma), tal como una función global
de acoplamiento. Nuestro estudio permite comparar los efectos de estos dos tipos de
campos globales sobre las propiedades colectivas del sistemas coevolutivos. En el con-
texto de los sistemas sociales, un campo global puede modelar la influencia de medios de
comunicación masivos [102–104]. Un campo global externo puede ser considerado como
una propaganda externa actuando sobre el sistema [103]. Del mismo modo, un campo
global autónomo representa la influencia de la moda o de las caracteŕısticas culturales
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más abundantes en un sistema social [102].

Consideremos una red aleatoria consistente en N nodos o agentes, con grado pro-
medio k̄; es decir, k̄ es el número promedio de vecinos que tiene cada nodo. Sea νi el
conjunto de vecinos del nodo i, el cual posee ki elementos. Denotamos la variable de
estado del nodo i como gi. Por simplicidad, suponemos que gi puede tomar solamente
G posibles valores discretos. gi ∈ {0, 1, . . . , G− 1}. En lo que sigue, fijamos los valores
de G = 100, N = 1000 y k̄ = 4.

Introducimos un campo global F cuyo estado se denota por gF , el cual puede in-
teractuar con cualquier nodo i del sistema. Formalmente, la acción del campo sobre un
agente i puede considerarse similar a la de un vecino adicional del agente i. Entonces, el
sistema con dinámica coevolutiva, sujeto a un campo global, corresponde a un sistema
cuyos elementos poseen tanto interacciones locales como globales.

Consideraremos dos tipos de campos globales F :

Un campo externo, cuyo valor gF se selecciona del conjunto {0, 1, . . . , G − 1}
aleatoriamente al comienzo de la simulación. Este valor no cambia en el tiempo
posterior. En este caso, el campo global, corresponde a un forzamiento externo
uniforme y constante sobre el sistema. Un campo externo constante puede ser
interpretado como un estado espećıfico (tal como una propaganda o una opinión)
que se trata de imponer desde fuera sobre todos los elementos del sistema.

Un campo autónomo, cuyo valor gF corresponde al valor más abundante entre
los estados que exhiben todos los nodos el sistema. Si el valor más abundante de
las variables de estado no es único, se escoge una de las posibilidades, de manera
aleatoria, con igual probabilidad. El valor gF corresponde a la moda estad́ıstica de
un conjunto de variables. Este tipo de campo es una función de interacción global
autónoma, pues proviene de los estados de todos los elementos del sistema. El
campo autónomo es espacialmente uniforme y puede cambiar en el tiempo. Este
campo suministra la misma información global a cada elemento en cada instante,
pero su valor puede cambiar mientras el sistema evoluciona. En el contexto de
modelos culturales y de formación de opinión [102], este campo puede representar
la influencia de un medio de comunicación masiva compartida de manera idéntica
por todos los agentes, y la cual contiene la opinión predominante presente en la
sociedad, tal como una tendencia o moda global.

Para la dinámica de los nodos, escogemos una regla de imitación simple, similar a la
del modelo del votante, la cual ha sido utilizada en varios contextos [32,43,105–107]. La
intensidad del campo global se representa mediante el parámetro B ∈ [0, 1], el cual mide
la probabilidad de interacción de cualquier agente con el campo global. Si la interacción
de un agente con el campo global ocurre dentro de esta probabilidad, el agente considera
al campo como un vecino adicional.
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Como condición inicial, distribuimos de manera aleatoria y uniforme los posibles G
estados entre los N nodos de la red aleatoria caracterizada con k̄. Entonces, dado un
campo global F , ya sea externo o autónomo, la dinámica del sistema se define mediante
siguiente algoritmo iterativo:

1. Escoger aleatoriamente un agente i tal que ki > 0.

2. Con probabilidad Pr, seleccione de manera aleatoria un agente j ∈ ηi y otro agente
l /∈ ηi tal que gi = gl; quite el enlace (i, j) y coloque el enlace (i, l).

3. Con probabilidad (1− Pr)B, fije gi = gF .

4. Con probabilidad (1 − Pr)(1 − B), escoja de manera aleatoria un agente m ∈ ηi
y fije gi = gm.

5. Actualice el valor de gF al del campo, si se requiere (campo autónomo).

El paso 2 describe el proceso de recableado que permite la adquisición de nuevas
conexiones, el paso 3 describe la interacción con el campo. El paso 4 indica el proceso
de cambio de estado de los nodos, debido a las interacciones con sus vecinos; en este
caso los estados se hacen similares o iguales como consecuencia de las conexiones.Hemos
verificado que el comportamiento colectivo del sistema es estad́ısticamente invariante si
los pasos 2 y 3 del algoritmo son intercambiados.

Antes de considerar los efectos de un campo global sobre el sistema, recordaremos
el modelo original de Holme y Newman [32] en ausencia de campos, lo que equivale a
tener un valor B = 0 en la intensidad de interacción con el campo global. La dinámica
de imitación de los nodos tiende a incrementar el número de conexiones entre nodos
con el mismo estado, mientras que el proceso de recableado favorece la fragmentación
de la red. Por lo tanto, la evolución temporal del sistema eventualmente conduce a la
formación de un conjunto de componentes separados o subgrafos, desconectados entre
śı, donde todos los miembros de cada subgrafo comparten un mismo estado. A tales
subgrafos los denominamos dominios.

El comportamiento colectivo del sistema puede ser caracterizado por el tamaño
promedio normalizado del dominio más grande en el sistema, el cual denotamos como
Smax, una cantidad que actua como parámetro de orden del sistema. La Figura 5.1
muestra la gráfica de Smax como función de Pr, para diferentes valores de la intensidad
del campo B.

En ausencia de campos (B = 0) Smax exhibe una transición de fase en un valor cŕıtico
P ∗r = 0.458, de un régimen caracterizado por la existencia de un dominio cuyo tamaño
es del orden del tamaño del sistema, donde Smax → 1, a un estado de fragmentación de
la red, el cual consiste en la presencia de dominios pequeños, donde Smax → 0 [32].

Cuando se aplica un campo global externo o autónomo, la Figura 5.1 muestra que
la transición a la fragmentación persiste en los dos casos. Sin embargo, el valor cŕıtico
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Figura 5.1: Smax en función de Pr para un sistema sujeto a un campo global para valores
de B fijos. Las curvas corresponden a B = 0 (cuadrados), campo externo con B = 0.003
(ćırculos); campo autónomo con B = 0.03 (triángulos). Los parámetros del sistema son G =
100, N = 1000, y k̂ = 4. Las barras de error indican la desviación estándar obtenidas para
100 realizaciones para cada valor de Pr.

de Pr para el cual se lleva a cabo la transición aumenta con B para ambos tipos de
campos. En la fase de un dominio grande, Sm → 1, los elementos comparten el estado
gF del campo global. El valor cŕıtico de Pr asociado al campo global externo es mayor
que el valor correspondiente a un campo global autónomo. Cuando B → 1, la transición
hacia la fragmentación ocurre en Pr = 1 para ambos campos. Luego, la presencia de un
campo global, sea externo o autónomo, actua como inhibidor de la fragmentación de la
red.

Para investigar el efecto cohesivo en la red inducida por campos globales, en la
Figura 5.2 se muestra a Smax como función de la intensidad del campo B, para los
dos tipos de campos considerados, con un valor fijo Pr = 0.6 > P ∗r . Para este valor
de la probabilidad de reconexión, el sistema alcanza un estado de fragmentación que
consiste en muchos dominios pequeños cuando B = 0. Entonces, tomamos este estado
fragmentado de la red como condición inicial para cada valor de B en la Figura 5.2.

Para valores de B → 0, el sistema consiste en dominios pequeños, caracterizado por
Smax → 0, como se espera. Sin embargo, cuando la intensidad B aumenta por encima
de un valor cŕıtico, tanto un campo global externo como un campo autónomo inducen
una recombinación en la red: los dominios pequeños con estados diferentes se juntan
para formar un dominio grande cuyos elementos comparten el estado del campo gF .

La Figura 5.3 muestra el diagrama de fases del sistema en el plano (B,Pr), para los
dos tipos de campos globales. En cada caso existe una frontera cŕıtica que separa la
fase fragmentada, Smax → 0 (por debajo de la curva correspondiente), de la fase conexa
Smax → 1 (por encima de la curva correspondiente).



5.1 Un modelo coevolutivo de formación de opinión con campos globales. 48

Figura 5.2: Smax en función de B con Pr = 0.6 fijo. Las curvas corresponden a el campo
autónomo (ćırculos); y un campo externo (cuadrados). Los otros parámetros del sistema G =
100, N = 1000 y k̄ = 4. Las barras de error indican la desviación estándar obtenidas como el
promedio de 100 realizaciones para cada valor de B.

Figura 5.3: Fronteras cŕıticas en el espacio de parámetros (B,Pr) para un sistema sujeto a
un campo externo (ĺınea sólida) y campo autónomo (ĺınea segmentada). La fase fragmentada
ocurre por debajo de la curva correspondiente.

Como podemos observar, el comportamiento del sistema coevolutivo es similar bajo
la influencia de los dos tipos de campo global. Este resultado muestra que bajo ciertas
condiciones, el origen, externo o interno de una interacción global, es irrelevante; a nivel
local los elementos no distinguen la naturaleza del campo, aun en sistemas coevolutivos.
Recientemente, la equivalencia de campos externos y autónomos en el comportamiento
sincronizado de sistemas dinámicos caóticos ha sido establecida [108]. Nuestros resul-
tados sugieren que esta equivalencia puede ser muy general.
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Un campo global siempre impone su estado sobre los elementos del sistema, para
valores de intensidad B por encima de un cierto valor cŕıtico, llevando al sistema a un
estado homogéneo. Sin embargo, el recableado de la red, representado por el parámetro
Pr, puede prevenir la homogenización del sistema, pero a costa de la fragmentación de
la red.

5.2. Modelo de epidemias en redes coevolutivas.

Las enfermedades infecciosas son un gran problema de dimensiones globales en la
salud pública, debido a que provocan alrededor de 13 millones de muertes cada año.
Distintos modelos matemáticos que describen la dinámica de las enfermedades infec-
ciosas han sido propuestos. La finalidad de los modelos aplicados a la epidemioloǵıa es
proporcionar información útil para tomar decisiones, establecer medidas operativas en
el control de una enfermedad infecciosa [109,110].

Una pregunta fundamental en el estudio de las epidemias es si la enfermedad desapa-
recerá. Esto va a depender de las tasas de transmisión y recuperación de la enfermedad.
La tasa de transmisión dependerá de muchos factores, entre ellos la infectividad y la
conectividad de la población. Uno de los modelos más utilizados para el estudio de
epidemias es el susceptible-infeccioso-recuperado (SIR), que se utiliza en enfermeda-
des infecciosas en las que se adquiere inmunidad permanente después de padecer la
infección [109,110].

Entre los modelos estocásticos hay una gran variedad, incluyendo el uso de ecua-
ciones diferenciales estocásticas, autómatas celulares, agentes y redes. Los modelos con
redes están siendo utilizados cada vez mas, debido a que permiten simular de forma
más real la estructura de la población y su evolución en relación a la transmisión de
enfermedades. Los modelos con redes o grafos están compuestos por nodos o vértices
conectados por arcos que pueden representar relaciones sociales, económicas u otras.
La evolución de la red ocurre de diversas formas [111, 112]. La mayoŕıa de los estudios
de la dinámica de enfermedades se ha hecho utilizando redes estáticas. En esta sección
presentamos un modelo de propagración de epidemias tipo SIR en una red coevolutiva,
que hemos propuesto recientemente [33].

Por otra parte, nuevos estudios están comenzando a utilizar las redes dinámicas
coevolutivas o adaptativas, donde la estructura de la red cambia y esto afecta la dinámi-
ca de la epidemia. Estas redes son más complejas de analizar, pero pueden ser más
reales, y parece lógico asumir que individuos sanos evitarán tener contactos con indivi-
duos infectados. De esta forma la relación entre dos individuos se verá afectada. Este
cambio en las conexiones entre individuos puede tener un efecto sobre la evolución de
la epidemia [24,113].

Investigamos cómo se interrelacionan la topoloǵıa de la red con la propagación de
la enfermedad. En particular, dada una probabilidad de contagio entre individuos, β,
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asumimos una probabilidad (1 − β) para eliminar un enlace entre nodos (individuos).
Adicionalmente, estudiamos como el grado de conectividad media k̄ de la red afecta la
evolución de la epidemia o enfermedad. Estudios similares, donde la estructura de la
topoloǵıa va cambiando han sido realizados [114]. La población es representada como
una colección de individuos, llamados nodos y los nodos están relacionados por un
enlace, los cuales representan relaciones entre individuos con potencial de trasmitir la
enfermedad si alguno está infectado [80].

Un agente n puede tener tres estados posibles, susceptible=s, infectado=i y recupe-
rado=r. Solamente existe interacción entre dos nodos si uno se encuentra en un estado
i, y el otro está en un estado s, y viceversa. Esta interacción es la única que permite
la propagación de la enfermedad en el sistema. Sea νn el conjunto de vecinos del nodo
n. Definimos β como la probabilidad de transmisión de la infección de un agente a
otro; mientras que denotamos por γ la probabilidad de recuperación espontánea de un
agente.

Consideremos inicialmente una red aleatoria con N nodos y grado promedio k̄, con
un solo nodo infectado en el sistema. La dinámica del sistema se define mediante el
siguiente algoritmo iterativo:

1. Se escoge un agente n de manera aleatoria.

2. Si el nodo n está en un estado infectado (i), entonces con probabilidad γ n pasa
al estado recuperado (r). Con probabilidad (1 − γ) se selecciona aleatoriamente
uno de sus vecinos m ∈ νn. Si m está en estado susceptible (s), entonces m
pasa al estado infectado (i) con probabilidad β; y con probabilidad (1− β), n se
desconecta de m para evitar el contagio y se reconecta con otro l /∈ νn escogido
aleatoriamente.

3. Si el nodo n está en un estado susceptible (s), entonces se selecciona aleatoriamente
uno de sus vecinos m ∈ νn. Si m esta infectado (i), entonces con probabilidad β,
n pasa al estado infectado; y con probabilidad (1− β) n se desconecta de m para
evitar el contagio y se reconecta con otro l /∈ νn escogido aleatoriamente.

Consideramos un paso de tiempo como N iteraciones de este algoritmo. Este algo-
ritmo se repite sucesivamente hasta que el número total de nodos en estado infectado
sea igual a cero, lo cual define el estado asintótico del sistema. Esta es la condición para
terminar la simulación, ya que el sistema llega a un estado estacionario. Nótese que la
red mantiene constante el número de nodos y el número de conexiones totales.

Con la finalidad de analizar cómo la dinámica y la topoloǵıa de la red afectan la
evolución de las enfermedades tipo SIR, fijamos el parámetro de recuperación en un
valor γ = 0.02, el cual corresponde a la tasa de recuperación observada para varias
enfermedades tipo SIR, que depende de la escala temporal con la que se trabaje (d́ıas,
semanas, años, etc.) [109, 115]. Utilizamos distintos valores para los parámetros de
transmisión β.
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Figura 5.4: S en función de β en el estado asintótico. N = 500, k̄ = 8, γ = 0.02. Todos los
datos se calculan como un promedio de 500 realizaciones de condiciones iniciales.

Debido a la naturaleza estocástica del algoritmo de simulación, los resultados se
presentan utilizando promedios de las variables sobre varias realizaciones de condiciones
iniciales.

En las simulaciones mostradas se utilizan N = 500 nodos, con k̄ = 4, 8, 16, 24, y se
calculan los promedios utilizando al menos 100 realizaciones de cada configuración.

Definimos S como la fracción promedio de agentes que se encuentran en el estado
susceptible en el sistema. La primera simulación, la hacemos variando la tasa de trans-
misión β. En la Figura 5.4 se puede observar que la fracción de agentes susceptibles S
en el estado asintótico cae a cero a medida que la tasa de transmisión de la enfermedad
β se hace más grande. Este resultado es el esperado, sin embargo es importante resaltar
que a partir del valor β = 0.06 es cuando la proporción de individuos susceptibles o
sanos deja de ser uno (100 % de la población).

En la Figura 5.5 se presentan los tiempos necesarios para llegar al estado asintótico
del sistema, denotado por TL. De forma general se puede afirmar que a mayor tasa de
transmisión β, mayor será el tiempo necesario para llegar al estado donde no hay nodos
infectados. Este resultado puede resultar contraintuitivo, y es opuesto a lo que sucedeŕıa
en una red estática [116] y de aqúı su importancia para el estudio de la propagación
de enfermedades en el mundo real. Una manera de explicar este fenómeno es pensar
que al tener un valor β pequeño, la probabilidad de reconexión (1 − β) es grande, y
de esta forma la red se protege contra la enfermedad. En esta situación, no todos los
nodos llegan a padecer la enfermedad, y ésta desaparece más rápidamente. Para valores
grandes de β, la enfermedad llega a más individuos y permanece más tiempo en el
sistema; en este caso la probabilidad de reconexión (1 − β) para protegerse es muy
baja.
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Figura 5.5: TL en función de β. k̄ = 8, ν = 0.02. Todos los datos se calculan como un
promedio de 500 simulaciones de Monte Carlo.

En la Figura 5.6 se muestra la fracción promedio de nodos infectados I como función
del tiempo, para distintos valores de k̄. Se puede observar que la cantidad I alcanza
un valor máximo para cada k̄ en su evolución temporal. El valor del tiempo para el
cual ocurre este máximo disminuye a medida a medida que aumenta el grado k̄ de la
red. Este resultado indica que a mayor conectividad de la red, la propagación de la
enfermedad, reflejada en la fracción promedio de infectados I, ocurre mas rápidamente
y con mayor intensidad.

La Figura 5.7 muestra la fracción promedio de agentes susceptibles S en función de
β, para distintos valores de k̄. Se puede observar que cuando k̄ aumenta, la proporción
de nodos susceptibles en el estado asintótico disminuye, para un β dado.

En la Figura 5.8 muestra la gráfica del tiempo asintótico TL en función de β para
distintos k̄. Como puede observarse, el tiempo de simulación para un β fijo es mayor para
las redes de mayor grado de conectividad k̄. Esto puede explicarse debido a que, cuando
la red tiene poca conectividad, la enfermedad no llega a todos los individuos y por lo
tanto se extingue más rápidamente. Luego, una red con poco grado de conectividad
tiene un potencial mayor de extinguir más rápidamente una epidemia tipo SIR.

En conclusión, en esta sección hemos presentado un modelo clásico epidemiológico
susceptible-infeccioso-recuperado (SIR) utilizando las redes coevolutivas.

Hemos observado que, a mayor tasa de transmisión de la enfermedad β, mayor será el
tiempo necesario para llegar al estado asintótico donde no hay nodos infectados. Este
fenómeno se debe al proceso de recableado que ocurre en la red: al tener una tasa de
transmisión β baja, la probabilidad de reconexión (1 − β) es grande y de esta forma
la red se protege contra la enfermedad. En esta situación, no todos los nodos llegan a
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Figura 5.6: I en función del tiempo para distintos valores de k̄. k̄ = 4 (cuadrados), k̄ = 8
(ćırculos), k̄ = 16 (triángulos).

contraer la enfermedad, y ésta desaparece más rápidamente. Para valores grandes de
β, la epidemia alcanza a más individuos y permanece más tiempo en el sistema; en
este caso la probabilidad de reconexión (1 − β) para protegerse es muy baja, y la red
sucumbe ante la enfermedad.

Los modelos con dinámica coevolutiva, como el que hemos presentado, pueden ser
importantes para optimizar la utilización de recursos y evitar la propagación de virus
en la población.

En particular, deseamos mencionar algunas consecuencias desde el punto de vista
práctico que sugieren los resultados mostrados. En primer lugar, debemos resaltar que
poblaciones donde sus individuos se encuentran altamente conectados, por ejemplo,
poblaciones hacinadas, son más vulnerables a la propagación de epidemias. En segundo
lugar, nuestros resultados muestran la importancia de las reconexiones, por ejemplo,
movilidad, en la prevención de la propagación de las epidemias.
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Figura 5.7: S en función de β para distintos valores de k̄. k̄ = 4 (ćırculos), k̄ = 8 (cuadrados),
k̄ = 16 (triángulos), k̄ = 24 (rombos).

Figura 5.8: TL en función de β para distintos valores de k̄. k̄ = 4 (ćırculos), k̄ = 8 (cuadra-
dos), k̄ = 16 (triángulos) y k̄ = 24 (rombos).



Los cient́ıficos me han dicho que los hombres y las mu-
jeres están hechos de átomos. Sin embargo, un pajarito
me ha dicho que están hechos de historia.

Eduardo Galeano, Los hijos de los d́ıas
(2011). 6

Un modelo general para sistemas
dinámicos coevolutivos

Muchos sistemas complejos observados en la naturaleza pueden ser descritos como
redes dinámicas de elementos interactuantes o nodos, donde las conexiones y los es-
tados de los elementos evolucionan simultáneamente [24, 27, 117–119]. Los enlaces que
representan las interacciones entre nodos pueden cambiar su intensidad, aparecer o
desaparecer, mientras el sistema evoluciona en distintas escalas temporales. En muchos
casos, estas modificaciones en la topoloǵıa de la red se llevan a cabo como un efecto
de retroalimentación a la dinámica de los estados de los nodos: la red cambia en res-
puesta de la evolución de esos estados, que a su vez determinan la manera en que se
modifica la red. Los sistemas que presentan este acoplamiento entre la topoloǵıa y los
estados de los nodos han sido denominados sistemas dinámicos coevolutivos o redes
adaptativas [24,27,117], aśı como mencionamos en el Caṕıtulo 4.

La dinámica coevolutiva ha sido estudiada en el contexto de sistemas dinámicos
espaciotemporales, tales como redes neuronales [25, 120], redes de mapas acoplados
[121, 122], redes de elementos móbiles [123] sincronización en redes [124], aśı como
también en teoŕıa de juegos [27, 117, 125], dinámica de espines [126], propagación de
epidemias [33, 113, 127–129], y modelos de dinámica social y de formación de opinión
[32,130–135].

En muchos sistemas donde se implementa este tipo de dinámica, se puede obser-
var una transición entre dos reǵımenes: una fase en la que la mayoŕıa de los nodos se
encuentran en el mismo estado, formando una red conectada de tamaño similar al del
sistema, y otra fase donde la red se encuentra fragmentada en pequeños componentes
desconectados, cada uno constituido por nodos en un mismo estado [136]. Esta tran-
sición de fragmentación está relacionada con la diferencia en las escalas temporales de
los procesos que gobiernan las dos dinámicas: el estado de los nodos y la red de inter-
acciones [132]. En esos modelos estudiados hasta ahora, las escalas temporales de los

55



6.1 Proceso de recableado 56

procesos de interacción entre los nodos y los cambios en sus conexiones se encuentran
acoplados, y son controlados por un solo parámetro en el sistema.

El fenómeno de coevolución introduce una pregunta fundamental en las redes dinámi-
cas: ¿la dinámica de los nodos controla la topoloǵıa de la red, o la topoloǵıa de la red
controla de dinámica de los estados de los nodos?. En este Caṕıtulo proponemos un
marco general para abordar esta pregunta, que hemos publicado recientemente [34].
Consideramos que el proceso por el cual los nodos cambian su vecindad, llamado reca-
bleado, y el proceso por el cual un nodo cambia su estado, poseen sus propias dinámi-
cas. Además, asumimos que estos dos procesos pueden ser independientes el uno del
otro. Como consecuencia de esta suposición, el comportamiento colectivo de un siste-
ma coevolutivo puede ser estudiado en el espacio de parámetros representados por las
escalas temporales de ambos procesos. Una dinámica de coevolución particular puede
ser descrita mediante la formulación de una condición de acoplamiento espećıfica entre
los dos procesos que compiten en la red. Mostraremos que el comportamiento colecti-
vo y la existencia de una transición de fragmentación en la red para diversos modelos
de coevolución dados, puede ser predicha en general a partir del diagrama de fase del
sistema en este espacio de parámetros.

Concentrémonos en los mecanismos para el proceso de recableado del fenómeno
de coevolución. Por simplicidad, consideramos que el número de conexiones en la red
se conserva. Entonces, asumimos que cualquier proceso de recableado consiste en dos
acciones básicas: desconexión y reconexión entre nodos. Ambas acciones de desconexión
y conexión son frecuentes en las relaciones sociales, sistemas biológicos y dinámica
económica [24,32,119,134].

6.1. Proceso de recableado

En general, cualquiera de las dos acciones del proceso de recableado, desconexión y
reconexión, se basa en algún mecanismo de comparación de los estados de los nodos.
Definimos el parámetro d ∈ [0, 1], que mide la tendencia a efectuar la desconexión de
dos nodos con estados idénticos; es decir, d representa la probabilidad de que dos nodos
con estados idénticos se desconecten, y 1 − d es la probabilidad de que dos nodos con
estados diferentes se desconecten. De igual manera, definimos el parámetro r ∈ [0, 1],
que describe la probabilidad de que dos nodos con estados idénticos se conecten, y por
lo tanto 1 − r es la probabilidad de que dos nodos con estados diferentes se conecten
entre śı. La acción de desconexión puede interpretarse como una especie de repulsión
o exclusión entre nodos; en el contexto social corresponde a fobia. Por otro lado, la
acción de conexión puede representar una atracción o afinidad entre nodos; lo cual en
el contexto social se denomina filia. Un proceso de recableado se puede caracterizar con
la etiqueta dr, donde d indica la probabilidad de desconexión entre nodos que tienen el
mismo estado, y r asigna la probabilidad dereconexión entre nodos que poseen el mismo
estado. Luego, podemos construir el plano (d, r), donde cualquier proceso de recableado
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Figura 6.1: Esquema conceptual de nuestro modelo generalizado para coevolución de topoloǵıa
y dinámica en redes.

entre nodos, sujeta a las acciones de desconexión-reconexión, puede ser representado
como un punto en este plano. La Figura 6.1 presenta el esquema conceptual de nuestro
modelo para la coevolución de topoloǵıa y dinámica en redes.

Como ejemplos ilustrativos, primero consideraremos una expresión discreta del plano
(d, r) de la manera siguiente. Asumimos que las acciones del proceso recableado, desco-
nexión o reconexión, pueden realizarse siguiendo tres mecanismos distintos: similitud S
(interacción entre nodos que comparten el mismo estado), aleatoriedad R (interacción
entre nodos sin importar sus estados), y disimilitud D (interacción entre nodos que
tienen estados distintos). Entonces, ambos parámetros r y d solamente pueden tomar
los valores 0(D), 0.5(R), y 1(S). De esta manera, resultan nueve posibles procesos de
recableado, basados en las combinaciones de estas acciones y de sus mecanismos, como
se muestra la Figura 6.2.

Por ejemplo, dr = RS identifica un proceso de recableado donde el nodo i se des-
conecta de un nodo j escogido aleatoriamente, y luego se reconectaa un nodo m cuyo
estado sea igual al del nodo i. Bajo este esquema, podemos clasificar muchos de los pro-
cesos de recableado previamente utilizados en la literatura. Por ejemplo, un proceso RS
corresponde al usado en la referencia [32]; un proceso DS se utilizó en la referencia [130];
mientras que los procesos de recableado utilizados en [131–133] se pueden identificar
como tipo DR. Note que solamente el proceso de recableado RR es completamente
independiente de los estados de los nodos.
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Figura 6.2: Procesos discretos de recableado en el espacio de las acciones desconexión-
reconexión (d, r). Cada acción pueden llevarse a cabo mediante tres mecanismos: similitud
(S), aleatoriedad (R) y diferencia (D). Las etiquetas de dos letras mayúscula describen el
proceso de recableado dr resultante. Los procesos que muestran la transición de fragmentación
en nuestro modelo están resaltados en gris.

6.2. Coevolución generalizada

En nuestro esquema general un sistema coevolutivo puede ser analizado de la siguien-
te manera. Asumimos que la dinámica del sistema puede ser descrito por la coexistencia
de un proceso de recableado dr que se lleva a cabo con probabilidad Pr, y un proceso
de cambio de estado de los nodos, que ocurre con probabilidad Pc. Debemos recalcar
que dr describe cómo ocurre el proceso de recableado, y Pr indica la velocidad a la cual
ocurre ese proceso. Asumimos que las probabilidades Pr y Pc pueden ser independientes
entre śı. Por lo tanto, la dinámica de sistemas coevolutivos está representada por cuatro
parámetros, d,r,Pr,Pc. El comportamiento colectivo del sistema puede ser caracterizado
en el espacio de estos parámetros. Luego, un modelo coevolutivo espećıfico asociado a
un proceso de recableado dr, consiste en una relación funcional entre las probabilidades
Pr y Pc que corresponde a una curva en el plano (Pr, Pc).

Como una aplicación de este esquema, consideremos una red aleatoria de N nodos
que posee un grado promedio k̄; es decir, k̄ es el número promedio de vecinos de un
nodo. Sea νi el conjunto de vecinos del nodo i, el cual posee ki elementos. Asumimos
que la topoloǵıa de la red está sujeta a un proceso de recableado dr. Por simplicidad,
para la dinámica de los nodos hemos escogido una regla de imitación directa, similar
a la del modelo del votante, la cual ha sido utilizada en varios contextos [32, 43, 105–
107]. El estado de un nodo i se denota por gi, donde gi puede tomar cualquiera de G
posibles opciones. Los estados gi se asignan inicialmente de manera aleatoria con una
distribución uniforme. Luego, el número promedio de nodos en cada estado en la red
inicial es γ = N/G.
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La dinámica de coevolución en este sistema se define mediante los siguientes pasos
iterativos:

1. Escoger de manera aleatoria un nodo i tal que ki > 0.

2. Con probabilidad Pr, aplicar el proceso de recableado dr: romper la conexión
existente entre el elemento i y uno de sus vecinos j ∈ νi que satisfaga el mecanismo
de desconexión d, y establecer una nueva conexión entre el elemento i y un nodo
l /∈ νi que satisfaga el mecanismo de reconexión r.

3. Escoger de manera aleatoria un nodo m ∈ νi tal que gi 6= gm. Con probabilidad
Pc, hacer gi = gm.

El paso 2 describe el proceso de recableado que permite la adquisición de nuevas
conexiones, mientras que el paso 3 muestra el proceso de cambio de estado; en este caso
los estados se hacen similares como resultado de las conexiones. Hemos verificado que
el comportamiento colectivo del sistema es estad́ısticamente invariante si los pasos 2 y
3 del algoritmo son intercambiados.

El tamaño de la red N , el grado promedio k̄, y el número de opciones G permanecen
constantes durante la evolución del sistema. Luego, dado un proceso de recableado dr,
los parámetros de nuestro modelo son la probabilidad de recableado Pr, y la probabilidad
de cambio de estado de un nodo Pc.

La dinámica de imitación que se ha escogido para los nodos hace que el número de
pares de nodos conectados con estados iguales aumente, mientras que algunos procesos
de recableado pueden favorecer la fragmentación de la red. Por lo tanto, la evolución
temporal del sistema eventualmente podŕıa conducir a la formación de un conjunto de
componentes independientes, o subgrafos, donde todos los miembros de un subgrafo
comparten el mismo estado. A estos subgrafos los denominamos dominios.

Para caracterizar el comportamiento colectivo del sistema empleamos, como paráme-
tro de orden, el tamaño promedio normalizado del dominio más grande del sistema, Sm.
La Figura 6.3 muestra Sm en función de la probabilidad Pr para los procesos discretos
de recableado de la Figura 6.2, sobre una red con k̄ = 4, para una valor fijo de Pc.

Observamos que la mayoŕıa de los procesos de recableado en la Figura 6.2 conducen
a estados colectivos caracterizados por valores de Sm → 1 que corresponden a dominios
cuyos tamaños son comparables con el tamaño del sistema. Sin embargo, los procesos
de recableado DS y RS exhiben una transición de fragmentación para un valor cŕıtico
de Pr, de un régimen gobernado por un dominio grande, a un estado que consiste en
pequeños dominios donde Sm → 0. Los procesos de recableado dr con r = S pueden
sostener un régimen estable que consiste en pequeños dominios (SS mantiene estad́ısti-
camente invariante la estructura de la red inicial). El punto cŕıtico P ∗r de la transición de
fragmentación de dominios se estima, en cada caso, en el valor de Pr para el cual ocurre
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Figura 6.3: Sm en función de Pr para los 9 procesos de recableado mostrados en la Figura
6.2, para Pc = 0.60 y G = 320. Los parámetros de la red son N = 3200 y k̄ = 4. Sólo
los procesos de recableado DS (triángulos) y RS (ćırculos rellenos) exhiben una transición
de fragmentación. Las barras de error indican las desviaciones estándar obtenidas sobre 100
realizaciones de condiciones iniciales para cada valor de Pr. En la imagen insertada: Análisis
de escalamiento de tamaño finito; las curvas colapsan con el exponente α = 0.5, para el
proceso de recableado RS con Pc = 0.60. Tamaños de sistema N son 3200 (ćırculos), 1800
(triángulos), 800 (diamantes), 400 (cuadrados), 200 (ćırculos rellenos).

la fluctuación máxima del parámetro de orden Sm. En la figura insertada de la Figura
6.3 se muestra el análisis de tamaño finito para el proceso de recableado RS sobre una
red con k̄ = 4, donde graficamos NαSm versus N(Pr − P ∗r ), con P ∗r = 0.541 ± 0.007,
y para varios tamaños del sistema. Encontramos un colapso de los datos en la región
cŕıtica cuando α = 0.50±0.05. Un análisis de escala similar para el proceso de recablea-
do DS en la Figura 6.3 arroja los valores P ∗r = 0.380± 0.007 y α = 0.20± 0.05. Luego,
existe una función universal de escala F tal que Sm = N−αF (N(Pr − P ∗r )) asociada a
cada proceso RS y DS.

Para un proceso de recableado dado, el comportamiento colectivo del sistema puede
ser caracterizado en términos de la cantidad Sm en el espacio de parámetros (Pr, Pc).
Las Figuras 6.4(a) y 6.4(b) muestran los diagramas de fase que aparecen en el plano
(Pr, Pc) cuando se emplean los procesos de recableado RS y DS, respectivamente, en
redes con distintos valores de k̄. En ambos casos, para cada valor de k̄, aparecen dos
fases que dependen de los parámetros Pc y Pr: una fase contiene solamente pequeños
dominios y esta caracterizada Sm → 0; la otra fase se distingue por la formación de un
dominio grande, lo cual se caracteriza con valores de Sm grandes. Estas dos regiones
están separadas por una curva cŕıtica (P ∗c , P

∗
r ).

La Figura 6.4 expresa el diagrama de fase general de un sistema coevolutivo sujeto
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Figura 6.4: Fronteras cŕıticas en el espacio de parámetros (Pr, Pc) para la transición de
fragmentación asociada a dos procesos de recableado en una red con N = 3200. Cada curva
indica la frontera correspondiente que separa las regiones donde existe un dominio gigante
(encima de la curva) y un estado formado por muchos pequeños dominios (abajo de la curva).
(a) Proceso de recableado RS, G = 320 y k̄ = 2 (curva con cuadrados); k̄ = 4 (curva con
ćırculos); k̄ = 8 (curva con diamantes). La curva segmentada es la relación Pc = 1− Pr, y la
ĺınea punteada es la relación Pc = 1.72Pr sin(πPr). (b) Proceso de recableado DS con G = 2
en una red con k̄ = 4 (curva con ćırculos); k̄ = 8 (curva con diamantes). Todos los puntos
son un promedio de 100 realizaciones de condiciones iniciales.

a una dinámica de los nodos dada y un proceso de recableado dado. En este diagrama
se pueden presentar diversos modelos de coevolución al formular relaciones de acopla-
mientos espećıficos entre la probabilidad de recableado y la probabilidad de cambio de
estado de un nodo. En general, tal acoplamiento puede ser expresado como una rela-
ción funcional Pc = f(Pr) que describe una curva en el espacio de parámetros de la
Figura 6.4. Por ejemplo, considere la relación Pc = 1 − Pr en el diagrama de fases de
la Figura 6.4(a). Esta relación corresponde al modelo coevolutivo propuesto por Holme
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y Newman [32], que usa el proceso de recableado del tipo RS, un modelo que ahora
aparece como un caso particular en nuestra formulación general. En ese caso, la tran-
sición de fragmentación, de un dominio gigante a muchos dominios pequeños en una
red caracterizada por un valor de k̄ ocurrirá cuando esta ĺınea recta intersecte la curva
cŕıtica correspondiente en la Figura 6.4(a). Estas intersecciones ocurren en los valores
P ∗r = 0.171 para k̄ = 2, P ∗r = 0.458 para k̄ = 4, y P ∗r = 0.722 para k̄ = 8, los cua-
les concuerdan con los valores cŕıticos reportados y obtenidos por un método diferente
en [32]. Similarmente, si se utiliza el proceso de recableado DS y la relación funcional
Pc = 1 − Pr, obtenemos el modelo del votante de dos estados, introducido en [130],
como un caso particular de nuestro esquema generalizado. La intersección de la linea
Pc = 1 − Pr con la frontera cŕıtica que corresponde a k̄ = 4 en el diagrama de fase en
Figura 6.4(b) indica el valor cŕıtico P ∗r = 0.375. Este valor concuerda con el calculado
utilizando un procedimiento distinto en [130]. Adicionalmente, para una red con k̄ = 8,
nuestro esquema predice un valor cŕıtico para este modelo de P ∗r = 0.653.

El diagrama de fase en la Figura 6.4 también predice los valores cŕıticos (P ∗r , P
∗
c )

para las transiciones de fragmentación de la red en modelos de coevolución más com-
plicados. Por ejemplo, considere la relación no lineal Pc = aPr sin(πPr) en el espacio
de parámetros de la Figura 6.4(a). Para a = 1.72, esta función cruza la frontera cŕıtica
asociada con k̄ = 4 en la Figura6.4(a) dos veces, cuando P ∗r = 0.25, que corresponde a
una recombinación de la red, y para P ∗r 0.77, donde ocurre una transición de fragmenta-
ción. En el rango de parámetros Pr ∈ (0.25, 0.77), la función se encuentra dentro de la
región del diagrama de fase correspondiente a un dominio grande. Luego, en un modelo
de coevolución descrito por esta función en una red caracterizada con k̄ = 4, debeŕıa
existir un dominio grande en este rango de parámetros . Para k̄ = 2, sólo existiŕıa una
fase fragmentada para esta función de coevolución.

La Figura 6.5 muestra Sm en función de Pr para los dos modelos de coevolución
presentados en la Figura 6.4 para una red con k̄ = 4. Para el modelo en ref. [32], la
transición de fragmentación se lleva a cabo para una valor P ∗r predicho en la Figura
6.4. Similarmente, para el modelo no lineal hemos confirmado la existencia de una fase
de un dominio grande confinado en la región Pr ∈ (0.25, 0.77).

También, hemos investigado el comportamiento del sistema en el espacio de paráme-
tros (d, r) que describe procesos de recableado general, manteniendo fijos los demás
parámetros del sistema. Como en los casos anteriores, comenzamos con una red alea-
toria y una distribución aleatoria uniforme de los estados gi. Como ejemplo, asumimos
una dinámica tal que Pr = 1 (siempre se aplica el proceso de recableado) y Pc = 1 (los
nodos siempre copian el estado de un vecino). El algoritmo de dinámica coevolutiva
definido anteriormente se puede emplear variando los parámetros d y r.

La Figura 6.6(a) muestra el tamaño normalizado de la componente más grande de la
red S, sin importar los estados de los nodos, en función de r, para d = 0.2. La cantidad
S revela una transición de fragmentación en la red en el valor de r = 0.938. También
hemos calculado, para tiempos largos, el tamaño promedio normalizado del subconjunto
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Figura 6.5: Sm como función de Pr para diferentes curvas de coevolución, sujetas a un
proceso de recableado RS en la Figura 6.4(a), en una red con k̄ = 4. Pc = 1−Pr (cuadrados);
Pc = 1.72Pr sin(πPr) (ćırculos). Se realizaron 100 realizaciones para cada valor de Pr.

de nodos conectados que comparten un mismo estado, sobre el componente más grande
de la red, denotado por Sg. La Figura 6.6(a) muestra S − Sg vs. r. Observamos que
S − Sg = 0 para r < 0.56, lo que significa que todos los nodos en el componente más
grande comparten, en promedio, el mismo estado. Puesto que S → 1 para r < 0.56,
existe un dominio grande, cuyo tamaño es comparable con el tamaño del sistema. Para
r > 0.938, tenemos S−Sg → 0 y S → 0, que corresponde con la aparición de múltiples
dominios pequeños en el sistema. En el rango 0.56 < r < 0.96, observamos que S−Sg >
0, lo que indica que no todos los nodos en la componente más grande de la red comparten
el mismo estado. Puesto que S→1 en este rango de r, el sistema aqúı consiste en una
componente conectada cuyo tamaño es del orden del tamaño del sistema. Luego, en el
rango 0.56 < r < 0.938 encontramos una situación donde subconjuntos con diferentes
estados coexisten sobre una red conectada grande. Con el fin de dilucidar la naturaleza
de este comportamiento, mostramos en la figura insertada de la Figura 6.6(a), un gráfico
semilogaŕıtmico del tiempo promedio τ para el cual se alcanza un dominio grande en el
sistema (S = Sg = 1), en función del tamaño del sistema N , para diferentes valores de r.
Encontramos que τ escala exponencialmente con N de la forma τ ∼ eαN . Luego, la fase
consistente en un dominio grande no puede formarse en un sistema de tamaño infinito.
Para un sistema de tamaño finito, la componente grande de la red donde coexisten
varios estados debe decaer eventualmente hasta convertirse en un dominio grande (un
solo estado). Hemos obtenido numéricamente los exponentes α = 0.064 para r = 0.2, en
la región de un dominio grande, y α = 0.167 para r = 0.8 en la región de una componente
grande con coexistencia de estados, de la Figura 6.6(a). Esto significa que el tiempo
promedio de decaimiento τ para la componente grande con coexistencia de varios estado
es, en varios ordenes de magnitud, más grande que el tiempo correspondiente a la fase de
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Figura 6.6: (a) S (cuadrados) y S−Sg (ćırculos) en función de r, para el proceso de recableado
con d = 0.2, Pr = 1, Pc = 1 G = 20, N = 200, y k̄ = 4. Para cada valor de r, se realizaron 10
realizaciones de condiciones iniciales. En la figura insertada: gráfica semilogaritmica de τ vs.
N para r = 0.2 (cuadrados rellenos) y r = 0.8 (ćırculos rellenos), para d = 0.2 fijo. Cada paso
de tiempo corresponde a N iteraciones de la dinámica. (b) S (ćırculos) y Q (cuadrados) en
función de r. La modularidad Q es el promedio obtenido sobre 10 realizaciones de condiciones
iniciales. Todas las cantidades están calculadas en t = 106.

un domino grande. Para N = 200, nuestros resultados implican tiempos de convergencia
del orden de τ ≈ 106 para r = 0.2 y τ ≈ 1014 para r = 0.8. Al incrementar N , el
tiempo de decaimiento de la componente grande con coexistencia de varios estado no se
puede observar en la práctica. Luego, nuestros resultados para valores continuos de los
parámetros r y d del proceso de recableado sugieren un mecanismo para la coexistencia
de subconjuntos de nodos con diferentes estados en una red grande conectada.
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Este resultado es relevante, puesto que como vimos en el Caṕıtulo 2, muchas redes
reales contienen comunidades conectadas formando una red grande. Con el fin de inves-
tigar las propiedades topológicas de la red subyacente en este régimen de coexistencia
de varios estados sobre una componente grande, calculamos la función de modularidad
Q de la red, según el algoritmo de Girvan y Newman [42],

Q(c) =
1

2m

∑
ij

(
Aij −

kikj
2m

)
δ(ci, cj). 6.1

Recordemos que una red posee una estructura modular o de comunidades, si está for-
mada por subconjuntos donde los nodos de un subconjunto están altamente conectados
entre śı, mientras que un número mucho menor de enlaces conectan a subconjuntos
diferentes. En nuestro caso, los diversos dominios son los subconjuntos diferentes que
coexisten sobre la componente más grande de la red.

La Figura 6.6(b) muestra la cantidad Q promediada sobre varias realizaciones de
condiciones iniciales, en función de r, con d = 0.2 fijo. Para r < 0.56, la modularidad Q
se mantiene aproximadamente constante en un valor de Q ≈ 0.51, que es caracteŕıstico
de una red aleatoria [137]. En la región 0.56 < r < 0.96, la modularidad Q aumenta,
indicando la presencia de estructuras modulares en la componente más grande de la red.
Para r = 0.95, la red se fragmenta (S → 0) y la modularidad cae a cero. En la Figura
6.7 se muestra una visualización de las redes resultantes en los tres rangos mencionados
del parámetro r.

Figura 6.7: Visualización de las redes resultantes en diferentes regiones de parámetros de
la Figura 6.6. Izquierda: Red aleatoria en estado homogéneo, r = 0.2. Centro: Red de comu-
nidades, r = 0.8. Derecha: Red fragmentada, r = 0.95. Parámetros fijos d = 0.2, N = 80,
t = 103.

Es importante resaltar que la estructura de comunidades es un estado transitorio
del sistema para ciertos valores de parámetros, según indica el tiempo de convergencia
τ en la figura insertada en la Figura 6.6(a). Sin embargo, el tiempo de permanencia de
este estado transitorio aumenta exponencialmente al aumentar el tamaño del sistema
N , lo que se denomina en la literatura un supertransiente. Por lo tanto, en redes reales
que son de tamaño N muy grande, la estructura de comunidades en la práctica es
un estado observable cuasiestable. Por otro lado, nuestros resultados pueden explicar
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la observación emṕırica sociológica de que comunidades grandes en una sociedad (por
ejemplo grupos de inmigrantes) susbsisten por más tiempo que comunidades pequeñas
[9].

Luego, nuestro modelo de coevolución generalizada proporciona un mecanismo para
la formación y persistencia de estructuras modulares, como las observadas en redes
reales.

La Figura 6.8 muestra la red inicial y la red de comunidades emergente para los
valores de parámetro N = 80, r = 0.8, d = 0.2, t = 103.

Figura 6.8: Visualización de la red inicial (izquierda) para N = 80, y la red modular (derecha)
para los parámetros r = 0.8, d = 0.2, N = 80, t = 103. Los colores representan los estados de
los nodos.

Para valores dados de Pr y Pc, que describen una dinámica de coevolución, el com-
portamiento colectivo del sistema puede ser caracterizado en el espacio de parámentros
de las acciones de desconexión y reconexión (d, r), usando las cantidades calculadas en
la Figura 6.6(a). La Figura 6.9 muestra el diagrama de fase obtenido en el plano (d, r)
para los valores Pr = 1 y Pc = 1.

Tres tipos de comportamientos ocurren en el sistema al variar los parámetros r y
d. Dos de estos comportamientos corresponden a las fases que ya se encontraron en
la Figura 6.4: una fase con un dominio grande, y una fase fragmentada con muchos
dominios pequeños. Estas dos fases están separadas por una región en el plano (d, r)
donde emerge un comportamiento supertransiente, caracterizado por la coexistencia de
muchos estados y la formación de comunidades sobre una componente de red grande. La
Figura 6.9 revela que los procesos de recableado RS (d = 0.5, r = 1) y DS (d = 0, r = 1)
conducen a una fase fragmentada cuando Pr = 1 y Pc = 1, en completo acuerdo con
los resultados encontrados en la Figura 6.4.

La Figura 6.10 muestra el diagrama de fases en el plano (d, r) para valores Pr = 1,
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Figura 6.9: Diagrama de fase en el espacio de parámetros (d, r), para Pr = 1, Pc = 1. G = 20,
N = 200, y k̄ = 4 fijos. La fase fragmentada ocurre por encima de la ĺınea continua; la fase
con un dominio grande ocurre por debajo de la ĺınea segmentada; la región donde emerge la
coexistencia de estados en una componente grande, esta limitada por estas dos ĺıneas. Todas
las simulaciones son un promedio de 10 realizaciones de condiciones iniciales.

Pc = 0 fijos. En este caso los nodos nunca cambian sus estados y la evolución del
sistema ocurre solamente debido al proceso de recableado, el cual está basado en la
comparación de estados de los nodos. También observamos tres fases en la estructura
de la red: conexa con coexistencia de múltiples estados, modular y fragmentada. En
particular, la región del diagrama de fases en la que se forma una estructura modular
es más amplia cuando Pc = 0 que cuando Pc = 1. Luego, la emergencia de estructuras
de comunidades es un efecto inducido por la forma del proceso de recableado, descrito
por los valores de d y r.

Para r → 1, las reconexiones siempre se llevan a cabo entre nodos en estados simila-
res; los nodos G/N nodos que existen en promedio en un estado en la red inicial tienden
a reunirse y a separarse de nodos en estados diferentes. Esto conduce a la formación
de dominios pequeños, de tamaño promedio G/N , y a la fragmentación de la red. Esto
corresponde aproximadamente a la región de fragmentación en los diagramas de fase
en el plano (d, r). En general, para r < d, tanto la probabilidad de desconexión entre
nodos en estados iguales (d), como la probabilidad de reconexión entre nodos en estados
distintos (1 − r), son altas. Por lo tanto, es posible mantener conectados en una red
grande nodos en estados diferentes. Este es el caso si Pc = 0, donde el tamaño de los
dominios en la red conexa es igual a N/G. Por otro lado, si Pc = 1, entonces la dinámi-
ca de imitación entre los nodos eventualmente conduce esta red conexa a un estado
homogéneo, que corresponde a un dominio de tamaño comparable al del sistema. Este
proceso describe lo que ocurre en la región de un dominio grande en el plano (d, r) en la
Figura 6.9, con Pc = 1. Luego, el proceso de cambio de estado de los nodos representado
por la probabilidad Pc controla el tamaño de los dominios en la fase conexa de la red.
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Figura 6.10: Diagrama de fase en el espacio de parámetros (d, r), en ausencia de dinámica
de los nodos (Pr = 1, Pc = 0). Las regiones donde ocurren la fase II (fragmentada) y las
configuraciones Ia y Ib de la fase conectada, se encuentran indicadas. Todos los resultados
son un promedio de diez realizaciones.

Para r > d, r 6= 1, la probabilidad de reconexión entre nodos en estados iguales (r)
y la probabilidad de desconexión entre nodos distintos (1− d) son ambas relativamente
altas, lo que promueve la reunión de nodos en estados similares. Sin embargo, existe
una pequeña probabilidad (1− r) de reconexión entre nodos en estados diferentes. Esto
se puede interpretar como un cierto grado de tolerancia a la diversidad introducida
por el proceso de recableado. Esto permite que los grupos de nodos que se forman en
estados diferentes, puedan tener un pequeño número de conexiones entre ellos. Esto
corresponde a una estructura t́ıpica de comunidades.

De esta manera, nuestro modelo general de coevolución proporciona un mecanismo
para la formación de comunidades tales como las observadas en redes reales.

En conclusión, en el presente Caṕıtulo hemos presentado un marco general para el
estudio del fenómeno de coevolución en redes dinámicas. La coevolución consiste en
la coexistencia de dos procesos, el cambio de estado de los nodos, y el recableado de
enlaces entre los nodos, los cuales pueden ocurrir con probabilidades independientes Pc
y Pr, respectivamente. Estas probabilidades caracterizan las velocidades o escalas de
tiempo de cada proceso. Hemos analizado el proceso de recableado en términos de las
acciones de desconexión y reconexión entre nodos, ambas basadas en un mecanismo de
comparación de los estados de los nodos.

Para un proceso de recableado dado, el comportamiento colectivo del sistema puede
ser representado en el espacio de parámetros (Pr, Pc, d, r). Para una dinámica de cambio
de estado de los nodos similar a la del modelo del votante, hemos encontrado que
sólo las reconexiones entre nodos con estados similares (r → 1) pueden conducir a
la fragmentación de la red. Hemos calculado las fronteras cŕıticas en el espacio de
parámetros (Pr, Pc), para diferentes valores de k̄. El tamaño de la región para la fase
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fragmentada en el espacio (Pr, Pc) disminuye al incrementar el valor de k̄. Esto sugiere
que es más probable observar el fenómeno de fragmentación en redes donde k̄ � N .
Hemos mostrado que diferentes modelos coevolutivos corresponden a diferentes curvas
Pc = f(Pr) en el plano (Pr, Pc). La ocurrencia de una transición de fragmentación de la
red, aśı como de transiciones de recombinación, pueden ser predichas utilizando nuestro
esquema.

También hemos caracterizado las propiedades colectivas del sistema en el espacio
de las acciones para los procesos de recableado (d, r), para valores de Pr y Pc dados,
que definen la dinámica coevolutiva. En una región de este espacio, hemos descubier-
to un régimen donde pueden coexistir subconjuntos de nodos con diferentes estados,
por tiempos muy largos, en una red conectada. Hemos demostrado que estos estados
corresponden a una topoloǵıa de la red del tipo de comunidades.

Hemos demostrado que las estructuras de comunidades son un estado supertransien-
te de la red, cuya permanencia aumenta exponencialmente con el tamaño del sistema.
Esto explica la formación y persistencia de comunidades en redes reales, donde el ta-
maño del sistema es generalmente muy grande.

Hemos limitado nuestro modelo a la situación donde el número de conexiones en las
redes coevolutivas se conserva. Esta condición está expresada en el paso 2 de nuestro
algoritmo, donde la aplicación de las acciones de desconexión y reconexión se realizan
con probabilidad 1. Esta condición puede ser generalizada si se consideran diferentes
probabilidades para cada una de esas acciones. Luego, nuestro marco general propor-
ciona un escenario para el estudio de redes coevolutivas que no conservan el número de
enlaces totales.



We know that going to the Moon was a simple task
indeed, compared with some others we have set for our-
selves, such as creating a humane society or a peaceful
world.

Herbert Simon (1996) 7
Conclusiones

Muchos sistemas naturales y artificiales se pueden describir como redes complejas
de elementos dinámicos interconectados. En esta Disertación hemos estudiado varios
aspectos de la relación entre la topoloǵıa de conectividad de una red y la dinámica de los
elementos que yacen en ella. El desarrollo del proceso investigativo nos ha conducido a la
formulación de un modelo general de sistemas coevolutivos, donde tanto las variables de
estado de los elementos y las conexiones entre ellos, se influyen mutuamente y cambian
en el tiempo. Este tipo de sistemas se observa en contextos diversos, como sistemas
biológicos, sistemas fisiológicos, sistemas dinámicos, redes de intercambio económico,
redes sociales, redes de neuronas, Internet, redes de comunicación y transporte, etc.

Como una aplicación de los conceptos relacionados con redes complejas, hemos ca-
racterizado las propiedades topológicas y hemos construido los grafos de redes reales
locales, provenientes de nuestro entorno en la Universidad de Los Andes. Hemos en-
contrado que la red de estudiantes de la Facultad de Ingenieŕıa de la Universidad de
Los Andes posee caracteŕısticas de una red de pequeño mundo, con una longitud ca-
racteŕıstica muy pequeña, l = 1.95. Este resultado nos motiva a estudiar varios otros
aspectos en esta red en el futuro; como por ejemplo la propagación de información o
de epidemias entre los estudiantes. Por otro lado, nuestra capacidad de análisis de re-
des de estudiantes ha generado mucho interés entre profesores por su potencial para
caracterizar la eficiencia de sistemas educativos, y la posibilidad de comparar diferentes
instituciones y facultades.

También hemos caracterizado las propiedades topológicas y hemos visualizado el
grafo correspondiente a la red de colaboraciones cient́ıficas del Grupo de Caos y Sis-
temas Complejos, del Centro de F́ısica Fundamental, de la Universidad de Los Andes.
Los datos fueron obtenidos de la página web de este grupo. Esta red posee estructura
modular, lo que se evidencia por un valor de Q = 0.510, mayor que el correspondiente
a una red aleatoria. Esta estructura se encuentra sustentada por tres hubs, que son los
profesores Mario Cosenza, Kay Tucci y Antonio Parravano. Es notable que los nodos
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Tucci y Parravano funcionan como agentes conectores entre diferentes comunidades. El
nodo Tucci conecta la comunidad de Ingenieŕıa con la comunidad caótica, mientras que
el nodo Parravano conecta la comunidad de Astrof́ısicos con los caóticos. Nuestro análi-
sis muestra cómo la estructura modular o de comunidades emerge en una red cuando
existe cierto grado de tolerancia o amplitud de criterios, que en este caso se manifiesta
en la interdisciplinaridad caracteŕıstica de este grupo de investigación. Como trabajo
futuro, nos proponemos comparar las estructuras topológicas de diferentes grupos de
investigación en la Universidad de Los Andes y en otras instituciones.

Con el fin de investigar el rol de la topoloǵıa en el comportamiento colectivo de un sis-
tema, hemos estudiado la influencia de una red en un modelo de interacción económica.
La inclusión de una red de conectividad o localización espacial para las interacciones de
los agentes económicos, permite el uso de conceptos asociados a los sistemas dinámicos
espaciotemporales, en modelos económicos. Hemos mostrado que se forman diferentes
patrones espaciotemporales al variar los parámetros del sistema, y hemos caracterizado
estos patrones como estados laminares, intermitentes y turbulentos, en analoǵıa con los
patrones que emergen en sistemas dinámicos espaciotemporales. Hemos caracterizado
la transición del estado laminar al estado turbulento mediante la actividad del sistema,
una cantidad estad́ıstica que mide la riqueza promedio intercambiada, por unidad de
tiempo, en el estado asintótico de sistema. Por otro lado, el coeficiente de Gini, que
caracteriza la desigualdad en la distribución de riqueza, depende mayormente de la
topoloǵıa de la red. Nuestros resultados indican que, niveles elevados de intercambio
económico (actividad alta), se encuentran asociados con valores pequeños del coeficiente
de Gini; esto es, con distribuciones de riqueza más equitativas en el sistema.

La topoloǵıa de la red subyacente no influye de manera significativa en la actividad
del sistema. En contraste, el coeficiente de Gini se incrementa cuando el rango de inter-
acciones aumenta. Hemos mostrado que la propiedad topológica que influye de manera
significativa en el cambio del coeficiente de Gini, es el coeficiente de agrupamiento y no
la longitud caracteŕıstica de la red. Nuestros resultados sugieren que la reducción del
tamaño de la vecindad de los agentes interactuantes puede favorecer una distribución
más equitativa de riqueza en una economı́a estratificada.

Como primeros pasos en nuestro estudio de sistemas coevolutivos, hemos extendido
dos modelos previamente propuestos para hacerlos coevolutivos: un modelo para la
formación de opinión sujeto a campos globales, y un modelo para la propagación de
epidemias tipo SIR.

En el primer caso, pudimos mostrar que el comportamiento del sistema coevolutivo
es similar bajo la influencia de un campo global externo o de un campo global autóno-
mo. Este resultado muestra que bajo ciertas condiciones, el origen, externo o interno
de una interacción global, es irrelevante; a nivel local los elementos no distinguen la
naturaleza del campo, aun en sistemas coevolutivos. Recientemente, la equivalencia de
campos externos y autónomos en el comportamiento sincronizado de sistemas dinámicos
caóticos ha sido establecida [108]. Nuestros resultados sugieren que esta equivalencia
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puede ser muy general.

Un campo global siempre impone su estado sobre los elementos del sistema, para
valores de intensidad del campo por encima de un cierto valor cŕıtico, llevando al sis-
tema a un estado homogéneo. Sin embargo, la dinámica coevolutiva, introducida por
el proceso de recableado de la red, puede prevenir la homogenización del sistema, a
expensas de la fragmentación de la red.

En el caso del modelo epidemiológico susceptible-infeccioso-recuperado (SIR) con
dinámica coevolutiva, hemos observado que, a mayor tasa de transmisión de la enfer-
medad, mayor es el tiempo necesario para llegar al estado asintótico donde no hay nodos
infectados. Este fenómeno se debe al proceso de recableado que ocurre en la red: al tener
una tasa de transmisión baja, la probabilidad de reconexión es grande y, de esta forma,
la red se protege contra la enfermedad. En esta situación, no todos los nodos llegan a
infectarse, y la epidemia desaparece más rápidamente. Para valores grandes de la tasa
de transmisión, la epidemia alcanza a más individuos y permanece más tiempo en el
sistema; en este caso la probabilidad de reconexión es muy baja, y toda la red contrae
la enfermedad.

Modelos de propagación de epidemias con dinámica coevolutiva pueden ser impor-
tantes para optimizar la utilización de recursos y evitar la propagación de virus en la
población. Nuestros resultados sugieren algunas consecuencias desde el punto de vista
práctico. En primer lugar, debemos resaltar que poblaciones donde sus individuos se
encuentran altamente conectados, por ejemplo, poblaciones hacinadas, son más vulne-
rables a la propagación de epidemias. En segundo lugar, nuestros resultados muestran
la importancia de las reconexiones, por ejemplo, movilidad, en la prevención de la pro-
pagación de las epidemias.

Diversas extensiones de este modelo pueden estudiarse en el futuro, como por ejem-
plo, la consideración de probabilidades de infección y de reconexión independientes.
También se pueden estudiar, con dinámica coevolutiva otros modelos de propagación
de enfermedades que hasta ahora sólo se han considerado en redes fijas.

La contribución central de esta Tesis consiste en la construcción de un marco general
para el estudio del fenómeno de coevolución en redes dinámicas. La coevolución consiste
en la coexistencia de dos procesos, el cambio de estado de los nodos, y el recableado
de enlaces entre los nodos, los cuales pueden ocurrir con probabilidades independientes
Pc y Pr, respectivamente. Estas probabilidades caracterizan las velocidades o escalas de
tiempo de cada proceso. Hemos analizado el proceso de recableado en términos de las
acciones de desconexión y reconexión entre nodos, ambas basadas en un mecanismo de
comparación de los estados de los nodos.

Para un proceso de recableado dado, el comportamiento colectivo del sistema puede
ser representado en el espacio de parámetros (Pr, Pc, d, r). Para una dinámica simple de
cambio de estado de los nodos, similar a la del modelo del votante, hemos encontrado
que sólo las reconexiones entre nodos con estados similares pueden conducir a la frag-
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mentación de la red. Hemos calculado las fronteras cŕıticas en el espacio de parámetros
(Pr, Pc), para diferentes valores del grado promedio de la red inicial, k̄. El tamaño de
la región para la fase fragmentada en el espacio (Pr, Pc) disminuye al incrementar el
valor de k̄. Esto sugiere que es más probable observar el fenómeno de fragmentación
en redes donde k̄ � N . Hemos mostrado que diferentes modelos coevolutivos pueden
ser formulados mediante relaciones funcionales Pc = f(Pr), que corresponden a diferen-
tes curvas en el plano (Pr, Pc). La ocurrencia de una transición de fragmentación de la
red, aśı como de transiciones de recombinación, pueden ser predichas utilizando nuestro
esquema.

Hemos caracterizado las propiedades colectivas del sistema en el espacio de las ac-
ciones para los procesos de recableado (d, r). En una región de este espacio, hemos
descubierto un régimen donde pueden coexistir subconjuntos de nodos con diferentes
estados, por tiempos muy largos, en una red conectada. Hemos demostrado que estas
configuraciones corresponden a una topoloǵıa de la red del tipo de comunidades. Las
estructuras de comunidades son un estado supertransiente de la red, cuya persistencia
en el tiempo aumenta exponencialmente con el tamaño del sistema. Esto explica la
formación y permanencia de comunidades en redes reales, donde el tamaño del sistema
es generalmente muy grande.

Hemos limitado nuestro modelo a la situación donde el número de conexiones en las
redes coevolutivas se conserva. Esta condición está expresada en el paso 2 de nuestro
algoritmo, donde la aplicación de las acciones de desconexión y reconexión se realizan
con probabilidad 1. Esta condición puede ser generalizada si se consideran diferentes
probabilidades para cada una de esas acciones. Luego, nuestro marco general propor-
ciona un escenario para el estudio de redes coevolutivas que no conservan el número de
enlaces totales.

Otras extensiones de interés que seguramente serán investigadas en el futuro, in-
cluyen la caracterizacion de las propiedades topológicas de la red en el plano continuo
(d, r), las consecuencias de reglas preferenciales de conexión, la consideración de in-
tensidades variables de conexiones y la influencia de la dinámica de los nodos en las
propiedades colectivas de sistemas coevolutivos.
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[39] K. Suchecki, V.M. Egúıluz and M. San Miguel, Phys. Rev. E 72, 036132 (2005).

[40] P. Flory Journal of American Chemical Society 63, pp. 3083-3090 (1941).

[41] A. Rapoport Bulletin of Mathematical Biophysics 19, pp. 257-277 (1957).



REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS 76
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76 (2007) 46120.



REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS 80
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