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ResumenLa búsqueda de maneras de araterizar la omplejidad de estruturas y patro-nes emergentes en sistemas ompuestos por muhos elementos interativos ha sidoun foo de atenión en la físia y en muhas otras áreas de las ienias en tiemposreientes. En este trabajo hemos desarrollado un algoritmo para alular en for-ma prátia la omplejidad de un sistema basado en la de�niión de omplejidadestadístia introduida por Lopez-Ruiz, Manini y Calbet (LMC). Mediante estealgoritmo, hemos alulado la omplejidad de señales eletroenefalográ�as (EEG)multianales. Hemos utilizado el método de Análisis de Componentes Prinipales(PCA) para reduir la dimensionalidad de las señales. Las omponentes prinipalesobtenidas son luego usadas para alular la omplejidad LMC. Apliamos este méto-do para araterizar señales EEG de 10 sujetos sanos y 30 paientes epiléptios. Losvalores de omplejidad obtenidos permiten estableer diferenias relevantes entre es-tos grupos de individuos y demuestran que la patología epileptia está asoiada a unestado de menor omplejidad erebral que el aso de los sujetos sanos. Para estudiarla omplejidad asoiada al omportamiento oletivo del erebro, hemos obtenidoel ampo medio instantáneo de ada señal EEG y hemos alulado la omplejidadLMC a partir de esta variable para los mismos grupos de individuos. En este asolas diferenias de valores de omplejidad entre los paientes epiléptios y los suje-tos sanos también son signi�ativas. Este resultado implia que antidades globalesomo la media del EEG ontienen informaión relevante aera del omportamientooletivo del erebro. Para interpretar estos resultados, hemos empleado un modelode red de mapas aótios globalmente aoplados, en el ual ourre omportamientooletivo no trivial, es deir omportamiento oletivo ordenado oexistiendo onaos loal. La omplejidad de la red se ha alulado omo funión de la intensi-dad de aoplamiento entre los elementos, en el aso en que éstos son homogéneosii



y uando son heterogéneos. Se enuentra que la omplejidad del sistema aumentauando emerge un omportamiento oletivo no trivial y que esa omplejidad varíaen distintos rangos del parámetro de aoplamiento. Esto sugiere que los valores ma-yores de omplejidad obtenidos en sujetos sanos en relaión on paientes epiléptiospueden estar relaionados on la presenia de omportamientos oletivos erebralesmas organizados en el primer grupo de individuos.Nuestros resultados muestran que los oneptos y herramientas desarrolladas enel estudio de los sistemas omplejos pueden tener amplia apliaión y, en partiular,pueden servir omo meanismos omplementarios para el diagnóstio y la investiga-ión de sistemas �siológios, inluyendo patologías erebrales.
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I think the next entury will be theentury of omplexity.Stephen Hawking. Enero 2000.
IntroduiónHasta mediados del siglo pasado, los ientí�os aprendieron a omprender larealidad a través de simpli�aiones y análisis. El éxito del método reduionistaen el desubrimiento de los omponentes de la materia y de las leyes de interaiónentre estos omponentes fue espetaular, espeialmente en la Físia. Esto motivóla posiión �losó�a del reduionismo en iertos setores; la idea de que la metade la Físia onsiste prinipalmente en enontrar las leyes fundamentales que debenobedeer todos los fenómenos que involuran materia y energía, y que la ignoraniade esas leyes solamente persiste en los extremos de lo muy pequeño y de lo muygrande [1℄. Paradójiamente, la idea de que el onoimiento de la Naturaleza estáera de ser ompletado paree ser reurrente en la historia de esta ienia.Haia �nales del siglo XX, la Físia alanzó una omprensión teória y experi-mental del fenómeno de aos en sistemas dinámios no lineales. El aos trajo dosleiones importantes para el punto de vista reduionista: sistemas simples puedentener un omportamiento omplejo, y el omportamiento puede ser independientedel ontexto. El desubrimiento de la ubiuidad del aos en la Naturaleza, y de laspropiedades universales de este fenómeno, han sentado las bases para el surgimien-to de un punto de vista global y uni�ado para el estudio de sistemas no linealesextendidos, los uales son apaes de manifestar omportamientos omplejos. Lainvestigaión de sistemas de elementos interativos distribuidos plantea atualmen-te profundas interrogantes, y a su vez ha revelado insospehadas relaiones entreproblemas de distintas disiplinas, aparentemente inonexos.El estudio de la auto-organizaión oletiva, o de las propiedades marosópias1



emergentes, tanto espaiales omo temporales, en sistemas de elementos dinámiosno lineales interativos, es objeto de muha atenión en la literatura ientí�a atual.Las observaiones reientes de omportamientos oletivos ordenados que surgen enuna gran variedad de estos sistemas indian que estos omportamientos son, engeneral, no triviales y que además presentan araterístias universales, indepen-dientemente del ontexto, las uales no pueden derivarse a partir del onoimientode las propiedades de los elementos onstituyentes, ni mediante onsideraiones es-tadístias. Fenómenos omo la formaión espontánea de estruturas, organizaión,patrones espaiales, sinronizaión y osilaiones oletivas; ondas espirales; segre-gaión y difereniaión, y reimiento de dominios y de interfases, son ejemplos deproesos de auto-organizaión que ourren en diversos sistemas, tales omo sistemasfísios, químios, biológios, soiales, eonómios, et. Estos efetos oletivos son elresultado de la interaión y ooperaión entre los elementos onstituyentes de unsistema. Avanes teórios, omputaionales y experimentales en este ampo estánontribuyendo aeleradamente al surgimiento de una desripión uni�ada de la di-námia de estos sistemas. El onepto general de sistemas omplejos se ha apliadoa estos onjuntos de elementos apaes de generar estruturas o funiones globalesausentes a nivel loal.Los sistemas omplejos [2, 3, 4, 5, 6℄ son sistemas de elementos interativosuyas propiedades oletivas no son suseptibles de ser derivadas trivialmente apartir del onoimiento o análisis reduionista de las propiedades de sus elementosonstituyentes. En lenguaje no ténio, se puede deir que sistemas omplejos sonaquellos donde el todo no es igual al agregado de sus partes.Los omportamientos oletivos emergentes en ningún modo violan las leyes mi-rosópias, sino que no apareen omo onseuenias triviales de esas leyes. Losfenómenos emergentes en sistemas omplejos pueden exhibir propiedades univer-sales, independientemente de los detalles del sustrato en el ual éstos fenómenosse expresan. Consideremos, por ejemplo, las reglas que gobiernan las operaionesaritmétias elementales. Estas reglas no varían dependiendo del sistema físio (unomputador) o biológio (un erebro) en el ual se mani�estan, y por lo tanto son ló-giamente independientes de las leyes físias que rigen esos sistemas. Igualmente, un�uído turbulento y un erebro son laramente muy diferentes a nivel mirosópio,pero omparten un rasgo importante: ambos presentan la imposibilidad de predeir2



la riqueza de sus dinámias por una mera extrapolaión del omportamiento de susunidades básias.El prinipio de emergenia se ha onvertido en la fundaión �losó�a de la ien-ia ontemporánea en su búsqueda de una interpretaión uni�ada de los sistemasomplejos, omo anteriormente lo fue el reduionismo para el desubrimiento de lasinteraiones fundamentales.El empleo de oneptos y ténias surgidas del estudio de sistemas omplejos hademostrado ser apaz de abordar problemas fuera de las fronteras tradiionales delas ienias espeí�as.En partiular, existe muho interés en el estudio de sistemas �siológios, es-peialmente el erebro, desde el punto de vista de un sistema omplejo. Con 1,5kilogramos de materia suave y altamente onvoluionada, alrededor de 100 billonesde omponentes neurales, ientos de trillones de interoneiones y muhos miles dekilometros de ableado, el erebro humano es freuentemente desrito omo el másomplejo de los sistemas onoidos. Las impliaiones de este reonoimiento sonque la funión ognitiva está distribuída dentro del erebro y que los meanismospueden variar de individuo a individuo.El erebro onsiste en una red altamente interonetada de neuronas. El ompor-tamiento dinámio de una neurona individual es simple; básiamente onsiste en unelemento exitable no lineal. Cuando un estímulo atuando sobre la neurona alanzaun valor umbral, la neurona dispara un pulso elétrio. Luego sigue un período dereuperaión durante el ual no puede volver a dispararse aunque reiba otros estí-mulos. A partir de la señal de una neurona o de un grupo de neuronas, no puedendeduirse las funiones y propiedades oletivas so�stiadas del erebro.La Dinámia No Lineal omo disiplina abre nuevas ventanas haia la om-prensión de los proesos erebrales debido a que el sistema neuronal iertamenteinvolura meanismos no lineales a nivel mirosópio [7℄. Desde hae algún tiempo,ha habido un interés sustanial en estudiar las señales erebrales, espeialmente loseletroenefalogramas (EEG), on métodos de la Dinámia No Lineal y del Caos de-terminista [8℄. La onduta imprevisible de iertos sistemas nerviosos marosópios,omo aquéllos sondeados por el EEG humano, re�eja los efetos de esos meanismosno lineales subyaentes [9℄. Varios grupos han reportado la existenia de aos debaja dimensión en el erebro [9, 10℄. 3



Desde una perspetiva teória, la identi�aión y araterizaión de la no lineali-dad en el EEG onlleva a usar modelos matemátios para desribir el omporta-miento dinámio del erebro.En esta tesis nos proponemos araterizar uantitativamete la omplejidad deseñales eletroenefalográ�as, mediante medidas de omplejidad estadístia reien-temente introduidas. Como apliaión importante, alulamos la omplejidad enEEGs provenientes de sujetos sanos y de paientes epiléptios. Estas medidas per-miten desribir iertos aspetos del funionamiento del erebro humano omo unsistema dinámio omplejo. Igualmente, pueden onduir al estableimiento de ri-terios que permitan disernir patologías erebrales on métodos novedosos y propor-ionar herramientas alternativas y omplementarias para ayudar al diagnóstio deestas enfermedades.Diversas de�niiones operativas de omplejidad han sido propuestas para uanti-�ar el grado de omplejidad de un sistema, dependiendo de los aspetos oletivoso funionales que se intentan araterizar. Estas de�niiones formalizan la idea in-tuitiva de que un sistema es omplejo si resulta difíil desribirlo adeuadamente.En general, estas de�niiones aen en tres ategorías:1) Complejidad algorítmia, de uso freuente en las ienias omputaionales, se re-�ere a la araterizaión de la omplejidad de un onjunto de datos omo el programamás orto (medido en bits) que puede reproduir esos datos. En esta ategoría se en-uentran la omplejidad algorítmia de Kolmogorov-Chaitin [11, 12℄, la omplejidadde Lempel-Ziv [13℄, y la profundidad lógia de Bennett [14℄.2) Complejidad preditiva, orresponde a la antidad de informaión requerida parapredeir un sistema. Esta ategoría se basa en ténias de análisis no lineal de seriesde tiempo para desribir el �ujo de informaión entre las partes del sistema. Estepunto de vista enfatiza la interrelaión o orrelaión entre los elementos onstitu-yentes omo una propiedad esenial de un sistema omplejo. Ejemplos de este tiposon la medida efetiva de la omplejidad de Grassberger [15℄, la omplejidad basa-da en diversidad [16℄, la profundidad termodinámia [17℄, et. En partiular, se halogrado estableer una relaión direta entre el �ujo de informaión entre los nivelesmarosópio y mirosópio de un sistema y el surgimiento de omportamientosoletivos no triviales [18℄.2) Complejidad estrutural, este punto de vista se enfoa en la emergenia de es-4



truturas o patrones marosópios en sistemas omplejos. Un sistema omplejo seenuentra a medio amino entre lo desordenado (un gas, por ejemplo), y lo ordenado(un ristal). Un sistema totalmente desordenado o aleatorio es estadístiamente inva-riante en el tiempo o en el espaio y no forma estruturas. Por otro lado, un sistemaregular, ordenado en el espaio y/o el tiempo es fáilmente predeible o reproduiblea partir del onoimiento de una parte del mismo. En un sistema omplejo existenelementos de desorden (al menos aparente) que haen difíil predeir la estruturaglobal a partir de fragmentos de la misma. Al mismo tiempo, subsiste un ordensubyaente dentro de esta estrutura. Los sistemas omplejos se araterizan porexhibir variabilidad y diversidad. Según este punto de vista, la omplejidad es máxi-ma para valores intermedios del valor de entropía de un sistema. Por este motivo,las medidas de omplejidad estrutural están basada en desripiones estadístias.Muhas de estas araterizaiones de la omplejidad se han alulado prinipal-mente en modelos teórios o omputaionales y resultan imprátias en situaionesexperimentales. Por eso no se han efetuado muhas medidas de omplejidad ondatos reales.En los ultimos años, Lopéz-Ruiz, Manini y Calbet (LMC) [19℄ propusieron unamedida de omplejidad estadístia que re�eja la omplejidad estrutural de un sis-tema y que resulta relativamente senilla de alular en la mayoría de los asos. Lanoión de la omplejidad LMC, subseuentemente desarrollada por López-Ruiz etal., ofree un novedoso punto de vista basado en la desripión estadístia de lossistemas a una esala dada. En este esquema, el onoimiento de la leyes físiasque gobiernan la evoluión dinámia en la esala espeí�a debe ser usado para en-ontrar los estados aesibles de un sistema y su distribuión de probabilidad. Esteproeso indiaría el valor de la omplejidad. En esenia, la omplejidad LMC esuna interpolaión entre la informaión almaenada por el sistema y la distania a laequipartiión (medida de una jerarquía probabilístia entre las partes observadas) dela distribuión de probabilidad de sus estados aesibles; además, su prinipal uali-dad onsiste en ser un onepto intuitivo de omplejidad, el ual ha demostrado sersatisfatoria para disernir situaiones reonoidas omo omplejas.En este trabajo hemos implementado un algoritmo para alular la medida deomplejidad estadístia propuesta por López-Ruiz, Manini y Calbet, a partir deseries de tiempo experimentales. Espeí�amente, alulamos la omplejidad en se-5



ñales eletroenefalográ�as en grupos de sujetos sanos y de paientes diagnostiadoson epilepsia. Esta medida sirve para desribir la omplejidad estrutural del ere-bro en distintas situaiones. Hasta donde tenemos onoimiento, esta medida deomplejidad no ha sido efetuada on datos experimentales; de allí la importaniadel presente trabajo. Tambien hemos usado este algoritmo en modelos de mapasaótios aoplados que exhiben omportamiento oletivo no trivial, lo que nos hapermitido estableer una relaión direta entre la emergenia de orden oletivo yel aumento de omplejidad en un sistema.En el Capítulo 1 de esta tesis, se presenta una revisión del onepto de ompleji-dad y de las propiedades que debe poseer una medida de esta antidad. Se explia lade�niión de omplejidad estadístia LMC, así omo los oneptos de informaión,entropía y desequilibrio.El Capítulo 2 ontiene una breve revisión de las ténias eletroenefalográ�asusadas para obtener datos omo los empleados en este trabajo. Se desriben laprátia del examen de onda erebral, los eletrodos y número de anales usados yla disposiión sistemátia de los mismos sobre el uero abelludo, según el sistema
10 − 20. Por otra parte, se presenta la de�niión de una patología epiléptia, lalasi�aión de estas patologías y su diagnóstio. También se desribe la base dedatos utilizada en esta tesis.En el Capítulo 3 apliamos el método de Prinipal Components Analysis (PCA) alas señales EEG para reduir su dimensionalidad y así poder apliar e�ientemente elalgoritmo de álulo de las medidas de omplejidad estadístia LMC en esas señales.La omplejidad de las señales EEG sugiere una diferenia entre el grupo de sujetossanos y el grupo de paientes epiléptios. Se enuentra que la omplejidad LMCpuede inlusive alularse a partir de antidades globales, omo el valor promediode las señales provenientes de los distintos anales del EEG y que esta medidatambién permite disernir entre sujetos sanos y paientes epiléptios.En el Capítulo 4 se alula la omplejidad LMC en modelos de mapas aótiosaoplados que exhiben omportamientos oletivos no triviales, omo funión deun parámetro que expresa la intensidad de aoplamiento entre los elementos. Deeste modo, se puede estableer una relaión entre la emergenia de orden oletivomani�esto en el ampo medio y el aumento de omplejidad en un sistema.Finalmente, el Capítulo 5 ontiene las onlusiones de este trabajo.6



A manera de referenia, se inluyen un apéndie on una revisión del métodoPrinipal Components Analysis y un Glosario de términos eletroenefalográ�ospara físios.
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Antes del omienzo de un gran brillo,debe existir aos. I Ching, Imagen # 3.
Capítulo 1Informaión, desequilibrio yomplejidadLa entropía ree sin esar. El segundo prinipio de la termodinámia predieel deaimiento de todas las estruturas on el tiempo. Lo ordenado dejará de serlotarde o temprano, dando paso al desorden. Pero aunque este prinipio es iertamentegeneral, a nuestro alrededor se agitan miles de sistemas omplejos que de una formau otra exhiben un alto grado de orden. La vida es el ejemplo más preeminente,pero inluso en los sistemas inorgánios puede darse la apariión de orden en lassituaiones menos esperadas. Pese a la aparente ontradiión on la segunda ley dela termodinámia, que se aplia a sistemas errados en equilibrio, los sistemas quenos interesan son sistemas abiertos fuera del equilibrio que interambian energía ymateria on el exterior. Este interambio tiene muhas vees un aspeto espeial,pues lo que se interambia es, de heho, informaión. A partir de sistemas formadosde elementos simples, alejados del equilibrio, la vida se autoorganiza de formassorprendentes. La segunda ley siempre aaba ganando la batalla, pero durante ésta,muhas son las osas que pueden ourrir. Una de ellas es la emergenia espontáneade lo omplejo.
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1.1. La informaión de ShannonLa entropía juega un papel ruial en la físia de sistemas marosópios en equi-librio. La distribuión de probabilidad de los estados aesibles de un sistema puedeser hallada por prinipios de máxima entropía [20℄, las magnitudes marosópiasy las leyes que las relaionan pueden ser aluladas on esta distribuión de proba-bilidad por medio de ténias de meánia estadístia. Este mismo esquema puedeser pensado para sistemas alejados del equilibrio, pero en este aso no tenemos unmétodo para enontrar la distribuión de probabilidades ni el onoimiento de lasmagnitudes relevantes que pueden predeir el omportamiento del sistema.La informaión de Shannon o entropía H [21℄ puede aún seguir siendo usadaomo una magnitud en una situaión general on N estados aesibles:
H = K

N
∑

i=1

pi log pi, (1.1)on K una onstante real positiva, donde pi satisfae la ondiión de normalizaión
∑N

i=1 pi = 1. Un sistema aislado en equilibrio presenta equiprobabilidad [26℄, pi =

1/N para todo i, entre sus estados aesibles y ésta es la situaión de máximaentropía,
Hmax = K log N. (1.2)Sí el sistema se enuentra fuera del equilibrio, la entropía H puede ser expandidaalrededor de este máximo:

H{p1, p2, . . . , pN} = K log N − NK

2

N
∑

i=1

(

pi −
1

N

)2
+ · · ·

= Hmax −
NK

2
· D + · · · , (1.3)donde hemos de�nido la antidad D =

∑

i(pi − 1
N

)2, a la ual llamaremos desequili-brio, y es un tipo de distania desde la on�guraión atual del sistema al equilibrio.Si la expresión (1.3) es multipliada por H , obtenemos
H2 = H · Hmax −

NK

2
H · D + K2f(N, pi), (1.4)donde f(N, pi) es la entropía multipliada por el resto de los términos de la expansiónen serie de Taylor, los uales presentan la forma 1

N

∑

i(Npi − 1)m, on m > 2. Siahora de�nimos C ≡ H · D,
C = cte · H(Hmax − H) + Kf̄(N, pi), (1.5)9



on cte−1 = NK/2 y f̄ = 2f/N . La idea de distania para el desequilibrio es ahoramás lara sí vemos que D es la distania real D ∼ (Hmax − H) para sistemas enla veindad de la equiprobabilidad. En un gas ideal, tenemos que H ∼ Hmax y
D ∼ 0, entones C ∼ 0. Contrariamente, para el aso de un ristal H ∼ 0 y D ∼ 1,pero también C ∼ 0. Estos dos sistemas son onsiderados omo ejemplos lásios demodelos simples y son extremos en una esala de desorden H o desequilibrio D. Enla siguiente seión veremos que la omplejidad LMC se basa en la expresión (1.5).1.2. Complejidad LMCDe una manera intuitiva esperamos que lo omplejo se enuentre a medio aminoentre lo ordenado (el ristal perfeto, por ejemplo) y lo desordenado (el gas ideal).En la Fig. (1.1) se muestran tres ejemplos de sistemas, dos de ellos en los extremos dela omplejidad y uno intermedio. En el aso (a), tenemos una estrutura ordenada,failmente predeible (basta on observar una pequeña parte para haerse una ideadel omportamiento global) y lo mismo ourre en (), aunque ahora se trate deun sistema totalmente desordenado. En ambio, en (b) podemos ver un ejemplo deestrutura ompleja.

Figura 1.1: (a) Sistema ordenado (red regular). (b) Sistema omplejo. () Sistema desor-denado (aleatorio)Existen elementos de desorden (al menos aparentemente) que haen difíil prede-ir la estrutura global a partir de fragmentos de la misma. Sin embargo, está laroque existe un orden subyaente dentro de esta estrutura. Así, de manera intuitivase espera que la omplejidad muestre un omportamiento similar al mostrado en laFig. (1.2), donde la omplejidad es nula en los extremos y posee un ierto valor para10



aquellos sistemas que se enuentran entre los extremos de orden y desorden. Esteomportamiento asintótio es desrito por la antidad C.

Figura 1.2: Comportamiento ualitativo esperado para una medida de la omplejidad enfunión de la entropía.Asumamos que a una ierta esala de observaión un sistema tiene N estadosaesibles {x1, x2, . . . , xN} y una distribuión de probabilidad {p1, p2, . . . , pN}. En-tones, a este nivel de desripión, nuestro onoimiento de las leyes físias que rigenel fenómeno, nos dan una noión de la distribuión de probabilidad de los estadosaesibles del sistema. Shannon y Weaver [21℄ demostraron, bajo las mas elemen-tales normas de onsistenia, que la únia funión que dá uenta de la informaiónalmaenada en un sistema es H = −K
∑N

i=1 pi log pi. Es senillo determinar que lainformaión H ontenida en un ristal es Hc ∼ 0, mientras que para un gas aisladotérmiamente pi ∼ 1/N y entones Hg ∼ K log N , lo ual representa la máximainformaión para un sistema de N estados. Cualquier otro sistema tendrá una an-tidad de informaión entre estos dos extremos. Por otro lado, el desequilibrio Dde un sistema puede ser tomado omo una espeie de distania a una distribuiónequiprobable. Dos ondiiones son requeridas para esta magnitud:1. D > 0 para tener una medida positiva de la omplejidad,2. D = 0 en el límite de equiprobabilidad.La soluión más senilla es sumar el uadrado de la distania de ada estado alestado de equiprobabilidad, así
D =

N
∑

i=1

(

pi −
1

N

)2
.11



Esta funión será máxima para un ristal y ero para un gas ideal. Cualquier otrosistema tendrá un desequilibrio entre estos dos extremos. Entones, LMC de�nen laomplejidad omo
C = H · D = −

(

K
N
∑

i=1

pi log pi

)

·
(

N
∑

i=1

(

pi −
1

N

)2
) (1.6)Esta de�niión está aorde on los argumentos que de manera intuitiva deberíaposeer una medida de la omplejidad de un sistema, ya que es ero para los dossistemas extremos en la esala de orden y desorden (ristal perfeto y gas ideal), yualquier otro sistema tendrá un omportamiento intermedio y por tanto C > 0.A diferentes esalas un número diferente de estados serán aesibles, esto es unadiferente distribuión de probabilidad, y por tanto valores diferentes para H y D.Así, la magnitud para medir la omplejidad es dependiente de la esala, tal y omose espera. Veamos un ejemplo para ilustrar este punto: Un hip de omputadorapuede verse muy diferente a diferentes esalas, éste es un intrinado arreglo deelementos eletrónios a una esala mirosópia, pero sólo es un onjunto de pinesque sobresalen de una aja negra a una esala marosópia.Muhas noiones diferentes de omplejidad han sido propuestas hasta ahora,prinipalmente en el ontexto de ienias omputaionales y soiales, pero la mayoríade estas de�niiones presentan tanto di�ultades omo problemas lógios uandose intentan generalizar en los sistemas. La mayor ventaja de la omplejidad LMCes su generalidad y el heho de que es operaionalmente simple y no requiere deuna gran antidad de alulos [22℄. Esta ventaja ha sido evaluada en diferentesejemplos, tales omo el estudio de la evoluión de C para un modelo simpli�adode un gas, el "tetrahedral gas"[23℄, algunas expresiones para loalizaión uántiay entropía uántia [24℄, algunos métodos para disernir omplejidad en patronesbidimensionales [25℄, et. A ontinuaión mostraremos algunos ejemplos del alulode la omplejidad LMC.1.2.1. EjemplosComplejidad en el ensamble anónioCada situaión físia está relaionada a un distribuión espeí�a de los esta-dos mirosópios, así, un sistema aislado presenta equipartiión, por hipótesis: los12



miroestados ompatibles on una situaión marosópia son equiprobables [26℄,entones, se die que el sistema está en equilibrio. Para un sistema on un reservoriode alor en sus alrededores la probabilidad de los miroestados asoiada al equili-brio térmio sigue la distribuión de Boltzmann. En general, el esquema estableidoonsiste en asoiar una distribuión de probabilidad de los estados a ada fenómeno.Sí el sistema presenta alguna distribuión espeí�a, se die que se enuentra enun ierto tipo de equilibrio. Desde este punto de vista, la omplejidad C puede serasignada en ada sistema dependiendo de la desripión espeí�a. Analiemos elomportamiento de C en un gas ideal en equilibrio térmio. En este aso, la proba-bilidad pi de ada estado aesible está dada por la distribuión de Boltzmann,
pi =

e−βEi

QN
,donde QN es la funión de partiión del ensamble anónio,

QN =
∫

e−βE(p,q)d
3Npd3Nq

N !h3N
= e−βA(V,T ).Aá β = 1/κT on κ omo la onstante de Boltzmann, T la temperatura, V elvolumen, N el número de partíulas, E(p, q) el hamiltoniano del sistema, h es laonstante de Plank y A(V, T ) es el potenial de Helmholtz. Dada esta distribuiónde probabilidad, los alulos de H y D son

H(V, T ) =

(

1 + T
∂

∂T

)

(κ log QN) = S(V, T )y el desequilibrio es
D(V, T ) = e2β[A(V,T )−A(V,T/2)].Nótese que la informaión de Shannon oinide on la entropía termodinámia Suando K es identi�ada omo κ. Sí un sistema veri�a la relaión U = CvT donde

U es la energía interna y Cv el alor espeí�o, la omplejidad toma la forma
C(V, T ) ∼ cte(V ) · S(V, T )e−S(V,T )2/κlo ual está en total onordania on la funión propuesta en la E. (1.6).
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Distribuión normalSupongamos un onjunto de estados ontínuo representado por la variable x uyadensidad de probabilidad p(x) está dada por la distribuión σ

p(x) =
1

σ
√

2π
e−

x
2

2σ2 . (1.7)Para el aso de distribuiones ontínuas, la informaión H está de�nida omo [19℄
H = −K

∫ ∞

−∞

p(x) log p(x)dx, (1.8)y el desequilibrio es
D =

∫ ∞

−∞

p2(x)dx (1.9)Entones, las expresiones para H y D, en este aso, son
H = K

(

1

2
+ log(σ

√
2π)

)

,

D =
1

2σ
√

πpor lo tanto, C resulta en
C = H · D =

K

2σ
√

π

(

1

2
+ log(σ

√
2π)

)

. (1.10)La ondiión adiional de que H ≥ 0 impone que σ ≥ σmin = (2πe)1/2. La omple-jidad máxima es alanzada para un anho determinado, σ̄ =
√

e/2π.

14



. . . our understanding of our minds is still primiti-ve. The question is, when, if ever, will that situationhange? Peter Kramer; Listening to Proza.
Capítulo 2Eletroenefalografía y patologíaepiléptiaEl eletroenefalograma (EEG) o examen de onda erebral representa la seriede tiempo que traza el voltaje orrespondiente a la atividad neurológia omo unafunión del tiempo, en éste son aptadas las osilaiones de potenial que apareenen la super�ie orporal por un gran número de eletrodos de manera simultánea yque son transmitidas a un intensi�ador on entrada poliómia y registradas despuéspor anales de la máquina eletroenefalográ�a. Analizar señales eletroenefalo-grá�as en el omputador ha sido una ténia en la investigaión del erebro. Muhosinvestigadores, por ejemplo, Duke et al (1991) [27℄, han demostrado que la evoluióndinámia ompleja del EEG se genera por regímenes aótios.Desde una perspetiva teória, la identi�aión y araterizaión de la no-linealidaden el EEG onlleva a usar las propiedades de modelos matemátios para desribir laonduta dinámia de un erebro normal o patológio, y por lo tanto, nuestra om-prensión de los proesos �siológios subyaentes. Muhos investigadores han usadométodos no-lineales para revelar que el EEG es generado por un proeso neuro-nal determinista. Algunos grupos han reportado que la no-linealidad enontrada esdebida a un aos de dimensión baja [9, 10℄.El EEG se utiliza para diagnostiar la presenia y tipo de trastornos onvulsivos15



y para evaluar las lesiones en la abeza, tumores, infeiones, enfermedades dege-nerativas y alteraiones metabólias que afetan al erebro. También se usa paraevaluar trastornos del sueño y para investigar períodos de pérdida del onoimiento.El EEG puede realizarse para on�rmar la muerte erebral en un paiente en estadode oma.2.1. Examen eletroenefalográ�oLas élulas del erebro se omunian produiendo pequeños impulsos elétrios.En un EEG se oloan eletrodos en el uero abelludo sobre múltiples áreas delerebro para detetar y registrar patrones de la atividad elétria y revisar enbusa de ualquier anormalidad.El examen lo pratia un ténio en una habitaión espeialmente diseñada quepuede estar en un onsultorio médio o en un hospital. Se le pide al paiente que seaueste boa arriba sobre una mesa o silla relinable. El ténio oloa entre 16 y25 disos metálios planos (eletrodos) en diferentes sitios del uero abelludo, losuales se sostienen on un gel adhesivo. Los eletrodos se onetan por medio deables a un ampli�ador y a una máquina de registro.La máquina de registro onvierte las señales elétrias en una serie de líneasondeadas [Figura (2.1)℄, las uales se dibujan en un pedazo de papel uadriuladoen movimiento o bien una omputadora almaena los valores de tiempo y voltajeen un arhivo de datos. Se debe permaneer aostado, sin moverse y on los ojoserrados, ya que el movimiento puede alterar los resultados [28℄.

Figura 2.1: Trazo eletroenefalográ�o para un registro de 9 anales.Es posible que al paiente se le pida haer iertas osas durante el proeso de16
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Figura 2.2: Distribuión sistemátia de la posiión de eletrodos en el sistema 10-20.registro, omo respirar profunda y rápidamente por algunos minutos o mirar haiauna luz muy brillante y entellante.2.1.1. EletrodosEl Eletroenefalograma es más difíil de registrar que otros biopoteniales yaque las señales eletroenefalográ�as tienen voltajes menores. Los eletrodos tienendiversas formas y pueden ser de ualquier metal que, on la ayuda de una soluiónsalina �siológia o de una pasta ondutora, pueda estableer ontato on la super-�ie de la abeza. Las propiedades elétrias de los eletrodos dependen, antes quenada, del tipo de metal utilizado y pueden ser modi�adas por ambios de estadode las super�ies metálias.2.1.2. Disposiión de eletrodosEl montaje de los eletrodos sobre los puntos de registro en la super�ie delráneo se lleva a abo según una distribuión sistemátia. Con �nes omparativoses preferible trabajar on un sistema de disposiión de eletrodos internaional yunitario; este sistema de registro se onoe omo sistema 10�20 [Figura (2.2)℄. Separte de uatro puntos determinados de la abeza, del nasión (el punto ubiado enla base de la nariz sobre la sutura frontonasal), del inión (punto situado en la parteposterior de la abeza que se orresponde on la protuberania oipital) así omo delos dos puntos preauriulares orrespondiéndose ada uno de ellos on el omienzodel hueso igomátio delante del trago.Para determinar la posiión de los eletrodos se onsidera omo 100% al valor17



de la distania que separa al nasión del inión medida sobre el vértex en la líneamedia. Se maran ino puntos a lo largo de esa línea. Los eletrodos se oloande tal manera que el primer eletrodo quede separado del nasión por una distaniaorrespondiente al 10% del total y de igual manera, el último eletrodo está separadodel inión un 10% sobre la misma línea. El resto de la línea lo oupan tres eletrodosque están separados entre sí así omo del primer y último eletrodo por distaniasada una equivalentes al 20% de la distania total. A ausa de este prinipio dedistribuión se denomina 10�20. Para la determinaión de los puntos sobre la líneade unión entre nasión, puntos preauriulares e inión, las horizontales, se proede demanera idéntia partiendo del nasión y del inión, ya sea a dereha o izquierda.

Figura 2.3: Anatomía del ráneo humano.La posiión de los eletrodos se identi�a on letras y números, sobre el hemisferiodereho on números pares y sobre el izquierdo on impares. Las letras identi�anada región de la abeza [Figura (2.3)℄: frontopolar o prefrontal (Fp), frontal (F),temporal (T), entral (C), parietal (P), oipital (O), on lo ual se die úniamenteque se registra sobre esas regiones de la abeza. Esto no signi�a, sin embargo, quela informaión deba proeder de las regiones erebrales ubiadas bajo ese punto. Aada uno de los eletrodos ubiados sobre la línea media se le asigna la letra zetaminsula (z , de zero) (Fz, Cz, Pz). 18



2.2. Patología epiléptiaLas epilepsias son enfermedades rónias, de etiología diversa, araterizadas porpresentar risis reurrentes [29℄. Las risis epiléptias son aquellas que resultan deuna desarga exesiva de las neuronas erebrales, asoiadas a diversas manifestaio-nes línias, éstas pueden apareer omo onvulsiones araterizadas por la atividaddesordenada de los brazos y piernas aompañada por lo general de mordedura delengua y emisión de orina. En otras oasiones apareen de forma menos aparatosaomo una falta de repuesta a estímulos, durante el ual la persona se queda on lamirada �ja, ausente, asoiándose en oasiones movimientos automátios (omo tra-gar repetidamente o frotarse las manos). Estas risis se denominan risis pariales ofoales o bien ausenias, dependiendo de las araterístias partiulares [30℄.Las risis epiléptias pueden ser la manifestaión de problemas muy variados ypueden deberse a situaiones tan diversas omo un tumor erebral, una malforma-ión, una meningitis, una onmoión erebral ausada por un golpe en la abeza, unexeso en la toma de bebidas alohólias, et. En algunos asos no se enuentra laausa de la epilepsia, o es de aráter hereditario.Las risis epiléptias se produen por una alteraión de las élulas erebrales (lasneuronas) en un lugar del erebro (risis foales) o por una exitabilidad general delerebro en su onjunto (risis generalizadas). Las risis foales suelen ser debidas alesiones erebrales (un tumor, una malformaión o una iatriz). Por otra parte, enlas risis generalizadas no se suele enontrar una anomalía evidente en el erebro yposiblemente sean debidas a una anomalía en la regulaión de la omuniaión delas élulas erebrales, tal vez de ausa genétia [31℄.Por otro lado, ualquier persona puede presentar una risis aislada en ondiio-nes exepionales. Por ejemplo, la falta de sueño, el abuso de drogas estimulantes(anfetaminas, oaína), el alohol o la �ebre pueden todos ellos aumentar el riesgode tener risis. Todo depende del llamado umbral para la epilepsia. Por ejemplo,algunas personas tienen una alta resistenia para tener risis (un alto umbral) y pormás fatores provoadores a las que se las pueda someter no sufrirán una risis. Porel ontrario, hay personas on un umbral muy bajo que failita el que tengan ri-sis. Generalmente la resistenia o failidad para tener risis está asoiada a fatoreshereditarios poo onoidos. 19



La epilepsia puede apareer a ualquier edad: desde la infania hasta la aniani-dad, aunque suele ser más freuente en los dos extremos de la vida. La epilepsia notiene prejuiios: afeta por igual a hombres y mujeres, rios y pobres, y a personasde ualquier redo o raza.No hay una prueba únia para diagnostiar la epilepsia. De heho lo más im-portante para su diagnóstio es obtener una desripión detallada de las risis. Porello, es fundamental ir al neurólogo aompañado de un familiar o testigo de la risis.Una vez heho el diagnóstio se omplementa on pruebas que ayudan a detetarual es el origen de las risis. Las pruebas más importantes son la Tomografía AxialComputarizada (o TAC) erebral, la Resonania Magnétia Cerebral y el eletroen-efalograma. Las dos primeras son útiles para ver la estrutura del erebro y puedendetetar la presenia de tumores, iatries, quistes, malformaiones erebrales, et.Por otra parte, on el eletroenefalograma se obtiene el registro de la atividad elé-tria erebral que india la posible exitabilidad del erebro y la loalizaión de estaexesiva exitabilidad. En oasiones, es neesario el registro de las risis epiléptiasmediante un sistema de iruito errado de vídeo-eletroenefalograma para poderdiagnostiar on seguridad la epilepsia o para poder determinar el lugar erebral queda origen a las risis [31℄.2.3. Nomenlatura de las ondas del EEGEn el registro de un EEG apareen ondas de diversas freuenias, amplitudes yformas. Estos elementos aislados y sus ombinaiones onstituyen un variado onte-nido informativo. Seguidamente se desribirán las ondas del EEG y sus araterís-tias, en las distintas bandas de freuenia.Banda α: Ondas regulares o irregulares simétrias sobre ambos hemisferios deunos 8-13 Hz, en estado de vigilia relajado, on los ojos errados. Más notables enlas regiones posteriores de la abeza. Amplitud variable por debajo de 50 µV.Banda β: Ondas en las de más de 13 Hz, en estado de vigilia on los ojos errados,en las regiones frontoentrales de la abeza. Amplitud variable, generalmente inferiora 30 µV.Zona de freuenia de sueño: Ondas sobre las regiones entrales de la abezade unos 11-15 Hz, generalmente de 12-14 Hz, de distribuión asi siempre difusa.20



Amplitudes variables, inferior a 50 µV.Banda θ: Ondas simétrias sobre las regiones anteriores de la abeza de bajaamplitud distribuidas irregularmente entre 4-7 Hz.Banda δ: Ondas que no tienen un origen exato, de baja amplitud, de unos 0.5-2Hz y de distribuión irregular.2.4. Caraterístias de la obtenión de las señalesEEGEl registro de las señales eletroenefalográ�as se realizó en 19 anales a partirde eletrodos adheridos a la super�ie de la abeza on pasta ondutora, en lossitios estableidos por el sistema internaional 10-20, midiéndose la diferenia depotenial respeto a una referenia onstituida por ambas orejas ortoiruitadas.Se digitalizó la señal a una freuenia de muestreo de 256 Hz y onversión A/Dde 12 bits, �ltrada digitalmente entre 0.5 y 30 Hz. Se seleionaron para el análisis,registros de tiempo variable de atividad en reposo de 10 sujetos sanos y 30 paientesepiléptios, de los uales 10 se enuentran bajo tratamiento, 18 les fue diagnóstiadaepilepsia y se enuentran sin tratamiento y dos presentaron una risis durante laonsulta, una de ellas es espontánea y la otra es induida.
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Si el erebro fuera tan simple que pudiéramos omprenderlo,seríamos tan simples que no lo entenderíamos.Lyall Watson.
Capítulo 3Medidas de omplejidad en señalesEEGInvestigaiones reientes, inluyendo una realizada en nuestro grupo de investi-gaión en Caos y Sistemas Complejos de la ULA [32℄, han mostrado que la patologíaepiléptia está asoiada a la apariión de un estado dinámio sinronizado en el e-rebro, evideniado en la sinronizaión de las señales de los distintos anales deleletroenefalograma de paientes epiléptios. Estos desubrimientos han demostra-do la utilidad de los métodos provenientes de la dinámia no lineal en la omprensiónde diversas patologías erebrales mediante el análisis de señales �siológias.En este apítulo presentaremos la araterizaión de las señales EEG desde elpunto de vista de su grado de omplejidad, basados en la suposiión de onsideraral erebro humano omo un sistema omplejo.3.1. Complejidad estruturalAhora nos enfoaremos en la emergenia de estruturas o patrones marosópiosen señales eletroenefalográ�as. Hemos utilizado la medida de omplejidad LMCpara araterizar la omplejidad estrutural de las señales EEG tanto de sujetossanos omo de paientes on epilepsia. Para alular este tipo de omplejidad hemosempleado el método llamado Prinipal Component Analysis o PCA por sus siglas en22



inglés [33℄ (Ver Apendie A para una breve desripión). Este proedimiento permitereduir la dimensionalidad efetiva de un sistema dinámio. En nuestro análisishemos empleado este método para reduir la dimensionalidad del EEG, el ual estáonstituído por vetores de 19 dimensiones. Antes de ontinuar, realizaremos unarevisión a los aspetos mas importantes del proedimiento a seguir para obtener laomplejidad. El proedimiento está resumido en ino pasos, estos son:1. Una vez que se ha seleionado el EEG a estudiar, se realiza la transformaiónde los datos a un espaio de funiones in�nito-dimensional por medio del kernelPCA no lineal.2. Luego, se seleionan los autovetores en uyas direiones se enuentran losdatos mas relevantes, estos son, los datos a ser onservados en la reduión dela dimensionalidad.3. Ahora, se debe elegir la antidad de estados sobre los uales se hará la medidade omplejidad.4. Se enuentra la distribuión de probabilidad resultante.5. Finalmente, se obtiene un valor de la omplejidad para el sujeto bajo estudio.Hemos realizado estudios sobre el tamaño del parámetro σ proveniente del métodoPCA, sobre la antidad de dimensiones neesárias para poder representar el EEG ysobre el número de estados que �jan nuestra esala de mediión. Estos estudios sepresentan a ontinuaión.3.1.1. Estudio sobre el tamaño de σPara el álulo de la omplejidad hemos utilizado el kernel PCA no lineal desritopor la siguiente funión,
K(x,y) = e−

‖x−y‖2

2σ2 (3.1)donde x y y son vetores del EEG y σ es un parámetro. Para la eleión de unvalor adeuado de σ, sólo tenemos que busar el menor valor para el ual la matrizde transformaión no es singular. Experimentos realizados on los datos EEGs, losuales son del orden de 101, mostraron que se debe satisfaer que σ ≥ 240 para23



todos los asos bajo estudio. Un σ mayor a este valor nos asegura la invertibilidadde la matriz. En los álulos subsiguientes hemos elegido σ ≥ 248.3.1.2. Estudio sobre la antidad de dimensionesUn eletroenefalograma generalmente está ompuesto por una antidad mayoro igual a 16 anales que orresponden a diversas zonas del erebro. Cada analonstituye una serie de tiempo que re�eja la atividad elétria de la zona del raneodonde se enuentra1 el eletrodo de registro. Si quisieramos realizar un grá�o delEEG de un sujeto, ada una de estas series temporales onstituiría una dimensión.Los EEGs de nuestra base de datos están onstituídos por 19 anales, además de unareferenia (ambas orejas ortoiruitadas), y un anal indiando el tiempo. Siendo ladimensionalidad tan alta, hemos utilizado el método del Kernel PCA no lineal parareduir este número. Las direiones más importantes (on mayor varianza) en elespaio dual, están dadas por aquellos autovetores de la matríz de transformaiónque orresponden a los autovalores más grandes. En la Fig. (3.1) se muestran losino autovalores más grandes para uatro de los sujetos bajo estudio, dos de ellosnormales y dos on epilepsia, los uatro fueron esogidos al azar en ada grupo.En esta �gura observamos que los dos primeros autovalores de ada EEG on-tienen la mayor antidad de informaión sobre la señal original, mientras que losúltimos tres autovalores, de los ino mostrados, ontienen una antidad de infor-maión no muy signi�ante. Los 14 autovalores restantes de ada EEG mostrado,tienen en omún que todos son menores a 10−5. Así, enontramos que un vetor3-dimensional puede representar ualquier EEG de nuestra base de datos sin unaperdida signi�ativa de informaión.3.1.3. Estudio sobre el número de estados: esalaLa de�niión de omplejidad depende de la esala. A ada esala de observaión,un nuevo onjunto de estados aesibles apareen on su orrespondiente distribu-ión de probabilidad y por tanto la omplejidad ambia. En la Fig. (3.2) vemos lavariaión del valor de la omplejidad para diversas esalas.1Cada anal también puede re�ejar el omportamiento de la atividad erebral proveniente deotras partes del erebro. 24



Figura 3.1: Los ino autovalores más grandes para dos sujetos sanos y dos paienteson epilepsia esogidos al azar. El resto de los EEGs de la base de datos presentan unomportamiento similar.

Figura 3.2: Valor de la omplejidad para diversas antidades de estados para un sujetosano (arriba) y un paiente epileptio (abajo).
25



En la Fig. (3.2) se observa que el valor de la omplejidad aumenta a medida quela antidad de estados se hae más grande. Los valores de la omplejidad para unnúmero de estados menor a 113 son los valores donde la distribuión de probabilidadvaría de manera onsiderable on respeto a la antidad de estados, mientras que apartir de este valor, la distribuión de probabilidad no presenta grandes ambios ypor tanto la medida de omplejidad se mantiene estable. El omportamiento de laomplejidad on respeto al número de estados es similar en todos los EEGs, tantode sujetos sanos omo de aquellos patológios. Para el resto de los álulos en estetrabajo, hemos elegido una antidad de estados igual a 22 partiiones por ada eje,lo que nos da un total de 10648 estados, donde todos los EEG se enuentran en lazona más estable de la omplejidad.3.1.4. Complejidad de los datos EEGLos resultados de la apliaión del método anteriormente desrito se muestranen la Fig. (3.3), donde se observan los valores de la omplejidad para el grupo desujetos sanos y el de paientes on patología epileptia diagnóstiada.

Figura 3.3: Histograma de freuenias de los valores de omplejidad para los 40 EEGs enestudio obtenidos on el método PCA. A la dereha se observa el valor de la omplejidadpara ada uno de los grupos. El eje horizontal en la grá�a de la dereha sólo tiene sentidoorientativo.En el panel de la dereha de la Fig. (3.3) se muestra el valor de la omplejidad26



para ada uno de los 40 EEGs en estudio. La seión I muestra el grupo de sujetossanos, la seión II orresponde a los paientes on epilepsia que se enuentran bajotratamiento, en la seión III se enuentran los paientes on epilepsia diagnostiadapero sin tratamiento y en la seión IV se observan los paientes on epilepsia durantela etapa lónia. El histograma mostrado representa la antidad de sujetos que seenuentran en un ierto rango de omplejidad. La olumna mas alta representatodos aquellos paientes on epilepsia que se enuentran en las seiones III y IV.La segunda olumna muestra aquellos paientes on epilepsia que se han sometidoa un tratamiento médio. El resto de las olumnas orresponden al grupo de sujetossanos.Ahora realizaremos un estudio similar al mostrado, pero en lugar de utilizar elmétodo del Kernel PCA no lineal para reduir la dimensión del EEG, utilizaremosla media aritmétia en ada instante de tiempo. Para esto alularemos el ampomedio en ada instante de tiempo y luego obtendremos el valor de la omplejidad deeste ampo medio. Los resultados se muestran en la Fig. (3.4), donde se enuentranlos valores de la omplejidad para los 40 sujetos en estudio.

Figura 3.4: Valores de la omplejidad LMC alulados a partir del ampo medio de adaEEG. El eje horizontal en la grá�a de la dereha sólo tiene sentido orientativo; a la derehase observa el histograma de freuenias de los valores de omplejidad para los 40 EEGs enestudio. 27



La grá�a de la izquierda muestra la ompleidad de ada sujeto omo sigue: se-ión I, sujetos sanos; II, epiléptios bajo tratamiento; III, epiléptios sin tratamientoy IV, epiléptios durante una risis onvulsiva. A la dereha se observa el histogramade freuenias de estas medidas. Podemos ver que en este aso, el ampo medio apesar de ser una representaión que obvia una gran antidad de informaión, paralos asos bajo estudio parae ser una medida en la que se enuentra informaiónrelevante aera de la dinámia loal de ada anal del EEG.De estos resultados podemos onluir que la atividad erebral en la patologíaepileptia presenta una enorme oherenia, de forma que abandona las irregularida-des de un erebro sano, para obedeer a regímenes ordenados, así, podemos asoiarla patología epiléptia a un estado de menor omplejidad de aquellos sujetos sanos,y que en los episodios de risis onvulsivas haen dereer aún más estos nivelesde omplejidad del erebro, haiendolo más ordenado y fáil de predeir. Tambiénpodemos ver que para el grupo de paientes on epilepsia que se enuentran bajo untratamiento médio y fueron analizados por medio del método del PCA, los nivelesde omplejidad son un poo mayor on respeto al de los que no poseen tratamientomédio, lo que sugiere que los fármaos induen un mayor nivel de omplejidad enel erebro. Esta última observaión es válida para los primeros oho paientes en laseión II, ya que los dos últimos no presentan diferenias signi�ativas on aquellospaientes que no siguen un tratamiento; esto puede deberse a que a estos paientesse les ha indiado un tratamiento pero no lo llevan a abo de manera onstante o eltipo de tratamiento es diferente al del resto del grupo II.
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We now understand that haos exists in many natu-ral phenomena, inluding our brains, and thus we haveto ask paradoxially why we pereive our own existeneand why we reognize the separation between subjet andobjet. Kunihiko Kaneko.
Capítulo 4Comportamiento oletivo emergenteEn los útimos años ha habido muho interés en desribir y omprender el fe-nómeno de emergenia de omportamento no trivial en sistemas formados por ele-mentos aótios que interatúan entre sí [34℄. El omportamiento oletivo no trivialestá araterizado por una evoluión ordenada o bien de�nida de antidades maros-ópias que oexisten on omportamientos loales desordenados. Modelos basadosen redes de mapas aoplados han sido ampliamente usados en la investigaión defenómenos ooperativos que apareen en muhos sistemas extendidos on dinámiaaótia [35℄. En este apítulo, estudiaremos la omplejidad LMC en redes de mapasaoplados que exhiben omportamiento oletivo no trivial.4.1. Complejidad en sistemas on omportamientooletivo emergentePara estudiar la omplejidad en sistemas espaiotemporales donde el orden glo-bal emerge a partir del aos loal, onsideraremos un sistema de N elementos in-teratuantes, donde el estado del elemento i (i = 1, 2, . . . ,N ) en un tiempo disreto
t, se denota por xi

t. Asumimos que la evoluión de ada elemento depende de su29



propia dinámia loal y de su interaión on otros los elementos de la red, dondela intensidad de las interaiones está dada por un parámetro de aoplamiento ǫ. Ladinámia oletiva del sistema en el tiempo t puede ser desrita por alguna variableestadístia ht.Hemos alulado el valor de la omplejidad C omo una funión de la intensi-dad de aoplamiento en sistemas de mapas aoplados que exhiben omportamientoaótio no trivial. El primer ejemplo a estudiar es un sistema de mapas sujeto aaoplamiento global desrito por
xi

t+1 = (1 − ǫ)fi(x
i
t) +

ǫ

N
N
∑
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fj(x
j
t ), (4.1)donde la funión fi(x

i
t) desribe la dinámia loal del elemento i. El sistema usual demapas homogéneos aoplados globalmente [36℄ orresponde a tener la misma funiónloal para todos los elementos, i.e., fi(x

i
t) = f(xi

t). Como dinámia loal, empleamosel mapa logarítmio f(x) = b+ln |x| [37℄, donde b es un parámetro real. Caos robustoourre en el intervalo de parametros b ∈ [−1, 1], sin ventanas periódias ni bandasaótias separadas [37℄.En nuestro segundo ejemplo, hemos introduido heterogeneidad en la dinámialoal, tomando ahora fi(x
i
t) = bi + ln |xi

t|, on valores de bi distribuídos en [−1, 1].Como variable marosópia para estos sistemas hemos onsiderado el ampo medioinstantáneo, de�nido omo
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i
t) (4.2)La Fig. (4.1)(a) muestra el diagrama de bifuraión del ampo medio ht delsistema de mapas homogéneos globalmente aoplados [E. (4.1)℄ omo funión de laintensidad de aoplamiento ǫ [38℄). El parámetro loal está �jo en b = 0 para todoslos mapas y el tamaño del sistema es N = 104. Para ada valor de ǫ, el ampo mediofue alulado en ada iteraión t, partiendo de ondiiones iniiales aleatorias en ladinámia loal de los mapas, distribuidas uniformemente en el rango xi

0 ∈ [−8, 8].Cuando el parámetro loal b está distribuido en el rango b ∈ [−1, 1], los elemen-tos xi
t son aótios y están desinronizados [ver Fig. 4.2()℄, por lo tanto, el ampomedio en la Fig. 4.2(a) revela la existenia de atratores periódios globales paraalgunos intervalos de la intensidad de aoplamiento ǫ [18℄. Diferentes estados oleti-vos emergen omo una funión del aoplamiento ǫ: una fase turbulenta, donde ht se30



Figura 4.1: (a) Diagrama de bifuraión ht vs ǫ para el sistema de mapas homogéneosglobalmente aoplados, b = 0. (b) Valor de omplejidad y, () diagrama de bifuraión deun mapa x
i
t.mani�esta omo un punto �jo, siguiendo un omportamiento de variables no orre-laionadas; estado periódio oletivo; bandas aótias oletivas y sinronizaiónaótia [38℄.La Fig. (4.1)(b) muestra C vs ǫ. Un ambio abrupto en el valor de la omplejidadpuede ser laramente visto omo un valor rítio del aoplamiento ǫc = 0,211, unomportamiento araterístio de una transiión de fase de primer orden [18℄. A estevalor rítio de la intensidad de aoplamiento el omportamiento oletivo ambiade una fase turbulenta a un estado de periodiidad oletiva, omo se observa enla Fig. (4.1)(a). Para ǫ < ǫc el valor de la omplejidad tiende a ero, indiando quelos elementos estan tan desordenados que se asemejan al omportamiento de un gasideal, donde existe equiprobabilidad en los estados aesibles. Para ǫ > ǫc, la om-plejidad aumenta de manera asi disontínua. Las unidades loales repentinamenteempiezan a sentir el efeto del ampo global; ada mapa se enuentra en un regimenaótio que obedee a un omportamiento oletivo autorganizado, donde la om-plejidad es máxima. Si ontinuamos aumentando el valor de ǫ, enontraremos quela omplejidad disminuye momentos antes de ada ambio de períodiidad, y luego31



aumenta de manera drástia durante el ambio.

Figura 4.2: (a) diagrama de bifuraión ht vs ǫ para el sistema de mapas aoplados hete-rogeneo. (b) Valor de omplejidad y () diagrama de bifuraión de un mapa x
i
t.En la Fig. (4.2)(a) se observa el diagrama de bifuraión de ht vs ǫ para elsistema de mapas heterogeneos globalmente aoplados. En este aso los parámetrosloales bi son un onjunto de valores aleatorios on una distribuión uniforme en elrango bi ∈ [−1, 1]. De nuevo, las dinámias loales son aótias, y ontinúa surgiendoomportamiento oletivo para algunos valores de la intensidad de aoplamiento. LaFig. (4.2)(b) muestra el valor de la omplejidad LMC en funión del parámeto deaoplamiento para este sistema. En este aso el valor de la omplejidad permaneemuy erano a ero uando ǫ aún no alanza el valor rítio ǫc ≃ 0,040 y aumentaabruptamente uando ǫ > ǫc, omportandose de manera similar al aso anterioruando existe un ambio en la periodiidad oletiva.Obsérvese que en los diagramas de bifuraión mostrados en las Fig. (4.1)(a) y(4.2)(a), los elementos del diagrama no son puntos únios donde todas las dinámiasloales onvergen, por el ontrario son bandas que poseen un anho, el ual disminuyeuando aumenta el tamaño del sistema.En la Fig. (4.3) observamos el omportamiento del valor de la omplejidad onrespeto del número de estados aesibles, para dos valores de la intensidad de ao-32



Figura 4.3: Variaión de la omplejidad vs antidad de estados aesibles en el sistemapara dos intensidades de aoplamiento dadasplamiento. El valor ǫ = 0,014 orresponde al regímen oletivo de período uno yen ǫ = 0,2 el sistema está en un regímen oletivo de período dos. Podemos verque para una antidad pequeña de estados, la omplejidad del sistema es pequeña.Sin embargo, el valor de la omplejidad varía onsiderablemente para N ≤ 9. Para
10 ≤ N ≤ 19 enontramos una región donde la variaión no es tan amplia omoen el aso anterior; para los asos N ≥ 20 la omplejidad ontinúa aumentando.La sensibilidad de la medida de omplejidad on respeto a la antidad de estadosaesibles está diretamente relaionada on la distribuión de probabilidades on laque realizamos nuestras medidas. Cuando la antidad de estados es muy pequeña,la resoluión de nuestra medida es lo su�ientemente buena para aptar el ompor-tamiento de la banda de elementos que se enuentran en un regímen oletivo en losdos regímenes mostrados, sin embargo, a medida que aumenta la antidad de esta-dos, las partiiones de mediión de probabilidad se haen mas pequeñas, por lo queomenzamos a medir la omplejidad interna de las bandas de elementos, lo que segúnvemos en nuestros gra�os, es mayor. Para las medidas de omplejidad mostradasanteriormente, se onsideró N = 15; on esta antidad de estados se logra aptar laomplejidad del omportamiento oletivo sin inluir el detalle del omportamientointerno de las bandas. A este valor de la antidad de estados le llamaremos Nc.Cuando el tamaño del sistema aumenta, se observa que el grosor de estas bandas,33



que es proporional a la dispersión estadístia de los puntos en la banda, dereeomo N− 1

2 [35℄ siguiendo la ley de los grandes números. Como hemos visto, Nc de-pende diretamente de la antidad de estados en el sistema, lo que a su vez determinael tamaño de estos estados: N ∼ N−1. Entones, enontramos que
1

Nc
∼ 1√

N
⇒ N ∼ N2

c (4.3)Así que, si variamos el tamaño del sistemaN , entones el número de estados mínimos
Nc para medir la omplejidad del omportamiento oletivo variará omo lo india laE. (4.3) (salvo algunas onstantes), de este modo dado el tamaño N del sistema demapas aoplados, es posible estimar el tamaño rítio Nc del número de estados paramedir la omplejidad relaionada on la emergenia del omportamiento oletivono trivial.4.1.1. DisusiónEn el apítulo anterior observamos que la medida de omplejidad planteada porLópez-Ruiz, Manini y Calbet funiona omo disriminador entre sujetos sanos yaquellos a los que se les ha diagnostiado algún tipo de epilepsia. Ésto lo hemosobservado al reduir la representaión global de la atividad eletria erebral, de-tetada por el EEG, por medio del método PCA. En el apítulo anterior tambiénobservamos que la media aritmétia en ada instante de tiempo onserva informa-ión relevante del erebro en su onjunto, ya que la medida de omplejidad LMCrealizada usando el ampo medio de los EEGs, sugiere una diferenia entre los dosprinipales grupos de individuos bajo estudio. Un punto relevante es el heho deque sistemas simulados, omo lo es el aso de las redes de mapas aoplados, pre-sentan un omportamiento oletivo emergente que puede ser detetado medianteel estudio de la evoluión de su ampo medio. De este manera, paree natural laposibilidad de enontrar informaión relevante en esta antidad marosópia, a pe-sar de que ésta exluye una gran antidad de informaión que se anula o exalta enel proeso de su álulo. Sin embargo, omo hemos visto aá, este tipo de variablesnos pueden dar informaión aera del omportamiento global del sistema, el ualno puede ser deduido a partir del omportamiento de sus elementos básios. Parair un paso mas allá, en los grá�os donde aparee el mapa de bifuraión de lasredes de mapas aoplados que se estudiaron, vemos la aída de la omplejidad en34



pequeños .esalones", uando se produen ambios en la antidad de órbitas perió-dias (a partir de 2 órbitas). Del análisis de los EEGs, distinguimos que el estadosano y el estado de patología orresponden a distintos niveles de omplejidad, losuales podemos asoiar on el ambio de omplejidad produido en las redes de ma-pas aoplados. Más aún, en el aso de los mapas homogéneos aoplados es posibledetetar un estado de sinronizaión de los elementos básios a partir de ǫ ∼ 0,430,lo ual podemos relaionar on los resultados obtenidos en medida de sinronizaiónde sujetos sanos y paientes epilétios [32℄, donde se enontró que el regímen deepilepsía orresponde a un estado de mayor sinronizaión. Sin embargo, en ningúnmomento este tipo de sistema simulado pretende estableer una semejanza diretaon el erebro, pero siendo las redes de mapas un sistema tan simple, logran exhibirun omportamiento omplejo que puede expliar en ierto modo y sin gran detalle,el origen de las diferenias de omplejidad detetadas en un erebro humano sano yuno patológio.
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Ahora ni siquiera sabemos si nos rodea un laberinto, un sereto osmos,o un aos azaroso. Nuestro deber es imaginarnos el hilo y el laberinto.Nuna daremos on el hilo; aaso lo enontramos y lo perdemos en unato de fe, en una adenia, en un sueño, en las palabras que se llaman�losofía, o en la mera y senilla feliidad.Jorge Luis Borges, Los onjurados.
ConlusionesLa medida de omplejidad planteada por LCM ha mostrado no sólo ser útil enmodelos teórios, sino también ha sido de utilidad en el análisis de datos provenientesde sistemas reales. Los datos analizados en este trabajo, nos han mostrado queexiste una diferenia de tipo morfológio entre las señales eletroenefalográ�as desujetos sanos y paientes on epilepsia, inluso uando algunos de estos paienteshan sido tratados on fármaos. La medida de la omplejidad realizada sobre lasbases de datos nos sugieren que la patología epiléptia está asoiada a un estadode omplejidad baja. Aquellos EEG de paientes que sufrieron una risis onvulsivadurante el exámen eletroenefalográ�o, sugieren que este estado posee un nivel deomplejidad menor en omparaión de aquellos sujetos sanos.Los álulos de omplejidad realizados reduiendo la dimensionalidad del EEGpor medio del método de kernel PCA no lineal arrojaron resultados que disriminanlos sujetos sanos de aquellos on epilepsia. Este método de álulo de la omplejidadtambién es apaz de difereniar tres grupos de paientes, aquellos que onsumenfármaos para evitar las risis, on un nivel de omplejidad ligeramente mayor alresto; los que aún no tienen un tratamiento; y los que se enuentran en una etapalónia, on el menor nivel de omplejidad.El ampo medio de las señales eletroenefalográ�as fue utilizado en este trabajoomo una antidad global para representar al erebro en su totalidad. Cálulos36



de la omplejidad LMC fueron realizadas sobre esta antidad, indiando que elampo medio de los EEGs ontiene informaión importante aera de la totalidaddel sistema, lo ual no es trivial ni diretamente deduible, ya que en el proesode álulo de la media aritmétia o ampo medio, se atenúan o exaltan una granantidad de datos. Los resultados obtenidos del álulo de la omplejidad LMC apartir del ampo medio del EEG indian que esta antidad es apaz de difereniarlos dos grupos de sujetos, sanos y epiléptios, pero se pierden detalles omo ladiferenia entre los paientes on tratamiento médio y los que no les han indiadoun tratamiento.El estudio de las redes de mapas aoplados, tanto para el aso homogéneo (b = 0)omo el heterogéneo (b ∈ [−1, 1]), mostraron que el ampo medio, alulado omola media aritmétia en ada instante de tiempo, ontiene informaión relevante delsistema que no puede ser derivada trivialmente del omportamiento de sus elementosonstituyentes. En el aso homogéneo es posible identi�ar iertos regímenes quesurgen en el sistema uando se varía la intensidad de aoplamiento; uno de estosregímenes es el aso de sinronizaión, el ual se enuentra para ǫ > 0,430.Nos permitiremos realizar una omparaión omplementaria de la presente in-vestigaión on trabajos anteriores sobre análisis de señales EEG en paientes epi-léptios. Por ejemplo, en [32℄ se demostró que la patología epiléptia está asoiada aun estado de mayor sinronizaión del erebro en su onjunto. También se enontróen diho trabajo un heho importante on respeto a la prediión de risis epilép-tias, ya que se evidenió un valor máximo de los parámetros araterizadores de lasinronizaión, segundos antes del iniio de la risis. Sin embargo, este método delasi�aión de paientes por medio de la sinronizaión de los anales del EEG, noarrojó una medida ontundente que separara los sujetos sanos de los patológios.Esto pudo deberse en gran parte a que los paientes bajo estudio se enontrabanbajo tratamiento médio, pero en el aso del sujeto durante la risis epiléptia, seobservó que durante la risis el erebro se enuentra en un estado de mayor sinro-nizaión. Hemos enontrado que las medidas de omplejidad no son muy afetadaspor el onsumo de fármaos por parte de los paientes patológios, ya que es posibleestableer una diferenia entre los sujetos sanos y los paientes on epilepsia.A partir de los resultados obtenidos en esta tesis, podemos deir que un ere-bro sano y un erebro patológio exhiben distintos niveles de omplejidad. Hemos37



mostrado que un sistema de mapas onetados de manera global, siendo un sistemamuy simple en omparaión on el erebro humano, presenta diferentes niveles deomplejidad en diferentes rangos de parámetros. En ningún momento se pretendeidenti�ar la red de mapas on el erebo, sólo sugerimos que las propiedades oleti-vas relaionadas on la omplejidad son ualitativamente similares, y que el aumentode omplejidad está asoiado a la emergenia de omportamientos oletivos no tri-viales en diversos sistemas.No abe duda alguna que el análisis no lineal bene�ia este tipo de estudios.Paso a paso, los investigadores de sistemas omplejos, donde la dinámia no linealrepresenta un fator importante, van onstruyendo un onoimiento de los fenómenosomplejos que ourren en sistemas reales, ésto aún sin una teoría uni�ada de laomplejidad. Nada detiene el afán de onoimiento, por lo que aún on herramientasbásias, la físia de los sistemas omplejos sigue la tradiión história de la búsquedade las propiedades universales en los fenómenos naturales.
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Apéndie AAnálisis de omponentes prinipalesEl análisis de omponentes prinipales (PCA) se emplea uando deseamos ob-tener una representaión más simple ( y en menos dimensión) para un onjunto devariables orrelaionadas. Para examinar las relaiones entre un onjunto de p varia-bles orrelaionadas, transformamos el onjunto original de variables a un nuevo on-junto no orrelaionado usando una rotaión ortogonal en el espaio p-dimensional.Estas nuevas variables serán llamadas omponentes prinipales. Las omponentesresultantes son ordenadas de modo que las omponentes mayores resuman la mayorantidad posible de la variabilidad de los datos originales. Si un número pequeño dedihas primeras omponentes resume la mayor parte de la variaión de los datos,podría pensarse que la dimensionalidad real de los datos es menor que p. En tal aso,esperaríamos que estas omponentes resulten signi�ativas, y sean de utilidad paraomprender mejor los datos y que sean útiles para simpli�ar análisis posteriores(esto no siempre es posible en la prátia). Observese que el PCA es una téniamatemátia, y no requiere el uso de una estrutura probabilístia para los datos.A.1. Fundamentos del métodoEl método de PCA es una transformaión de bases ortogonales. Las nuevas basesson enontradas diagonalizando la matriz de ovarianza
Cov =

1

l

l
∑

j=1

xjx
⊤
j (A.1)
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onstruída a partir del onjunto de datos {xk ∈ RN |k = 1, . . . , l} dond los xkuplen la ondiión∑l
k=1 xk = 0. Las oordenadas en la base de los autovetores sonllamadas omponentes prinipales. El tamaño de un autovalor λ orrespondiente aun autovetor v de la matriz Cov es igual a la varianza en la direión de v. Lasdireiones de los primeros n autovetores orrespondientes a los n autovalores másgrandes representan la mayor parte de la varianza en las n direiones ortonormales.En la mayoría de las apliaiones, estas direiones ontienen la informaión másimportante para representar la serie de datos, omo por ejemplo, en ompresión dedatos, donde los datos son proyetados en las direiones de los autovalores másgrandes para retener la mayor antidad de informaión útil posible; o para depurarseñales del ruído, donde las direiones de los autovalores mas bajos son despreiadas.A.1.1. Kernel PCA no linealNo podemos a�rmar que un PCA lineal siempre detetará estruturas en unonjunto dado de datos, pero on el uso de la nolinealidad, uno puede extraer másinformaión. El método del kernel PCA no lineal es un método onveniente paraidenti�ar estruturas no lineales en los datos. Kernel PCA pasa los datos de unarepresentaión espaial a otra en un espaio dual F por medio de una funión Φ.Podemos usar diferentes kernels omo la funión Φ [39℄. Para iertos kernels k(x,y)puede ser mostrado por medio de análisis funional que existe un funión Φ enel espaio F (posiblemente de in�nitas dimensiones), tal que k represente el pro-duto esalar en F. Existen varios tipos de kernels los uales han sido utilizadosexitosamente en Support Vetor Mahines [40℄, inluídos los kernels polinomiales

k(x,y) = (x · y)d, funiones de base radial k(x,y) =exp(−‖x − y‖2/(2σ2)) y ker-nels sigmoidales k(x,y) = tanh(κ(x · y) + Θ).
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Apéndie BGlosario para físiosComa: Pérdida prolongada y mantenida de la onienia, de tal forma que esimposible despertar al paiente. Existen distintos niveles de profundidad en relaióna la presenia o ausenia de distintos re�ejos y de la reatividad ante el dolor. Elorigen puede tener ausas neurológias, metabólias u otras.Convulsión: Contraión violenta e involuntaria de uno o más miembros o músu-los del uerpo.Clónia: o etapa lónia onsiste en saudidas de los brazos y piernas, mayor-mente onoida omo onvulsión.Eletroenefalograma: Grá�o obtenido por el eletroenefalógrafo en el que seregistran las diferenias de potenial produidas en las élulas erebrales.Epilepsia: Enfermedad neurológia produida por una disfunión en la atividadelétria de la orteza erebral y que se arateriza por risis onvulsivas on pérdidabrusa del onoimiento.Etiología: Parte de la mediina que tiene por objeto el estudio de las ausas delas enfermedades. Causa de una enfermedad.Fisiología: Cienia que estudia las funiones de los seres orgánios.Neurona: Célula difereniada perteneiente al sistema nervioso, apaz de propa-44



gar el impulso nervioso a otra neurona. Está ompuesta por una zona de reepión,las dendritas, y otra de emisión o salida, el axón o neurita: se die que a partir deierta edad se aelera el proeso de pérdida de neuronas.Meningitis: In�amaión de las meninges debida generalmente a una infeión.Neurología: Rama de la mediina que estudia las enfermedades del sistema ner-vioso.Patología: Parte de la mediina que estudia las enfermedades; enfermedad, do-lenia.Quiste: Tumor formado por una avidad rellena de diversas sustanias que sedesarrolla en organismos vivos por alteraión de los tejidos.Ruido: Perturbaión o señal anómala que se produe en un sistema y que impideque la informaión llegue on laridad.Tónia: o etapa tónia. En una etapa tónia, la tensión musular aumenta, y eltrono, los brazos y piernas esporadiamente realizan movimientos brusos.Tomografía Axial Computarizada: Ténia de obtenión de imágenes por planoso ortes que, dependiendo del equipo empleado, es analógia o digital.Torunda: Bola de algodón envuelta en gasa esterilizada, on diversos usos enuras y operaiones quirúrgias.Tumor : Hinhazón y bulto que se forma anormalmente en alguna parte del uer-po. Alteraión patológia de un órgano o de una parte de él, produida por laproliferaión reiente de las élulas que lo omponen.
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