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ResumenLa búsqueda de maneras de 
ara
terizar la 
omplejidad de estru
turas y patro-nes emergentes en sistemas 
ompuestos por mu
hos elementos intera
tivos ha sidoun fo
o de aten
ión en la físi
a y en mu
has otras áreas de las 
ien
ias en tiemposre
ientes. En este trabajo hemos desarrollado un algoritmo para 
al
ular en for-ma prá
ti
a la 
omplejidad de un sistema basado en la de�ni
ión de 
omplejidadestadísti
a introdu
ida por Lopez-Ruiz, Man
ini y Calbet (LMC). Mediante estealgoritmo, hemos 
al
ulado la 
omplejidad de señales ele
troen
efalográ�
as (EEG)multi
anales. Hemos utilizado el método de Análisis de Componentes Prin
ipales(PCA) para redu
ir la dimensionalidad de las señales. Las 
omponentes prin
ipalesobtenidas son luego usadas para 
al
ular la 
omplejidad LMC. Apli
amos este méto-do para 
araterizar señales EEG de 10 sujetos sanos y 30 pa
ientes epilépti
os. Losvalores de 
omplejidad obtenidos permiten estable
er diferen
ias relevantes entre es-tos grupos de individuos y demuestran que la patología epilepti
a está aso
iada a unestado de menor 
omplejidad 
erebral que el 
aso de los sujetos sanos. Para estudiarla 
omplejidad aso
iada al 
omportamiento 
ole
tivo del 
erebro, hemos obtenidoel 
ampo medio instantáneo de 
ada señal EEG y hemos 
al
ulado la 
omplejidadLMC a partir de esta variable para los mismos grupos de individuos. En este 
asolas diferen
ias de valores de 
omplejidad entre los pa
ientes epilépti
os y los suje-tos sanos también son signi�
ativas. Este resultado impli
a que 
antidades globales
omo la media del EEG 
ontienen informa
ión relevante a
er
a del 
omportamiento
ole
tivo del 
erebro. Para interpretar estos resultados, hemos empleado un modelode red de mapas 
aóti
os globalmente a
oplados, en el 
ual o
urre 
omportamiento
ole
tivo no trivial, es de
ir 
omportamiento 
ole
tivo ordenado 
oexistiendo 
on
aos lo
al. La 
omplejidad de la red se ha 
al
ulado 
omo fun
ión de la intensi-dad de a
oplamiento entre los elementos, en el 
aso en que éstos son homogéneosii



y 
uando son heterogéneos. Se en
uentra que la 
omplejidad del sistema aumenta
uando emerge un 
omportamiento 
ole
tivo no trivial y que esa 
omplejidad varíaen distintos rangos del parámetro de a
oplamiento. Esto sugiere que los valores ma-yores de 
omplejidad obtenidos en sujetos sanos en rela
ión 
on pa
ientes epilépti
ospueden estar rela
ionados 
on la presen
ia de 
omportamientos 
ole
tivos 
erebralesmas organizados en el primer grupo de individuos.Nuestros resultados muestran que los 
on
eptos y herramientas desarrolladas enel estudio de los sistemas 
omplejos pueden tener amplia apli
a
ión y, en parti
ular,pueden servir 
omo me
anismos 
omplementarios para el diagnósti
o y la investiga-
ión de sistemas �siológi
os, in
luyendo patologías 
erebrales.
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I think the next 
entury will be the
entury of 
omplexity.Stephen Hawking. Enero 2000.
Introdu

iónHasta mediados del siglo pasado, los 
ientí�
os aprendieron a 
omprender larealidad a través de simpli�
a
iones y análisis. El éxito del método redu

ionistaen el des
ubrimiento de los 
omponentes de la materia y de las leyes de intera

iónentre estos 
omponentes fue espe
ta
ular, espe
ialmente en la Físi
a. Esto motivóla posi
ión �losó�
a del redu

ionismo en 
iertos se
tores; la idea de que la metade la Físi
a 
onsiste prin
ipalmente en en
ontrar las leyes fundamentales que debenobede
er todos los fenómenos que involu
ran materia y energía, y que la ignoran
iade esas leyes solamente persiste en los extremos de lo muy pequeño y de lo muygrande [1℄. Paradóji
amente, la idea de que el 
ono
imiento de la Naturaleza está
er
a de ser 
ompletado pare
e ser re
urrente en la historia de esta 
ien
ia.Ha
ia �nales del siglo XX, la Físi
a al
anzó una 
omprensión teóri
a y experi-mental del fenómeno de 
aos en sistemas dinámi
os no lineales. El 
aos trajo dosle

iones importantes para el punto de vista redu

ionista: sistemas simples puedentener un 
omportamiento 
omplejo, y el 
omportamiento puede ser independientedel 
ontexto. El des
ubrimiento de la ubi
uidad del 
aos en la Naturaleza, y de laspropiedades universales de este fenómeno, han sentado las bases para el surgimien-to de un punto de vista global y uni�
ado para el estudio de sistemas no linealesextendidos, los 
uales son 
apa
es de manifestar 
omportamientos 
omplejos. Lainvestiga
ión de sistemas de elementos intera
tivos distribuidos plantea a
tualmen-te profundas interrogantes, y a su vez ha revelado insospe
hadas rela
iones entreproblemas de distintas dis
iplinas, aparentemente in
onexos.El estudio de la auto-organiza
ión 
ole
tiva, o de las propiedades ma
ros
ópi
as1



emergentes, tanto espa
iales 
omo temporales, en sistemas de elementos dinámi
osno lineales intera
tivos, es objeto de mu
ha aten
ión en la literatura 
ientí�
a a
tual.Las observa
iones re
ientes de 
omportamientos 
ole
tivos ordenados que surgen enuna gran variedad de estos sistemas indi
an que estos 
omportamientos son, engeneral, no triviales y que además presentan 
ara
terísti
as universales, indepen-dientemente del 
ontexto, las 
uales no pueden derivarse a partir del 
ono
imientode las propiedades de los elementos 
onstituyentes, ni mediante 
onsidera
iones es-tadísti
as. Fenómenos 
omo la forma
ión espontánea de estru
turas, organiza
ión,patrones espa
iales, sin
roniza
ión y os
ila
iones 
ole
tivas; ondas espirales; segre-ga
ión y diferen
ia
ión, y 
re
imiento de dominios y de interfases, son ejemplos depro
esos de auto-organiza
ión que o
urren en diversos sistemas, tales 
omo sistemasfísi
os, quími
os, biológi
os, so
iales, e
onómi
os, et
. Estos efe
tos 
ole
tivos son elresultado de la intera

ión y 
oopera
ión entre los elementos 
onstituyentes de unsistema. Avan
es teóri
os, 
omputa
ionales y experimentales en este 
ampo están
ontribuyendo a
eleradamente al surgimiento de una des
rip
ión uni�
ada de la di-námi
a de estos sistemas. El 
on
epto general de sistemas 
omplejos se ha apli
adoa estos 
onjuntos de elementos 
apa
es de generar estru
turas o fun
iones globalesausentes a nivel lo
al.Los sistemas 
omplejos [2, 3, 4, 5, 6℄ son sistemas de elementos intera
tivos
uyas propiedades 
ole
tivas no son sus
eptibles de ser derivadas trivialmente apartir del 
ono
imiento o análisis redu

ionista de las propiedades de sus elementos
onstituyentes. En lenguaje no té
ni
o, se puede de
ir que sistemas 
omplejos sonaquellos donde el todo no es igual al agregado de sus partes.Los 
omportamientos 
ole
tivos emergentes en ningún modo violan las leyes mi-
ros
ópi
as, sino que no apare
en 
omo 
onse
uen
ias triviales de esas leyes. Losfenómenos emergentes en sistemas 
omplejos pueden exhibir propiedades univer-sales, independientemente de los detalles del sustrato en el 
ual éstos fenómenosse expresan. Consideremos, por ejemplo, las reglas que gobiernan las opera
ionesaritméti
as elementales. Estas reglas no varían dependiendo del sistema físi
o (un
omputador) o biológi
o (un 
erebro) en el 
ual se mani�estan, y por lo tanto son ló-gi
amente independientes de las leyes físi
as que rigen esos sistemas. Igualmente, un�uído turbulento y un 
erebro son 
laramente muy diferentes a nivel mi
ros
ópi
o,pero 
omparten un rasgo importante: ambos presentan la imposibilidad de prede
ir2



la riqueza de sus dinámi
as por una mera extrapola
ión del 
omportamiento de susunidades bási
as.El prin
ipio de emergen
ia se ha 
onvertido en la funda
ión �losó�
a de la 
ien-
ia 
ontemporánea en su búsqueda de una interpreta
ión uni�
ada de los sistemas
omplejos, 
omo anteriormente lo fue el redu

ionismo para el des
ubrimiento de lasintera

iones fundamentales.El empleo de 
on
eptos y té
ni
as surgidas del estudio de sistemas 
omplejos hademostrado ser 
apaz de abordar problemas fuera de las fronteras tradi
ionales delas 
ien
ias espe
í�
as.En parti
ular, existe mu
ho interés en el estudio de sistemas �siológi
os, es-pe
ialmente el 
erebro, desde el punto de vista de un sistema 
omplejo. Con 1,5kilogramos de materia suave y altamente 
onvolu
ionada, alrededor de 100 billonesde 
omponentes neurales, 
ientos de trillones de inter
one

iones y mu
hos miles dekilometros de 
ableado, el 
erebro humano es fre
uentemente des
rito 
omo el más
omplejo de los sistemas 
ono
idos. Las impli
a
iones de este re
ono
imiento sonque la fun
ión 
ognitiva está distribuída dentro del 
erebro y que los me
anismospueden variar de individuo a individuo.El 
erebro 
onsiste en una red altamente inter
one
tada de neuronas. El 
ompor-tamiento dinámi
o de una neurona individual es simple; bási
amente 
onsiste en unelemento ex
itable no lineal. Cuando un estímulo a
tuando sobre la neurona al
anzaun valor umbral, la neurona dispara un pulso elé
tri
o. Luego sigue un período dere
upera
ión durante el 
ual no puede volver a dispararse aunque re
iba otros estí-mulos. A partir de la señal de una neurona o de un grupo de neuronas, no puedendedu
irse las fun
iones y propiedades 
ole
tivas so�sti
adas del 
erebro.La Dinámi
a No Lineal 
omo dis
iplina abre nuevas ventanas ha
ia la 
om-prensión de los pro
esos 
erebrales debido a que el sistema neuronal 
iertamenteinvolu
ra me
anismos no lineales a nivel mi
ros
ópi
o [7℄. Desde ha
e algún tiempo,ha habido un interés sustan
ial en estudiar las señales 
erebrales, espe
ialmente losele
troen
efalogramas (EEG), 
on métodos de la Dinámi
a No Lineal y del Caos de-terminista [8℄. La 
ondu
ta imprevisible de 
iertos sistemas nerviosos ma
ros
ópi
os,
omo aquéllos sondeados por el EEG humano, re�eja los efe
tos de esos me
anismosno lineales subya
entes [9℄. Varios grupos han reportado la existen
ia de 
aos debaja dimensión en el 
erebro [9, 10℄. 3



Desde una perspe
tiva teóri
a, la identi�
a
ión y 
ara
teriza
ión de la no lineali-dad en el EEG 
onlleva a usar modelos matemáti
os para des
ribir el 
omporta-miento dinámi
o del 
erebro.En esta tesis nos proponemos 
ara
terizar 
uantitativamete la 
omplejidad deseñales ele
troen
efalográ�
as, mediante medidas de 
omplejidad estadísti
a re
ien-temente introdu
idas. Como apli
a
ión importante, 
al
ulamos la 
omplejidad enEEGs provenientes de sujetos sanos y de pa
ientes epilépti
os. Estas medidas per-miten des
ribir 
iertos aspe
tos del fun
ionamiento del 
erebro humano 
omo unsistema dinámi
o 
omplejo. Igualmente, pueden 
ondu
ir al estable
imiento de 
ri-terios que permitan dis
ernir patologías 
erebrales 
on métodos novedosos y propor-
ionar herramientas alternativas y 
omplementarias para ayudar al diagnósti
o deestas enfermedades.Diversas de�ni
iones operativas de 
omplejidad han sido propuestas para 
uanti-�
ar el grado de 
omplejidad de un sistema, dependiendo de los aspe
tos 
ole
tivoso fun
ionales que se intentan 
ara
terizar. Estas de�ni
iones formalizan la idea in-tuitiva de que un sistema es 
omplejo si resulta difí
il des
ribirlo ade
uadamente.En general, estas de�ni
iones 
aen en tres 
ategorías:1) Complejidad algorítmi
a, de uso fre
uente en las 
ien
ias 
omputa
ionales, se re-�ere a la 
ara
teriza
ión de la 
omplejidad de un 
onjunto de datos 
omo el programamás 
orto (medido en bits) que puede reprodu
ir esos datos. En esta 
ategoría se en-
uentran la 
omplejidad algorítmi
a de Kolmogorov-Chaitin [11, 12℄, la 
omplejidadde Lempel-Ziv [13℄, y la profundidad lógi
a de Bennett [14℄.2) Complejidad predi
tiva, 
orresponde a la 
antidad de informa
ión requerida paraprede
ir un sistema. Esta 
ategoría se basa en té
ni
as de análisis no lineal de seriesde tiempo para des
ribir el �ujo de informa
ión entre las partes del sistema. Estepunto de vista enfatiza la interrela
ión o 
orrela
ión entre los elementos 
onstitu-yentes 
omo una propiedad esen
ial de un sistema 
omplejo. Ejemplos de este tiposon la medida efe
tiva de la 
omplejidad de Grassberger [15℄, la 
omplejidad basa-da en diversidad [16℄, la profundidad termodinámi
a [17℄, et
. En parti
ular, se halogrado estable
er una rela
ión dire
ta entre el �ujo de informa
ión entre los nivelesma
ros
ópi
o y mi
ros
ópi
o de un sistema y el surgimiento de 
omportamientos
ole
tivos no triviales [18℄.2) Complejidad estru
tural, este punto de vista se enfo
a en la emergen
ia de es-4



tru
turas o patrones ma
ros
ópi
os en sistemas 
omplejos. Un sistema 
omplejo seen
uentra a medio 
amino entre lo desordenado (un gas, por ejemplo), y lo ordenado(un 
ristal). Un sistema totalmente desordenado o aleatorio es estadísti
amente inva-riante en el tiempo o en el espa
io y no forma estru
turas. Por otro lado, un sistemaregular, ordenado en el espa
io y/o el tiempo es fá
ilmente prede
ible o reprodu
iblea partir del 
ono
imiento de una parte del mismo. En un sistema 
omplejo existenelementos de desorden (al menos aparente) que ha
en difí
il prede
ir la estru
turaglobal a partir de fragmentos de la misma. Al mismo tiempo, subsiste un ordensubya
ente dentro de esta estru
tura. Los sistemas 
omplejos se 
ara
terizan porexhibir variabilidad y diversidad. Según este punto de vista, la 
omplejidad es máxi-ma para valores intermedios del valor de entropía de un sistema. Por este motivo,las medidas de 
omplejidad estru
tural están basada en des
rip
iones estadísti
as.Mu
has de estas 
ara
teriza
iones de la 
omplejidad se han 
al
ulado prin
ipal-mente en modelos teóri
os o 
omputa
ionales y resultan imprá
ti
as en situa
ionesexperimentales. Por eso no se han efe
tuado mu
has medidas de 
omplejidad 
ondatos reales.En los ultimos años, Lopéz-Ruiz, Man
ini y Calbet (LMC) [19℄ propusieron unamedida de 
omplejidad estadísti
a que re�eja la 
omplejidad estru
tural de un sis-tema y que resulta relativamente sen
illa de 
al
ular en la mayoría de los 
asos. Lano
ión de la 
omplejidad LMC, subse
uentemente desarrollada por López-Ruiz etal., ofre
e un novedoso punto de vista basado en la des
rip
ión estadísti
a de lossistemas a una es
ala dada. En este esquema, el 
ono
imiento de la leyes físi
asque gobiernan la evolu
ión dinámi
a en la es
ala espe
í�
a debe ser usado para en-
ontrar los estados a

esibles de un sistema y su distribu
ión de probabilidad. Estepro
eso indi
aría el valor de la 
omplejidad. En esen
ia, la 
omplejidad LMC esuna interpola
ión entre la informa
ión alma
enada por el sistema y la distan
ia a laequiparti
ión (medida de una jerarquía probabilísti
a entre las partes observadas) dela distribu
ión de probabilidad de sus estados a

esibles; además, su prin
ipal 
uali-dad 
onsiste en ser un 
on
epto intuitivo de 
omplejidad, el 
ual ha demostrado sersatisfa
toria para dis
ernir situa
iones re
ono
idas 
omo 
omplejas.En este trabajo hemos implementado un algoritmo para 
al
ular la medida de
omplejidad estadísti
a propuesta por López-Ruiz, Man
ini y Calbet, a partir deseries de tiempo experimentales. Espe
í�
amente, 
al
ulamos la 
omplejidad en se-5



ñales ele
troen
efalográ�
as en grupos de sujetos sanos y de pa
ientes diagnosti
ados
on epilepsia. Esta medida sirve para des
ribir la 
omplejidad estru
tural del 
ere-bro en distintas situa
iones. Hasta donde tenemos 
ono
imiento, esta medida de
omplejidad no ha sido efe
tuada 
on datos experimentales; de allí la importan
iadel presente trabajo. Tambien hemos usado este algoritmo en modelos de mapas
aóti
os a
oplados que exhiben 
omportamiento 
ole
tivo no trivial, lo que nos hapermitido estable
er una rela
ión dire
ta entre la emergen
ia de orden 
ole
tivo yel aumento de 
omplejidad en un sistema.En el Capítulo 1 de esta tesis, se presenta una revisión del 
on
epto de 
ompleji-dad y de las propiedades que debe poseer una medida de esta 
antidad. Se expli
a lade�ni
ión de 
omplejidad estadísti
a LMC, así 
omo los 
on
eptos de informa
ión,entropía y desequilibrio.El Capítulo 2 
ontiene una breve revisión de las té
ni
as ele
troen
efalográ�
asusadas para obtener datos 
omo los empleados en este trabajo. Se des
riben laprá
ti
a del examen de onda 
erebral, los ele
trodos y número de 
anales usados yla disposi
ión sistemáti
a de los mismos sobre el 
uero 
abelludo, según el sistema
10 − 20. Por otra parte, se presenta la de�ni
ión de una patología epilépti
a, la
lasi�
a
ión de estas patologías y su diagnósti
o. También se des
ribe la base dedatos utilizada en esta tesis.En el Capítulo 3 apli
amos el método de Prin
ipal Components Analysis (PCA) alas señales EEG para redu
ir su dimensionalidad y así poder apli
ar e�
ientemente elalgoritmo de 
ál
ulo de las medidas de 
omplejidad estadísti
a LMC en esas señales.La 
omplejidad de las señales EEG sugiere una diferen
ia entre el grupo de sujetossanos y el grupo de pa
ientes epilépti
os. Se en
uentra que la 
omplejidad LMCpuede in
lusive 
al
ularse a partir de 
antidades globales, 
omo el valor promediode las señales provenientes de los distintos 
anales del EEG y que esta medidatambién permite dis
ernir entre sujetos sanos y pa
ientes epilépti
os.En el Capítulo 4 se 
al
ula la 
omplejidad LMC en modelos de mapas 
aóti
osa
oplados que exhiben 
omportamientos 
ole
tivos no triviales, 
omo fun
ión deun parámetro que expresa la intensidad de a
oplamiento entre los elementos. Deeste modo, se puede estable
er una rela
ión entre la emergen
ia de orden 
ole
tivomani�esto en el 
ampo medio y el aumento de 
omplejidad en un sistema.Finalmente, el Capítulo 5 
ontiene las 
on
lusiones de este trabajo.6



A manera de referen
ia, se in
luyen un apéndi
e 
on una revisión del métodoPrin
ipal Components Analysis y un Glosario de términos ele
troen
efalográ�
ospara físi
os.
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Antes del 
omienzo de un gran brillo,debe existir 
aos. I Ching, Imagen # 3.
Capítulo 1Informa
ión, desequilibrio y
omplejidadLa entropía 
re
e sin 
esar. El segundo prin
ipio de la termodinámi
a predi
eel de
aimiento de todas las estru
turas 
on el tiempo. Lo ordenado dejará de serlotarde o temprano, dando paso al desorden. Pero aunque este prin
ipio es 
iertamentegeneral, a nuestro alrededor se agitan miles de sistemas 
omplejos que de una formau otra exhiben un alto grado de orden. La vida es el ejemplo más preeminente,pero in
luso en los sistemas inorgáni
os puede darse la apari
ión de orden en lassitua
iones menos esperadas. Pese a la aparente 
ontradi

ión 
on la segunda ley dela termodinámi
a, que se apli
a a sistemas 
errados en equilibrio, los sistemas quenos interesan son sistemas abiertos fuera del equilibrio que inter
ambian energía ymateria 
on el exterior. Este inter
ambio tiene mu
has ve
es un aspe
to espe
ial,pues lo que se inter
ambia es, de he
ho, informa
ión. A partir de sistemas formadosde elementos simples, alejados del equilibrio, la vida se autoorganiza de formassorprendentes. La segunda ley siempre a
aba ganando la batalla, pero durante ésta,mu
has son las 
osas que pueden o
urrir. Una de ellas es la emergen
ia espontáneade lo 
omplejo.

8



1.1. La informa
ión de ShannonLa entropía juega un papel 
ru
ial en la físi
a de sistemas ma
ros
ópi
os en equi-librio. La distribu
ión de probabilidad de los estados a

esibles de un sistema puedeser hallada por prin
ipios de máxima entropía [20℄, las magnitudes ma
ros
ópi
asy las leyes que las rela
ionan pueden ser 
al
uladas 
on esta distribu
ión de proba-bilidad por medio de té
ni
as de me
áni
a estadísti
a. Este mismo esquema puedeser pensado para sistemas alejados del equilibrio, pero en este 
aso no tenemos unmétodo para en
ontrar la distribu
ión de probabilidades ni el 
ono
imiento de lasmagnitudes relevantes que pueden prede
ir el 
omportamiento del sistema.La informa
ión de Shannon o entropía H [21℄ puede aún seguir siendo usada
omo una magnitud en una situa
ión general 
on N estados a

esibles:
H = K

N
∑

i=1

pi log pi, (1.1)
on K una 
onstante real positiva, donde pi satisfa
e la 
ondi
ión de normaliza
ión
∑N

i=1 pi = 1. Un sistema aislado en equilibrio presenta equiprobabilidad [26℄, pi =

1/N para todo i, entre sus estados a

esibles y ésta es la situa
ión de máximaentropía,
Hmax = K log N. (1.2)Sí el sistema se en
uentra fuera del equilibrio, la entropía H puede ser expandidaalrededor de este máximo:

H{p1, p2, . . . , pN} = K log N − NK

2

N
∑

i=1

(

pi −
1

N

)2
+ · · ·

= Hmax −
NK

2
· D + · · · , (1.3)donde hemos de�nido la 
antidad D =

∑

i(pi − 1
N

)2, a la 
ual llamaremos desequili-brio, y es un tipo de distan
ia desde la 
on�gura
ión a
tual del sistema al equilibrio.Si la expresión (1.3) es multipli
ada por H , obtenemos
H2 = H · Hmax −

NK

2
H · D + K2f(N, pi), (1.4)donde f(N, pi) es la entropía multipli
ada por el resto de los términos de la expansiónen serie de Taylor, los 
uales presentan la forma 1

N

∑

i(Npi − 1)m, 
on m > 2. Siahora de�nimos C ≡ H · D,
C = cte · H(Hmax − H) + Kf̄(N, pi), (1.5)9




on cte−1 = NK/2 y f̄ = 2f/N . La idea de distan
ia para el desequilibrio es ahoramás 
lara sí vemos que D es la distan
ia real D ∼ (Hmax − H) para sistemas enla ve
indad de la equiprobabilidad. En un gas ideal, tenemos que H ∼ Hmax y
D ∼ 0, enton
es C ∼ 0. Contrariamente, para el 
aso de un 
ristal H ∼ 0 y D ∼ 1,pero también C ∼ 0. Estos dos sistemas son 
onsiderados 
omo ejemplos 
lási
os demodelos simples y son extremos en una es
ala de desorden H o desequilibrio D. Enla siguiente se

ión veremos que la 
omplejidad LMC se basa en la expresión (1.5).1.2. Complejidad LMCDe una manera intuitiva esperamos que lo 
omplejo se en
uentre a medio 
aminoentre lo ordenado (el 
ristal perfe
to, por ejemplo) y lo desordenado (el gas ideal).En la Fig. (1.1) se muestran tres ejemplos de sistemas, dos de ellos en los extremos dela 
omplejidad y uno intermedio. En el 
aso (a), tenemos una estru
tura ordenada,fa
ilmente prede
ible (basta 
on observar una pequeña parte para ha
erse una ideadel 
omportamiento global) y lo mismo o
urre en (
), aunque ahora se trate deun sistema totalmente desordenado. En 
ambio, en (b) podemos ver un ejemplo deestru
tura 
ompleja.

Figura 1.1: (a) Sistema ordenado (red regular). (b) Sistema 
omplejo. (
) Sistema desor-denado (aleatorio)Existen elementos de desorden (al menos aparentemente) que ha
en difí
il prede-
ir la estru
tura global a partir de fragmentos de la misma. Sin embargo, está 
laroque existe un orden subya
ente dentro de esta estru
tura. Así, de manera intuitivase espera que la 
omplejidad muestre un 
omportamiento similar al mostrado en laFig. (1.2), donde la 
omplejidad es nula en los extremos y posee un 
ierto valor para10



aquellos sistemas que se en
uentran entre los extremos de orden y desorden. Este
omportamiento asintóti
o es des
rito por la 
antidad C.

Figura 1.2: Comportamiento 
ualitativo esperado para una medida de la 
omplejidad enfun
ión de la entropía.Asumamos que a una 
ierta es
ala de observa
ión un sistema tiene N estadosa

esibles {x1, x2, . . . , xN} y una distribu
ión de probabilidad {p1, p2, . . . , pN}. En-ton
es, a este nivel de des
rip
ión, nuestro 
ono
imiento de las leyes físi
as que rigenel fenómeno, nos dan una no
ión de la distribu
ión de probabilidad de los estadosa

esibles del sistema. Shannon y Weaver [21℄ demostraron, bajo las mas elemen-tales normas de 
onsisten
ia, que la úni
a fun
ión que dá 
uenta de la informa
iónalma
enada en un sistema es H = −K
∑N

i=1 pi log pi. Es sen
illo determinar que lainforma
ión H 
ontenida en un 
ristal es Hc ∼ 0, mientras que para un gas aisladotérmi
amente pi ∼ 1/N y enton
es Hg ∼ K log N , lo 
ual representa la máximainforma
ión para un sistema de N estados. Cualquier otro sistema tendrá una 
an-tidad de informa
ión entre estos dos extremos. Por otro lado, el desequilibrio Dde un sistema puede ser tomado 
omo una espe
ie de distan
ia a una distribu
iónequiprobable. Dos 
ondi
iones son requeridas para esta magnitud:1. D > 0 para tener una medida positiva de la 
omplejidad,2. D = 0 en el límite de equiprobabilidad.La solu
ión más sen
illa es sumar el 
uadrado de la distan
ia de 
ada estado alestado de equiprobabilidad, así
D =

N
∑

i=1

(

pi −
1

N

)2
.11



Esta fun
ión será máxima para un 
ristal y 
ero para un gas ideal. Cualquier otrosistema tendrá un desequilibrio entre estos dos extremos. Enton
es, LMC de�nen la
omplejidad 
omo
C = H · D = −

(

K
N
∑

i=1

pi log pi

)

·
(

N
∑

i=1

(

pi −
1

N

)2
) (1.6)Esta de�ni
ión está a
orde 
on los argumentos que de manera intuitiva deberíaposeer una medida de la 
omplejidad de un sistema, ya que es 
ero para los dossistemas extremos en la es
ala de orden y desorden (
ristal perfe
to y gas ideal), y
ualquier otro sistema tendrá un 
omportamiento intermedio y por tanto C > 0.A diferentes es
alas un número diferente de estados serán a

esibles, esto es unadiferente distribu
ión de probabilidad, y por tanto valores diferentes para H y D.Así, la magnitud para medir la 
omplejidad es dependiente de la es
ala, tal y 
omose espera. Veamos un ejemplo para ilustrar este punto: Un 
hip de 
omputadorapuede verse muy diferente a diferentes es
alas, éste es un intrin
ado arreglo deelementos ele
tróni
os a una es
ala mi
ros
ópi
a, pero sólo es un 
onjunto de pinesque sobresalen de una 
aja negra a una es
ala ma
ros
ópi
a.Mu
has no
iones diferentes de 
omplejidad han sido propuestas hasta ahora,prin
ipalmente en el 
ontexto de 
ien
ias 
omputa
ionales y so
iales, pero la mayoríade estas de�ni
iones presentan tanto di�
ultades 
omo problemas lógi
os 
uandose intentan generalizar en los sistemas. La mayor ventaja de la 
omplejidad LMCes su generalidad y el he
ho de que es opera
ionalmente simple y no requiere deuna gran 
antidad de 
al
ulos [22℄. Esta ventaja ha sido evaluada en diferentesejemplos, tales 
omo el estudio de la evolu
ión de C para un modelo simpli�
adode un gas, el "tetrahedral gas"[23℄, algunas expresiones para lo
aliza
ión 
uánti
ay entropía 
uánti
a [24℄, algunos métodos para dis
ernir 
omplejidad en patronesbidimensionales [25℄, et
. A 
ontinua
ión mostraremos algunos ejemplos del 
al
ulode la 
omplejidad LMC.1.2.1. EjemplosComplejidad en el ensamble 
anóni
oCada situa
ión físi
a está rela
ionada a un distribu
ión espe
í�
a de los esta-dos mi
ros
ópi
os, así, un sistema aislado presenta equiparti
ión, por hipótesis: los12



mi
roestados 
ompatibles 
on una situa
ión ma
ros
ópi
a son equiprobables [26℄,enton
es, se di
e que el sistema está en equilibrio. Para un sistema 
on un reservoriode 
alor en sus alrededores la probabilidad de los mi
roestados aso
iada al equili-brio térmi
o sigue la distribu
ión de Boltzmann. En general, el esquema estable
ido
onsiste en aso
iar una distribu
ión de probabilidad de los estados a 
ada fenómeno.Sí el sistema presenta alguna distribu
ión espe
í�
a, se di
e que se en
uentra enun 
ierto tipo de equilibrio. Desde este punto de vista, la 
omplejidad C puede serasignada en 
ada sistema dependiendo de la des
rip
ión espe
í�
a. Anali
emos el
omportamiento de C en un gas ideal en equilibrio térmi
o. En este 
aso, la proba-bilidad pi de 
ada estado a

esible está dada por la distribu
ión de Boltzmann,
pi =

e−βEi

QN
,donde QN es la fun
ión de parti
ión del ensamble 
anóni
o,

QN =
∫

e−βE(p,q)d
3Npd3Nq

N !h3N
= e−βA(V,T ).A
á β = 1/κT 
on κ 
omo la 
onstante de Boltzmann, T la temperatura, V elvolumen, N el número de partí
ulas, E(p, q) el hamiltoniano del sistema, h es la
onstante de Plan
k y A(V, T ) es el poten
ial de Helmholtz. Dada esta distribu
iónde probabilidad, los 
al
ulos de H y D son

H(V, T ) =

(

1 + T
∂

∂T

)

(κ log QN) = S(V, T )y el desequilibrio es
D(V, T ) = e2β[A(V,T )−A(V,T/2)].Nótese que la informa
ión de Shannon 
oin
ide 
on la entropía termodinámi
a S
uando K es identi�
ada 
omo κ. Sí un sistema veri�
a la rela
ión U = CvT donde

U es la energía interna y Cv el 
alor espe
í�
o, la 
omplejidad toma la forma
C(V, T ) ∼ cte(V ) · S(V, T )e−S(V,T )2/κlo 
ual está en total 
on
ordan
ia 
on la fun
ión propuesta en la E
. (1.6).
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Distribu
ión normalSupongamos un 
onjunto de estados 
ontínuo representado por la variable x 
uyadensidad de probabilidad p(x) está dada por la distribu
ión σ

p(x) =
1

σ
√

2π
e−

x
2

2σ2 . (1.7)Para el 
aso de distribu
iones 
ontínuas, la informa
ión H está de�nida 
omo [19℄
H = −K

∫ ∞

−∞

p(x) log p(x)dx, (1.8)y el desequilibrio es
D =

∫ ∞

−∞

p2(x)dx (1.9)Enton
es, las expresiones para H y D, en este 
aso, son
H = K

(

1

2
+ log(σ

√
2π)

)

,

D =
1

2σ
√

πpor lo tanto, C resulta en
C = H · D =

K

2σ
√

π

(

1

2
+ log(σ

√
2π)

)

. (1.10)La 
ondi
ión adi
ional de que H ≥ 0 impone que σ ≥ σmin = (2πe)1/2. La 
omple-jidad máxima es al
anzada para un an
ho determinado, σ̄ =
√

e/2π.
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. . . our understanding of our minds is still primiti-ve. The question is, when, if ever, will that situation
hange? Peter Kramer; Listening to Proza
.
Capítulo 2Ele
troen
efalografía y patologíaepilépti
aEl ele
troen
efalograma (EEG) o examen de onda 
erebral representa la seriede tiempo que traza el voltaje 
orrespondiente a la a
tividad neurológi
a 
omo unafun
ión del tiempo, en éste son 
aptadas las os
ila
iones de poten
ial que apare
enen la super�
ie 
orporal por un gran número de ele
trodos de manera simultánea yque son transmitidas a un intensi�
ador 
on entrada poliómi
a y registradas despuéspor 
anales de la máquina ele
troen
efalográ�
a. Analizar señales ele
troen
efalo-grá�
as en el 
omputador ha sido una té
ni
a en la investiga
ión del 
erebro. Mu
hosinvestigadores, por ejemplo, Duke et al (1991) [27℄, han demostrado que la evolu
ióndinámi
a 
ompleja del EEG se genera por regímenes 
aóti
os.Desde una perspe
tiva teóri
a, la identi�
a
ión y 
ara
teriza
ión de la no-linealidaden el EEG 
onlleva a usar las propiedades de modelos matemáti
os para des
ribir la
ondu
ta dinámi
a de un 
erebro normal o patológi
o, y por lo tanto, nuestra 
om-prensión de los pro
esos �siológi
os subya
entes. Mu
hos investigadores han usadométodos no-lineales para revelar que el EEG es generado por un pro
eso neuro-nal determinista. Algunos grupos han reportado que la no-linealidad en
ontrada esdebida a un 
aos de dimensión baja [9, 10℄.El EEG se utiliza para diagnosti
ar la presen
ia y tipo de trastornos 
onvulsivos15



y para evaluar las lesiones en la 
abeza, tumores, infe

iones, enfermedades dege-nerativas y altera
iones metabóli
as que afe
tan al 
erebro. También se usa paraevaluar trastornos del sueño y para investigar períodos de pérdida del 
ono
imiento.El EEG puede realizarse para 
on�rmar la muerte 
erebral en un pa
iente en estadode 
oma.2.1. Examen ele
troen
efalográ�
oLas 
élulas del 
erebro se 
omuni
an produ
iendo pequeños impulsos elé
tri
os.En un EEG se 
olo
an ele
trodos en el 
uero 
abelludo sobre múltiples áreas del
erebro para dete
tar y registrar patrones de la a
tividad elé
tri
a y revisar enbus
a de 
ualquier anormalidad.El examen lo pra
ti
a un té
ni
o en una habita
ión espe
ialmente diseñada quepuede estar en un 
onsultorio médi
o o en un hospital. Se le pide al pa
iente que sea
ueste bo
a arriba sobre una mesa o silla re
linable. El té
ni
o 
olo
a entre 16 y25 dis
os metáli
os planos (ele
trodos) en diferentes sitios del 
uero 
abelludo, los
uales se sostienen 
on un gel adhesivo. Los ele
trodos se 
one
tan por medio de
ables a un ampli�
ador y a una máquina de registro.La máquina de registro 
onvierte las señales elé
tri
as en una serie de líneasondeadas [Figura (2.1)℄, las 
uales se dibujan en un pedazo de papel 
uadri
uladoen movimiento o bien una 
omputadora alma
ena los valores de tiempo y voltajeen un ar
hivo de datos. Se debe permane
er a
ostado, sin moverse y 
on los ojos
errados, ya que el movimiento puede alterar los resultados [28℄.

Figura 2.1: Trazo ele
troen
efalográ�
o para un registro de 9 
anales.Es posible que al pa
iente se le pida ha
er 
iertas 
osas durante el pro
eso de16
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Figura 2.2: Distribu
ión sistemáti
a de la posi
ión de ele
trodos en el sistema 10-20.registro, 
omo respirar profunda y rápidamente por algunos minutos o mirar ha
iauna luz muy brillante y 
entellante.2.1.1. Ele
trodosEl Ele
troen
efalograma es más difí
il de registrar que otros biopoten
iales yaque las señales ele
troen
efalográ�
as tienen voltajes menores. Los ele
trodos tienendiversas formas y pueden ser de 
ualquier metal que, 
on la ayuda de una solu
iónsalina �siológi
a o de una pasta 
ondu
tora, pueda estable
er 
onta
to 
on la super-�
ie de la 
abeza. Las propiedades elé
tri
as de los ele
trodos dependen, antes quenada, del tipo de metal utilizado y pueden ser modi�
adas por 
ambios de estadode las super�
ies metáli
as.2.1.2. Disposi
ión de ele
trodosEl montaje de los ele
trodos sobre los puntos de registro en la super�
ie del
ráneo se lleva a 
abo según una distribu
ión sistemáti
a. Con �nes 
omparativoses preferible trabajar 
on un sistema de disposi
ión de ele
trodos interna
ional yunitario; este sistema de registro se 
ono
e 
omo sistema 10�20 [Figura (2.2)℄. Separte de 
uatro puntos determinados de la 
abeza, del nasión (el punto ubi
ado enla base de la nariz sobre la sutura frontonasal), del inión (punto situado en la parteposterior de la 
abeza que se 
orresponde 
on la protuberan
ia o

ipital) así 
omo delos dos puntos preauri
ulares 
orrespondiéndose 
ada uno de ellos 
on el 
omienzodel hueso 
igomáti
o delante del trago.Para determinar la posi
ión de los ele
trodos se 
onsidera 
omo 100% al valor17



de la distan
ia que separa al nasión del inión medida sobre el vértex en la líneamedia. Se mar
an 
in
o puntos a lo largo de esa línea. Los ele
trodos se 
olo
ande tal manera que el primer ele
trodo quede separado del nasión por una distan
ia
orrespondiente al 10% del total y de igual manera, el último ele
trodo está separadodel inión un 10% sobre la misma línea. El resto de la línea lo o
upan tres ele
trodosque están separados entre sí así 
omo del primer y último ele
trodo por distan
ias
ada una equivalentes al 20% de la distan
ia total. A 
ausa de este prin
ipio dedistribu
ión se denomina 10�20. Para la determina
ión de los puntos sobre la líneade unión entre nasión, puntos preauri
ulares e inión, las horizontales, se pro
ede demanera idénti
a partiendo del nasión y del inión, ya sea a dere
ha o izquierda.

Figura 2.3: Anatomía del 
ráneo humano.La posi
ión de los ele
trodos se identi�
a 
on letras y números, sobre el hemisferiodere
ho 
on números pares y sobre el izquierdo 
on impares. Las letras identi�
an
ada región de la 
abeza [Figura (2.3)℄: frontopolar o prefrontal (Fp), frontal (F),temporal (T), 
entral (C), parietal (P), o

ipital (O), 
on lo 
ual se di
e úni
amenteque se registra sobre esas regiones de la 
abeza. Esto no signi�
a, sin embargo, quela informa
ión deba pro
eder de las regiones 
erebrales ubi
adas bajo ese punto. A
ada uno de los ele
trodos ubi
ados sobre la línea media se le asigna la letra zetamins
ula (z , de zero) (Fz, Cz, Pz). 18



2.2. Patología epilépti
aLas epilepsias son enfermedades 
róni
as, de etiología diversa, 
ara
terizadas porpresentar 
risis re
urrentes [29℄. Las 
risis epilépti
as son aquellas que resultan deuna des
arga ex
esiva de las neuronas 
erebrales, aso
iadas a diversas manifesta
io-nes 
líni
as, éstas pueden apare
er 
omo 
onvulsiones 
ara
terizadas por la a
tividaddesordenada de los brazos y piernas a
ompañada por lo general de mordedura delengua y emisión de orina. En otras o
asiones apare
en de forma menos aparatosa
omo una falta de repuesta a estímulos, durante el 
ual la persona se queda 
on lamirada �ja, ausente, aso
iándose en o
asiones movimientos automáti
os (
omo tra-gar repetidamente o frotarse las manos). Estas 
risis se denominan 
risis par
iales ofo
ales o bien ausen
ias, dependiendo de las 
ara
terísti
as parti
ulares [30℄.Las 
risis epilépti
as pueden ser la manifesta
ión de problemas muy variados ypueden deberse a situa
iones tan diversas 
omo un tumor 
erebral, una malforma-
ión, una meningitis, una 
onmo
ión 
erebral 
ausada por un golpe en la 
abeza, unex
eso en la toma de bebidas al
ohóli
as, et
. En algunos 
asos no se en
uentra la
ausa de la epilepsia, o es de 
ará
ter hereditario.Las 
risis epilépti
as se produ
en por una altera
ión de las 
élulas 
erebrales (lasneuronas) en un lugar del 
erebro (
risis fo
ales) o por una ex
itabilidad general del
erebro en su 
onjunto (
risis generalizadas). Las 
risis fo
ales suelen ser debidas alesiones 
erebrales (un tumor, una malforma
ión o una 
i
atriz). Por otra parte, enlas 
risis generalizadas no se suele en
ontrar una anomalía evidente en el 
erebro yposiblemente sean debidas a una anomalía en la regula
ión de la 
omuni
a
ión delas 
élulas 
erebrales, tal vez de 
ausa genéti
a [31℄.Por otro lado, 
ualquier persona puede presentar una 
risis aislada en 
ondi
io-nes ex
ep
ionales. Por ejemplo, la falta de sueño, el abuso de drogas estimulantes(anfetaminas, 
o
aína), el al
ohol o la �ebre pueden todos ellos aumentar el riesgode tener 
risis. Todo depende del llamado umbral para la epilepsia. Por ejemplo,algunas personas tienen una alta resisten
ia para tener 
risis (un alto umbral) y pormás fa
tores provo
adores a las que se las pueda someter no sufrirán una 
risis. Porel 
ontrario, hay personas 
on un umbral muy bajo que fa
ilita el que tengan 
ri-sis. Generalmente la resisten
ia o fa
ilidad para tener 
risis está aso
iada a fa
toreshereditarios po
o 
ono
idos. 19



La epilepsia puede apare
er a 
ualquier edad: desde la infan
ia hasta la an
iani-dad, aunque suele ser más fre
uente en los dos extremos de la vida. La epilepsia notiene prejui
ios: afe
ta por igual a hombres y mujeres, ri
os y pobres, y a personasde 
ualquier 
redo o raza.No hay una prueba úni
a para diagnosti
ar la epilepsia. De he
ho lo más im-portante para su diagnósti
o es obtener una des
rip
ión detallada de las 
risis. Porello, es fundamental ir al neurólogo a
ompañado de un familiar o testigo de la 
risis.Una vez he
ho el diagnósti
o se 
omplementa 
on pruebas que ayudan a dete
tar
ual es el origen de las 
risis. Las pruebas más importantes son la Tomografía AxialComputarizada (o TAC) 
erebral, la Resonan
ia Magnéti
a Cerebral y el ele
troen-
efalograma. Las dos primeras son útiles para ver la estru
tura del 
erebro y puedendete
tar la presen
ia de tumores, 
i
atri
es, quistes, malforma
iones 
erebrales, et
.Por otra parte, 
on el ele
troen
efalograma se obtiene el registro de la a
tividad elé
-tri
a 
erebral que indi
a la posible ex
itabilidad del 
erebro y la lo
aliza
ión de estaex
esiva ex
itabilidad. En o
asiones, es ne
esario el registro de las 
risis epilépti
asmediante un sistema de 
ir
uito 
errado de vídeo-ele
troen
efalograma para poderdiagnosti
ar 
on seguridad la epilepsia o para poder determinar el lugar 
erebral queda origen a las 
risis [31℄.2.3. Nomen
latura de las ondas del EEGEn el registro de un EEG apare
en ondas de diversas fre
uen
ias, amplitudes yformas. Estos elementos aislados y sus 
ombina
iones 
onstituyen un variado 
onte-nido informativo. Seguidamente se des
ribirán las ondas del EEG y sus 
ara
terís-ti
as, en las distintas bandas de fre
uen
ia.Banda α: Ondas regulares o irregulares simétri
as sobre ambos hemisferios deunos 8-13 Hz, en estado de vigilia relajado, 
on los ojos 
errados. Más notables enlas regiones posteriores de la 
abeza. Amplitud variable por debajo de 50 µV.Banda β: Ondas en las de más de 13 Hz, en estado de vigilia 
on los ojos 
errados,en las regiones fronto
entrales de la 
abeza. Amplitud variable, generalmente inferiora 30 µV.Zona de fre
uen
ia de sueño: Ondas sobre las regiones 
entrales de la 
abezade unos 11-15 Hz, generalmente de 12-14 Hz, de distribu
ión 
asi siempre difusa.20



Amplitudes variables, inferior a 50 µV.Banda θ: Ondas simétri
as sobre las regiones anteriores de la 
abeza de bajaamplitud distribuidas irregularmente entre 4-7 Hz.Banda δ: Ondas que no tienen un origen exa
to, de baja amplitud, de unos 0.5-2Hz y de distribu
ión irregular.2.4. Cara
terísti
as de la obten
ión de las señalesEEGEl registro de las señales ele
troen
efalográ�
as se realizó en 19 
anales a partirde ele
trodos adheridos a la super�
ie de la 
abeza 
on pasta 
ondu
tora, en lossitios estable
idos por el sistema interna
ional 10-20, midiéndose la diferen
ia depoten
ial respe
to a una referen
ia 
onstituida por ambas orejas 
orto
ir
uitadas.Se digitalizó la señal a una fre
uen
ia de muestreo de 256 Hz y 
onversión A/Dde 12 bits, �ltrada digitalmente entre 0.5 y 30 Hz. Se sele

ionaron para el análisis,registros de tiempo variable de a
tividad en reposo de 10 sujetos sanos y 30 pa
ientesepilépti
os, de los 
uales 10 se en
uentran bajo tratamiento, 18 les fue diagnósti
adaepilepsia y se en
uentran sin tratamiento y dos presentaron una 
risis durante la
onsulta, una de ellas es espontánea y la otra es indu
ida.
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Si el 
erebro fuera tan simple que pudiéramos 
omprenderlo,seríamos tan simples que no lo entenderíamos.Lyall Watson.
Capítulo 3Medidas de 
omplejidad en señalesEEGInvestiga
iones re
ientes, in
luyendo una realizada en nuestro grupo de investi-ga
ión en Caos y Sistemas Complejos de la ULA [32℄, han mostrado que la patologíaepilépti
a está aso
iada a la apari
ión de un estado dinámi
o sin
ronizado en el 
e-rebro, eviden
iado en la sin
roniza
ión de las señales de los distintos 
anales delele
troen
efalograma de pa
ientes epilépti
os. Estos des
ubrimientos han demostra-do la utilidad de los métodos provenientes de la dinámi
a no lineal en la 
omprensiónde diversas patologías 
erebrales mediante el análisis de señales �siológi
as.En este 
apítulo presentaremos la 
ara
teriza
ión de las señales EEG desde elpunto de vista de su grado de 
omplejidad, basados en la suposi
ión de 
onsideraral 
erebro humano 
omo un sistema 
omplejo.3.1. Complejidad estru
turalAhora nos enfo
aremos en la emergen
ia de estru
turas o patrones ma
ros
ópi
osen señales ele
troen
efalográ�
as. Hemos utilizado la medida de 
omplejidad LMCpara 
ara
terizar la 
omplejidad estru
tural de las señales EEG tanto de sujetossanos 
omo de pa
ientes 
on epilepsia. Para 
al
ular este tipo de 
omplejidad hemosempleado el método llamado Prin
ipal Component Analysis o PCA por sus siglas en22



inglés [33℄ (Ver Apendi
e A para una breve des
rip
ión). Este pro
edimiento permiteredu
ir la dimensionalidad efe
tiva de un sistema dinámi
o. En nuestro análisishemos empleado este método para redu
ir la dimensionalidad del EEG, el 
ual está
onstituído por ve
tores de 19 dimensiones. Antes de 
ontinuar, realizaremos unarevisión a los aspe
tos mas importantes del pro
edimiento a seguir para obtener la
omplejidad. El pro
edimiento está resumido en 
in
o pasos, estos son:1. Una vez que se ha sele

ionado el EEG a estudiar, se realiza la transforma
iónde los datos a un espa
io de fun
iones in�nito-dimensional por medio del kernelPCA no lineal.2. Luego, se sele

ionan los autove
tores en 
uyas dire

iones se en
uentran losdatos mas relevantes, estos son, los datos a ser 
onservados en la redu

ión dela dimensionalidad.3. Ahora, se debe elegir la 
antidad de estados sobre los 
uales se hará la medidade 
omplejidad.4. Se en
uentra la distribu
ión de probabilidad resultante.5. Finalmente, se obtiene un valor de la 
omplejidad para el sujeto bajo estudio.Hemos realizado estudios sobre el tamaño del parámetro σ proveniente del métodoPCA, sobre la 
antidad de dimensiones ne
esárias para poder representar el EEG ysobre el número de estados que �jan nuestra es
ala de medi
ión. Estos estudios sepresentan a 
ontinua
ión.3.1.1. Estudio sobre el tamaño de σPara el 
ál
ulo de la 
omplejidad hemos utilizado el kernel PCA no lineal des
ritopor la siguiente fun
ión,
K(x,y) = e−

‖x−y‖2

2σ2 (3.1)donde x y y son ve
tores del EEG y σ es un parámetro. Para la ele

ión de unvalor ade
uado de σ, sólo tenemos que bus
ar el menor valor para el 
ual la matrizde transforma
ión no es singular. Experimentos realizados 
on los datos EEGs, los
uales son del orden de 101, mostraron que se debe satisfa
er que σ ≥ 240 para23



todos los 
asos bajo estudio. Un σ mayor a este valor nos asegura la invertibilidadde la matriz. En los 
ál
ulos subsiguientes hemos elegido σ ≥ 248.3.1.2. Estudio sobre la 
antidad de dimensionesUn ele
troen
efalograma generalmente está 
ompuesto por una 
antidad mayoro igual a 16 
anales que 
orresponden a diversas zonas del 
erebro. Cada 
anal
onstituye una serie de tiempo que re�eja la a
tividad elé
tri
a de la zona del 
raneodonde se en
uentra1 el ele
trodo de registro. Si quisieramos realizar un grá�
o delEEG de un sujeto, 
ada una de estas series temporales 
onstituiría una dimensión.Los EEGs de nuestra base de datos están 
onstituídos por 19 
anales, además de unareferen
ia (ambas orejas 
orto
ir
uitadas), y un 
anal indi
ando el tiempo. Siendo ladimensionalidad tan alta, hemos utilizado el método del Kernel PCA no lineal pararedu
ir este número. Las dire

iones más importantes (
on mayor varianza) en elespa
io dual, están dadas por aquellos autove
tores de la matríz de transforma
iónque 
orresponden a los autovalores más grandes. En la Fig. (3.1) se muestran los
in
o autovalores más grandes para 
uatro de los sujetos bajo estudio, dos de ellosnormales y dos 
on epilepsia, los 
uatro fueron es
ogidos al azar en 
ada grupo.En esta �gura observamos que los dos primeros autovalores de 
ada EEG 
on-tienen la mayor 
antidad de informa
ión sobre la señal original, mientras que losúltimos tres autovalores, de los 
in
o mostrados, 
ontienen una 
antidad de infor-ma
ión no muy signi�
ante. Los 14 autovalores restantes de 
ada EEG mostrado,tienen en 
omún que todos son menores a 10−5. Así, en
ontramos que un ve
tor3-dimensional puede representar 
ualquier EEG de nuestra base de datos sin unaperdida signi�
ativa de informa
ión.3.1.3. Estudio sobre el número de estados: es
alaLa de�ni
ión de 
omplejidad depende de la es
ala. A 
ada es
ala de observa
ión,un nuevo 
onjunto de estados a

esibles apare
en 
on su 
orrespondiente distribu-
ión de probabilidad y por tanto la 
omplejidad 
ambia. En la Fig. (3.2) vemos lavaria
ión del valor de la 
omplejidad para diversas es
alas.1Cada 
anal también puede re�ejar el 
omportamiento de la a
tividad 
erebral proveniente deotras partes del 
erebro. 24



Figura 3.1: Los 
in
o autovalores más grandes para dos sujetos sanos y dos pa
ientes
on epilepsia es
ogidos al azar. El resto de los EEGs de la base de datos presentan un
omportamiento similar.

Figura 3.2: Valor de la 
omplejidad para diversas 
antidades de estados para un sujetosano (arriba) y un pa
iente epilepti
o (abajo).
25



En la Fig. (3.2) se observa que el valor de la 
omplejidad aumenta a medida quela 
antidad de estados se ha
e más grande. Los valores de la 
omplejidad para unnúmero de estados menor a 113 son los valores donde la distribu
ión de probabilidadvaría de manera 
onsiderable 
on respe
to a la 
antidad de estados, mientras que apartir de este valor, la distribu
ión de probabilidad no presenta grandes 
ambios ypor tanto la medida de 
omplejidad se mantiene estable. El 
omportamiento de la
omplejidad 
on respe
to al número de estados es similar en todos los EEGs, tantode sujetos sanos 
omo de aquellos patológi
os. Para el resto de los 
ál
ulos en estetrabajo, hemos elegido una 
antidad de estados igual a 22 parti
iones por 
ada eje,lo que nos da un total de 10648 estados, donde todos los EEG se en
uentran en lazona más estable de la 
omplejidad.3.1.4. Complejidad de los datos EEGLos resultados de la apli
a
ión del método anteriormente des
rito se muestranen la Fig. (3.3), donde se observan los valores de la 
omplejidad para el grupo desujetos sanos y el de pa
ientes 
on patología epilepti
a diagnósti
ada.

Figura 3.3: Histograma de fre
uen
ias de los valores de 
omplejidad para los 40 EEGs enestudio obtenidos 
on el método PCA. A la dere
ha se observa el valor de la 
omplejidadpara 
ada uno de los grupos. El eje horizontal en la grá�
a de la dere
ha sólo tiene sentidoorientativo.En el panel de la dere
ha de la Fig. (3.3) se muestra el valor de la 
omplejidad26



para 
ada uno de los 40 EEGs en estudio. La se

ión I muestra el grupo de sujetossanos, la se

ión II 
orresponde a los pa
ientes 
on epilepsia que se en
uentran bajotratamiento, en la se

ión III se en
uentran los pa
ientes 
on epilepsia diagnosti
adapero sin tratamiento y en la se

ión IV se observan los pa
ientes 
on epilepsia durantela etapa 
lóni
a. El histograma mostrado representa la 
antidad de sujetos que seen
uentran en un 
ierto rango de 
omplejidad. La 
olumna mas alta representatodos aquellos pa
ientes 
on epilepsia que se en
uentran en las se

iones III y IV.La segunda 
olumna muestra aquellos pa
ientes 
on epilepsia que se han sometidoa un tratamiento médi
o. El resto de las 
olumnas 
orresponden al grupo de sujetossanos.Ahora realizaremos un estudio similar al mostrado, pero en lugar de utilizar elmétodo del Kernel PCA no lineal para redu
ir la dimensión del EEG, utilizaremosla media aritméti
a en 
ada instante de tiempo. Para esto 
al
ularemos el 
ampomedio en 
ada instante de tiempo y luego obtendremos el valor de la 
omplejidad deeste 
ampo medio. Los resultados se muestran en la Fig. (3.4), donde se en
uentranlos valores de la 
omplejidad para los 40 sujetos en estudio.

Figura 3.4: Valores de la 
omplejidad LMC 
al
ulados a partir del 
ampo medio de 
adaEEG. El eje horizontal en la grá�
a de la dere
ha sólo tiene sentido orientativo; a la dere
hase observa el histograma de fre
uen
ias de los valores de 
omplejidad para los 40 EEGs enestudio. 27



La grá�
a de la izquierda muestra la 
ompleidad de 
ada sujeto 
omo sigue: se
-
ión I, sujetos sanos; II, epilépti
os bajo tratamiento; III, epilépti
os sin tratamientoy IV, epilépti
os durante una 
risis 
onvulsiva. A la dere
ha se observa el histogramade fre
uen
ias de estas medidas. Podemos ver que en este 
aso, el 
ampo medio apesar de ser una representa
ión que obvia una gran 
antidad de informa
ión, paralos 
asos bajo estudio para
e ser una medida en la que se en
uentra informa
iónrelevante a
er
a de la dinámi
a lo
al de 
ada 
anal del EEG.De estos resultados podemos 
on
luir que la a
tividad 
erebral en la patologíaepilepti
a presenta una enorme 
oheren
ia, de forma que abandona las irregularida-des de un 
erebro sano, para obede
er a regímenes ordenados, así, podemos aso
iarla patología epilépti
a a un estado de menor 
omplejidad de aquellos sujetos sanos,y que en los episodios de 
risis 
onvulsivas ha
en de
re
er aún más estos nivelesde 
omplejidad del 
erebro, ha
iendolo más ordenado y fá
il de prede
ir. Tambiénpodemos ver que para el grupo de pa
ientes 
on epilepsia que se en
uentran bajo untratamiento médi
o y fueron analizados por medio del método del PCA, los nivelesde 
omplejidad son un po
o mayor 
on respe
to al de los que no poseen tratamientomédi
o, lo que sugiere que los fárma
os indu
en un mayor nivel de 
omplejidad enel 
erebro. Esta última observa
ión es válida para los primeros o
ho pa
ientes en lase

ión II, ya que los dos últimos no presentan diferen
ias signi�
ativas 
on aquellospa
ientes que no siguen un tratamiento; esto puede deberse a que a estos pa
ientesse les ha indi
ado un tratamiento pero no lo llevan a 
abo de manera 
onstante o eltipo de tratamiento es diferente al del resto del grupo II.
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We now understand that 
haos exists in many natu-ral phenomena, in
luding our brains, and thus we haveto ask paradoxi
ally why we per
eive our own existen
eand why we re
ognize the separation between subje
t andobje
t. Kunihiko Kaneko.
Capítulo 4Comportamiento 
ole
tivo emergenteEn los útimos años ha habido mu
ho interés en des
ribir y 
omprender el fe-nómeno de emergen
ia de 
omportamento no trivial en sistemas formados por ele-mentos 
aóti
os que intera
túan entre sí [34℄. El 
omportamiento 
ole
tivo no trivialestá 
ara
terizado por una evolu
ión ordenada o bien de�nida de 
antidades ma
ros-
ópi
as que 
oexisten 
on 
omportamientos lo
ales desordenados. Modelos basadosen redes de mapas a
oplados han sido ampliamente usados en la investiga
ión defenómenos 
ooperativos que apare
en en mu
hos sistemas extendidos 
on dinámi
a
aóti
a [35℄. En este 
apítulo, estudiaremos la 
omplejidad LMC en redes de mapasa
oplados que exhiben 
omportamiento 
ole
tivo no trivial.4.1. Complejidad en sistemas 
on 
omportamiento
ole
tivo emergentePara estudiar la 
omplejidad en sistemas espa
iotemporales donde el orden glo-bal emerge a partir del 
aos lo
al, 
onsideraremos un sistema de N elementos in-tera
tuantes, donde el estado del elemento i (i = 1, 2, . . . ,N ) en un tiempo dis
reto
t, se denota por xi

t. Asumimos que la evolu
ión de 
ada elemento depende de su29



propia dinámi
a lo
al y de su intera

ión 
on otros los elementos de la red, dondela intensidad de las intera

iones está dada por un parámetro de a
oplamiento ǫ. Ladinámi
a 
ole
tiva del sistema en el tiempo t puede ser des
rita por alguna variableestadísti
a ht.Hemos 
al
ulado el valor de la 
omplejidad C 
omo una fun
ión de la intensi-dad de a
oplamiento en sistemas de mapas a
oplados que exhiben 
omportamiento
aóti
o no trivial. El primer ejemplo a estudiar es un sistema de mapas sujeto aa
oplamiento global des
rito por
xi

t+1 = (1 − ǫ)fi(x
i
t) +

ǫ

N
N
∑

j=1

fj(x
j
t ), (4.1)donde la fun
ión fi(x

i
t) des
ribe la dinámi
a lo
al del elemento i. El sistema usual demapas homogéneos a
oplados globalmente [36℄ 
orresponde a tener la misma fun
iónlo
al para todos los elementos, i.e., fi(x

i
t) = f(xi

t). Como dinámi
a lo
al, empleamosel mapa logarítmi
o f(x) = b+ln |x| [37℄, donde b es un parámetro real. Caos robustoo
urre en el intervalo de parametros b ∈ [−1, 1], sin ventanas periódi
as ni bandas
aóti
as separadas [37℄.En nuestro segundo ejemplo, hemos introdu
ido heterogeneidad en la dinámi
alo
al, tomando ahora fi(x
i
t) = bi + ln |xi

t|, 
on valores de bi distribuídos en [−1, 1].Como variable ma
ros
ópi
a para estos sistemas hemos 
onsiderado el 
ampo medioinstantáneo, de�nido 
omo
ht =

1

N
N
∑

j=1

fi(x
i
t) (4.2)La Fig. (4.1)(a) muestra el diagrama de bifur
a
ión del 
ampo medio ht delsistema de mapas homogéneos globalmente a
oplados [E
. (4.1)℄ 
omo fun
ión de laintensidad de a
oplamiento ǫ [38℄). El parámetro lo
al está �jo en b = 0 para todoslos mapas y el tamaño del sistema es N = 104. Para 
ada valor de ǫ, el 
ampo mediofue 
al
ulado en 
ada itera
ión t, partiendo de 
ondi
iones ini
iales aleatorias en ladinámi
a lo
al de los mapas, distribuidas uniformemente en el rango xi

0 ∈ [−8, 8].Cuando el parámetro lo
al b está distribuido en el rango b ∈ [−1, 1], los elemen-tos xi
t son 
aóti
os y están desin
ronizados [ver Fig. 4.2(
)℄, por lo tanto, el 
ampomedio en la Fig. 4.2(a) revela la existen
ia de atra
tores periódi
os globales paraalgunos intervalos de la intensidad de a
oplamiento ǫ [18℄. Diferentes estados 
ole
ti-vos emergen 
omo una fun
ión del a
oplamiento ǫ: una fase turbulenta, donde ht se30



Figura 4.1: (a) Diagrama de bifur
a
ión ht vs ǫ para el sistema de mapas homogéneosglobalmente a
oplados, b = 0. (b) Valor de 
omplejidad y, (
) diagrama de bifur
a
ión deun mapa x
i
t.mani�esta 
omo un punto �jo, siguiendo un 
omportamiento de variables no 
orre-la
ionadas; estado periódi
o 
ole
tivo; bandas 
aóti
as 
ole
tivas y sin
roniza
ión
aóti
a [38℄.La Fig. (4.1)(b) muestra C vs ǫ. Un 
ambio abrupto en el valor de la 
omplejidadpuede ser 
laramente visto 
omo un valor 
ríti
o del a
oplamiento ǫc = 0,211, un
omportamiento 
ara
terísti
o de una transi
ión de fase de primer orden [18℄. A estevalor 
ríti
o de la intensidad de a
oplamiento el 
omportamiento 
ole
tivo 
ambiade una fase turbulenta a un estado de periodi
idad 
ole
tiva, 
omo se observa enla Fig. (4.1)(a). Para ǫ < ǫc el valor de la 
omplejidad tiende a 
ero, indi
ando quelos elementos estan tan desordenados que se asemejan al 
omportamiento de un gasideal, donde existe equiprobabilidad en los estados a

esibles. Para ǫ > ǫc, la 
om-plejidad aumenta de manera 
asi dis
ontínua. Las unidades lo
ales repentinamenteempiezan a sentir el efe
to del 
ampo global; 
ada mapa se en
uentra en un regimen
aóti
o que obede
e a un 
omportamiento 
ole
tivo autorganizado, donde la 
om-plejidad es máxima. Si 
ontinuamos aumentando el valor de ǫ, en
ontraremos quela 
omplejidad disminuye momentos antes de 
ada 
ambio de períodi
idad, y luego31



aumenta de manera drásti
a durante el 
ambio.

Figura 4.2: (a) diagrama de bifur
a
ión ht vs ǫ para el sistema de mapas a
oplados hete-rogeneo. (b) Valor de 
omplejidad y (
) diagrama de bifur
a
ión de un mapa x
i
t.En la Fig. (4.2)(a) se observa el diagrama de bifur
a
ión de ht vs ǫ para elsistema de mapas heterogeneos globalmente a
oplados. En este 
aso los parámetroslo
ales bi son un 
onjunto de valores aleatorios 
on una distribu
ión uniforme en elrango bi ∈ [−1, 1]. De nuevo, las dinámi
as lo
ales son 
aóti
as, y 
ontinúa surgiendo
omportamiento 
ole
tivo para algunos valores de la intensidad de a
oplamiento. LaFig. (4.2)(b) muestra el valor de la 
omplejidad LMC en fun
ión del parámeto dea
oplamiento para este sistema. En este 
aso el valor de la 
omplejidad permane
emuy 
er
ano a 
ero 
uando ǫ aún no al
anza el valor 
ríti
o ǫc ≃ 0,040 y aumentaabruptamente 
uando ǫ > ǫc, 
omportandose de manera similar al 
aso anterior
uando existe un 
ambio en la periodi
idad 
ole
tiva.Obsérvese que en los diagramas de bifur
a
ión mostrados en las Fig. (4.1)(a) y(4.2)(a), los elementos del diagrama no son puntos úni
os donde todas las dinámi
aslo
ales 
onvergen, por el 
ontrario son bandas que poseen un an
ho, el 
ual disminuye
uando aumenta el tamaño del sistema.En la Fig. (4.3) observamos el 
omportamiento del valor de la 
omplejidad 
onrespe
to del número de estados a

esibles, para dos valores de la intensidad de a
o-32



Figura 4.3: Varia
ión de la 
omplejidad vs 
antidad de estados a

esibles en el sistemapara dos intensidades de a
oplamiento dadasplamiento. El valor ǫ = 0,014 
orresponde al regímen 
ole
tivo de período uno yen ǫ = 0,2 el sistema está en un regímen 
ole
tivo de período dos. Podemos verque para una 
antidad pequeña de estados, la 
omplejidad del sistema es pequeña.Sin embargo, el valor de la 
omplejidad varía 
onsiderablemente para N ≤ 9. Para
10 ≤ N ≤ 19 en
ontramos una región donde la varia
ión no es tan amplia 
omoen el 
aso anterior; para los 
asos N ≥ 20 la 
omplejidad 
ontinúa aumentando.La sensibilidad de la medida de 
omplejidad 
on respe
to a la 
antidad de estadosa

esibles está dire
tamente rela
ionada 
on la distribu
ión de probabilidades 
on laque realizamos nuestras medidas. Cuando la 
antidad de estados es muy pequeña,la resolu
ión de nuestra medida es lo su�
ientemente buena para 
aptar el 
ompor-tamiento de la banda de elementos que se en
uentran en un regímen 
ole
tivo en losdos regímenes mostrados, sin embargo, a medida que aumenta la 
antidad de esta-dos, las parti
iones de medi
ión de probabilidad se ha
en mas pequeñas, por lo que
omenzamos a medir la 
omplejidad interna de las bandas de elementos, lo que segúnvemos en nuestros gra�
os, es mayor. Para las medidas de 
omplejidad mostradasanteriormente, se 
onsideró N = 15; 
on esta 
antidad de estados se logra 
aptar la
omplejidad del 
omportamiento 
ole
tivo sin in
luir el detalle del 
omportamientointerno de las bandas. A este valor de la 
antidad de estados le llamaremos Nc.Cuando el tamaño del sistema aumenta, se observa que el grosor de estas bandas,33



que es propor
ional a la dispersión estadísti
a de los puntos en la banda, de
re
e
omo N− 1

2 [35℄ siguiendo la ley de los grandes números. Como hemos visto, Nc de-pende dire
tamente de la 
antidad de estados en el sistema, lo que a su vez determinael tamaño de estos estados: N ∼ N−1. Enton
es, en
ontramos que
1

Nc
∼ 1√

N
⇒ N ∼ N2

c (4.3)Así que, si variamos el tamaño del sistemaN , enton
es el número de estados mínimos
Nc para medir la 
omplejidad del 
omportamiento 
ole
tivo variará 
omo lo indi
a laE
. (4.3) (salvo algunas 
onstantes), de este modo dado el tamaño N del sistema demapas a
oplados, es posible estimar el tamaño 
ríti
o Nc del número de estados paramedir la 
omplejidad rela
ionada 
on la emergen
ia del 
omportamiento 
ole
tivono trivial.4.1.1. Dis
usiónEn el 
apítulo anterior observamos que la medida de 
omplejidad planteada porLópez-Ruiz, Man
ini y Calbet fun
iona 
omo dis
riminador entre sujetos sanos yaquellos a los que se les ha diagnosti
ado algún tipo de epilepsia. Ésto lo hemosobservado al redu
ir la representa
ión global de la a
tividad ele
tri
a 
erebral, de-te
tada por el EEG, por medio del método PCA. En el 
apítulo anterior tambiénobservamos que la media aritméti
a en 
ada instante de tiempo 
onserva informa-
ión relevante del 
erebro en su 
onjunto, ya que la medida de 
omplejidad LMCrealizada usando el 
ampo medio de los EEGs, sugiere una diferen
ia entre los dosprin
ipales grupos de individuos bajo estudio. Un punto relevante es el he
ho deque sistemas simulados, 
omo lo es el 
aso de las redes de mapas a
oplados, pre-sentan un 
omportamiento 
ole
tivo emergente que puede ser dete
tado medianteel estudio de la evolu
ión de su 
ampo medio. De este manera, pare
e natural laposibilidad de en
ontrar informa
ión relevante en esta 
antidad ma
ros
ópi
a, a pe-sar de que ésta ex
luye una gran 
antidad de informa
ión que se anula o exalta enel pro
eso de su 
ál
ulo. Sin embargo, 
omo hemos visto a
á, este tipo de variablesnos pueden dar informa
ión a
er
a del 
omportamiento global del sistema, el 
ualno puede ser dedu
ido a partir del 
omportamiento de sus elementos bási
os. Parair un paso mas allá, en los grá�
os donde apare
e el mapa de bifur
a
ión de lasredes de mapas a
oplados que se estudiaron, vemos la 
aída de la 
omplejidad en34



pequeños .es
alones", 
uando se produ
en 
ambios en la 
antidad de órbitas perió-di
as (a partir de 2 órbitas). Del análisis de los EEGs, distinguimos que el estadosano y el estado de patología 
orresponden a distintos niveles de 
omplejidad, los
uales podemos aso
iar 
on el 
ambio de 
omplejidad produ
ido en las redes de ma-pas a
oplados. Más aún, en el 
aso de los mapas homogéneos a
oplados es posibledete
tar un estado de sin
roniza
ión de los elementos bási
os a partir de ǫ ∼ 0,430,lo 
ual podemos rela
ionar 
on los resultados obtenidos en medida de sin
roniza
iónde sujetos sanos y pa
ientes epiléti
os [32℄, donde se en
ontró que el regímen deepilepsía 
orresponde a un estado de mayor sin
roniza
ión. Sin embargo, en ningúnmomento este tipo de sistema simulado pretende estable
er una semejanza dire
ta
on el 
erebro, pero siendo las redes de mapas un sistema tan simple, logran exhibirun 
omportamiento 
omplejo que puede expli
ar en 
ierto modo y sin gran detalle,el origen de las diferen
ias de 
omplejidad dete
tadas en un 
erebro humano sano yuno patológi
o.
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Ahora ni siquiera sabemos si nos rodea un laberinto, un se
reto 
osmos,o un 
aos azaroso. Nuestro deber es imaginarnos el hilo y el laberinto.Nun
a daremos 
on el hilo; a
aso lo en
ontramos y lo perdemos en una
to de fe, en una 
aden
ia, en un sueño, en las palabras que se llaman�losofía, o en la mera y sen
illa feli
idad.Jorge Luis Borges, Los 
onjurados.
Con
lusionesLa medida de 
omplejidad planteada por LCM ha mostrado no sólo ser útil enmodelos teóri
os, sino también ha sido de utilidad en el análisis de datos provenientesde sistemas reales. Los datos analizados en este trabajo, nos han mostrado queexiste una diferen
ia de tipo morfológi
o entre las señales ele
troen
efalográ�
as desujetos sanos y pa
ientes 
on epilepsia, in
luso 
uando algunos de estos pa
ienteshan sido tratados 
on fárma
os. La medida de la 
omplejidad realizada sobre lasbases de datos nos sugieren que la patología epilépti
a está aso
iada a un estadode 
omplejidad baja. Aquellos EEG de pa
ientes que sufrieron una 
risis 
onvulsivadurante el exámen ele
troen
efalográ�
o, sugieren que este estado posee un nivel de
omplejidad menor en 
ompara
ión de aquellos sujetos sanos.Los 
ál
ulos de 
omplejidad realizados redu
iendo la dimensionalidad del EEGpor medio del método de kernel PCA no lineal arrojaron resultados que dis
riminanlos sujetos sanos de aquellos 
on epilepsia. Este método de 
ál
ulo de la 
omplejidadtambién es 
apaz de diferen
iar tres grupos de pa
ientes, aquellos que 
onsumenfárma
os para evitar las 
risis, 
on un nivel de 
omplejidad ligeramente mayor alresto; los que aún no tienen un tratamiento; y los que se en
uentran en una etapa
lóni
a, 
on el menor nivel de 
omplejidad.El 
ampo medio de las señales ele
troen
efalográ�
as fue utilizado en este trabajo
omo una 
antidad global para representar al 
erebro en su totalidad. Cál
ulos36



de la 
omplejidad LMC fueron realizadas sobre esta 
antidad, indi
ando que el
ampo medio de los EEGs 
ontiene informa
ión importante a
er
a de la totalidaddel sistema, lo 
ual no es trivial ni dire
tamente dedu
ible, ya que en el pro
esode 
ál
ulo de la media aritméti
a o 
ampo medio, se atenúan o exaltan una gran
antidad de datos. Los resultados obtenidos del 
ál
ulo de la 
omplejidad LMC apartir del 
ampo medio del EEG indi
an que esta 
antidad es 
apaz de diferen
iarlos dos grupos de sujetos, sanos y epilépti
os, pero se pierden detalles 
omo ladiferen
ia entre los pa
ientes 
on tratamiento médi
o y los que no les han indi
adoun tratamiento.El estudio de las redes de mapas a
oplados, tanto para el 
aso homogéneo (b = 0)
omo el heterogéneo (b ∈ [−1, 1]), mostraron que el 
ampo medio, 
al
ulado 
omola media aritméti
a en 
ada instante de tiempo, 
ontiene informa
ión relevante delsistema que no puede ser derivada trivialmente del 
omportamiento de sus elementos
onstituyentes. En el 
aso homogéneo es posible identi�
ar 
iertos regímenes quesurgen en el sistema 
uando se varía la intensidad de a
oplamiento; uno de estosregímenes es el 
aso de sin
roniza
ión, el 
ual se en
uentra para ǫ > 0,430.Nos permitiremos realizar una 
ompara
ión 
omplementaria de la presente in-vestiga
ión 
on trabajos anteriores sobre análisis de señales EEG en pa
ientes epi-lépti
os. Por ejemplo, en [32℄ se demostró que la patología epilépti
a está aso
iada aun estado de mayor sin
roniza
ión del 
erebro en su 
onjunto. También se en
ontróen di
ho trabajo un he
ho importante 
on respe
to a la predi

ión de 
risis epilép-ti
as, ya que se eviden
ió un valor máximo de los parámetros 
ara
terizadores de lasin
roniza
ión, segundos antes del ini
io de la 
risis. Sin embargo, este método de
lasi�
a
ión de pa
ientes por medio de la sin
roniza
ión de los 
anales del EEG, noarrojó una medida 
ontundente que separara los sujetos sanos de los patológi
os.Esto pudo deberse en gran parte a que los pa
ientes bajo estudio se en
ontrabanbajo tratamiento médi
o, pero en el 
aso del sujeto durante la 
risis epilépti
a, seobservó que durante la 
risis el 
erebro se en
uentra en un estado de mayor sin
ro-niza
ión. Hemos en
ontrado que las medidas de 
omplejidad no son muy afe
tadaspor el 
onsumo de fárma
os por parte de los pa
ientes patológi
os, ya que es posibleestable
er una diferen
ia entre los sujetos sanos y los pa
ientes 
on epilepsia.A partir de los resultados obtenidos en esta tesis, podemos de
ir que un 
ere-bro sano y un 
erebro patológi
o exhiben distintos niveles de 
omplejidad. Hemos37



mostrado que un sistema de mapas 
one
tados de manera global, siendo un sistemamuy simple en 
ompara
ión 
on el 
erebro humano, presenta diferentes niveles de
omplejidad en diferentes rangos de parámetros. En ningún momento se pretendeidenti�
ar la red de mapas 
on el 
erebo, sólo sugerimos que las propiedades 
ole
ti-vas rela
ionadas 
on la 
omplejidad son 
ualitativamente similares, y que el aumentode 
omplejidad está aso
iado a la emergen
ia de 
omportamientos 
ole
tivos no tri-viales en diversos sistemas.No 
abe duda alguna que el análisis no lineal bene�
ia este tipo de estudios.Paso a paso, los investigadores de sistemas 
omplejos, donde la dinámi
a no linealrepresenta un fa
tor importante, van 
onstruyendo un 
ono
imiento de los fenómenos
omplejos que o
urren en sistemas reales, ésto aún sin una teoría uni�
ada de la
omplejidad. Nada detiene el afán de 
ono
imiento, por lo que aún 
on herramientasbási
as, la físi
a de los sistemas 
omplejos sigue la tradi
ión históri
a de la búsquedade las propiedades universales en los fenómenos naturales.
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Apéndi
e AAnálisis de 
omponentes prin
ipalesEl análisis de 
omponentes prin
ipales (PCA) se emplea 
uando deseamos ob-tener una representa
ión más simple ( y en menos dimensión) para un 
onjunto devariables 
orrela
ionadas. Para examinar las rela
iones entre un 
onjunto de p varia-bles 
orrela
ionadas, transformamos el 
onjunto original de variables a un nuevo 
on-junto no 
orrela
ionado usando una rota
ión ortogonal en el espa
io p-dimensional.Estas nuevas variables serán llamadas 
omponentes prin
ipales. Las 
omponentesresultantes son ordenadas de modo que las 
omponentes mayores resuman la mayor
antidad posible de la variabilidad de los datos originales. Si un número pequeño dedi
has primeras 
omponentes resume la mayor parte de la varia
ión de los datos,podría pensarse que la dimensionalidad real de los datos es menor que p. En tal 
aso,esperaríamos que estas 
omponentes resulten signi�
ativas, y sean de utilidad para
omprender mejor los datos y que sean útiles para simpli�
ar análisis posteriores(esto no siempre es posible en la prá
ti
a). Observese que el PCA es una té
ni
amatemáti
a, y no requiere el uso de una estru
tura probabilísti
a para los datos.A.1. Fundamentos del métodoEl método de PCA es una transforma
ión de bases ortogonales. Las nuevas basesson en
ontradas diagonalizando la matriz de 
ovarianza
Cov =

1

l

l
∑

j=1

xjx
⊤
j (A.1)
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onstruída a partir del 
onjunto de datos {xk ∈ RN |k = 1, . . . , l} dond los xk
uplen la 
ondi
ión∑l
k=1 xk = 0. Las 
oordenadas en la base de los autove
tores sonllamadas 
omponentes prin
ipales. El tamaño de un autovalor λ 
orrespondiente aun autove
tor v de la matriz Cov es igual a la varianza en la dire

ión de v. Lasdire

iones de los primeros n autove
tores 
orrespondientes a los n autovalores másgrandes representan la mayor parte de la varianza en las n dire

iones ortonormales.En la mayoría de las apli
a
iones, estas dire

iones 
ontienen la informa
ión másimportante para representar la serie de datos, 
omo por ejemplo, en 
ompresión dedatos, donde los datos son proye
tados en las dire

iones de los autovalores másgrandes para retener la mayor 
antidad de informa
ión útil posible; o para depurarseñales del ruído, donde las dire

iones de los autovalores mas bajos son despre
iadas.A.1.1. Kernel PCA no linealNo podemos a�rmar que un PCA lineal siempre dete
tará estru
turas en un
onjunto dado de datos, pero 
on el uso de la nolinealidad, uno puede extraer másinforma
ión. El método del kernel PCA no lineal es un método 
onveniente paraidenti�
ar estru
turas no lineales en los datos. Kernel PCA pasa los datos de unarepresenta
ión espa
ial a otra en un espa
io dual F por medio de una fun
ión Φ.Podemos usar diferentes kernels 
omo la fun
ión Φ [39℄. Para 
iertos kernels k(x,y)puede ser mostrado por medio de análisis fun
ional que existe un fun
ión Φ enel espa
io F (posiblemente de in�nitas dimensiones), tal que k represente el pro-du
to es
alar en F. Existen varios tipos de kernels los 
uales han sido utilizadosexitosamente en Support Ve
tor Ma
hines [40℄, in
luídos los kernels polinomiales

k(x,y) = (x · y)d, fun
iones de base radial k(x,y) =exp(−‖x − y‖2/(2σ2)) y ker-nels sigmoidales k(x,y) = tanh(κ(x · y) + Θ).
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Apéndi
e BGlosario para físi
osComa: Pérdida prolongada y mantenida de la 
on
ien
ia, de tal forma que esimposible despertar al pa
iente. Existen distintos niveles de profundidad en rela
ióna la presen
ia o ausen
ia de distintos re�ejos y de la rea
tividad ante el dolor. Elorigen puede tener 
ausas neurológi
as, metabóli
as u otras.Convulsión: Contra

ión violenta e involuntaria de uno o más miembros o mús
u-los del 
uerpo.Clóni
a: o etapa 
lóni
a 
onsiste en sa
udidas de los brazos y piernas, mayor-mente 
ono
ida 
omo 
onvulsión.Ele
troen
efalograma: Grá�
o obtenido por el ele
troen
efalógrafo en el que seregistran las diferen
ias de poten
ial produ
idas en las 
élulas 
erebrales.Epilepsia: Enfermedad neurológi
a produ
ida por una disfun
ión en la a
tividadelé
tri
a de la 
orteza 
erebral y que se 
ara
teriza por 
risis 
onvulsivas 
on pérdidabrus
a del 
ono
imiento.Etiología: Parte de la medi
ina que tiene por objeto el estudio de las 
ausas delas enfermedades. Causa de una enfermedad.Fisiología: Cien
ia que estudia las fun
iones de los seres orgáni
os.Neurona: Célula diferen
iada pertene
iente al sistema nervioso, 
apaz de propa-44



gar el impulso nervioso a otra neurona. Está 
ompuesta por una zona de re
ep
ión,las dendritas, y otra de emisión o salida, el axón o neurita: se di
e que a partir de
ierta edad se a
elera el pro
eso de pérdida de neuronas.Meningitis: In�ama
ión de las meninges debida generalmente a una infe

ión.Neurología: Rama de la medi
ina que estudia las enfermedades del sistema ner-vioso.Patología: Parte de la medi
ina que estudia las enfermedades; enfermedad, do-len
ia.Quiste: Tumor formado por una 
avidad rellena de diversas sustan
ias que sedesarrolla en organismos vivos por altera
ión de los tejidos.Ruido: Perturba
ión o señal anómala que se produ
e en un sistema y que impideque la informa
ión llegue 
on 
laridad.Tóni
a: o etapa tóni
a. En una etapa tóni
a, la tensión mus
ular aumenta, y eltron
o, los brazos y piernas esporadi
amente realizan movimientos brus
os.Tomografía Axial Computarizada: Té
ni
a de obten
ión de imágenes por planoso 
ortes que, dependiendo del equipo empleado, es analógi
a o digital.Torunda: Bola de algodón envuelta en gasa esterilizada, 
on diversos usos en
uras y opera
iones quirúrgi
as.Tumor : Hin
hazón y bulto que se forma anormalmente en alguna parte del 
uer-po. Altera
ión patológi
a de un órgano o de una parte de él, produ
ida por laprolifera
ión 
re
iente de las 
élulas que lo 
omponen.
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