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ResumenEste trabajo tiene omo objetivo el estudio de la Sinronizaión en Redes demapas logarítmios aótios on aoplamiento aleatorio. En redes aleatoriaspor defeto, se forman dos tipos de aoplamientos simétrios y asimétrios. Alvariar la proporión de aoplamientos asimétrios, se desubre la existeniade una proporión rítia entre aoplamientos simétrios y asimétrios, parala ual es posible la emergenia de sinronizaión, para un determinado rangode la intensidad de interaión ǫ. Revelando de esta forma que la emergeniade sinronizaión depende tanto de la intensidad de la interaión omo deltipo de aoplamiento entre los elementos que omponen la red.
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Introduión
El solo heho de ontemplar omo un onjunto de mapas on dinámia aóti-a y ondiiones iniiales aleatorias se sinronizan nos genera una sensaiónde asombro. Sabemos que deben estar aoplados y umplir iertas ondiio-nes. En las últimas déadas, un grupo de investigadores se han preguntadoomo deben ser estas ondiiones para que emerja sinronizaión en redesde mapas aoplados RMA [1, 2, 3℄. Este trabajo nos dediamos a explo-rar éste omportamiento en redes de mapas logarítmios aótios aopladosaleatoriamente on ierto grado de asimetría.En partiular, en este trabajo investigamos el efeto que tiene la propor-ión de aoplamientos simétrios y asimétrios en el surgimiento del fenómenode sinronizaión en la red.En el primer apítulo se introdue al letor a los tópios de sistemasdinámios y mapas. En partiular se estudia el mapa logarítmio, que seutiliza omo dinámia loal de la RMA. Para ello dividimos el estudio enzonas según el riterio de estabilidad del mapa.Para ada una de las zonas serealizan un estudio desriptivo, uno numério y uno grá�o. Esto nos permite1



ÍNDICE GENERAL 2identi�ar la zona en donde se presenta el efeto mariposa o sensibilidad alas ondiiones iniiales. Es en esta zona de interés, donde se establee ladinámia loal para trabajo.El apítulo dos se entra en sistemas dinámios extendidos, redes de ma-pas aoplados y se introdue el fenómeno de sinronizaión, punto substanialde nuestro trabajo. Seguidamente se vuelve a las redes de aoplamiento, pe-ro ya espeí�amente las que onsideramos en este trabajo, omo son lasaleatorias, expliando todos los detalles de nuestro modelo de estudio, omolo son: la regla de evoluión, la dinámia loal, las interaiones, el tiposde aoplamientos, el parámetro de orden y nuestra de�niión de fraión deaoplamientos asimétrios.En el apítulo tres se desribe omo se realiza la simulaión de la red demapas logarítmios aótios aleatoriamente aoplados y progresivamente semuestran los resultados e interpretaiones.Finalmente tenemos las onlusiones de nuestro estudio, donde se muestrael efeto que tiene el grado de asimetría de la red sobre la sinronizaión.



Capítulo 1
Mapa Logarítmio
En este apítulo presentamos algunas de�niiones relaionadas on sistemasdinámios y mapas haiendo énfasis en las propiedades dinámias más rele-vantes del mapa logarítmio unidimensional, que es un elemento fundamentalde este trabajo.1.1 Sistemas DinámiosCon el �n de onoer la evoluión temporal de algunos estado, a los sistemasfísios se les modela mediante un onjunto de reglas o euaiones a las quedenominamos Sistemas Dinámios. Si un sistema es dinámio y además adaestado iniial genera una evoluión únia del sistema se está en presenia deun sistema dinámio determinista. La evoluión temporal de un sistemadinámio puede desarrollarse de manera ontinua o disreta. Los sistemas3



CAPÍTULO 1. MAPA LOGARÍTMICO 4ontinuos se pueden desribir mediante euaiones difereniales y los sistemasdisretos on euaiones en diferenias (apliaiones) o omúnmente llamadosmapas. En este trabajo emplearemos mapas disretos unidimensionales.Existen muhos modelos en físia que se basan en mapas disretos [4, 5, 6℄.Un mapa está de�nido omo un sistema dinámio disreto de la forma,
xt+1 = f(xt), (1.1)donde xt+1 representa el estado futuro y ontinuo del sistema, el ual dependedel estado presente xt en ada iteraión de tiempo t disreto y f(x) es lafunión que rige la evoluión del sistema. En nuestro estudio utilizaremos unmapa del tipo:

xt+1 = f(xt, b), (1.2)donde, f(xt, b) es una funión no lineal, y b es el parámetro que ontrola elomportamiento del sistema para ualquier ondiión iniial x0.Además de modelar sistemas intrínsiamente disretos, los mapas, omorepresentaiones disretas de euaiones difereniales, failitan el estudio nu-mério de sistemas ontinuos, puesto que en general on las omputadoras esmás adeuado tratar variables disretas que ontinuas.



CAPÍTULO 1. MAPA LOGARÍTMICO 51.2 Mapa LogarítmioLos mapas on dinámia aótia permiten disponer de modelos matemáti-os apaes de mostrar gradualmente la apariión de omportamiento aóti-o. Dado que para iertos valores del parámetro de ontrol b, estos mapaspresentan sensibilidad a las ondiiones iniiales, se pierde la apaidad deprediión on el transurso del tiempo.En partiular para el estudio del efeto que tiene la asimetría de la red deonetividad sobre la sinronizaión utilizaremos el mapa logarítmio pro-puesto por Kawabe y Kondo [8℄ quienes lo araterizan, motivados por lasoluión numéria, obtenida por Kawabe, de integrales de tipo
∫ 1

0

lnn(x)dx , n ≥ 1 . (1.3)El mapa logarítmio tiene la forma,
xt+1 = b + ln|xt| . (1.4)La �gura 1.1 muestra el diagrama de retorno del mapa logarítmio paradiferentes valores del parámetro de ontrol b.Entre las propiedades más resaltantes del mapa logarítmio tenemos queno es unimodal, esto es, no tiene máximos ni mínimos; y su derivada Shwar-ziana es positiva lo que hae que no exhiba ruta al aos por seuenia dedupliaión de periodos [4℄. Además, el parámetro de ontrol b omo el es-
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Figura 1.1: Se muestran una serie de urvas orrespondentes al mapa loga-rítmio de la euaión (1.4) para distintos valores del parámetro de ontrol.Rojo: b = −1.5, verde: b = −1, azul: b = 0, magenta: b = 1 y yan: b = 1.5.La línea negra representa la reta xt+1 = xttado x no estan aotados, es deir que sus rangos son ∞ < b < −∞ y
∞ < x < −∞. Más adelante mostramos omo que el parametro b rige elomportamiento de las orbitas.Para generar las orbitas se itera el mapa logarítmio, ver �g(1.1). Estoonsiste en esoger una ondiión iniial x0, a través de la ual se generara elsiguiente valor del estado x1, on éste último se genera otro x2 y así suesi-vamente. Con los distintos estados se traza la orbita a medida que el tiempo



CAPÍTULO 1. MAPA LOGARÍTMICO 7
t transurre disretamente para todos lo enteros positivos. Es importantenotar que ada estado futuro depende del estado que le anteede. La tabla(1.1) muestra esta dependenia.
xt+1 = b + ln|xt| t
x1 = b + ln|x0|. t = 0
x2 = b + ln|x1| = b + ln|b| + ln|ln|x0|| t = 1
x3 = b + ln|x2| = b + ln|b| + ln|ln|b| + ln|ln||ln|x0||| t = 2
x4 = b + ln|x3| = b + ln|b| + ln|ln|b| + ln|ln||ln|b||| + ln|ln|ln||ln|x0|||| t = 3Tabla 1.1: Depenenia de ada estado de los estados anteriores.De forma general se obtiene

xk = b + ln |xk−1| = b + ln (k)|x0| +
(k−1)
∑

j=1

ln(k−j)|b| , (1.5)para t = k − 1.1.3 Estabilidad del Mapa LogarítmioTomando en uenta el riterio analítio para el análisis de estabilidad loalde los mapas, |f ′

(x̄)| < 1, y sabiendo que un punto �jo de un mapa umpleon la ondiión f(x) = x, determinamos las regiones de estabilidad para elmapa logarítmio utilizando argumentos geométrios. Para ello partimos dela �guras 1.2 donde se muestra, para un valor �jo del parámetro b = 1, lafunión del mapa logarítmio, su derivada y la reta x = y.En la �gura 1.2a apreiamos que, uando b = 1, la reta y = x es tangente
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−4Figura 1.2: Mapa logarítmio f(x) = b+ ln |x| on b =1. En rojo tenemos eldiagrama de retorno de la funión f(x), en azul su primera derivada |f ′x| =
1/|x| y en negro la reta x=y. En el punto (1,1) f(x) es tangente a la retae interseta a su derivada f ′(x)..a la funión del mapa logarítmio f(x) = b + ln |x| en el punto (1, 1), que esun punto �jo del mapa. Utilizando la de�niión geométria de la derivada enun punto, tenemos que la pendiente de f(x) en el punto (1, 1) es la mismapendiente que la de la reta y = x, esto es f ′(1) = 1. Luego si se gra�ael valor absoluto de la pendiente de f(x) en todo punto (ver �gura 1.2b), esdeir |f ′(x)| = 1/|x|, y teniendo en uenta que |f ′(x)| es simétria, tenemosque

|f ′(x)| < 1 ∀ x ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞) . (1.6)Es inmediato notar en la �gura 1.3 que para b > 1 todo punto �jo establestal que f(x) = y, es deir, x̄ = b + ln|x̄|, están en el intervalo x̄ ∈ (1, +∞).Mientras que para b < −1 los puntos �jos están en el intervalo x̄ ∈ (−∞,−1).Finalmente el omportamiento de orbitas será estable, esto es |f ′(x̄)| < 1,
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−4Figura 1.3: Puntos �jos en el diagrama de retorno del mapa logarítmio.En líneas segmentada el diagrama para varios valores del parámetro b, enlínea punteada el valor absoluto de la derivada de la funón logarítmia y lalínea ontinua representa la reta x = y. La inteseión de las distintas lasgrá�as logarítmias on la reta y = x representa los puntos �jos. (a) Dearriba haia abajo el parámetro b = 2, 1.75, 1.5, 1.25, 1. (b) De arriba haiaabajo el parámetro b = −1,−1.25,−1.5,−1.75,−2. La inteNotar las distintasinterseiones de las gra�as logarítmias on la reta y = x de pendiente 1.para b ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞).1.4 Comportamiento del Mapa Logarítmio.Partiendo de lo expuesto en la seión anterior, se puede dividir el ompor-tamiento del mapa en tres regiones de auerdo a su estabilidad: una regiónestable b ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞) , una región inestable b ∈ (−1, 1), y unaúltima región que desribe que ourre en la frontera de estas dos regiones, esdeir uando b tiende a -1, b → −1; y b tiende a 1, b → 1, denominada regiónrítia.



CAPÍTULO 1. MAPA LOGARÍTMICO 101.4.1 Región estable b ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞) .Con el �n de explorar omo es el omportamiento de la región estable, la�gura 1.4 muestra la iteraión del mapa logarítmio, teniendo omo ondiióniniial x0=0.2 y el parámetro de ontrol b = −1.5. Note que el proeso de
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−4Figura 1.4: Iteraión del mapa logarítmio para b=-1.5 y la ondiión iniial
x0 = 0.2. (a) Diagrama de retorno donde se muestra en rojo el mapa loga-rítmio, en azul el proeso de iteraión del mapa y en negro la reta x = y.(b) Evoluión temporal del estado del mapa.iteraión, �gura 1.4a, onverge haia el punto de la reta y = x donde éstaorta a la urva del mapa logarítmio xt+1 = b+ ln|x|. En la serie de tiempo,�gura 1.4b, los estados se obtienen de la dinámia del sistema a medidaque las iteraiones transurren y se observa omo para ierto número deiteraiones la orbita se estabiliza en un punto �jo.Al variar la ondiión iniial a x0 = 0.6, dejando onstante el par �metrode ontrol en b = −1.5, obtiene la �gura 1.5. Aunque la ondiión iniial es3 vees más grande que para el aso anterior, las dos orbitas se estabilizan en
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−4Figura 1.5: Iteraión del mapa logarítmio para b=-1.5 y la ondiión iniial
x0 = 0.2. (a) Diagrama de retorno donde se muestra en rojo el mapa loga-rítmio, en azul el proeso de iteraión del mapa y en negro la reta x = y.(b) Evoluión temporal del estado del mapa.el mismo punto �jo omo lo muestra la �gura 1.6a. Repitiendo este mismoproedimiento para otros valores de b, tales que b ∈ (−∞,−1) se tiene quelas orbitas onvergen a un mismo punto �jo para ada b, independientementede su ondiión iniial.Para la región estable b ∈ (1,∞) la urva que orresponde a el mapalogarítmio xt+1 = b + ln |x|, orta on la reta y = x, en dos puntos unoestable y otro inestable. En estas ondiiones, para ada valor de b ∈ (1,∞)las trayetorias onvergen al punto estable, independientemente de su ondi-ión iniial. Para ilustrar este heho la �gura 1.6b muestra dos orbitas onun mismo b, pero on ondiiones iniiales distintas.
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−1Figura 1.6: Orbitas del mapa logarítmio para el parametro de ontrol �jo yon dos ondiiones iniiales distintas x0 =0.2 y x0=0.6. (a) b = −1.5, (b)
b = 1.5.1.4.2 Región Crítia (Transiión al aos)El ambio de la región estable a la inestable viene dado entorno a dos puntos
b = −1 y b = +1. En ada uno de ellos ourre una transiión al aos, peroon araterístias diferentes.Bifuraión tangente inversaEn la región entorno a b = +1, ourre una bifuraión tangente inversa. Paraomprenderla omenemos on b > 1 en donde existen dos puntos �jos unoestable, xe, y uno inestable, xi, omo se muestra en la �gura 1.7a. A medidaque se disminuye el valor del parámetro b los puntos xe y xi se aeran, hastaque se enuentran en un mismo punto, xc, uando b = +1 (ver �gura 1.7b),es entones uando ourre una transiión al aos por vía bifuraión tangenteinversa. Si b ontinua disminuyendo, b < 1, no se enuentran puntos �jos



CAPÍTULO 1. MAPA LOGARÍTMICO 13estables omo lo muestra la �gura 1.7.
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−2Figura 1.7: Diagrama de iteraión del mapa logarítmio para una mismaondiión iniial x0 = 0.2 y tres valores del parámetro b. (a) b =1.1 y semuestran los dos puntos �jos que intervienen en la transiión xe y xi. (b)
b = 1 y se india el punto �jo xc, donde los puntos �jos xi y xe onvergenobteniendo una transiión al aos por la ruta de bifuraión tangente inversa.() b = 0.9 y el punto �jo estable ya ha desapareido.Esta transiión al aos se llama intermitenia y está araterizada porla ourrenia de una señal de fase regular grande, llamada laminar; inte-rrumpida alternativamente por ráfagas irregulares relativamente ortas. Estefenómeno fue estudiado por Pomeau y Manneville [4℄.En partiular esta intermitenia se onoe omo intermitenia tipo I. Pa-ra omprenderla volvamos a la �gura 1.7. Note que en esta �gura no haypuntos �jos estables y la reta y = x junto on la urva que representa elmapa logarítmio xt+1 = b + ln|xt| forman un túnel angosto. El número deiteraiones neesarias para ruzar este túnel aumenta a medida que el túnelse haga más angosto y a su vez el valor del estado del mapa, x, no ambiadrástiamente. En onseuenia la fase regular o laminar será más grande amedida que b → 1 por la izquierda. Mientras, se neesita un gran númerode iteraiones para atravesar el túnel, al salir de éste ourren unas las poas



CAPÍTULO 1. MAPA LOGARÍTMICO 14iteraiones donde el estado varía signi�ativamente hasta que la trayetoriaingresa nuevamente al túnel. Lo ual produe fases regulares largas inte-rrumpidas por fases aótias ortas, omo se muestra en la �gura 1.8. Estatransiión al aos se debe a que existe una bifuraión de tangente inversa.

t

xt

5004003002001000

2

1

0

−1

−2

−3

Figura 1.8: Representaión para b =0.999 y x0=1 de la serie de tiempo parael mapa logarítmio en la que se presenta una región laminar en torno alpunto x = 1. Se puede notar que las fases regulares ourren en intervalos detiempo más largos que en las fases irregulares.Bifuraión de periodo doble inversaCuando el mapa logarítmio toma valores de b aproximados a b = −1, ourreuna bifuraión de periodo doble inversa, lo ual, se puede veri�ar gra�an-
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f(x) ◦ f(x) = f(f(x)) = f (2)(x) = b + ln|x| + ln|ln|x|| .La interseión del mapa ompuesto onsigo mismo on la reta, se mues-tra en la �gura 1.9a y nos permite enontrar tres puntos rítios: dos puntosde una orbitas de período dos inestables, xi1 y xi2, y un punto �jo, xc. Enel mapa logarítmito la bifuraión de periodo doble inversa ourre omo sedesribe a ontinuaión: para valores del parámetro b < −1 se tienen dospuntos de la orbita de período dos inestables, xi1 y xi2, luego a medida que

b → −1 estos dos puntos se aproximan ada vez más al punto estable xc,omo se muestra en la �gura 1.9b. Cuando b = −1 los dos puntos de laorbita inestable se solapan on el punto estable onvirtiendo a este últimopunto en inestable omo se apreia en la �gura 1.9.
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−5Figura 1.9: Diagrama de reurrenia del mapa logarítmio para tres valoresdel parámetro b y ondiión iniial x0 = −0.5. En verde se muestra la urva
f 2(x) para la loalizaión de los puntos xi1 y xi2 de la orbita de período dosinestable y el punto �jo xc estable. (a) b = −1.5, (b) b = −1.2 y () b = 1.0.Cuando b → −1 ∀ b > −1 se tiene un únio punto �jo inestable xci,



CAPÍTULO 1. MAPA LOGARÍTMICO 16alrededor de este punto se forman numerosas iteraiones que produen tra-yetorias regulares (régimen laminar), las uales se van alejando del punto�jo haiéndose inestables durante unas poas iteraiones, siendo éstas su�-ientes para que la trayetoria se aproxime nuevamente a la veindad delpunto xci y retornen al régimen laminar, omo se muestra en la �gura 1.10.A este omportamiento intermitente se le onoe omo intermitenia de tipoIII.
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−10Figura 1.10: Intermitenia de tipo III en el mapa logarítmio para b = −0.9 yondiión iniial x0 = −1. (a) Diagrama de iteraión. (b) Evoluión temporaldel estado.
1.4.3 Región Inestable b ∈ (−1, 1)La dinámia del mapa logarítmio en este rango se arateriza por ser aótia.Para ualquier valor de b ∈ (−1, 1) las orbitas del mapa logarítmio muestransensibilidad a las ondiiones iniiales por lo que las trayetorias aabandivergiendo rápidamente. Un ejemplo de este heho es representado en la



CAPÍTULO 1. MAPA LOGARÍTMICO 17�gura 1.11, donde se muestra la evoluión temporal de dos orbitas uyasondiiones iniiales di�eren en 10−9.
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Figura 1.11: Comparaión de la evoluión temporal de dos trayetorias delmapa logarítmio on b = −0.7 y ondiiones iniiales x0 = 0.1 para latrayetoria roja y x0 = 0.100000001 para la trayetoria azul. Se apreia queal iniio, ambas trayetorias se solapan entre sí. Sin embargo, al poo tiempose observa una separaión entre las órbitas. A esta diferenia en el tiempode las trayetorias se le onoe omo sensibilidad a las ondiiones iniialesy es la ausa de la pérdida de preditibilidad del sistema.



CAPÍTULO 1. MAPA LOGARÍTMICO 181.5 Diagrama de bifuraiónLos diagramas de bifuraión presentan los puntos asintótios de las sue-sivas iteraiones del mapa para diferentes valores del parámetro de ontrol.Esto posibilita identi�ar los ambios ualitativos de la dinámia del mapalogarítmio al variar su parámetro b. La �gura 1.12 muestra el diagrama debifuraión orrespondiente al mapa logarítmio. Note que el mapa logarít-

Figura 1.12: Diagrama de bifuraión para el mapa Logarítmio. Realizadonumériamente. Se realizaron 190 iteraiones para ada valor b del mapa,gra�ando solamente los valores de las últimas 90 y despreiando las primeras100 iteraiones. De una forma global se apreian las regiones estables para
b ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞) e inestable (−1, 1), donde el mapa presenta unomportamiento aótio.



CAPÍTULO 1. MAPA LOGARÍTMICO 19mio no presenta la ruta de Feigenbaum al aos. La ruta haia el aos es através de las intermitenias tipo I y III omo lo indian las series de tiempoinsertadas en la �gura.1.6 Exponente de LyapunovEste exponente permite medir la estabibilidad de un sistema dinámio, vienedado por la siguiente expresión,
λ = lim

N→∞

1

N

N−1∑

n=0

ln|f ′

(xn)| .El exponenete de Lypunov revela que tanta sensibilidad presenta el sistema alas ondiiones iniiales para un determinado valor del parámetro de ontrol.Si el exponente de Lyapunov es positivo, las perturbaiones pequeñas en laondiión iniial tenderán a ser ampli�adas y el sistema será inestable yaótio. En ambio, si el exponente es negativo, entones las perturbaionespequeñas tienden a ser reduidas, entones el sistema será estable. Paraestudiar el efeto que tiene el parametro de ontrol b en la estabilidad delmapa logarítmio, se alula el exponente de Lyapunov que se muestra enla �gura 1.13. Se apreia que en el intervalo b ∈ (−1, 1) el exponente deLyapunov, λ, es siempre positivo, por lo que en este rango se orrobora queel omportamiento es aótio. Es también evidente, que no hay ventanasde periodiidad y bandas aótias, dado que no apareen valores nulos o
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Figura 1.13: Exponente de Lyapunov del mapa logarítmio. Para ada valordel parámetro b se realizaron 10.000 iteraiones, despreiando las 100 pri-meras iteraiones y tomando los 99900 estados para alular el exponente.negativos del λ en el intervalo b ∈ (−1, 1) que indiarían presenia de orbitasperiódias.



Capítulo 2
Sistemas Espaio-temporales
En numerosos sistemas omo los eosistemas biológios, reaiones químias,turbulenia en �uidos, formaión de patrones, entre otros; la evoluión nosólo se produe en el tiempo sino también en el espaio. En estos sistemas,que se onoe omo sistemas extendidos o espaio-temporales, los grados delibertad dependen tanto del espaio omo del tiempo, y el omportamientoimpredeible, puede apareer tanto en la dimensión espaial omo en la tem-poral. Una pequeña perturbaión al sistema ya no sólo modi�a la trayetoriatemporal del sistema, sino también su omportamiento espaial.Según el sistema que se pretenda estudiar, es posible determinar las eua-iones exatas, pero la mayoría de las vees resulta difíil resolverlas analí-tiamente, por lo que una alternativa es utilizar modelos dinámios. Entrelos modelos dinámios más onoidos tenemos las euaiones diferenialespariales (EDP), las redes de mapas aoplados (RMA) y los autómatas elu-21



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 22lares (AC). La tabla (2) muestra las prinipales araterístias de ada unode ellos, y se apreia que las redes de mapas aoplados son un aso intrmedioentre las euaiones difereniales pariales y los autómatas elulares.Modelo Estado Tiempo EspaioEDP Continuo Continuo ContinuoRMA Continuo Disreto DisretoAC Disreto Disreto DisretoTabla 2.1: Caraterístias de algunos modelos dinámios.
2.1 Redes de Mapas AopladosEl estudio de sistemas extendidos, generalmente desritos por euaionesen derivadas pariales, se pueden simpli�ar onsiderando modelos disre-tos en tiempo y espaio, omo lo son las Redes de mapas aoplados (RMA)o Coupled Map Latties (CML en inglés). Las RMA fueron introduidasen 1984 por Kunihiko Kaneko [9℄ y Waller y Kapral [10℄, y desde enton-es, fenómenos relaionados a la meánia de �uidos, sistemas químios dereaión-difusión, dinámia de poblaiones, formaión de patrones y redesbiológias, entre otros, han sido estudiados a través de este tipo de mode-los de sistemas extendidos. La mayoría de los estudios se han realizado enredes espaialmente homogéneas. Sin embargo, se pueden onsiderar ma-pas en redes espaialmente no homogéneas tales omo redes om geometríafratal [11, 12℄ y redes jerárquias [13℄. Por otro lado, también se han es-



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 23tudiado redes on interaiones aleatorias entre los mapas [14, 15℄, donde ladistribuión espaial aree de sentido.En este trabajo se emplearan las redes de mapas logarítmios on aopla-miento aleatorio no loal, para estudiar omo el fenómeno de sinronizaiónse ve afetado debido a la variaión de la fraión de enlaes asimétrios entreeldas. Este punto será expliado, más adelante.Las redes de mapas aoplados son modelos donde el tiempo y espaio sondisretos. Están onstituidas por un onjunto de elementos, los uales poseenun espetro ontinuo que evoluiona según un mapa. Este tipo de red seráde interés para el desarrollo de este trabajo, por ahora se esribirá su formageneral de�nida omo:
xi

t+1 = f(xi
t) +

∑

j∈νi

g(xj
t) , (2.1)donde, xi

t es la variable de estado ontinua del elemento o eldas i en eltiempo disreto t, i = 1, ...,N ∈ Z
+ es el índie que identi�a ada uno delos N elemntos de la red, f(xi

t) es una funión que representa la dinámialoal y el término g(xi
t) es una funión que determina la in�enia que tienesobre el elemento i − esimo el onjunto de veinos νi. La sumatoria se llevaaabo en los elementos j que forman la veindad νi del elemento i.



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 242.2 Construión de una RMA a partir de laEuaión Reaión-DifusiónDisretizando la euaión de reaión difusión unidimensional se puede obte-ner una RMA unidimensional on aoplamiento loal difusivo. Tomando laEDP de reaión difusión unidimensional;
∂x(r, n)

∂n
= R(x(r, n)) + γ

∂2x(r, n)

∂r2
, (2.2)donde, R(x(r, n)) es la funión loal y γ es el oe�iente difusivo. La funiónontinua x(r, n) depende de las variables ontinúas de espaio (r) y tiempo

(n). Para obtener intervalos disretos se utiliza la de�niión de derivada sintomar su límite, es deir que la aproximaión de la derivada temporal vienedada por,
∂x(r, n)

∂n
≈ x(r, n + ∆n) − x(r, n)

∆n
. (2.3)De igual forma se proede on la primera derivada espaial rede�niéndose elintervalo ∆r de manera tal que se obtienen dos intervalos ∆r/2 on respetoa r, omo se muestra la �gura 2.1.
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Figura 2.1: Diagrama de la disretizaión de la derivada espaial.Por lo tanto la derivada espaial disreta queda expresada omo,
∂x(r, n)

∂r
≈ x(r + ∆r, n) − x(r, n)

∆r
⇒ 1

∆r
[x(r + ∆r/2, n) − x(r − ∆r/2, n)] .(2.4)Luego, simpli�ando la segunda derivada espaial tenemos,

∂2x(r, n)

∂r2
≈ 1

∆r

[
x(r+∆r,n)−x(r,n)

∆r
− x(r, n) − x(r − ∆r, n)

∆r

]

. (2.5)Agrupando términos se obtiene,
∂2x(r, n)

∂r2
≈ 1

∆r

[
x(r + ∆r, n) + x(r − ∆r, n) − 2x(r, n)

∆r

]

, (2.6)�nalmente,
∂2x(r, n)

∂r2
≈ x(r + ∆r, n) + x(r − ∆r, n) − 2x(r, n)

∆r2
. (2.7)De�niendo ∆n = 1, ∆r = 1, r = i ∈ {Z+} y n = t ∈ {Z+} obtenemos la



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 26forma disreta de la euaión (2.2),
x(i, t + 1) − x(i, t) = R(x(i, t)) + γ(x(i + 1, t) + x(i − 1, t) − 2x(i, t)) (2.8)Cambiando notaión, x(i, t) = xi

t, se tiene,
xi

t+1 − xi
t = R(xi

t) + γ(xi+1
t + xi−1

t − 2xi
t). Despejando xi

t+1 obtenemos,
xi

t+1 = xi
t + R(xi

t) + γ(xi+1
t + xi−1

t − 2xi
t), (2.9)Luego, sustituyendo γ = ǫ/2 se tiene,

xi
t+1 = xi

t − ǫxi
t + R(xi

t) +
ǫ

2
(xi+1

t + xi−1
t ) (2.10)La euaión (2.10) es un aso partiular de la euaión (2.1), tal omo semuestra en la siguiente expresión,

xi
t+1 = (1 − ǫ)xi

t + R(xi
t)

︸ ︷︷ ︸

f(xi
t)

+
ǫ

2
(xi+1

t + xi−1
t )

︸ ︷︷ ︸
P

j∈νi
g(xj

t )

(2.11)
Llegando así, a partir de la euaión diferenias en derivadas pariales auna red de mapas aoplados unidimensional. De la euaión (2.11) se puede



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 27plantear una RMA unidimensional del tipo,
xi

t+1 = (1 − ǫ)f(xi
t) +

ǫ

2
(f(xi+1

t ) + f(xi−1
t )) . (2.12)La RMA de la euaión (2.12) modela la evoluión de un sistema dinámiodonde el estado futuro de ada elemento i, depende de su estado atual y desus veinos inmediatos on una fuerza de aoplamiento proporional a ǫ. Paraeste trabajo nos interesa una RMA de este tipo, pero on el aoplamientoentre elementos diferente. Más adelante se desarrollara este punto.Es preiso alarar que generalmente las RMA no se obtienen de la disre-tizaión de euaiones ontinuas espeí�as, sino que se onstruyen mediantela introduión de parámetros dinámios para así apturar araterístiasglobales del omportamiento del sistema que se esté estudiando. Esta estra-tegia para el planteamiento de las RMA se enmara dentro de lo que se llamamodelado onstrutivista [5℄.Pasos para onstruir una Red de Mapas Aoplados:

⋆ Para los parámetros que se quieren estudiar se esoge un onjunto devariables a esala marosópia que sean relevantes en su evoluión, porejemplo: temperatura, �ujo, onentraión de una sustania químia,et. La dimensión y topología de la red debe ser esogida de auerdoal espaio físio a estudiar.
⋆ Se plantean las reglas que rijan la forma en que las variables se inter-onetan



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 28
⋆ Finalmente, se obtiene la regla dinámia y se itera.La ventaja de la utilizaión de este tipo de modelos surge al disretizar lasvariables espaio y tiempo lo que trae omo onseuenia que se puedanmanejar e�ientemente on herramientas omputaionales.2.3 Redes, Matries y AoplamientoUna RMA regular d-dimensional, omo la unidimenional de la euaión(2.12) se puede esribir de la forma vetorial omo,

xt+1 = (1 − ǫ)f(xt) +
ǫ

2d
Mf(xt) , (2.13)en donde, xt+1 y f(xt) son vetores olumnas y M es la matriz de aopla-miento de dimansión N x N, siendo N el número de eldas o elementos queomponen la RMA. Expresando la euaión (2.13) en sus omponentes setiene,
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(2.14)
El onjunto de elementos Mij de la �la i que son distintos de ero {νi} ons-tituyen la veindad del elemento i. Este onjunto ontiene a los ki elementos



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 29veinos de i, donde ki ≤ N. Para el ejemplo del la euaión (2.14) el aopla-miento es loal y las ondiiones de ontorno son periódias, por lo que ki esonstante, es deir ki = k = 2.La matriz de aoplamiento M ontiene toda la informaión sobre la to-pología de la red, es deir, su dimensión y tipos de onetividad. Al igualque en los operadores espaiales ontinuos (∇,∇2) la matriz de aoplamientoatúa omo un operador espaial lineal, on la ventaja de ser un operadormatriial disreto que permite ser apliado a modelos de fenómenos espa-ialmente heterogéneos o on interaiones omplejas donde la resoluión deEDP es engorrosa.2.4 Tipos de ConetividadLa matriz M de la euaión (2.14) representa un aoplamiento loal entreelementos, es deir, la veindad está onstituida por los elementos más pró-ximos a ada elemento i del sistema. Existen otros tipos de aoplamiento,omo por ejemplo aquel en el que ada elemento interatúa on todos loselementos o eldas que forman el sistema, llamado aoplamiento global. Esteaoplamiento se tradue en una matriz unitaria de aoplamiento y en estossistemas aree de sentido de�nir la ubiaión espaial de los elementos queonforman la red. Las matries que representan los aoplamientos loales yglobales, al ser simétrias y reales poseen un onjunto ompleto y ortogonalde autovetores de M tal que; Mui = µui. Entones, onoiendo los auto-



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 30vetores las matries pueden diagonalizarse, lo que a su vez signi�a onoerlos autovalores. En estos asos la RMA puede esribirse en funión de susautovalores, on lo ual se obtiene un onjunto de mapas desaoplados enotro espaio [15, 16, 17, 18℄ de la siguiente forma:Sea un onjunto de mapas aoplados por la matriz M,
xt+1 = (1 − ǫ)f(xt) +

ǫ

k
Mf(xt), (2.15)on la intenión de diagonalizar M se realiza un ambio de variables de xi alas nuevas oordenadas yi,

yt = U−1xt → yi
t =

∑

j

Ujix
j
t f̂(yt) = U−1f(xt) → f̂(yi

t) =
∑

j

Ujif(x
j
t ) ,y reíproamente tenemos,

xt = Uyt → xi
t =

∑

j

Uijy
j
t f(xt) = Uf̂(yt) → f(xi

t) =
∑

j

Uij f̂(yj
t ) .La matriz U está formada por los autovetores ui por lo que U−1U = I.Multipliando la euaión (2.15) por U−1 tenemos,

U−1xt+1 = (1 − ǫ)U−1f(xt) +
ǫ

k
U−1M f(xt)

︸ ︷︷ ︸

Uf̂(yt)



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 31utilizando el ambio de variable se obtiene,
yt+1 = (1 − ǫ)f̂(yt) +

ǫ

k
U−1MUf̂ (yt) , (2.16)donde, U−1MU es una matriz diagonal uya traza esta ompuesta por losautovalores µi de la matriz M. La forma no vetorial de la euaión (2.16)viene dada por,

yi
t+1 = (1 − ǫ)f̂(yi

t) +
ǫ

k
µif̂(yi

t) , (2.17)desaoplando de esta forma la red en N mapas independientes. De esta for-ma se pueden desaoplar las RMA, lo ual permite estudiar la sinronizaiónde redes aopladas loalmente y globalmente por medio de un análisis deestabilidad lineal. Estudios de este tipo se han realizado on mapas logarít-mios [17, 19℄.El aoplamiento usado en las RMA de este trabajo es aleatorio, que esun aso intermedio entre los dos tipos de aoplamientos anteriores. Con elaoplamiento aleatorio la noión geométria del espaio se pierde y en on-traste de lo que ourrre on las matries que onmutan on su onjugadahermétia (omo las matries simétrias, hermíta, unitarias, et.), no exis-ten propiedades generales demostradas para matries arbitrarias aleatorias.Para determinar los autovalores y autovetores en este tipo de matries seutilizan métodos numérios que pueden ser apliados a través de paquetesomputaionales.Según el teorema de Gershgorin [20℄, en matries aleatorias el autovalor más



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 32grande le orresponde al autovetor homogéneo. Ahora bien, uando ourresinronizaión implia que existe un autovetor homogéneo para la matriz deaoplamiento aleatorio, entones por el teorema de Gershgorin, a este auto-vetor le orresponde el autovalor más grande. Gade [14℄ demuestra tantoen una prueba formal omo numériamente que el autovalor más grande esla onetividad de la red k, y que para los N − 1 autovetores restantes losautovalores son del orden de √k o menores. A su vez Gade también muestraque el heho de que el espetro de autovalores sea disreto on un gap �nitotrae omo onseuenia que se genere estrutura oherente.2.5 SinronizaiónEl primero en desribir y entender un fenómeno de sinronizaión fue Chris-tián Huygens en el siglo XVII. Huygens observó dos relojes de péndulo de supropia invenión, dado que la preisión de sus meanismos todavía no estabamuy desarrollada, ada uno exhibía por separado una freuenia de osila-ión apreiablemente distinta. Sin embargo, estando ambos olgados en lamisma pared, notó que durante horas que los péndulos de los relojes estabansinronizados. Huygens intuyó que eran las vibraiones que se transmitíanpor la pared donde ambos relojes estaban olgados lo que los sinronizaba.Así que oloó uno de los relojes en otra pared y observó que al poo tiempose desinronizaban. El aoplamiento de los relojes de péndulo a través de lapared generaba la sinronizaión entre ellos.



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 33Interesantes ejemplos de sinronizaión pueden ser observados en la na-turaleza omo es el aso de las luiérnagas maho, quienes emiten pulsos deluz. Cada luiérnaga posee una espeie de osilador, en donde la freueniade osilaión se ajusta en respuesta a los destellos de las otras luiérnagas.Miles de luiérnagas logran sinronizar sus freuenias emitiendo un pulso deluz de gran intensidad on la intenión de llamar la atenión de las hembrasque están a largas distanias. Otro ejemplo, semejante son los de los grillos,quienes por medio del hirrido (sonido agudo) sinronizado produido porsus alas atraen a las hembras. En diferentes disiplinas también se ha estu-diado el fenómeno de sinronizaión, en biología y mediina un ejemplo sonlas neuronas, las uales bajo iertas ondiiones se sinronizan produiendoun ataque de epilepsia. Un aso familiar es nuestro orazón, que está ons-tituido por élulas musulares las uales, al estar aopladas sinronizan susfreuenias para produir los latidos.El entendimiento de ómo un omportamiento sinronizado puede emer-ger en un sistema dinámio aoplado no fue obtenido hasta los trabajos pio-neros de A.T. Winfree [21, 22℄ y Y. Kuramoto [23, 24℄ y las ondiiones bajolas uales un sistema aoplado está sinronizado fue identi�ado por R. Mi-rollo y S.H. Strogatz [25℄. Inluso, se han enontrado que sistemas aótiospueden sinronizarse [26℄. Dado que el estudio de sinronizaión en sistemasdinámios en tiempo ontinuo es a vees intratable desde un punto de vistaanalítio, la sinronizaión es también estudiada on redes de mapas [27, 28℄.



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 34Sinronizaión en redes de mapas aopladosLos elementos o mapas de la red se enuentran sinronizados uando todoslos elementos de la red exhiben orbitas iguales mientras el tiempo transurre,esto es,
|xi

t − xj
t | ∀ i, j , t → ∞ . (2.18)Este de�niión puede ser apliada para orbitas periódias o aótias.2.5.1 Mapas Logarítmios Aoplados AleatoriamenteLos modelos basados en mapas aoplados aleatoriamente, a diferenia de losmodelos espaialmente ordenados, son adeuados para representar sistemasdesordenados omo por ejemplo redes neuronales, poblaionales, iruitoseletrónios, et. Las RMA on aoplamiento aleatorio son sistemas de altadimensionalidad donde el espaio resulta irrelevante por lo que la geometríay el entorno loal pierden sentido. En este tipo de RMA se ha relaionadounívoamente el surgimiento de omportamiento oletivo no trivial on laonetividad k de la red [14, 15℄. En nuestro aso, se de�ne un nuevo pa-rámetro que permite medir la relaión entre enlaes simétrios y asimétriosen la matriz de aoplamiento aleatoria. Vemos de esta forma ómo in�uyeeste nuevo parámetro en la emergenia de sinronizaión en el sistema. Paraello se onsidera un onjunto de mapas aoplados i = 1 . . .N , on N = 104



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 35y uyas reglas de evoluión están dadas por,
xi

t+1 = (1 − ǫ)f(xi
t) +

ǫ

ki

∑

j∈νi

f(xj
t ) , (2.19)o en forma vetorial,

xt+1 = (1 − ǫ)f(xt) + ǫRf(xt) . (2.20)La dinámia de la elda i ya no depende sólo de su estado sino también dela ontribuión del onjunto de sus veinos νi, los uales son esogidos alazar, que a su vez está esalada mediante una onstante de aoplamiento ǫy el número de veinos ki. Cada elda i está aoplada aleatoriamente on
ki eldas o elementos. Las omponentes de la matriz R son Rij = 1

ki
Mij yel aoplamiento de ada elemento on sus veinos está desritos en la matriz

M que está ompuesta por N x N elementos, los uales pueden tomar losvalores 0 ó 1. De esta forma R viene dada por,
R =















1
k1

0 0 . . . 1
k1

1
k2

0 1
k2

· · · 0

0 0 1
k3

· · · 1
k3... ... ... . . . ...

1
kN

0 1
kN

· · · 1
kN















,
∑

j

Rij = 1 , (2.21)



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 36en donde, M la obtenemos de,
M = 1 − δR =















1 1 1 · · · 1

1 1 1 · · · 1

1 1 1 · · · 1... ... ... . . . ...
1 1 1 · · · 1















− δ
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k1
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k1

1
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0 1
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· · · 0

0 0 1
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· · · 1
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1
kN

0 1
kN

· · · 1
kN















(2.22)
Al apliar la operador delta tenemos,

M = 1 − δR =















1 1 1 · · · 1

1 1 1 · · · 1

1 1 1 · · · 1... ... ... . . . ...
1 1 1 · · · 1















−















0 1 1 · · · 0

0 1 0 · · · 1

1 1 0 · · · 0... ... ... . . . ...
0 1 0 · · · 0















, (2.23)
y restando las matries, se obtine �nalmente la matriz M,

M = 1 − δR =















1 0 0 · · · 1

1 0 1 · · · 0

0 0 1 · · · 1... ... ... . . . ...
1 0 1 · · · 1















,
N∑

j=1

Mij = ki . (2.24)



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 37Nóte que en la matriz M el número de elementos distintos de ero de ada�la es igual nos al número de veinos ki del elemento i.La dinámia loal de la red viene dada por el mapa logarítmio,
f(x) = b + ln|x| (2.25)�jando el parámetro de ontrol b = −0.7, valor para el ual el mapa presentaomportamiento aótio, omo lo muestran las �guras 1.12 y 1.12. El mapalogarítmio no presenta bandas aótias ni ventanas de periodiidad. Estasaraterístias partiulares, en la región aótia del mapa b ∈ (−1, 1), on-trastan on el omportamiento universal de los mapas loales omúnmenteusados omo el mapa logístio. Por esta razón el mapa logarítmio se hautilizado para estudiar el fenómeno de sinronizaión en RMA [17, 19℄.Siendo que los elementos de Mij toman aleatoriamente los valores 0 o1, donde Mij=1 signi�a que la elda i se aopla on que elda j, uando

Mij = 1 y Mji = 1 las eldas i y j se aoplan bidireionalmente, es deir, laelda i atúa sobre la elda j y a su vez, la elda j atúa sobre la i. Cuandoesto ourre deimos que existe un enlae o aoplamiento simétrio entre loselementos i y j. En ambio, uando se tiene que Mij = 1 y Mij = 0 lainteraión es unidireional debido a que la elda i atúa sobre la elda j,existiendo un aoplamiento en la direión ij; pero la elda j no atúa sobrela elda i. Deimos en este aso que el aoplamiento es asimétrio. En asode que Mij = Mji = 0 no existe aoplamiento en ninguna direión.



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 382.5.2 Fraión de Enlaes AsimétriosEn este trabajo la fraión de enlaes asimétrios es uno de los parámetros quese varia para estudiar el efeto que tiene sobre la emergenia de sinronizaiónen la red de mapas logarítmios aoplados aleatoriamente.Las ki eldas veinas de la elda i onforman el onjunto de veinos
νi = {c1

i , c
2
i , c

3
i ...c

k
i }, on ci ∈ {1, 2, . . . , N} e i = 1, 2, . . .N . El valorpromedio de ki,

k̄ =
1

N

N∑

i=1

ki ,se seleiona de tal forma que sea k ≪ N pero su�ientemente grande paragarantizar la onstruión de un red onexa, es deir que existe un aminoentre ada par de elemntos del sistema.Los elementos de Matriz de aoplamiento vienen dados por,
Mij =







1 , si j ∈ νi

0 , si j /∈ νi

.En nuestra red de onetividad aleatoria el número de eldas veinas a laelda i, ki, varía de elda en elda, pero el promedio de eldas veinas, k, esonstante entones, el número total de enlaes en la red viene dado por,
k̄N = Ns + Na , (2.26)donde, Ns y Na son los números de enlaes simétrios y asimétrios de siste-



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 39ma respetivamente. También podemos expresar el número total de enlaesomo,
k̄N =

N∑

i=1

N∑

j=1

Mij . (2.27)El número total de enlaes simétrios viene dado por,
Ns =

N∑

i=1

N∑

j=1

MijMji . (2.28)Sustituyendo la euaión (2.28) en (2.26) y despejando Na se tiene,
Na = k̄N − Na , (2.29)lo que equivale a,

Na =
N∑

i=1

N∑

j=1

(Mij − MijMji) . (2.30)La fraión de enlaes asiétrios, q, se de�ne omo,
q =

Na

k̄N
=

1

k̄N

N∑

i=1

N∑

j=1

[Mij − MijMji] (2.31)El algoritmo que onstruye la matriz M está diseñado para restringirla fraión de enlaes asimétrios al valor de q. Este heho nos permiteestudiar la relevania que pueda tener este tipo de enlaes en la emergeniade sinronizaión.



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 402.5.3 Parámetro de Orden: Desviaión EstándarTeniendo las medidas físias de un gran onjunto de sistemas espaialmenteextendidos que interatúan, se pueden de�nir antidades marosópias onel �n de obtener una desripión de la dinámia del sistema. En analogíaon meánia estadístia, estas antidades marosópias se llaman paráme-tros de orden. Si el parámetro de orden fue seleionado orretamente, losambios que se produen en la dinámia al variar sus parámetros de ontrolse ven re�ejados en los estados asintótios del parámetro de orden.Las antidades mirosópias en nuestro sistema son los valores instanta-neos del estado de ada elda, xi
t. Para estudiar su omportamiento oletivohay que de�nir algún parámetro de orden marosópio onvenientemente.Para ello omenemos por de�nir el ampo medio,

St =
1

N

N∑

i=1

xi
t . (2.32)Considerando que los estados loales xi

t se enuentran dispersos en torno alampo medio, se puede obtener una medida del grado de su dispersión através de la desviaión estándar,
σt =

√
√
√
√ 1

N

N∑

i=1

(xi
t − st)2 . (2.33)Si la dispersión es nula, todos los valores de xi

t oiniden on el valor de
St, en este aso todos los estados xi

t son iguales y deimos que el sistema



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 41está sinronizado. Para veri�ar que los estados se enuentran sinronizadospara todo instante de tiempo t se utiliza la expresión de desviaión estandarmedia de�nida por,
〈σ〉 =

1

T

Ts∑

t=Tt

σt , (2.34)donde, Tt es el tiempo, o número de iteraiones, que se despreian para llegaral estado asiptótio, Ts es el tiempo de simulaión y T = Ts −Tt es el tiemposobre el ual se está midiendo la desviaión estándar.Entones, al variar los parámetros de ontrol de nuestro sistema, ǫ y q, ladesviaión estándar media 〈σ〉, permite observar uando ourre sinroniza-ión. De esta forma obtendremos la región en el espaio de parámetros (q, ǫ)para la ual los estados se sinronizan.



Capítulo 3
Sinronizaión y Asimetría
Como ya se menionó, nuestro objetivo es estudiar el efeto que tiene el gradode asimetría de la matriz de onetividad sobre la sinronizaión en redes demapas logarítmios aótios aoplados aleatoriamente. Para ello utilizamosredes de N = 104 mapas logarítmios aoplados de�nidas omo,

xi
t+1 = (1 − ǫ)(b + ln(xi

t)) +
ǫ

ki

∑

j∈νi

b + ln(xj
t ) , (3.1)�jando el parámetro de ontrol de la dinámia loal en b = −0.7 y asignandolas ondiión iniial de ada nodo aleatoriamente usando una distribuiónuniforme tal que xi

0 ∈ [−100, 100]. Los veinos de ada mapa se esogen deforma aleatoria, teniendo en uenta que el número de veinos en promediosea k̄ = 9. Como nos interesa estudiar ómo in�uye el grado de asimetría dela matriz de aoplamiento M, al ser esogidos los veinos también se tienen42



CAPÍTULO 3. SINCRONIZACIÓN Y ASIMETRÍA 43en uenta los dos tipos de enlaes: simétrios y asimétrios. Esto se hae enel algorítmo que onstruye la red, que mediante un onjunto de restriiones,rea enlaes simétrios y asimétrios de forma tal que se respete la fraiónde enlaes asimétrios estableida mediante el parámetro q, de�nido en laeuaión (2.31).Con este tipo de RMA se puede estudiar la evoluión de la desviaiónestándar media de los estados a medida que se inrementa la intensidad deinteraión ǫ y se varía la fraión de enlaes asimétrios q. Para obtenerada uno de los puntos de la desviaión estándar media se ejeutaron 6 reali-zaiones on redes distintas, despreiando, en ada realizaión, las primeras
10000 iteraiones y tomando para las estadístias las últimas T = 1000. Paraada una de las T = 1000 iteraiones se alula la desviaión estándar σt delos estados para un q y un ǫ determinados. Luego promediando estos 1000datos de desviaión obtenemos un valor de desviaión estándar media 〈σ〉,según la euaión (2.34), luego se promedian las 6 realizaiones para obtenerde esta forma, ada valor de 〈σ〉 en el espaio de parámetros (q, ǫ).La �gura 3.1 muestra la desviaión estándar promedio 〈σ〉 en funiónde la fraión de enlaes asimétrios de la red q y de la intensidad de ao-plamiento entre nodos ǫ. Se puede apreiar que al aumentar la intensidaddel aoplamiento ǫ los valores de la desviaión estándar media dereen 〈σ〉hasta llegar a 〈σ〉 = 0. El omportamiento de 〈σ〉 de�ne dos regiones en elespaio de parámetros (q, ǫ), en otras palabras ourre una transiión de faseentre un estado no sinronizado a uno sinronizado al aumentar la fuerza de
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Figura 3.1: Desviaión estándar promedio, 〈σ〉, en funión de la fraiónde enlaes asimétrios, q, y la intensidad del aoplamiento, ǫ; on N = 104eldas, k̄ = 9 enlaes por elda y T = 103 iteraiones de tiempo. Cada puntoorresponde al promedio de 6 realizaiones.interaión entre los nodos ǫ.En la �gura 3.2 se puede apreiar la desviaión estándar media en fun-ión del aoplamiento ǫ, para tres valores partiulares de fraión de asimetría
q = 0.1, 0.5 y 0.9. Note que para ada valor de q existe un valor rítio deaoplamiento, ǫc, para el ual ourre la transiión de fase entre el régimenno sinronizado al régimen sinronizado. La variaión del parámetro de or-den para valores del aoplamiento ǫ < ǫc y eranos a éste último sigue la
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ǫ

〈σ〉
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0.4

0.2

0

Figura 3.2: Desviaión estándar promedio, 〈σ〉, en funión del aoplamiento,
ǫ, para tres valores de la fraión de asimetría. Rojo q = 0.1, verde q = 0.5 yazul q = 0.9. Las líneas ontinuas representan el ajuste de la euaión (3.2)en un entorno erano al valor rítio del aoplamiento ǫc.expresión,

σ ≈ (ǫc − ǫ)β , (3.2)omo lo muestran las líneas ontinuas de la �gura 3.2. La euaión (3.2) searateriza mediante el exponente rítio β el ual se obtiene del ajuste dela euaión (3.2) a los datos.La �gura 3.3 muestra omo varía el exponente rítio β en funión de la
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q
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Figura 3.3: Exponente rítio, β, en funión de la fraión de enlaes asi-métrios, q. Los valores de β se alularon ajustando la euaión 3.2 a losdatos. La �gura también muestra una barra de error típia.fraión de aoplamientos asimétrios q. Note que mientras la fraión deaoplamiento asimétrio q se inrementa, el exponente rítio β se hae adavez más pequeño, lo que signi�a que el ambio de fase desde el régimen nosinronizado al sinronizado, al aumentar q, es ada vez más abrupto.También, de la �gura 3.3 se puede ver que la transiión de fase en redesaleatoria de N = 104 elementos y on un número de veinos promedio k̄ = 9,es una transiión de segundo orden para ualquier valor de q, es deir, que elexponente rítio siempre umple on 0 < β < 1.



CAPÍTULO 3. SINCRONIZACIÓN Y ASIMETRÍA 47Los valores rítios del aoplamiento, ǫc, en los que ourre la transiiónde fase, se obtienen del mismo ajuste de los datos de la �gura 3.1 on laeuaión (3.2). De esta forma enontramos la frontera de sinronizaión yobtenemos el diagrama de fase en el espaio de parámetros (q, ǫ), mostradoen la �gura 3.4. En esta �gura observamos las dos zonas en el espaio de pa-
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Figura 3.4: Diagrama de fase en el espaio de parámetros (q, ǫ). Los puntosrepresentan el valor de ǫc para ada q. Estos puntos de�nen la fronteraque divide el espaio de parámetros en dos zonas, una que representa la fasesinronizada en la parte superior y otra que representa la fase no sinronizadaen la parte inferior.rámetros, una sinronizada y una no sinronizada, separadas por la fronteraobtenida on los valores del aoplamiento rítio, ǫc.



CAPÍTULO 3. SINCRONIZACIÓN Y ASIMETRÍA 48Es notable el heho de que el surgimiento de sinronizaión tiene unagran dependenia on respeto al parámetro ǫ. Podemos apreiar que para
ǫ ∈[0.01, 0.41℄ no emerge sinronizaión, sin importar la fraión de aopla-mientos asimétrios q.Luego, para el intervalo ǫ ∈[0.42, 0.80℄ los elementos se omienzan asinronizar para distintos valores de q. Sabemos que en ese intervalo lasinteraiones entre los elementos se omportan de la manera siguiente: Amedida que se inrementa ǫ, partiendo de ǫ =0.42, la aión de ada elemen-to sobre sí mismo (1 − ǫ), se aproxima a la fuerza que ejeren sus veinossobre él ǫ, hasta que en ǫ = 0.5 se igualan. Si seguimos inrementando ǫhasta ǫ = 0.80, suede que la in�uenia de los veinos se va haiendo mayorque la del mismo elemento. Para este intervalo, en la grá�a, se observa quese requiere ada vez de menos enlaes asimétrios para que ourra sinroni-zaión. Es deir, que uando la interaión de los veinos es mayor que la delelemento se requiere de menor asimetría para que ourra sinronizaión. La�gura 3.4, nos permite obtener la fraión de enlaes asimétrios q neesariapara que emerja la sinronizaión dado un valor de la fuerza de interaión
ǫ, siempre que esta última esté ontenida en el intervalo ǫ =[0.42, 0.80℄.Finalmente, en el intervalo ǫ =[0.80, 1℄ la fuerza de interaión de losveinos sobre ada elemento es onsiderablemente mayor on respeto a lain�uenia de los elementos on ellos mismos. En este intervalo el surgimientode sinronizaión es independiente de la fraión de enlaes asimétrios q dela matriz M.



Conlusiones
Para este tipo de redes aleatorias on un k̄ ≪ N y una dinámia loal aótiadada por el mapa logarítmio, enontramos lo siguiente:La fraión de interaiones asimétrias en la red q, sólo in�uye en laemergenia de sinronizaión en el intervalo de ǫ ∈[0.42, 0.80℄. En este in-tervalo el inremento de aoplamientos asimétrios favoree la emergenia desinronizaión, ya que mientras más grande es la fraión de enlaes asimé-trios mayor es el rango de fuerza de interaión ǫ para el que puede emergerla sinronizaión.A pesar de que no es indispensable que existan en la red enlaes simétriospara que emerja sinronizaión, uando todos los aoplamientos en la redson simétrios q = 0, se requiere más fuerza de interaión que uando existeierto grado de asimetríapara que ésta emerja.Por otro lado, la disminuión del valor del exponente rítio β al inre-mentar la fraión de aoplamientos asimétrios q revela que la red presentaun ambio de fase ada vez más abrupto entre las fases no sinronizada ysinronizada. 49



CAPÍTULO 3. SINCRONIZACIÓN Y ASIMETRÍA 50Este estudio utiliza una generalizaión de las redes aleatorias que da aonoer la importania de tomar en uenta la proporión entre aoplamientossimétrios y asimétrios a la hora de estudiar la emergenia de sinronizaiónen sistemas que presentan este y tal vez otros tipos de omportamiento.
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