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Resumen

Este trabajo tiene como objetivo el estudio de la Sincronizacién en Redes de
mapas logaritmicos cadticos con acoplamiento aleatorio. En redes aleatorias
por defecto, se forman dos tipos de acoplamientos simétricos y asimétricos. Al
variar la proporcion de acoplamientos asimétricos, se descubre la existencia
de una proporcion critica entre acoplamientos simétricos y asimeétricos, para
la cual es posible la emergencia de sincronizacion, para un determinado rango
de la intensidad de interaccion e. Revelando de esta forma que la emergencia
de sincronizacion depende tanto de la intensidad de la interaccion como del

tipo de acoplamiento entre los elementos que componen la red.
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Introduccion

El solo hecho de contemplar como un conjunto de mapas con dinamica caoti-
ca y condiciones iniciales aleatorias se sincronizan nos genera una sensacion
de asombro. Sabemos que deben estar acoplados y cumplir ciertas condicio-
nes. En las ultimas décadas, un grupo de investigadores se han preguntado
como deben ser estas condiciones para que emerja sincronizacion en redes
de mapas acoplados RMA [1, 2, 3]. Este trabajo nos dedicamos a explo-
rar éste comportamiento en redes de mapas logaritmicos cadticos acoplados
aleatoriamente con cierto grado de asimetria.

En particular, en este trabajo investigamos el efecto que tiene la propor-
cion de acoplamientos simétricos y asimétricos en el surgimiento del fenémeno
de sincronizacion en la red.

En el primer capitulo se introduce al lector a los topicos de sistemas
dindmicos y mapas. En particular se estudia el mapa logaritmico, que se
utiliza como dinamica local de la RMA. Para ello dividimos el estudio en
zonas segln el criterio de estabilidad del mapa.Para cada una de las zonas se

realizan un estudio descriptivo, uno numérico y uno grafico. Esto nos permite
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identificar la zona en donde se presenta el efecto mariposa o sensibilidad a
las condiciones iniciales. Es en esta zona de interés, donde se establece la
dindmica local para trabajo.

El capitulo dos se centra en sistemas dinamicos extendidos, redes de ma-
pas acoplados y se introduce el fen6meno de sincronizacion, punto substancial
de nuestro trabajo. Seguidamente se vuelve a las redes de acoplamiento, pe-
ro ya especificamente las que consideramos en este trabajo, como son las
aleatorias, explicando todos los detalles de nuestro modelo de estudio, como
lo son: la regla de evolucion, la dindmica local, las interacciones, el tipos
de acoplamientos, el pardmetro de orden y nuestra definicion de fraccion de
acoplamientos asimétricos.

En el capitulo tres se describe como se realiza la simulacion de la red de
mapas logaritmicos cadticos aleatoriamente acoplados y progresivamente se
muestran los resultados e interpretaciones.

Finalmente tenemos las conclusiones de nuestro estudio, donde se muestra

el efecto que tiene el grado de asimetria de la red sobre la sincronizacion.



Capitulo 1

Mapa Logaritmico

En este capitulo presentamos algunas definiciones relacionadas con sistemas
dinamicos y mapas haciendo énfasis en las propiedades dinamicas mas rele-
vantes del mapa logaritmico unidimensional, que es un elemento fundamental

de este trabajo.

1.1 Sistemas Dinamicos

Con el fin de conocer la evolucion temporal de algunos estado, a los sistemas
fisicos se les modela mediante un conjunto de reglas o ecuaciones a las que
denominamos Sistemas Dindamicos. Si un sistema es dinamico y ademéas cada
estado inicial genera una evolucion tnica del sistema se esta en presencia de
un sistema dindmico determinista. La evoluciéon temporal de un sistema

dindmico puede desarrollarse de manera continua o discreta. Los sistemas
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continuos se pueden describir mediante ecuaciones diferenciales y los sistemas

discretos con ecuaciones en diferencias (aplicaciones) o comtinmente llamados

mapas. En este trabajo emplearemos mapas discretos unidimensionales.
Existen muchos modelos en fisica que se basan en mapas discretos [4, 5, 6].

Un mapa esta definido como un sistema dinamico discreto de la forma,

T = flx), (1.1)

donde x; ;1 representa el estado futuro y continuo del sistema, el cual depende
del estado presente x; en cada iteracion de tiempo ¢ discreto y f(x) es la
funcion que rige la evolucion del sistema. En nuestro estudio utilizaremos un

mapa del tipo:

L1 = f(xt, b), (1-2)

donde, f(z,b) es una funcion no lineal, y b es el parametro que controla el
comportamiento del sistema para cualquier condicién inicial xg.

Ademaés de modelar sistemas intrinsicamente discretos, los mapas, como
representaciones discretas de ecuaciones diferenciales, facilitan el estudio nu-
mérico de sistemas continuos, puesto que en general con las computadoras es

mas adecuado tratar variables discretas que continuas.
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1.2 Mapa Logaritmico

Los mapas con dinamica caotica permiten disponer de modelos matemati-
cos capaces de mostrar gradualmente la aparicion de comportamiento cadti-
co. Dado que para ciertos valores del parametro de control b, estos mapas
presentan sensibilidad a las condiciones iniciales, se pierde la capacidad de
prediccion con el transcurso del tiempo.

En particular para el estudio del efecto que tiene la asimetria de la red de
conectividad sobre la sincronizaciéon utilizaremos el mapa logaritmico pro-
puesto por Kawabe y Kondo [8] quienes lo caracterizan, motivados por la

solucion numérica, obtenida por Kawabe, de integrales de tipo

1
/ In"(z)de, n>1. (1.3)
0
El mapa logaritmico tiene la forma,
Ti41 = b + ln|1’t| . (14)

La figura 1.1 muestra el diagrama de retorno del mapa logaritmico para
diferentes valores del parametro de control b.

Entre las propiedades mas resaltantes del mapa logaritmico tenemos que
no es unimodal, esto es, no tiene maximos ni minimos; y su derivada Schwar-
ziana es positiva lo que hace que no exhiba ruta al caos por secuencia de

duplicacion de periodos [4]. Ademas, el pardmetro de control b como el es-
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Figura 1.1: Se muestran una serie de curvas correspondentes al mapa loga-
ritmico de la ecuacion (1.4) para distintos valores del parametro de control.
Rojo: b = —1.5, verde: b = —1, azul: b = 0, magenta: b =1y cyan: b= 1.5.
La linea negra representa la recta z;,; = x;

tado = no estan acotados, es decir que sus rangos son oo < b < —o0 y
00 < x < —oo. Més adelante mostramos como que el parametro b rige el
comportamiento de las orbitas.

Para generar las orbitas se itera el mapa logaritmico, ver fig(1.1). Esto
consiste en escoger una condicion inicial xg, a través de la cual se generara el
siguiente valor del estado x1, con éste ultimo se genera otro xy y asi sucesi-

vamente. Con los distintos estados se traza la orbita a medida que el tiempo
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t transcurre discretamente para todos lo enteros positivos. Es importante
notar que cada estado futuro depende del estado que le antecede. La tabla

(1.1) muestra esta dependencia.

Typ1 = b+ Injzy t
Ty = b+ Injzi| = b+ In|b] + In|in|xy|| t=
x3 = b+ In|xs| = b+ In|b| + In|ln|b| + In|ln||ln|xg]|| t=
gy = b+ In|xs| = b+ In|b| + In|ln|b| + In|ln||ln|b||| + In|in|in||in|z|||| | t =

Tabla 1.1: Depencencia de cada estado de los estados anteriores.

De forma general se obtiene

(k—1)
zr =b+ In|zi| = b+ In Bz + > InFDp (1.5)

J=1

parat =k — 1.

1.3 Estabilidad del Mapa Logaritmico

Tomando en cuenta el criterio analitico para el analisis de estabilidad local
de los mapas, |f (Z)| < 1, y sabiendo que un punto fijo de un mapa cumple
con la condicion f(z) = x, determinamos las regiones de estabilidad para el
mapa logaritmico utilizando argumentos geométricos. Para ello partimos de
la figuras 1.2 donde se muestra, para un valor fijo del pardmetro b = 1, la
funcion del mapa logaritmico, su derivada y la recta x = y.

En la figura 1.2a apreciamos que, cuando b = 1, la recta y = x es tangente
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4 4
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xt T

Figura 1.2: Mapa logaritmico f(x) = b+(n|z| con b =1. En rojo tenemos el
diagrama de retorno de la funcion f(z), en azul su primera derivada |f'z| =
1/]z| y en negro la recta x=y. En el punto (1,1) f(z) es tangente a la recta
e intersecta a su derivada f’(z)..

a la funcion del mapa logaritmico f(x) = b+ In|z| en el punto (1, 1), que es
un punto fijo del mapa. Utilizando la definiciéon geométrica de la derivada en
un punto, tenemos que la pendiente de f(x) en el punto (1,1) es la misma
pendiente que la de la recta y = z, esto es f'(1) = 1. Luego si se grafica
el valor absoluto de la pendiente de f(z) en todo punto (ver figura 1.2b), es
decir |f'(x)] = 1/|z|, y teniendo en cuenta que |f’(z)| es simétrica, tenemos

que

If'(z)] <1 V z€(—o0,—1)U(1,400). (1.6)

Es inmediato notar en la figura 1.3 que para b > 1 todo punto fijo estables
tal que f(z) =y, es decir, & = b+ In|Z|, estan en el intervalo z € (1, +00).
Mientras que para b < —1 los puntos fijos estan en el intervalo € (—oo, —1).

Finalmente el comportamiento de orbitas sera estable, esto es |f'(Z)| < 1,
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Tiy1

Figura 1.3: Puntos fijos en el diagrama de retorno del mapa logaritmico.
En lineas segmentada el diagrama para varios valores del parametro b, en
linea punteada el valor absoluto de la derivada de la funcon logaritmica y la
linea continua representa la recta x = y. La inteseccion de las distintas las
graficas logaritmicas con la recta y = x representa los puntos fijos. (a) De
arriba hacia abajo el parametro b = 2,1.75,1.5,1.25,1. (b) De arriba hacia
abajo el pardmetrob = —1, —1.25, —1.5, —1.75, —2. La inteNotar las distintas
intersecciones de las graficas logaritmicas con la recta y = x de pendiente 1.

para b € (—oo,—1) U (1, +00).

1.4 Comportamiento del Mapa Logaritmico.

Partiendo de lo expuesto en la secciéon anterior, se puede dividir el compor-
tamiento del mapa en tres regiones de acuerdo a su estabilidad: una regiéon
estable b € (—oo0,—1) U (1,+00), una region inestable b € (—1,1), y una
ultima region que describe que ocurre en la frontera de estas dos regiones, es
decir cuando b tiende a -1, b — —1; y b tiende a 1, b — 1, denominada region

critica.
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1.4.1 Region estable b € (—oo,—1) U (1,+00).

Con el fin de explorar como es el comportamiento de la region estable, la
figura 1.4 muestra la iteracion del mapa logaritmico, teniendo como condicion

inicial £p=0.2 y el parametro de control b = —1.5. Note que el proceso de

(a) (b)

w | [T o

Figura 1.4: Iteracion del mapa logaritmico para b=-1.5 y la condicién inicial
xo = 0.2. (a) Diagrama de retorno donde se muestra en rojo el mapa loga-
ritmico, en azul el proceso de iteracion del mapa y en negro la recta x = y.
(b) Evolucion temporal del estado del mapa.

iteracion, figura 1.4a, converge hacia el punto de la recta y = = donde ésta
corta a la curva del mapa logaritmico 211 = b+ In|x|. En la serie de tiempo,
figura 1.4b, los estados se obtienen de la dinamica del sistema a medida
que las iteraciones transcurren y se observa como para cierto nimero de
iteraciones la orbita se estabiliza en un punto fijo.

Al variar la condicion inicial a g = 0.6, dejando constante el parrhetro
de control en b = —1.5, obtiene la figura 1.5. Aunque la condicioén inicial es

3 veces mas grande que para el caso anterior, las dos orbitas se estabilizan en
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Figura 1.5: Iteraciéon del mapa logaritmico para b—=-1.5 y la condici6n inicial
xo = 0.2. (a) Diagrama de retorno donde se muestra en rojo el mapa loga-
ritmico, en azul el proceso de iteracion del mapa y en negro la recta © = y.
(b) Evolucion temporal del estado del mapa.

el mismo punto fijo como lo muestra la figura 1.6a. Repitiendo este mismo
procedimiento para otros valores de b, tales que b € (—oo, —1) se tiene que
las orbitas convergen a un mismo punto fijo para cada b, independientemente
de su condicion inicial.

Para la region estable b € (1,00) la curva que corresponde a el mapa
logaritmico x;,1 = b+ In|z|, corta con la recta y = x, en dos puntos uno
estable y otro inestable. En estas condiciones, para cada valor de b € (1,00)
las trayectorias convergen al punto estable, independientemente de su condi-

cion inicial. Para ilustrar este hecho la figura 1.6b muestra dos orbitas con

un mismo b, pero con condiciones iniciales distintas.
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Figura 1.6: Orbitas del mapa logaritmico para el parametro de control fijo y
con dos condiciones iniciales distintas zo =0.2 y 20—0.6. (a) b = —1.5, (b)
b=1.5.

1.4.2 Region Critica (Transicién al caos)

El cambio de la region estable a la inestable viene dado entorno a dos puntos
b= —1yb=+1. En cada uno de ellos ocurre una transiciéon al caos, pero

con caracteristicas diferentes.

Bifurcacién tangente inversa

En la region entorno a b = +1, ocurre una bifurcaciéon tangente inversa. Para
comprenderla comencemos con b > 1 en donde existen dos puntos fijos uno
estable, x., y uno inestable, z;, como se muestra en la figura 1.7a. A medida
que se disminuye el valor del parametro b los puntos z. y x; se acercan, hasta
que se encuentran en un mismo punto, ., cuando b = +1 (ver figura 1.7b),
es entonces cuando ocurre una transiciéon al caos por via bifurcacion tangente

inversa. Si b continua disminuyendo, b < 1, no se encuentran puntos fijos
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estables como lo muestra la figura 1.7c.

@ o ‘ ©

o Ty Tt

Figura 1.7: Diagrama de iteracion del mapa logaritmico para una misma
condicion inicial zp = 0.2 y tres valores del parametro b. (a) b =1.1 y se
muestran los dos puntos fijos que intervienen en la transicion z. y z;. (b)
b =1y se indica el punto fijo x., donde los puntos fijos x; y z. convergen
obteniendo una transicion al caos por la ruta de bifurcacion tangente inversa.
(c) b=0.9 y el punto fijo estable ya ha desaparecido.

Esta transicion al caos se llama intermitencia y estd caracterizada por
la ocurrencia de una senal de fase regular grande, llamada laminar; inte-
rrumpida alternativamente por rafagas irregulares relativamente cortas. Este
fenomeno fue estudiado por Pomeau y Manneville [4].

En particular esta intermitencia se conoce como intermitencia tipo I. Pa-
ra comprenderla volvamos a la figura 1.7c. Note que en esta figura no hay
puntos fijos estables y la recta y = x junto con la curva que representa el
mapa logaritmico x;41 = b + In|z;| forman un tinel angosto. El nimero de
iteraciones necesarias para cruzar este tinel aumenta a medida que el tinel
se haga mas angosto y a su vez el valor del estado del mapa, x, no cambia
drasticamente. En consecuencia la fase regular o laminar serd més grande a
medida que b — 1 por la izquierda. Mientras, se necesita un gran nimero

de iteraciones para atravesar el tunel, al salir de éste ocurren unas las pocas
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iteraciones donde el estado varia significativamente hasta que la trayectoria
ingresa nuevamente al tinel. Lo cual produce fases regulares largas inte-
rrumpidas por fases caodticas cortas, como se muestra en la figura 1.8. Esta

transicion al caos se debe a que existe una bifurcacion de tangente inversa.

0 100 200 300 400 500

Figura 1.8: Representacion para b =0.999 y xy=1 de la serie de tiempo para
el mapa logaritmico en la que se presenta una region laminar en torno al
punto x = 1. Se puede notar que las fases regulares ocurren en intervalos de
tiempo mas largos que en las fases irregulares.

Bifurcacién de periodo doble inversa

Cuando el mapa logaritmico toma valores de b aproximados a b = —1, ocurre

una bifurcacion de periodo doble inversa, lo cual, se puede verificar grafican-
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do,

f(@) o f(z) = f(f(2)) = fP(2) = b+ In|z| + In|in|z]| .

La interseccion del mapa compuesto consigo mismo con la recta, se mues-
tra en la figura 1.9a y nos permite encontrar tres puntos criticos: dos puntos
de una orbitas de periodo dos inestables, x;; y x;2, y un punto fijo, x.. En
el mapa logaritmito la bifurcaciéon de periodo doble inversa ocurre como se
describe a continuacién: para valores del pardmetro b < —1 se tienen dos
puntos de la orbita de periodo dos inestables, x;; y x;2, luego a medida que
b — —1 estos dos puntos se aproximan cada vez més al punto estable x.,
como se muestra en la figura 1.9b. Cuando b = —1 los dos puntos de la
orbita inestable se solapan con el punto estable convirtiendo a este tltimo

punto en inestable como se aprecia en la figura 1.9c.

Tt+1

Figura 1.9: Diagrama de recurrencia del mapa logaritmico para tres valores
del parametro b y condicion inicial xg = —0.5. En verde se muestra la curva
f?(x) para la localizacion de los puntos z;; y z;» de la orbita de periodo dos
inestable y el punto fijo x. estable. (a) b= —1.5, (b) b= —-1.2y (c) b = 1.0.

Cuando b — —1V b > —1 se tiene un unico punto fijo inestable x;,
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alrededor de este punto se forman numerosas iteraciones que producen tra-
yectorias regulares (régimen laminar), las cuales se van alejando del punto
fijo haciéndose inestables durante unas pocas iteraciones, siendo éstas sufi-
cientes para que la trayectoria se aproxime nuevamente a la vecindad del
punto x.; y retornen al régimen laminar, como se muestra en la figura 1.10.

A este comportamiento intermitente se le conoce como intermitencia de tipo

I1I.
1 2
—(a) 1 (b)
0 0
-1
1} 92|
Tr41 ) -3
-2 Ty -4
5
3} —6 |-
\ / -7k
-4r \ [ S
\“‘\ 79 |
-5 | [ | | ~10 | | |
4 -3 -2 -1 0 1 0 50 100 150 200
Tt t
Figura 1.10: Intermitencia de tipo III en el mapa logaritmico parab = —0.9y
condicion inicial y = —1. (a) Diagrama de iteracion. (b) Evolucion temporal
del estado.

1.4.3 Region Inestable b € (—1,1)

La dindmica del mapa logaritmico en este rango se caracteriza por ser cadtica.
Para cualquier valor de b € (—1, 1) las orbitas del mapa logaritmico muestran
sensibilidad a las condiciones iniciales por lo que las trayectorias acaban

divergiendo rapidamente. Un ejemplo de este hecho es representado en la
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figura 1.11, donde se muestra la evolucion temporal de dos orbitas cuyas

condiciones iniciales difieren en 1077,

i

0 20 40 60 80 100 120

Figura 1.11: Comparacién de la evolucion temporal de dos trayectorias del
mapa logaritmico con b = —0.7 y condiciones iniciales xy = 0.1 para la
trayectoria roja y xo = 0.100000001 para la trayectoria azul. Se aprecia que
al inicio, ambas trayectorias se solapan entre si. Sin embargo, al poco tiempo
se observa una separacion entre las orbitas. A esta diferencia en el tiempo
de las trayectorias se le conoce como sensibilidad a las condiciones iniciales
y es la causa de la pérdida de predictibilidad del sistema.
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1.5 Diagrama de bifurcacion

Los diagramas de bifurcacion presentan los puntos asintoticos de las suce-
sivas iteraciones del mapa para diferentes valores del parametro de control.
Esto posibilita identificar los cambios cualitativos de la dinamica del mapa
logaritmico al variar su pardmetro b. La figura 1.12 muestra el diagrama de

bifurcacion correspondiente al mapa logaritmico. Note que el mapa logarit-

=-0.7 “biftxt” -

Xy

2 LT

AR
Fhbb bt
|

Figura 1.12: Diagrama de bifurcaciéon para el mapa Logaritmico. Realizado
numéricamente. Se realizaron 190 iteraciones para cada valor b del mapa,
graficando solamente los valores de las tltimas 90 y despreciando las primeras
100 iteraciones. De una forma global se aprecian las regiones estables para
b € (—oo,—1) U (1,400) e inestable (—1,1), donde el mapa presenta un
comportamiento cadtico.
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mico no presenta la ruta de Feigenbaum al caos. La ruta hacia el caos es a
través de las intermitencias tipo I y III como lo indican las series de tiempo

insertadas en la figura.

1.6 Exponente de Lyapunov

Este exponente permite medir la estabibilidad de un sistema din&mico, viene

dado por la siguiente expresion,

=

1
A=y

in| f' ()| -

Il
o

El exponenete de Lypunov revela que tanta sensibilidad presenta el sistema a
las condiciones iniciales para un determinado valor del parametro de control.
Si el exponente de Lyapunov es positivo, las perturbaciones pequenas en la
condicién inicial tenderan a ser amplificadas y el sistema serd inestable y
caotico. En cambio, si el exponente es negativo, entonces las perturbaciones
pequenas tienden a ser reducidas, entonces el sistema serd estable. Para
estudiar el efecto que tiene el parametro de control b en la estabilidad del
mapa logaritmico, se calcula el exponente de Lyapunov que se muestra en
la figura 1.13. Se aprecia que en el intervalo b € (—1,1) el exponente de
Lyapunov, A, es siempre positivo, por lo que en este rango se corrobora que
el comportamiento es cadtico. Es también evidente, que no hay ventanas

de periodicidad y bandas caoticas, dado que no aparecen valores nulos o
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Tyapdt” —

2 -15 -1 05 0 05 1 15 2

b

Figura 1.13: Exponente de Lyapunov del mapa logaritmico. Para cada valor
del parametro b se realizaron 10.000 iteraciones, despreciando las 100 pri-
meras iteraciones y tomando los 99900 estados para calcular el exponente.

negativos del A en el intervalo b € (—1,1) que indicarian presencia de orbitas

periodicas.



Capitulo 2

Sistemas Espacio-temporales

En numerosos sistemas como los ecosistemas biolégicos, reacciones quimicas,
turbulencia en fluidos, formacion de patrones, entre otros; la evolucién no
solo se produce en el tiempo sino también en el espacio. En estos sistemas,
que se conoce como sistemas extendidos o espacio-temporales, los grados de
libertad dependen tanto del espacio como del tiempo, y el comportamiento
impredecible, puede aparecer tanto en la dimension espacial como en la tem-
poral. Una pequena perturbacion al sistema ya no solo modifica la trayectoria
temporal del sistema, sino también su comportamiento espacial.

Segin el sistema que se pretenda estudiar, es posible determinar las ecua-
ciones exactas, pero la mayoria de las veces resulta dificil resolverlas anali-
ticamente, por lo que una alternativa es utilizar modelos dindmicos. Entre
los modelos dindmicos méas conocidos tenemos las ecuaciones diferenciales

parciales (EDP), las redes de mapas acoplados (RMA) y los automatas celu-

21
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lares (AC). La tabla (2) muestra las principales caracteristicas de cada uno
de ellos, y se aprecia que las redes de mapas acoplados son un caso intrmedio

entre las ecuaciones diferenciales parciales y los automatas celulares.

Modelo | Estado Tiempo Espacio
EDP Continuo || Continuo || Continuo
RMA Continuo || Discreto || Discreto
AC Discreto || Discreto || Discreto

Tabla 2.1: Caracteristicas de algunos modelos dindmicos.

2.1 Redes de Mapas Acoplados

El estudio de sistemas extendidos, generalmente descritos por ecuaciones
en derivadas parciales, se pueden simplificar considerando modelos discre-
tos en tiempo y espacio, como lo son las Redes de mapas acoplados (RMA)
o Coupled Map Lattices (CML en inglés). Las RMA fueron introducidas
en 1984 por Kunihiko Kaneko [9] y Waller y Kapral [10], y desde enton-
ces, fenémenos relacionados a la mecanica de fluidos, sistemas quimicos de
reaccion-difusion, dindmica de poblaciones, formacion de patrones y redes
biologicas, entre otros, han sido estudiados a través de este tipo de mode-
los de sistemas extendidos. La mayoria de los estudios se han realizado en
redes espacialmente homogéneas. Sin embargo, se pueden considerar ma-
pas en redes espacialmente no homogéneas tales como redes com geometria

fractal |11, 12| y redes jerarquicas [13|. Por otro lado, también se han es-
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tudiado redes con interacciones aleatorias entre los mapas |14, 15|, donde la
distribucion espacial carece de sentido.

En este trabajo se emplearan las redes de mapas logaritmicos con acopla-
miento aleatorio no local, para estudiar como el fenémeno de sincronizacion
se ve afectado debido a la variacion de la fraccion de enlaces asimétricos entre
celdas. Este punto sera explicado, mas adelante.

Las redes de mapas acoplados son modelos donde el tiempo y espacio son
discretos. Estan constituidas por un conjunto de elementos, los cuales poseen
un espectro continuo que evoluciona segin un mapa. Este tipo de red sera
de interés para el desarrollo de este trabajo, por ahora se escribira su forma

general definida como:

T = flaf) + ) g(d), (2.1)

JEV;
donde, ¢ es la variable de estado continua del elemento o celdas 7 en el
tiempo discreto ¢, i = 1,...,IN € ZT es el indice que identifica cada uno de
los N elemntos de la red, f(x!) es una funciéon que representa la dindmica
local y el término g(z}) es una funcién que determina la inflencia que tiene
sobre el elemento ¢ — esimo el conjunto de vecinos v;. La sumatoria se lleva

acabo en los elementos j que forman la vecindad v; del elemento 7.
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2.2  Construccion de una RMA a partir de la
Ecuaciéon Reaccion-Difusion

Discretizando la ecuacion de reaccion difusion unidimensional se puede obte-
ner una RMA unidimensional con acoplamiento local difusivo. Tomando la
EDP de reaccion difusion unidimensional;

dz(r,n)
on

= R(x(r,n)) —i—”y%, (2.2)

donde, R(z(r,n)) es la funcion local y v es el coeficiente difusivo. La funcion
continua x(r,n) depende de las variables contintas de espacio (1) y tiempo
(n). Para obtener intervalos discretos se utiliza la definicion de derivada sin
tomar su limite, es decir que la aproximacion de la derivada temporal viene
dada por,

ox(r,n)  x(r,n+ An) —z(r,n)

on An ’ (2:3)

De igual forma se procede con la primera derivada espacial redefiniéndose el
intervalo Ar de manera tal que se obtienen dos intervalos Ar/2 con respecto

a r, como se muestra la figura 2.1.
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Ar
A
Ar VAr/2 Ar/21
| | -
1 ] 1 ] ]
v r+Ar r-Av/2 v r+Ar/2

X(r+Ar) - X(v) => X(r+Av/2) - X(v-Av/2)
Figura 2.1: Diagrama de la discretizacion de la derivada espacial.

Por lo tanto la derivada espacial discreta queda expresada como,

8:5(87; n) o+ AT,ZZ —a(rn) Air[x(r AR/20) — 2 — Ar/2.m)]

(2.4)

Luego, simplificando la segunda derivada espacial tenemos,

Pa(r,n) 1 —m(T+ATZ2_I(T’") —z(r,n) —x(r — Ar,n) 2.5)
oz T Ar Ar '
Agrupando términos se obtiene,
Pa(r,n) 1 [x(r+Arn) +2(r — Ar,n) = 2z(r,n) (2.6)
or: T Ar Ar ’ '
finalmente,
Px(r,n) _ a(r+ Ar,n) +a(r — Ar,n) — 2z(r,n) 2.7)

ot Ar?

Definiendo An = 1,Ar = 1,r =i € {ZT} y n =t € {Z1} obtenemos la
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forma discreta de la ecuacion (2.2),
x(i,t+ 1) —x(i,t) = R(x(i,t) + y(x(i + 1,t) + (i — 1,t) — 22(i,t)) (2.8)
Cambiando notacion, x(i,t) = ¢, se tiene,
T — 1y = R(zy) + (™ + 2y — 2a7)

. Despejando :Biﬂ obtenemos,

v = 3 R(ad) + (i 4 af ™~ 2a), (29)
Luego, sustituyendo v = €/2 se tiene,

T, =) —exi + R(z}) + %(xi“ + a7t (2.10)

La ecuacion (2.10) es un caso particular de la ecuacion (2.1), tal como se

muestra en la siguiente expresion,

. . . € . .
Ty = (1 —€)ay + R(xy) + 5(1@“ + i) (2.11)
f(zy) Zjeui g(z?)

Llegando asi, a partir de la ecuacion diferencias en derivadas parciales a

una red de mapas acoplados unidimensional. De la ecuacion (2.11) se puede
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plantear una RMA unidimensional del tipo,

T = (L= (@) + 5(Fai™) + f(@7)) - (2.12)

La RMA de la ecuacion (2.12) modela la evolucion de un sistema dindmico
donde el estado futuro de cada elemento 7, depende de su estado actual y de
sus vecinos inmediatos con una fuerza de acoplamiento proporcional a €. Para
este trabajo nos interesa una RMA de este tipo, pero con el acoplamiento
entre elementos diferente. Mas adelante se desarrollara este punto.

Es preciso aclarar que generalmente las RMA no se obtienen de la discre-
tizacion de ecuaciones continuas especificas, sino que se construyen mediante
la introduccion de pardmetros dindmicos para asi capturar caracteristicas
globales del comportamiento del sistema que se esté estudiando. Esta estra-
tegia para el planteamiento de las RMA se enmarca dentro de lo que se llama
modelado constructivista [5].

Pasos para construir una Red de Mapas Acoplados:

* Para los parametros que se quieren estudiar se escoge un conjunto de
variables a escala macroscopica que sean relevantes en su evolucion, por
ejemplo: temperatura, flujo, concentracion de una sustancia quimica,
etc. La dimension y topologia de la red debe ser escogida de acuerdo

al espacio fisico a estudiar.

* Se plantean las reglas que rijan la forma en que las variables se inter-

conectan
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* Finalmente, se obtiene la regla dinamica y se itera.

La ventaja de la utilizaciéon de este tipo de modelos surge al discretizar las
variables espacio y tiempo lo que trae como consecuencia que se puedan

manejar eficientemente con herramientas computacionales.

2.3 Redes, Matrices y Acoplamiento

Una RMA regular d-dimensional, como la unidimencional de la ecuaciéon
(2.12) se puede escribir de la forma vectorial como,

X1 = (1 — e)f(x;) + ﬁMf(xt) , (2.13)

en donde, x,,1 y f(x;) son vectores columnas y M es la matriz de acopla-
miento de dimansiéon N x N, siendo N el numero de celdas o elementos que

componen la RMA. Expresando la ecuacion (2.13) en sus componentes se

tiene,
Ti41 fx) 01 .1 flx)
2 2 2
Tiyq (- f(zf) +i 0 0 o f(zF) (2.14)
: 2d 1. . - :
T f(x}) 10 -0 f(x})

El conjunto de elementos M;; de la fila ¢ que son distintos de cero {v;} cons-

tituyen la vecindad del elemento i. Este conjunto contiene a los k; elementos
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vecinos de i, donde k; < N. Para el ejemplo del la ecuacion (2.14) el acopla-
miento es local y las condiciones de contorno son periddicas, por lo que k; es
constante, es decir k; = k = 2.

La matriz de acoplamiento M contiene toda la informaciéon sobre la to-
pologia de la red, es decir, su dimensiéon y tipos de conectividad. Al igual
que en los operadores espaciales continuos (V, V?) la matriz de acoplamiento
actiia como un operador espacial lineal, con la ventaja de ser un operador
matricial discreto que permite ser aplicado a modelos de fen6menos espa-
cialmente heterogéneos o con interacciones complejas donde la resolucion de

EDP es engorrosa.

2.4 Tipos de Conectividad

La matriz M de la ecuacion (2.14) representa un acoplamiento local entre
elementos, es decir, la vecindad esta constituida por los elementos mas pro-
ximos a cada elemento ¢ del sistema. Existen otros tipos de acoplamiento,
como por ejemplo aquel en el que cada elemento interactiia con todos los
elementos o celdas que forman el sistema, llamado acoplamiento global. Este
acoplamiento se traduce en una matriz unitaria de acoplamiento y en estos
sistemas carece de sentido definir la ubicaciéon espacial de los elementos que
conforman la red. Las matrices que representan los acoplamientos locales y
globales, al ser simétricas y reales poseen un conjunto completo y ortogonal

de autovectores de M tal que; Mu; = pu;. Entonces, conociendo los auto-
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vectores las matrices pueden diagonalizarse, lo que a su vez significa conocer
los autovalores. En estos casos la RMA puede escribirse en funcion de sus
autovalores, con lo cual se obtiene un conjunto de mapas desacoplados en
otro espacio |15, 16, 17, 18| de la siguiente forma:

Sea un conjunto de mapas acoplados por la matriz M,

X = (1 — )f () + %Mf(xt), (2.15)

con la intencion de diagonalizar M se realiza un cambio de variables de x' a

las nuevas coordenadas y*,
yi=U"'% -y = Z Upal [y =U0xa) — f(y) = Y Usf(ad)
y reciprocamente tenemos,

xe=Uy = o= Uyt f(xi) = Uf(yi) = £()) ZUUf vl)

La matriz U esta formada por los autovectores u; por lo que U™'U = 1.

Multiplicando la ecuacion (2.15) por U™! tenemos,

U '%r = (1— U (x,) + ~U'M £(x;)
K LX)
Uf(y:)
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utilizando el cambio de variable se obtiene,

€

FUTMUS(y)) . (2.16)

Yerr = (1— ) f(y:) +

donde, U™'MU es una matriz diagonal cuya traza esta compuesta por los
autovalores y; de la matriz M. La forma no vectorial de la ecuacion (2.16)

viene dada por,

Vi = (L= OF () + 21 (0) (2.17)

desacoplando de esta forma la red en N mapas independientes. De esta for-
ma se pueden desacoplar las RMA, lo cual permite estudiar la sincronizacion
de redes acopladas localmente y globalmente por medio de un anélisis de
estabilidad lineal. Estudios de este tipo se han realizado con mapas logarit-
micos [17, 19].

El acoplamiento usado en las RMA de este trabajo es aleatorio, que es
un caso intermedio entre los dos tipos de acoplamientos anteriores. Con el
acoplamiento aleatorio la nocion geométrica del espacio se pierde y en con-
traste de lo que ocurrre con las matrices que conmutan con su conjugada
hermética (como las matrices simétricas, hermitca, unitarias, etc.), no exis-
ten propiedades generales demostradas para matrices arbitrarias aleatorias.
Para determinar los autovalores y autovectores en este tipo de matrices se
utilizan métodos numeéricos que pueden ser aplicados a través de paquetes
computacionales.

Segun el teorema de Gershgorin [20], en matrices aleatorias el autovalor mas
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grande le corresponde al autovector homogéneo. Ahora bien, cuando ocurre
sincronizacion implica que existe un autovector homogéneo para la matriz de
acoplamiento aleatorio, entonces por el teorema de Gershgorin, a este auto-
vector le corresponde el autovalor mas grande. Gade [14| demuestra tanto
en una prueba formal como numéricamente que el autovalor mas grande es
la conectividad de la red k, y que para los N — 1 autovectores restantes los
autovalores son del orden de vk o menores. A su vez Gade también muestra
que el hecho de que el espectro de autovalores sea discreto con un gap finito

trae como consecuencia que se genere estructura coherente.

2.5 Sincronizacion

El primero en describir y entender un fenémeno de sincronizacion fue Chris-
tian Huygens en el siglo XVII. Huygens observo dos relojes de péndulo de su
propia invencion, dado que la precision de sus mecanismos todavia no estaba
muy desarrollada, cada uno exhibia por separado una frecuencia de oscila-
cion apreciablemente distinta. Sin embargo, estando ambos colgados en la
misma pared, not6é que durante horas que los péndulos de los relojes estaban
sincronizados. Huygens intuy6 que eran las vibraciones que se transmitian
por la pared donde ambos relojes estaban colgados lo que los sincronizaba.
Asi que coloco uno de los relojes en otra pared y observo que al poco tiempo
se desincronizaban. El acoplamiento de los relojes de péndulo a través de la

pared generaba la sincronizacion entre ellos.
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Interesantes ejemplos de sincronizacién pueden ser observados en la na-
turaleza como es el caso de las luciérnagas macho, quienes emiten pulsos de
luz. Cada luciérnaga posee una especie de oscilador, en donde la frecuencia
de oscilacion se ajusta en respuesta a los destellos de las otras luciérnagas.
Miles de luciérnagas logran sincronizar sus frecuencias emitiendo un pulso de
luz de gran intensidad con la intenciéon de llamar la atencién de las hembras
que estan a largas distancias. Otro ejemplo, semejante son los de los grillos,
quienes por medio del chirrido (sonido agudo) sincronizado producido por
sus alas atraen a las hembras. En diferentes disciplinas también se ha estu-
diado el fené6meno de sincronizacion, en biologia y medicina un ejemplo son
las neuronas, las cuales bajo ciertas condiciones se sincronizan produciendo
un ataque de epilepsia. Un caso familiar es nuestro corazon, que esta cons-
tituido por células musculares las cuales, al estar acopladas sincronizan sus
frecuencias para producir los latidos.

El entendimiento de cémo un comportamiento sincronizado puede emer-
ger en un sistema dindmico acoplado no fue obtenido hasta los trabajos pio-
neros de A.T. Winfree |21, 22| y Y. Kuramoto |23, 24| y las condiciones bajo
las cuales un sistema acoplado esté sincronizado fue identificado por R. Mi-
rollo y S.H. Strogatz [25]. Incluso, se han encontrado que sistemas cadticos
pueden sincronizarse [26]. Dado que el estudio de sincronizacion en sistemas
dindmicos en tiempo continuo es a veces intratable desde un punto de vista

analitico, la sincronizacion es también estudiada con redes de mapas [27, 28|.
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Sincronizacién en redes de mapas acoplados

Los elementos o mapas de la red se encuentran sincronizados cuando todos
los elementos de la red exhiben orbitas iguales mientras el tiempo transcurre,
esto es,

|2t —2l|Vi,j, t—o0. (2.18)

Este definicion puede ser aplicada para orbitas periddicas o cadticas.

2.5.1 Mapas Logaritmicos Acoplados Aleatoriamente

Los modelos basados en mapas acoplados aleatoriamente, a diferencia de los
modelos espacialmente ordenados, son adecuados para representar sistemas
desordenados como por ejemplo redes neuronales, poblacionales, circuitos
electronicos, etc. Las RMA con acoplamiento aleatorio son sistemas de alta
dimensionalidad donde el espacio resulta irrelevante por lo que la geometria
y el entorno local pierden sentido. En este tipo de RMA se ha relacionado
univocamente el surgimiento de comportamiento colectivo no trivial con la
conectividad k de la red [14, 15]. En nuestro caso, se define un nuevo pa-
rametro que permite medir la relacion entre enlaces simétricos y asimétricos
en la matriz de acoplamiento aleatoria. Vemos de esta forma como influye
este nuevo parametro en la emergencia de sincronizaciéon en el sistema. Para

ello se considera un conjunto de mapas acoplados i = 1...N, con N = 10*
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y cuyas reglas de evolucion estan dadas por,

T = (L= f () + = D f(ad) (2.19)

v ey,

o en forma vectorial,
X1 = (1 — e)f(2y) + eRE () . (2.20)

La dindmica de la celda 7 ya no depende so6lo de su estado sino también de
la contribucién del conjunto de sus vecinos v;, los cuales son escogidos al
azar, que a su vez esta escalada mediante una constante de acoplamiento e
y el numero de vecinos k;. Cada celda ¢ estd acoplada aleatoriamente con
k; celdas o elementos. Las componentes de la matriz R son R;; = kiMw y
el acoplamiento de cada elemento con sus vecinos esta descritos en la matriz
M que esta compuesta por N x N elementos, los cuales pueden tomar los

valores 0 6 1. De esta forma R viene dada por,

n 000 h
n0om 0
R=10 0 L - L], ZR,.jzl, (2.21)
J
1 L 5l
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en donde, M la obtenemos de,

1

111 1 = 0.0 -

111 1 5 0 = 0
M=1-R=1|111 --- 1]l-6}l0 o L ... L (2.22)

k3 k3

111 1 w0

1 1 1 1 01 1 0

1 1 1 1 01 0 1
M=1-R=1|111 --- 1]l—-11 10 --- 0}, (2.23)

1 1 1 1 010 0

100 1
1 01 0
N
M=1-6R=10 0 1 1], ZMij:ki. (2.24)
j=1
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Note que en la matriz M el nimero de elementos distintos de cero de cada
fila es igual nos al nimero de vecinos k; del elemento .

La dindmica local de la red viene dada por el mapa logaritmico,

f(z) =b+ In|z| (2.25)

fijando el pardmetro de control b = —0.7, valor para el cual el mapa presenta
comportamiento cadtico, como lo muestran las figuras 1.12 y 1.12. El mapa
logaritmico no presenta bandas caoticas ni ventanas de periodicidad. Estas
caracteristicas particulares, en la region cadtica del mapa b € (—1,1), con-
trastan con el comportamiento universal de los mapas locales cominmente
usados como el mapa logistico. Por esta razéon el mapa logaritmico se ha
utilizado para estudiar el fenomeno de sincronizacion en RMA [17, 19].
Siendo que los elementos de M;; toman aleatoriamente los valores 0 o
1, donde M;;=1 significa que la celda ¢ se acopla con que celda j, cuando
M;; =1y M;; =1 las celdas ¢ y j se acoplan bidireccionalmente, es decir, la
celda ¢ actia sobre la celda j y a su vez, la celda j actia sobre la . Cuando
esto ocurre decimos que existe un enlace o acoplamiento simétrico entre los
elementos ¢ y j. En cambio, cuando se tiene que M;; = 1y M;; = 0 la
interaccion es unidireccional debido a que la celda ¢ actia sobre la celda j,
existiendo un acoplamiento en la direccion 7j; pero la celda j no actia sobre
la celda i. Decimos en este caso que el acoplamiento es asimétrico. En caso

de que M;; = Mj; = 0 no existe acoplamiento en ninguna direccion.
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2.5.2 Fraccion de Enlaces Asimétricos

En este trabajo la fraccion de enlaces asimétricos es uno de los parametros que
se varia para estudiar el efecto que tiene sobre la emergencia de sincronizacion
en la red de mapas logaritmicos acoplados aleatoriamente.

Las k; celdas vecinas de la celda ¢ conforman el conjunto de vecinos

vi = {c, 2 c3..cf}, con ¢ € {1,2,...,N} e i = 1,2,...N. El valor

59 Cp0 Ggeee

promedio de k;,
Ly
== i
N i=1 ’
se selecciona de tal forma que sea k < N pero suficientemente grande para
garantizar la construccion de un red conexa, es decir que existe un camino

entre cada par de elemntos del sistema.

Los elementos de Matriz de acoplamiento vienen dados por,

1 ,sijey
Mij:

0 ,sijéuv

En nuestra red de conectividad aleatoria el nimero de celdas vecinas a la
celda 7, k;, varia de celda en celda, pero el promedio de celdas vecinas, k, es

constante entonces, el nimero total de enlaces en la red viene dado por,
EN = N, + N, , (2.26)

donde, N, y N, son los nimeros de enlaces simétricos y asimétricos de siste-
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ma respectivamente. También podemos expresar el nimero total de enlaces

como,
N

i=1 j=1

El ntmero total de enlaces simétricos viene dado por,

WE

No=>"

1 j=1

N
My M;; . (2.28)

7

<
Il

Sustituyendo la ecuacion (2.28) en (2.26) y despejando N, se tiene,
N, =kN — N, , (2.29)

lo que equivale a,
N N
Na - Z (MZ] - MZ]M]Z) . (230)

i=1 j=1

La fraccion de enlaces asiétricos, g, se define como,

N 1 N N
(=% =7t% ; ; [M,; — M;;M;;] (2.31)

El algoritmo que construye la matriz M estd disenado para restringir
la fraccion de enlaces asimétricos al valor de g. Este hecho nos permite
estudiar la relevancia que pueda tener este tipo de enlaces en la emergencia

de sincronizacion.
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2.5.3 Parametro de Orden: Desviacion Estandar

Teniendo las medidas fisicas de un gran conjunto de sistemas espacialmente
extendidos que interactian, se pueden definir cantidades macroscopicas con
el fin de obtener una descripciéon de la dinamica del sistema. En analogia
con mecanica estadistica, estas cantidades macroscopicas se llaman parame-
tros de orden. Si el pardmetro de orden fue seleccionado correctamente, los
cambios que se producen en la dinamica al variar sus parametros de control
se ven reflejados en los estados asintoticos del pardmetro de orden.

Las cantidades microscopicas en nuestro sistema son los valores instanta-
neos del estado de cada celda, z!. Para estudiar su comportamiento colectivo
hay que definir algin parametro de orden macroscopico convenientemente.

Para ello comencemos por definir el campo medio,

1 N
Si=% ;xt : (2.32)

Considerando que los estados locales z} se encuentran dispersos en torno al
campo medio, se puede obtener una medida del grado de su dispersion a

través de la desviacion estandar,

1 ' 2
0=\ N Z(xt —5)2. (2.33)

Si la dispersion es nula, todos los valores de x! coinciden con el valor de

S;, en este caso todos los estados ¢ son iguales y decimos que el sistema
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estd sincronizado. Para verificar que los estados se encuentran sincronizados
para todo instante de tiempo ¢ se utiliza la expresion de desviacion estandar

media definida por,

(o) == > o (2.34)

donde, T} es el tiempo, o nimero de iteraciones, que se desprecian para llegar
al estado asiptotico, T es el tiempo de simulacion y T' = T — T; es el tiempo
sobre el cual se esta midiendo la desviacion estandar.

Entonces, al variar los parametros de control de nuestro sistema, € y ¢, la
desviacion estandar media (o), permite observar cuando ocurre sincroniza-
cion. De esta forma obtendremos la region en el espacio de parametros (g, €)

para la cual los estados se sincronizan.



Capitulo 3

Sincronizacion y Asimetria

Como ya se menciond, nuestro objetivo es estudiar el efecto que tiene el grado
de asimetria de la matriz de conectividad sobre la sincronizacion en redes de
mapas logaritmicos cadticos acoplados aleatoriamente. Para ello utilizamos

redes de N = 10* mapas logaritmicos acoplados definidas como,

i i € j
2l = (1—e)(b+In(al)) + E;bJrln(:c{), (3.1)
fijando el parametro de control de la dindmica local en b = —0.7 y asignando

las condicién inicial de cada nodo aleatoriamente usando una distribucion
uniforme tal que z{ € [—100,100]. Los vecinos de cada mapa se escogen de
forma aleatoria, teniendo en cuenta que el niimero de vecinos en promedio
sea k = 9. Como nos interesa estudiar como influye el grado de asimetria de

la matriz de acoplamiento M, al ser escogidos los vecinos también se tienen

42
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en cuenta los dos tipos de enlaces: simétricos y asimétricos. Esto se hace en
el algoritmo que construye la red, que mediante un conjunto de restricciones,
crea enlaces simétricos y asimétricos de forma tal que se respete la fraccion
de enlaces asimétricos establecida mediante el parametro ¢, definido en la
ecuacion (2.31).

Con este tipo de RMA se puede estudiar la evolucion de la desviacion
estandar media de los estados a medida que se incrementa la intensidad de
interaccion € y se varia la fraccion de enlaces asimétricos q. Para obtener
cada uno de los puntos de la desviacion estandar media se ejecutaron 6 reali-
zaciones con redes distintas, despreciando, en cada realizacion, las primeras
10000 iteraciones y tomando para las estadisticas las ultimas 7" = 1000. Para
cada una de las T = 1000 iteraciones se calcula la desviacion estandar o, de
los estados para un ¢ y un € determinados. Luego promediando estos 1000
datos de desviacion obtenemos un valor de desviacion estandar media (o),
segun la ecuacion (2.34), luego se promedian las 6 realizaciones para obtener
de esta forma, cada valor de (o) en el espacio de parametros (g, €).

La figura 3.1 muestra la desviacion estandar promedio (o) en funcion
de la fraccion de enlaces asimétricos de la red ¢ y de la intensidad de aco-
plamiento entre nodos €. Se puede apreciar que al aumentar la intensidad
del acoplamiento € los valores de la desviacion estandar media decrecen (o)
hasta llegar a (o) = 0. El comportamiento de (o) define dos regiones en el
espacio de parametros (¢, €), en otras palabras ocurre una transicion de fase

entre un estado no sincronizado a uno sincronizado al aumentar la fuerza de
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Figura 3.1: Desviacion estandar promedio, (o), en funcion de la fraccion
de enlaces asimétricos, ¢, y la intensidad del acoplamiento, € con N = 104
celdas, k = 9 enlaces por celda y T' = 10? iteraciones de tiempo. Cada punto
corresponde al promedio de 6 realizaciones.

interaccion entre los nodos e.

En la figura 3.2 se puede apreciar la desviacion estandar media en fun-
cion del acoplamiento €, para tres valores particulares de fraccion de asimetria
g = 0.1,0.5 y 0.9. Note que para cada valor de g existe un valor critico de
acoplamiento, €., para el cual ocurre la transicion de fase entre el régimen

no sincronizado al régimen sincronizado. La variacion del pardmetro de or-

den para valores del acoplamiento € < €. y cercanos a éste ultimo sigue la
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0.6
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Figura 3.2: Desviacion estandar promedio, (o), en funcion del acoplamiento,
€, para tres valores de la fraccion de asimetria. Rojo ¢ = 0.1, verde ¢ = 0.5 y
azul ¢ = 0.9. Las lineas continuas representan el ajuste de la ecuacion (3.2)
en un entorno cercano al valor critico del acoplamiento e..

expresion,

o~ (e.—e) (3.2)

como lo muestran las lineas continuas de la figura 3.2. La ecuacion (3.2) se
caracteriza mediante el exponente critico 3 el cual se obtiene del ajuste de
la ecuacion (3.2) a los datos.

La figura 3.3 muestra como varia el exponente critico 3 en funciéon de la
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Figura 3.3: Exponente critico, (3, en funciéon de la fraccion de enlaces asi-
métricos, q. Los valores de [ se calcularon ajustando la ecuacion 3.2 a los
datos. La figura también muestra una barra de error tipica.
fraccion de acoplamientos asimétricos g. Note que mientras la fraccion de
acoplamiento asimétrico ¢ se incrementa, el exponente critico 3 se hace cada
vez mas pequeno, lo que significa que el cambio de fase desde el régimen no
sincronizado al sincronizado, al aumentar ¢, es cada vez mas abrupto.
También, de la figura 3.3 se puede ver que la transicion de fase en redes
aleatoria de N = 10* elementos y con un nimero de vecinos promedio k = 9,
es una transicion de segundo orden para cualquier valor de ¢, es decir, que el

exponente critico siempre cumple con 0 < 5 < 1.
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Los valores criticos del acoplamiento, €., en los que ocurre la transicion
de fase, se obtienen del mismo ajuste de los datos de la figura 3.1 con la
ecuacion (3.2). De esta forma encontramos la frontera de sincronizacion y
obtenemos el diagrama de fase en el espacio de parametros (g, €), mostrado

en la figura 3.4. En esta figura observamos las dos zonas en el espacio de pa-

1
0.8 =, Sincronizado
0.6 .m“....“""“.'..

e
€ ...u.‘mo..'.......
0.4 "
No Sincronizado

0.2

0 | | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.4: Diagrama de fase en el espacio de parametros (g, €). Los puntos
representan el valor de ¢, para cada ¢. Estos puntos definen la frontera
que divide el espacio de parametros en dos zonas, una que representa la fase
sincronizada en la parte superior y otra que representa la fase no sincronizada
en la parte inferior.

rametros, una sincronizada y una no sincronizada, separadas por la frontera

obtenida con los valores del acoplamiento critico, €.
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Es notable el hecho de que el surgimiento de sincronizaciéon tiene una
gran dependencia con respecto al parametro €. Podemos apreciar que para
€ €]0.01, 0.41] no emerge sincronizacion, sin importar la fraccion de acopla-
mientos asimétricos q.

Luego, para el intervalo ¢ €[0.42, 0.80] los elementos se comienzan a
sincronizar para distintos valores de ¢q. Sabemos que en ese intervalo las
interacciones entre los elementos se comportan de la manera siguiente: A
medida que se incrementa ¢, partiendo de € =0.42, la accion de cada elemen-
to sobre si mismo (1 — €), se aproxima a la fuerza que ejercen sus vecinos
sobre él €, hasta que en € = 0.5 se igualan. Si seguimos incrementando e
hasta e = 0.80, sucede que la influencia de los vecinos se va haciendo mayor
que la del mismo elemento. Para este intervalo, en la grafica, se observa que
se requiere cada vez de menos enlaces asimétricos para que ocurra sincroni-
zacion. Es decir, que cuando la interaccion de los vecinos es mayor que la del
elemento se requiere de menor asimetria para que ocurra sincronizacion. La
figura 3.4, nos permite obtener la fraccion de enlaces asimétricos ¢ necesaria
para que emerja la sincronizacion dado un valor de la fuerza de interaccién
€, siempre que esta tltima esté contenida en el intervalo e =[0.42, 0.80].

Finalmente, en el intervalo ¢ =[0.80, 1] la fuerza de interaccion de los
vecinos sobre cada elemento es considerablemente mayor con respecto a la
influencia de los elementos con ellos mismos. En este intervalo el surgimiento
de sincronizacion es independiente de la fraccion de enlaces asimétricos ¢ de

la matriz M.



Conclusiones

Para este tipo de redes aleatorias con un k < N y una dinamica local caotica
dada por el mapa logaritmico, encontramos lo siguiente:

La fraccion de interacciones asimétricas en la red ¢, solo influye en la
emergencia de sincronizacion en el intervalo de € €[0.42, 0.80|. En este in-
tervalo el incremento de acoplamientos asimétricos favorece la emergencia de
sincronizacion, ya que mientras mas grande es la fraccion de enlaces asimé-
tricos mayor es el rango de fuerza de interaccion € para el que puede emerger
la sincronizacion.

A pesar de que no es indispensable que existan en la red enlaces simétricos
para que emerja sincronizacion, cuando todos los acoplamientos en la red
son simétricos ¢ = 0, se requiere mas fuerza de interaccion que cuando existe
cierto grado de asimetriapara que ésta emerja.

Por otro lado, la disminucion del valor del exponente critico 5 al incre-
mentar la fracciéon de acoplamientos asimétricos g revela que la red presenta
un cambio de fase cada vez mas abrupto entre las fases no sincronizada y

sincronizada.

49
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Este estudio utiliza una generalizacion de las redes aleatorias que da a
conocer la importancia de tomar en cuenta la proporcion entre acoplamientos
simétricos y asimétricos a la hora de estudiar la emergencia de sincronizaciéon

en sistemas que presentan este y tal vez otros tipos de comportamiento.
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