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ResumenEste trabajo tiene 
omo objetivo el estudio de la Sin
roniza
ión en Redes demapas logarítmi
os 
aóti
os 
on a
oplamiento aleatorio. En redes aleatoriaspor defe
to, se forman dos tipos de a
oplamientos simétri
os y asimétri
os. Alvariar la propor
ión de a
oplamientos asimétri
os, se des
ubre la existen
iade una propor
ión 
ríti
a entre a
oplamientos simétri
os y asimétri
os, parala 
ual es posible la emergen
ia de sin
roniza
ión, para un determinado rangode la intensidad de intera

ión ǫ. Revelando de esta forma que la emergen
iade sin
roniza
ión depende tanto de la intensidad de la intera

ión 
omo deltipo de a
oplamiento entre los elementos que 
omponen la red.



A Lu
y.

i



Quisiera agrade
er
A mis padres, Os
ar y Lu
y por todo su amor, dedi
a
ión y apoyo in
ondi-
ional, sin ellos esta tesis no seria posible. A los dos los admiro por igualpor la bonita familia que me dieron siempre llevada 
on alegría, optimismo,
on�anza y 
omprensión. A ti mamá porque me edu
aste en todos los senti-dos 
on mu
ho amor, 
omprensión y mu
ho sentido del humor. A papá porlas largas 
onversa
iones sobre 
ultura general de las 
uales aprendí y sigoaprendiendo mu
ho.A mis hermanos Alexandra, Brian y Cristhian por su ejemplo de éxito en
ada una de sus 
arreras. En espe
ial a Alex por los 2 libros enviados desdeAlemania que me sirvieron para la realiza
ión de esta tesis. ½Gra
ias, Alex!,por dedi
ar tu tesis de li
en
iatura a tus hermanos.A Mario Cai
edo prof. Físi
a de la USB, por que sus enseñanzas, trivia-quiz, problemas propuestos, preguntas, dejaron una huella en mi intele
to.A Fernando Dugarte por su 
olabora
ión en todas las prá
ti
as de labo-ratorio, siempre 
on una sonrisa aliviando las largas horas de las prá
ti
as.A Mario Cosenza por darme la oportunidad de trabajar en el grupo deii



iii
aos y sistemas 
omplejos y fa
ilitarme los trabajos de tesistas anteriores.A Kay Tu

i el tutor de esta tesis, quien 
on su tiempo y talento mebrindo su valiosa ayuda en la realiza
ión de esta tesis. ½Un millón profesor!,por su in�nita 
omprensión, dedi
a
ión y pa
ien
ia.Finalmente, mi espe
ial agrade
imiento a la persona más valiente, amo-roso, que 
onoz
o a Oliver Vielma por su 
ontinuo apoyo emo
ional antes,durante y después de la realiza
ión de esta tesis. Por nuestras 
onversa
ionesprolí�
as, por nuestros sueños, por todos los días fabulosos que hemos estadojuntos . . . en �n por todo.



Índi
e General
Introdu

ión. 11 Mapa Logarítmi
o 31.1 Sistemas Dinámi
os . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.2 Mapa Logarítmi
o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.3 Estabilidad del Mapa Logarítmi
o . . . . . . . . . . . . . . . . 71.4 Comportamiento del Mapa Logarítmi
o. . . . . . . . . . . . . 91.4.1 Región estable b ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞) . . . . . . . . 101.4.2 Región Críti
a (Transi
ión al 
aos) . . . . . . . . . . . 121.4.3 Región Inestable b ∈ (−1, 1) . . . . . . . . . . . . . . . 161.5 Diagrama de bifur
a
ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.6 Exponente de Lyapunov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192 Sistemas Espa
io-temporales 212.1 Redes de Mapas A
oplados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222.2 Constru

ión de una RMA a partir de la E
ua
ión Rea

ión-Difusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24iv



ÍNDICE GENERAL v2.3 Redes, Matri
es y A
oplamiento . . . . . . . . . . . . . . . . . 282.4 Tipos de Cone
tividad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.5 Sin
roniza
ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322.5.1 Mapas Logarítmi
os A
oplados Aleatoriamente . . . . 342.5.2 Fra

ión de Enla
es Asimétri
os . . . . . . . . . . . . . 382.5.3 Parámetro de Orden: Desvia
ión Estándar . . . . . . . 403 Sin
roniza
ión y Asimetría 42Con
lusiones 49Bibliografía 51



Introdu

ión
El solo he
ho de 
ontemplar 
omo un 
onjunto de mapas 
on dinámi
a 
aóti-
a y 
ondi
iones ini
iales aleatorias se sin
ronizan nos genera una sensa
iónde asombro. Sabemos que deben estar a
oplados y 
umplir 
iertas 
ondi
io-nes. En las últimas dé
adas, un grupo de investigadores se han preguntado
omo deben ser estas 
ondi
iones para que emerja sin
roniza
ión en redesde mapas a
oplados RMA [1, 2, 3℄. Este trabajo nos dedi
amos a explo-rar éste 
omportamiento en redes de mapas logarítmi
os 
aóti
os a
opladosaleatoriamente 
on 
ierto grado de asimetría.En parti
ular, en este trabajo investigamos el efe
to que tiene la propor-
ión de a
oplamientos simétri
os y asimétri
os en el surgimiento del fenómenode sin
roniza
ión en la red.En el primer 
apítulo se introdu
e al le
tor a los tópi
os de sistemasdinámi
os y mapas. En parti
ular se estudia el mapa logarítmi
o, que seutiliza 
omo dinámi
a lo
al de la RMA. Para ello dividimos el estudio enzonas según el 
riterio de estabilidad del mapa.Para 
ada una de las zonas serealizan un estudio des
riptivo, uno numéri
o y uno grá�
o. Esto nos permite1



ÍNDICE GENERAL 2identi�
ar la zona en donde se presenta el efe
to mariposa o sensibilidad alas 
ondi
iones ini
iales. Es en esta zona de interés, donde se estable
e ladinámi
a lo
al para trabajo.El 
apítulo dos se 
entra en sistemas dinámi
os extendidos, redes de ma-pas a
oplados y se introdu
e el fenómeno de sin
roniza
ión, punto substan
ialde nuestro trabajo. Seguidamente se vuelve a las redes de a
oplamiento, pe-ro ya espe
í�
amente las que 
onsideramos en este trabajo, 
omo son lasaleatorias, expli
ando todos los detalles de nuestro modelo de estudio, 
omolo son: la regla de evolu
ión, la dinámi
a lo
al, las intera

iones, el tiposde a
oplamientos, el parámetro de orden y nuestra de�ni
ión de fra

ión dea
oplamientos asimétri
os.En el 
apítulo tres se des
ribe 
omo se realiza la simula
ión de la red demapas logarítmi
os 
aóti
os aleatoriamente a
oplados y progresivamente semuestran los resultados e interpreta
iones.Finalmente tenemos las 
on
lusiones de nuestro estudio, donde se muestrael efe
to que tiene el grado de asimetría de la red sobre la sin
roniza
ión.



Capítulo 1
Mapa Logarítmi
o
En este 
apítulo presentamos algunas de�ni
iones rela
ionadas 
on sistemasdinámi
os y mapas ha
iendo énfasis en las propiedades dinámi
as más rele-vantes del mapa logarítmi
o unidimensional, que es un elemento fundamentalde este trabajo.1.1 Sistemas Dinámi
osCon el �n de 
ono
er la evolu
ión temporal de algunos estado, a los sistemasfísi
os se les modela mediante un 
onjunto de reglas o e
ua
iones a las quedenominamos Sistemas Dinámi
os. Si un sistema es dinámi
o y además 
adaestado ini
ial genera una evolu
ión úni
a del sistema se está en presen
ia deun sistema dinámi
o determinista. La evolu
ión temporal de un sistemadinámi
o puede desarrollarse de manera 
ontinua o dis
reta. Los sistemas3
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ontinuos se pueden des
ribir mediante e
ua
iones diferen
iales y los sistemasdis
retos 
on e
ua
iones en diferen
ias (apli
a
iones) o 
omúnmente llamadosmapas. En este trabajo emplearemos mapas dis
retos unidimensionales.Existen mu
hos modelos en físi
a que se basan en mapas dis
retos [4, 5, 6℄.Un mapa está de�nido 
omo un sistema dinámi
o dis
reto de la forma,
xt+1 = f(xt), (1.1)donde xt+1 representa el estado futuro y 
ontinuo del sistema, el 
ual dependedel estado presente xt en 
ada itera
ión de tiempo t dis
reto y f(x) es lafun
ión que rige la evolu
ión del sistema. En nuestro estudio utilizaremos unmapa del tipo:

xt+1 = f(xt, b), (1.2)donde, f(xt, b) es una fun
ión no lineal, y b es el parámetro que 
ontrola el
omportamiento del sistema para 
ualquier 
ondi
ión ini
ial x0.Además de modelar sistemas intrínsi
amente dis
retos, los mapas, 
omorepresenta
iones dis
retas de e
ua
iones diferen
iales, fa
ilitan el estudio nu-méri
o de sistemas 
ontinuos, puesto que en general 
on las 
omputadoras esmás ade
uado tratar variables dis
retas que 
ontinuas.



CAPÍTULO 1. MAPA LOGARÍTMICO 51.2 Mapa Logarítmi
oLos mapas 
on dinámi
a 
aóti
a permiten disponer de modelos matemáti-
os 
apa
es de mostrar gradualmente la apari
ión de 
omportamiento 
aóti-
o. Dado que para 
iertos valores del parámetro de 
ontrol b, estos mapaspresentan sensibilidad a las 
ondi
iones ini
iales, se pierde la 
apa
idad depredi

ión 
on el trans
urso del tiempo.En parti
ular para el estudio del efe
to que tiene la asimetría de la red de
one
tividad sobre la sin
roniza
ión utilizaremos el mapa logarítmi
o pro-puesto por Kawabe y Kondo [8℄ quienes lo 
ara
terizan, motivados por lasolu
ión numéri
a, obtenida por Kawabe, de integrales de tipo
∫ 1

0

lnn(x)dx , n ≥ 1 . (1.3)El mapa logarítmi
o tiene la forma,
xt+1 = b + ln|xt| . (1.4)La �gura 1.1 muestra el diagrama de retorno del mapa logarítmi
o paradiferentes valores del parámetro de 
ontrol b.Entre las propiedades más resaltantes del mapa logarítmi
o tenemos queno es unimodal, esto es, no tiene máximos ni mínimos; y su derivada S
hwar-ziana es positiva lo que ha
e que no exhiba ruta al 
aos por se
uen
ia dedupli
a
ión de periodos [4℄. Además, el parámetro de 
ontrol b 
omo el es-
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Figura 1.1: Se muestran una serie de 
urvas 
orrespondentes al mapa loga-rítmi
o de la e
ua
ión (1.4) para distintos valores del parámetro de 
ontrol.Rojo: b = −1.5, verde: b = −1, azul: b = 0, magenta: b = 1 y 
yan: b = 1.5.La línea negra representa la re
ta xt+1 = xttado x no estan a
otados, es de
ir que sus rangos son ∞ < b < −∞ y
∞ < x < −∞. Más adelante mostramos 
omo que el parametro b rige el
omportamiento de las orbitas.Para generar las orbitas se itera el mapa logarítmi
o, ver �g(1.1). Esto
onsiste en es
oger una 
ondi
ión ini
ial x0, a través de la 
ual se generara elsiguiente valor del estado x1, 
on éste último se genera otro x2 y así su
esi-vamente. Con los distintos estados se traza la orbita a medida que el tiempo
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t trans
urre dis
retamente para todos lo enteros positivos. Es importantenotar que 
ada estado futuro depende del estado que le ante
ede. La tabla(1.1) muestra esta dependen
ia.
xt+1 = b + ln|xt| t
x1 = b + ln|x0|. t = 0
x2 = b + ln|x1| = b + ln|b| + ln|ln|x0|| t = 1
x3 = b + ln|x2| = b + ln|b| + ln|ln|b| + ln|ln||ln|x0||| t = 2
x4 = b + ln|x3| = b + ln|b| + ln|ln|b| + ln|ln||ln|b||| + ln|ln|ln||ln|x0|||| t = 3Tabla 1.1: Depen
en
ia de 
ada estado de los estados anteriores.De forma general se obtiene

xk = b + ln |xk−1| = b + ln (k)|x0| +
(k−1)
∑

j=1

ln(k−j)|b| , (1.5)para t = k − 1.1.3 Estabilidad del Mapa Logarítmi
oTomando en 
uenta el 
riterio analíti
o para el análisis de estabilidad lo
alde los mapas, |f ′

(x̄)| < 1, y sabiendo que un punto �jo de un mapa 
umple
on la 
ondi
ión f(x) = x, determinamos las regiones de estabilidad para elmapa logarítmi
o utilizando argumentos geométri
os. Para ello partimos dela �guras 1.2 donde se muestra, para un valor �jo del parámetro b = 1, lafun
ión del mapa logarítmi
o, su derivada y la re
ta x = y.En la �gura 1.2a apre
iamos que, 
uando b = 1, la re
ta y = x es tangente
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(a)

xt
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(b)

xt

xt+1

210−1−2

4

2
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−2

−4Figura 1.2: Mapa logarítmi
o f(x) = b+ ln |x| 
on b =1. En rojo tenemos eldiagrama de retorno de la fun
ión f(x), en azul su primera derivada |f ′x| =
1/|x| y en negro la re
ta x=y. En el punto (1,1) f(x) es tangente a la re
tae interse
ta a su derivada f ′(x)..a la fun
ión del mapa logarítmi
o f(x) = b + ln |x| en el punto (1, 1), que esun punto �jo del mapa. Utilizando la de�ni
ión geométri
a de la derivada enun punto, tenemos que la pendiente de f(x) en el punto (1, 1) es la mismapendiente que la de la re
ta y = x, esto es f ′(1) = 1. Luego si se gra�
ael valor absoluto de la pendiente de f(x) en todo punto (ver �gura 1.2b), esde
ir |f ′(x)| = 1/|x|, y teniendo en 
uenta que |f ′(x)| es simétri
a, tenemosque

|f ′(x)| < 1 ∀ x ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞) . (1.6)Es inmediato notar en la �gura 1.3 que para b > 1 todo punto �jo establestal que f(x) = y, es de
ir, x̄ = b + ln|x̄|, están en el intervalo x̄ ∈ (1, +∞).Mientras que para b < −1 los puntos �jos están en el intervalo x̄ ∈ (−∞,−1).Finalmente el 
omportamiento de orbitas será estable, esto es |f ′(x̄)| < 1,



CAPÍTULO 1. MAPA LOGARÍTMICO 9
(a)

xt

xt+1

43210−1−2−3−4

4

2

0

−2

−4

(b)

xt

xt+1

43210−1−2−3−4
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0

−2

−4Figura 1.3: Puntos �jos en el diagrama de retorno del mapa logarítmi
o.En líneas segmentada el diagrama para varios valores del parámetro b, enlínea punteada el valor absoluto de la derivada de la fun
ón logarítmi
a y lalínea 
ontinua representa la re
ta x = y. La intese

ión de las distintas lasgrá�
as logarítmi
as 
on la re
ta y = x representa los puntos �jos. (a) Dearriba ha
ia abajo el parámetro b = 2, 1.75, 1.5, 1.25, 1. (b) De arriba ha
iaabajo el parámetro b = −1,−1.25,−1.5,−1.75,−2. La inteNotar las distintasinterse

iones de las gra�
as logarítmi
as 
on la re
ta y = x de pendiente 1.para b ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞).1.4 Comportamiento del Mapa Logarítmi
o.Partiendo de lo expuesto en la se

ión anterior, se puede dividir el 
ompor-tamiento del mapa en tres regiones de a
uerdo a su estabilidad: una regiónestable b ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞) , una región inestable b ∈ (−1, 1), y unaúltima región que des
ribe que o
urre en la frontera de estas dos regiones, esde
ir 
uando b tiende a -1, b → −1; y b tiende a 1, b → 1, denominada región
ríti
a.



CAPÍTULO 1. MAPA LOGARÍTMICO 101.4.1 Región estable b ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞) .Con el �n de explorar 
omo es el 
omportamiento de la región estable, la�gura 1.4 muestra la itera
ión del mapa logarítmi
o, teniendo 
omo 
ondi
iónini
ial x0=0.2 y el parámetro de 
ontrol b = −1.5. Note que el pro
eso de
(a)

xt
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(b)

t

xt

403020100

1

0

−1

−2

−3

−4Figura 1.4: Itera
ión del mapa logarítmi
o para b=-1.5 y la 
ondi
ión ini
ial
x0 = 0.2. (a) Diagrama de retorno donde se muestra en rojo el mapa loga-rítmi
o, en azul el pro
eso de itera
ión del mapa y en negro la re
ta x = y.(b) Evolu
ión temporal del estado del mapa.itera
ión, �gura 1.4a, 
onverge ha
ia el punto de la re
ta y = x donde ésta
orta a la 
urva del mapa logarítmi
o xt+1 = b+ ln|x|. En la serie de tiempo,�gura 1.4b, los estados se obtienen de la dinámi
a del sistema a medidaque las itera
iones trans
urren y se observa 
omo para 
ierto número deitera
iones la orbita se estabiliza en un punto �jo.Al variar la 
ondi
ión ini
ial a x0 = 0.6, dejando 
onstante el par �metrode 
ontrol en b = −1.5, obtiene la �gura 1.5. Aunque la 
ondi
ión ini
ial es3 ve
es más grande que para el 
aso anterior, las dos orbitas se estabilizan en
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(a)
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(b)

t
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−3

−4Figura 1.5: Itera
ión del mapa logarítmi
o para b=-1.5 y la 
ondi
ión ini
ial
x0 = 0.2. (a) Diagrama de retorno donde se muestra en rojo el mapa loga-rítmi
o, en azul el pro
eso de itera
ión del mapa y en negro la re
ta x = y.(b) Evolu
ión temporal del estado del mapa.el mismo punto �jo 
omo lo muestra la �gura 1.6a. Repitiendo este mismopro
edimiento para otros valores de b, tales que b ∈ (−∞,−1) se tiene quelas orbitas 
onvergen a un mismo punto �jo para 
ada b, independientementede su 
ondi
ión ini
ial.Para la región estable b ∈ (1,∞) la 
urva que 
orresponde a el mapalogarítmi
o xt+1 = b + ln |x|, 
orta 
on la re
ta y = x, en dos puntos unoestable y otro inestable. En estas 
ondi
iones, para 
ada valor de b ∈ (1,∞)las traye
torias 
onvergen al punto estable, independientemente de su 
ondi-
ión ini
ial. Para ilustrar este he
ho la �gura 1.6b muestra dos orbitas 
onun mismo b, pero 
on 
ondi
iones ini
iales distintas.
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(a)

t
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(b)

t

xt
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3
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−1Figura 1.6: Orbitas del mapa logarítmi
o para el parametro de 
ontrol �jo y
on dos 
ondi
iones ini
iales distintas x0 =0.2 y x0=0.6. (a) b = −1.5, (b)
b = 1.5.1.4.2 Región Críti
a (Transi
ión al 
aos)El 
ambio de la región estable a la inestable viene dado entorno a dos puntos
b = −1 y b = +1. En 
ada uno de ellos o
urre una transi
ión al 
aos, pero
on 
ara
terísti
as diferentes.Bifur
a
ión tangente inversaEn la región entorno a b = +1, o
urre una bifur
a
ión tangente inversa. Para
omprenderla 
omen
emos 
on b > 1 en donde existen dos puntos �jos unoestable, xe, y uno inestable, xi, 
omo se muestra en la �gura 1.7a. A medidaque se disminuye el valor del parámetro b los puntos xe y xi se a
er
an, hastaque se en
uentran en un mismo punto, xc, 
uando b = +1 (ver �gura 1.7b),es enton
es 
uando o
urre una transi
ión al 
aos por vía bifur
a
ión tangenteinversa. Si b 
ontinua disminuyendo, b < 1, no se en
uentran puntos �jos
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omo lo muestra la �gura 1.7
.
xi

xe

(a)
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(c)

xt

xt+1

210−1−2

2

1

0

−1

−2Figura 1.7: Diagrama de itera
ión del mapa logarítmi
o para una misma
ondi
ión ini
ial x0 = 0.2 y tres valores del parámetro b. (a) b =1.1 y semuestran los dos puntos �jos que intervienen en la transi
ión xe y xi. (b)
b = 1 y se indi
a el punto �jo xc, donde los puntos �jos xi y xe 
onvergenobteniendo una transi
ión al 
aos por la ruta de bifur
a
ión tangente inversa.(
) b = 0.9 y el punto �jo estable ya ha desapare
ido.Esta transi
ión al 
aos se llama intermiten
ia y está 
ara
terizada porla o
urren
ia de una señal de fase regular grande, llamada laminar; inte-rrumpida alternativamente por ráfagas irregulares relativamente 
ortas. Estefenómeno fue estudiado por Pomeau y Manneville [4℄.En parti
ular esta intermiten
ia se 
ono
e 
omo intermiten
ia tipo I. Pa-ra 
omprenderla volvamos a la �gura 1.7
. Note que en esta �gura no haypuntos �jos estables y la re
ta y = x junto 
on la 
urva que representa elmapa logarítmi
o xt+1 = b + ln|xt| forman un túnel angosto. El número deitera
iones ne
esarias para 
ruzar este túnel aumenta a medida que el túnelse haga más angosto y a su vez el valor del estado del mapa, x, no 
ambiadrásti
amente. En 
onse
uen
ia la fase regular o laminar será más grande amedida que b → 1 por la izquierda. Mientras, se ne
esita un gran númerode itera
iones para atravesar el túnel, al salir de éste o
urren unas las po
as
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iones donde el estado varía signi�
ativamente hasta que la traye
toriaingresa nuevamente al túnel. Lo 
ual produ
e fases regulares largas inte-rrumpidas por fases 
aóti
as 
ortas, 
omo se muestra en la �gura 1.8. Estatransi
ión al 
aos se debe a que existe una bifur
a
ión de tangente inversa.

t

xt

5004003002001000

2

1

0

−1

−2

−3

Figura 1.8: Representa
ión para b =0.999 y x0=1 de la serie de tiempo parael mapa logarítmi
o en la que se presenta una región laminar en torno alpunto x = 1. Se puede notar que las fases regulares o
urren en intervalos detiempo más largos que en las fases irregulares.Bifur
a
ión de periodo doble inversaCuando el mapa logarítmi
o toma valores de b aproximados a b = −1, o
urreuna bifur
a
ión de periodo doble inversa, lo 
ual, se puede veri�
ar gra�
an-
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f(x) ◦ f(x) = f(f(x)) = f (2)(x) = b + ln|x| + ln|ln|x|| .La interse

ión del mapa 
ompuesto 
onsigo mismo 
on la re
ta, se mues-tra en la �gura 1.9a y nos permite en
ontrar tres puntos 
ríti
os: dos puntosde una orbitas de período dos inestables, xi1 y xi2, y un punto �jo, xc. Enel mapa logarítmito la bifur
a
ión de periodo doble inversa o
urre 
omo sedes
ribe a 
ontinua
ión: para valores del parámetro b < −1 se tienen dospuntos de la orbita de período dos inestables, xi1 y xi2, luego a medida que

b → −1 estos dos puntos se aproximan 
ada vez más al punto estable xc,
omo se muestra en la �gura 1.9b. Cuando b = −1 los dos puntos de laorbita inestable se solapan 
on el punto estable 
onvirtiendo a este últimopunto en inestable 
omo se apre
ia en la �gura 1.9
.
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(c)
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xt+1

10−1−2−3−4

1

0

−1

−2

−3

−4

−5Figura 1.9: Diagrama de re
urren
ia del mapa logarítmi
o para tres valoresdel parámetro b y 
ondi
ión ini
ial x0 = −0.5. En verde se muestra la 
urva
f 2(x) para la lo
aliza
ión de los puntos xi1 y xi2 de la orbita de período dosinestable y el punto �jo xc estable. (a) b = −1.5, (b) b = −1.2 y (
) b = 1.0.Cuando b → −1 ∀ b > −1 se tiene un úni
o punto �jo inestable xci,



CAPÍTULO 1. MAPA LOGARÍTMICO 16alrededor de este punto se forman numerosas itera
iones que produ
en tra-ye
torias regulares (régimen laminar), las 
uales se van alejando del punto�jo ha
iéndose inestables durante unas po
as itera
iones, siendo éstas su�-
ientes para que la traye
toria se aproxime nuevamente a la ve
indad delpunto xci y retornen al régimen laminar, 
omo se muestra en la �gura 1.10.A este 
omportamiento intermitente se le 
ono
e 
omo intermiten
ia de tipoIII.
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−10Figura 1.10: Intermiten
ia de tipo III en el mapa logarítmi
o para b = −0.9 y
ondi
ión ini
ial x0 = −1. (a) Diagrama de itera
ión. (b) Evolu
ión temporaldel estado.
1.4.3 Región Inestable b ∈ (−1, 1)La dinámi
a del mapa logarítmi
o en este rango se 
ara
teriza por ser 
aóti
a.Para 
ualquier valor de b ∈ (−1, 1) las orbitas del mapa logarítmi
o muestransensibilidad a las 
ondi
iones ini
iales por lo que las traye
torias a
abandivergiendo rápidamente. Un ejemplo de este he
ho es representado en la



CAPÍTULO 1. MAPA LOGARÍTMICO 17�gura 1.11, donde se muestra la evolu
ión temporal de dos orbitas 
uyas
ondi
iones ini
iales di�eren en 10−9.
(b)
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Figura 1.11: Compara
ión de la evolu
ión temporal de dos traye
torias delmapa logarítmi
o 
on b = −0.7 y 
ondi
iones ini
iales x0 = 0.1 para latraye
toria roja y x0 = 0.100000001 para la traye
toria azul. Se apre
ia queal ini
io, ambas traye
torias se solapan entre sí. Sin embargo, al po
o tiempose observa una separa
ión entre las órbitas. A esta diferen
ia en el tiempode las traye
torias se le 
ono
e 
omo sensibilidad a las 
ondi
iones ini
ialesy es la 
ausa de la pérdida de predi
tibilidad del sistema.
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a
iónLos diagramas de bifur
a
ión presentan los puntos asintóti
os de las su
e-sivas itera
iones del mapa para diferentes valores del parámetro de 
ontrol.Esto posibilita identi�
ar los 
ambios 
ualitativos de la dinámi
a del mapalogarítmi
o al variar su parámetro b. La �gura 1.12 muestra el diagrama debifur
a
ión 
orrespondiente al mapa logarítmi
o. Note que el mapa logarít-

Figura 1.12: Diagrama de bifur
a
ión para el mapa Logarítmi
o. Realizadonuméri
amente. Se realizaron 190 itera
iones para 
ada valor b del mapa,gra�
ando solamente los valores de las últimas 90 y despre
iando las primeras100 itera
iones. De una forma global se apre
ian las regiones estables para
b ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞) e inestable (−1, 1), donde el mapa presenta un
omportamiento 
aóti
o.
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o no presenta la ruta de Feigenbaum al 
aos. La ruta ha
ia el 
aos es através de las intermiten
ias tipo I y III 
omo lo indi
an las series de tiempoinsertadas en la �gura.1.6 Exponente de LyapunovEste exponente permite medir la estabibilidad de un sistema dinámi
o, vienedado por la siguiente expresión,
λ = lim

N→∞

1

N

N−1∑

n=0

ln|f ′

(xn)| .El exponenete de Lypunov revela que tanta sensibilidad presenta el sistema alas 
ondi
iones ini
iales para un determinado valor del parámetro de 
ontrol.Si el exponente de Lyapunov es positivo, las perturba
iones pequeñas en la
ondi
ión ini
ial tenderán a ser ampli�
adas y el sistema será inestable y
aóti
o. En 
ambio, si el exponente es negativo, enton
es las perturba
ionespequeñas tienden a ser redu
idas, enton
es el sistema será estable. Paraestudiar el efe
to que tiene el parametro de 
ontrol b en la estabilidad delmapa logarítmi
o, se 
al
ula el exponente de Lyapunov que se muestra enla �gura 1.13. Se apre
ia que en el intervalo b ∈ (−1, 1) el exponente deLyapunov, λ, es siempre positivo, por lo que en este rango se 
orrobora queel 
omportamiento es 
aóti
o. Es también evidente, que no hay ventanasde periodi
idad y bandas 
aóti
as, dado que no apare
en valores nulos o
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Figura 1.13: Exponente de Lyapunov del mapa logarítmi
o. Para 
ada valordel parámetro b se realizaron 10.000 itera
iones, despre
iando las 100 pri-meras itera
iones y tomando los 99900 estados para 
al
ular el exponente.negativos del λ en el intervalo b ∈ (−1, 1) que indi
arían presen
ia de orbitasperiódi
as.



Capítulo 2
Sistemas Espa
io-temporales
En numerosos sistemas 
omo los e
osistemas biológi
os, rea

iones quími
as,turbulen
ia en �uidos, forma
ión de patrones, entre otros; la evolu
ión nosólo se produ
e en el tiempo sino también en el espa
io. En estos sistemas,que se 
ono
e 
omo sistemas extendidos o espa
io-temporales, los grados delibertad dependen tanto del espa
io 
omo del tiempo, y el 
omportamientoimprede
ible, puede apare
er tanto en la dimensión espa
ial 
omo en la tem-poral. Una pequeña perturba
ión al sistema ya no sólo modi�
a la traye
toriatemporal del sistema, sino también su 
omportamiento espa
ial.Según el sistema que se pretenda estudiar, es posible determinar las e
ua-
iones exa
tas, pero la mayoría de las ve
es resulta difí
il resolverlas analí-ti
amente, por lo que una alternativa es utilizar modelos dinámi
os. Entrelos modelos dinámi
os más 
ono
idos tenemos las e
ua
iones diferen
ialespar
iales (EDP), las redes de mapas a
oplados (RMA) y los autómatas 
elu-21



CAPÍTULO 2. SISTEMAS ESPACIO-TEMPORALES 22lares (AC). La tabla (2) muestra las prin
ipales 
ara
terísti
as de 
ada unode ellos, y se apre
ia que las redes de mapas a
oplados son un 
aso intrmedioentre las e
ua
iones diferen
iales par
iales y los autómatas 
elulares.Modelo Estado Tiempo Espa
ioEDP Continuo Continuo ContinuoRMA Continuo Dis
reto Dis
retoAC Dis
reto Dis
reto Dis
retoTabla 2.1: Cara
terísti
as de algunos modelos dinámi
os.
2.1 Redes de Mapas A
opladosEl estudio de sistemas extendidos, generalmente des
ritos por e
ua
ionesen derivadas par
iales, se pueden simpli�
ar 
onsiderando modelos dis
re-tos en tiempo y espa
io, 
omo lo son las Redes de mapas a
oplados (RMA)o Coupled Map Latti
es (CML en inglés). Las RMA fueron introdu
idasen 1984 por Kunihiko Kaneko [9℄ y Waller y Kapral [10℄, y desde enton-
es, fenómenos rela
ionados a la me
áni
a de �uidos, sistemas quími
os derea

ión-difusión, dinámi
a de pobla
iones, forma
ión de patrones y redesbiológi
as, entre otros, han sido estudiados a través de este tipo de mode-los de sistemas extendidos. La mayoría de los estudios se han realizado enredes espa
ialmente homogéneas. Sin embargo, se pueden 
onsiderar ma-pas en redes espa
ialmente no homogéneas tales 
omo redes 
om geometríafra
tal [11, 12℄ y redes jerárqui
as [13℄. Por otro lado, también se han es-
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on intera

iones aleatorias entre los mapas [14, 15℄, donde ladistribu
ión espa
ial 
are
e de sentido.En este trabajo se emplearan las redes de mapas logarítmi
os 
on a
opla-miento aleatorio no lo
al, para estudiar 
omo el fenómeno de sin
roniza
iónse ve afe
tado debido a la varia
ión de la fra

ión de enla
es asimétri
os entre
eldas. Este punto será expli
ado, más adelante.Las redes de mapas a
oplados son modelos donde el tiempo y espa
io sondis
retos. Están 
onstituidas por un 
onjunto de elementos, los 
uales poseenun espe
tro 
ontinuo que evolu
iona según un mapa. Este tipo de red seráde interés para el desarrollo de este trabajo, por ahora se es
ribirá su formageneral de�nida 
omo:
xi

t+1 = f(xi
t) +

∑

j∈νi

g(xj
t) , (2.1)donde, xi

t es la variable de estado 
ontinua del elemento o 
eldas i en eltiempo dis
reto t, i = 1, ...,N ∈ Z
+ es el índi
e que identi�
a 
ada uno delos N elemntos de la red, f(xi

t) es una fun
ión que representa la dinámi
alo
al y el término g(xi
t) es una fun
ión que determina la in�en
ia que tienesobre el elemento i − esimo el 
onjunto de ve
inos νi. La sumatoria se llevaa
abo en los elementos j que forman la ve
indad νi del elemento i.
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ión de una RMA a partir de laE
ua
ión Rea

ión-DifusiónDis
retizando la e
ua
ión de rea

ión difusión unidimensional se puede obte-ner una RMA unidimensional 
on a
oplamiento lo
al difusivo. Tomando laEDP de rea

ión difusión unidimensional;
∂x(r, n)

∂n
= R(x(r, n)) + γ

∂2x(r, n)

∂r2
, (2.2)donde, R(x(r, n)) es la fun
ión lo
al y γ es el 
oe�
iente difusivo. La fun
ión
ontinua x(r, n) depende de las variables 
ontinúas de espa
io (r) y tiempo

(n). Para obtener intervalos dis
retos se utiliza la de�ni
ión de derivada sintomar su límite, es de
ir que la aproxima
ión de la derivada temporal vienedada por,
∂x(r, n)

∂n
≈ x(r, n + ∆n) − x(r, n)

∆n
. (2.3)De igual forma se pro
ede 
on la primera derivada espa
ial rede�niéndose elintervalo ∆r de manera tal que se obtienen dos intervalos ∆r/2 
on respe
toa r, 
omo se muestra la �gura 2.1.
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Figura 2.1: Diagrama de la dis
retiza
ión de la derivada espa
ial.Por lo tanto la derivada espa
ial dis
reta queda expresada 
omo,
∂x(r, n)

∂r
≈ x(r + ∆r, n) − x(r, n)

∆r
⇒ 1

∆r
[x(r + ∆r/2, n) − x(r − ∆r/2, n)] .(2.4)Luego, simpli�
ando la segunda derivada espa
ial tenemos,

∂2x(r, n)

∂r2
≈ 1

∆r

[
x(r+∆r,n)−x(r,n)

∆r
− x(r, n) − x(r − ∆r, n)

∆r

]

. (2.5)Agrupando términos se obtiene,
∂2x(r, n)

∂r2
≈ 1

∆r

[
x(r + ∆r, n) + x(r − ∆r, n) − 2x(r, n)

∆r

]

, (2.6)�nalmente,
∂2x(r, n)

∂r2
≈ x(r + ∆r, n) + x(r − ∆r, n) − 2x(r, n)

∆r2
. (2.7)De�niendo ∆n = 1, ∆r = 1, r = i ∈ {Z+} y n = t ∈ {Z+} obtenemos la
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reta de la e
ua
ión (2.2),
x(i, t + 1) − x(i, t) = R(x(i, t)) + γ(x(i + 1, t) + x(i − 1, t) − 2x(i, t)) (2.8)Cambiando nota
ión, x(i, t) = xi

t, se tiene,
xi

t+1 − xi
t = R(xi

t) + γ(xi+1
t + xi−1

t − 2xi
t). Despejando xi

t+1 obtenemos,
xi

t+1 = xi
t + R(xi

t) + γ(xi+1
t + xi−1

t − 2xi
t), (2.9)Luego, sustituyendo γ = ǫ/2 se tiene,

xi
t+1 = xi

t − ǫxi
t + R(xi

t) +
ǫ

2
(xi+1

t + xi−1
t ) (2.10)La e
ua
ión (2.10) es un 
aso parti
ular de la e
ua
ión (2.1), tal 
omo semuestra en la siguiente expresión,

xi
t+1 = (1 − ǫ)xi

t + R(xi
t)

︸ ︷︷ ︸

f(xi
t)

+
ǫ

2
(xi+1

t + xi−1
t )

︸ ︷︷ ︸
P

j∈νi
g(xj

t )

(2.11)
Llegando así, a partir de la e
ua
ión diferen
ias en derivadas par
iales auna red de mapas a
oplados unidimensional. De la e
ua
ión (2.11) se puede
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xi

t+1 = (1 − ǫ)f(xi
t) +

ǫ

2
(f(xi+1

t ) + f(xi−1
t )) . (2.12)La RMA de la e
ua
ión (2.12) modela la evolu
ión de un sistema dinámi
odonde el estado futuro de 
ada elemento i, depende de su estado a
tual y desus ve
inos inmediatos 
on una fuerza de a
oplamiento propor
ional a ǫ. Paraeste trabajo nos interesa una RMA de este tipo, pero 
on el a
oplamientoentre elementos diferente. Más adelante se desarrollara este punto.Es pre
iso a
larar que generalmente las RMA no se obtienen de la dis
re-tiza
ión de e
ua
iones 
ontinuas espe
í�
as, sino que se 
onstruyen mediantela introdu

ión de parámetros dinámi
os para así 
apturar 
ara
terísti
asglobales del 
omportamiento del sistema que se esté estudiando. Esta estra-tegia para el planteamiento de las RMA se enmar
a dentro de lo que se llamamodelado 
onstru
tivista [5℄.Pasos para 
onstruir una Red de Mapas A
oplados:

⋆ Para los parámetros que se quieren estudiar se es
oge un 
onjunto devariables a es
ala ma
ros
ópi
a que sean relevantes en su evolu
ión, porejemplo: temperatura, �ujo, 
on
entra
ión de una sustan
ia quími
a,et
. La dimensión y topología de la red debe ser es
ogida de a
uerdoal espa
io físi
o a estudiar.
⋆ Se plantean las reglas que rijan la forma en que las variables se inter-
one
tan
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⋆ Finalmente, se obtiene la regla dinámi
a y se itera.La ventaja de la utiliza
ión de este tipo de modelos surge al dis
retizar lasvariables espa
io y tiempo lo que trae 
omo 
onse
uen
ia que se puedanmanejar e�
ientemente 
on herramientas 
omputa
ionales.2.3 Redes, Matri
es y A
oplamientoUna RMA regular d-dimensional, 
omo la unidimen
ional de la e
ua
ión(2.12) se puede es
ribir de la forma ve
torial 
omo,

xt+1 = (1 − ǫ)f(xt) +
ǫ

2d
Mf(xt) , (2.13)en donde, xt+1 y f(xt) son ve
tores 
olumnas y M es la matriz de a
opla-miento de dimansión N x N, siendo N el número de 
eldas o elementos que
omponen la RMA. Expresando la e
ua
ión (2.13) en sus 
omponentes setiene,












x1
t+1

x2
t+1...

xi
t+1












= (1 − ǫ)












f(x1
t )

f(x2
t )...

f(xi
t)












+
ǫ

2d












0 1 · · · 1

1 0 · · · 0... ... . . . ...
1 0 · · · 0












×












f(x1
t )

f(x2
t )...

f(xi
t)












(2.14)
El 
onjunto de elementos Mij de la �la i que son distintos de 
ero {νi} 
ons-tituyen la ve
indad del elemento i. Este 
onjunto 
ontiene a los ki elementos
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inos de i, donde ki ≤ N. Para el ejemplo del la e
ua
ión (2.14) el a
opla-miento es lo
al y las 
ondi
iones de 
ontorno son periódi
as, por lo que ki es
onstante, es de
ir ki = k = 2.La matriz de a
oplamiento M 
ontiene toda la informa
ión sobre la to-pología de la red, es de
ir, su dimensión y tipos de 
one
tividad. Al igualque en los operadores espa
iales 
ontinuos (∇,∇2) la matriz de a
oplamientoa
túa 
omo un operador espa
ial lineal, 
on la ventaja de ser un operadormatri
ial dis
reto que permite ser apli
ado a modelos de fenómenos espa-
ialmente heterogéneos o 
on intera

iones 
omplejas donde la resolu
ión deEDP es engorrosa.2.4 Tipos de Cone
tividadLa matriz M de la e
ua
ión (2.14) representa un a
oplamiento lo
al entreelementos, es de
ir, la ve
indad está 
onstituida por los elementos más pró-ximos a 
ada elemento i del sistema. Existen otros tipos de a
oplamiento,
omo por ejemplo aquel en el que 
ada elemento intera
túa 
on todos loselementos o 
eldas que forman el sistema, llamado a
oplamiento global. Estea
oplamiento se tradu
e en una matriz unitaria de a
oplamiento y en estossistemas 
are
e de sentido de�nir la ubi
a
ión espa
ial de los elementos que
onforman la red. Las matri
es que representan los a
oplamientos lo
ales yglobales, al ser simétri
as y reales poseen un 
onjunto 
ompleto y ortogonalde autove
tores de M tal que; Mui = µui. Enton
es, 
ono
iendo los auto-
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tores las matri
es pueden diagonalizarse, lo que a su vez signi�
a 
ono
erlos autovalores. En estos 
asos la RMA puede es
ribirse en fun
ión de susautovalores, 
on lo 
ual se obtiene un 
onjunto de mapas desa
oplados enotro espa
io [15, 16, 17, 18℄ de la siguiente forma:Sea un 
onjunto de mapas a
oplados por la matriz M,
xt+1 = (1 − ǫ)f(xt) +

ǫ

k
Mf(xt), (2.15)
on la inten
ión de diagonalizar M se realiza un 
ambio de variables de xi alas nuevas 
oordenadas yi,

yt = U−1xt → yi
t =

∑

j

Ujix
j
t f̂(yt) = U−1f(xt) → f̂(yi

t) =
∑

j

Ujif(x
j
t ) ,y re
ípro
amente tenemos,

xt = Uyt → xi
t =

∑

j

Uijy
j
t f(xt) = Uf̂(yt) → f(xi

t) =
∑

j

Uij f̂(yj
t ) .La matriz U está formada por los autove
tores ui por lo que U−1U = I.Multipli
ando la e
ua
ión (2.15) por U−1 tenemos,

U−1xt+1 = (1 − ǫ)U−1f(xt) +
ǫ

k
U−1M f(xt)

︸ ︷︷ ︸

Uf̂(yt)
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ambio de variable se obtiene,
yt+1 = (1 − ǫ)f̂(yt) +

ǫ

k
U−1MUf̂ (yt) , (2.16)donde, U−1MU es una matriz diagonal 
uya traza esta 
ompuesta por losautovalores µi de la matriz M. La forma no ve
torial de la e
ua
ión (2.16)viene dada por,

yi
t+1 = (1 − ǫ)f̂(yi

t) +
ǫ

k
µif̂(yi

t) , (2.17)desa
oplando de esta forma la red en N mapas independientes. De esta for-ma se pueden desa
oplar las RMA, lo 
ual permite estudiar la sin
roniza
iónde redes a
opladas lo
almente y globalmente por medio de un análisis deestabilidad lineal. Estudios de este tipo se han realizado 
on mapas logarít-mi
os [17, 19℄.El a
oplamiento usado en las RMA de este trabajo es aleatorio, que esun 
aso intermedio entre los dos tipos de a
oplamientos anteriores. Con ela
oplamiento aleatorio la no
ión geométri
a del espa
io se pierde y en 
on-traste de lo que o
urrre 
on las matri
es que 
onmutan 
on su 
onjugadaherméti
a (
omo las matri
es simétri
as, hermít
a, unitarias, et
.), no exis-ten propiedades generales demostradas para matri
es arbitrarias aleatorias.Para determinar los autovalores y autove
tores en este tipo de matri
es seutilizan métodos numéri
os que pueden ser apli
ados a través de paquetes
omputa
ionales.Según el teorema de Gershgorin [20℄, en matri
es aleatorias el autovalor más
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orresponde al autove
tor homogéneo. Ahora bien, 
uando o
urresin
roniza
ión impli
a que existe un autove
tor homogéneo para la matriz dea
oplamiento aleatorio, enton
es por el teorema de Gershgorin, a este auto-ve
tor le 
orresponde el autovalor más grande. Gade [14℄ demuestra tantoen una prueba formal 
omo numéri
amente que el autovalor más grande esla 
one
tividad de la red k, y que para los N − 1 autove
tores restantes losautovalores son del orden de √k o menores. A su vez Gade también muestraque el he
ho de que el espe
tro de autovalores sea dis
reto 
on un gap �nitotrae 
omo 
onse
uen
ia que se genere estru
tura 
oherente.2.5 Sin
roniza
iónEl primero en des
ribir y entender un fenómeno de sin
roniza
ión fue Chris-tián Huygens en el siglo XVII. Huygens observó dos relojes de péndulo de supropia inven
ión, dado que la pre
isión de sus me
anismos todavía no estabamuy desarrollada, 
ada uno exhibía por separado una fre
uen
ia de os
ila-
ión apre
iablemente distinta. Sin embargo, estando ambos 
olgados en lamisma pared, notó que durante horas que los péndulos de los relojes estabansin
ronizados. Huygens intuyó que eran las vibra
iones que se transmitíanpor la pared donde ambos relojes estaban 
olgados lo que los sin
ronizaba.Así que 
olo
ó uno de los relojes en otra pared y observó que al po
o tiempose desin
ronizaban. El a
oplamiento de los relojes de péndulo a través de lapared generaba la sin
roniza
ión entre ellos.
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roniza
ión pueden ser observados en la na-turaleza 
omo es el 
aso de las lu
iérnagas ma
ho, quienes emiten pulsos deluz. Cada lu
iérnaga posee una espe
ie de os
ilador, en donde la fre
uen
iade os
ila
ión se ajusta en respuesta a los destellos de las otras lu
iérnagas.Miles de lu
iérnagas logran sin
ronizar sus fre
uen
ias emitiendo un pulso deluz de gran intensidad 
on la inten
ión de llamar la aten
ión de las hembrasque están a largas distan
ias. Otro ejemplo, semejante son los de los grillos,quienes por medio del 
hirrido (sonido agudo) sin
ronizado produ
ido porsus alas atraen a las hembras. En diferentes dis
iplinas también se ha estu-diado el fenómeno de sin
roniza
ión, en biología y medi
ina un ejemplo sonlas neuronas, las 
uales bajo 
iertas 
ondi
iones se sin
ronizan produ
iendoun ataque de epilepsia. Un 
aso familiar es nuestro 
orazón, que está 
ons-tituido por 
élulas mus
ulares las 
uales, al estar a
opladas sin
ronizan susfre
uen
ias para produ
ir los latidos.El entendimiento de 
ómo un 
omportamiento sin
ronizado puede emer-ger en un sistema dinámi
o a
oplado no fue obtenido hasta los trabajos pio-neros de A.T. Winfree [21, 22℄ y Y. Kuramoto [23, 24℄ y las 
ondi
iones bajolas 
uales un sistema a
oplado está sin
ronizado fue identi�
ado por R. Mi-rollo y S.H. Strogatz [25℄. In
luso, se han en
ontrado que sistemas 
aóti
ospueden sin
ronizarse [26℄. Dado que el estudio de sin
roniza
ión en sistemasdinámi
os en tiempo 
ontinuo es a ve
es intratable desde un punto de vistaanalíti
o, la sin
roniza
ión es también estudiada 
on redes de mapas [27, 28℄.
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roniza
ión en redes de mapas a
opladosLos elementos o mapas de la red se en
uentran sin
ronizados 
uando todoslos elementos de la red exhiben orbitas iguales mientras el tiempo trans
urre,esto es,
|xi

t − xj
t | ∀ i, j , t → ∞ . (2.18)Este de�ni
ión puede ser apli
ada para orbitas periódi
as o 
aóti
as.2.5.1 Mapas Logarítmi
os A
oplados AleatoriamenteLos modelos basados en mapas a
oplados aleatoriamente, a diferen
ia de losmodelos espa
ialmente ordenados, son ade
uados para representar sistemasdesordenados 
omo por ejemplo redes neuronales, pobla
ionales, 
ir
uitosele
tróni
os, et
. Las RMA 
on a
oplamiento aleatorio son sistemas de altadimensionalidad donde el espa
io resulta irrelevante por lo que la geometríay el entorno lo
al pierden sentido. En este tipo de RMA se ha rela
ionadounívo
amente el surgimiento de 
omportamiento 
ole
tivo no trivial 
on la
one
tividad k de la red [14, 15℄. En nuestro 
aso, se de�ne un nuevo pa-rámetro que permite medir la rela
ión entre enla
es simétri
os y asimétri
osen la matriz de a
oplamiento aleatoria. Vemos de esta forma 
ómo in�uyeeste nuevo parámetro en la emergen
ia de sin
roniza
ión en el sistema. Paraello se 
onsidera un 
onjunto de mapas a
oplados i = 1 . . .N , 
on N = 104
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uyas reglas de evolu
ión están dadas por,
xi

t+1 = (1 − ǫ)f(xi
t) +

ǫ

ki

∑

j∈νi

f(xj
t ) , (2.19)o en forma ve
torial,

xt+1 = (1 − ǫ)f(xt) + ǫRf(xt) . (2.20)La dinámi
a de la 
elda i ya no depende sólo de su estado sino también dela 
ontribu
ión del 
onjunto de sus ve
inos νi, los 
uales son es
ogidos alazar, que a su vez está es
alada mediante una 
onstante de a
oplamiento ǫy el número de ve
inos ki. Cada 
elda i está a
oplada aleatoriamente 
on
ki 
eldas o elementos. Las 
omponentes de la matriz R son Rij = 1

ki
Mij yel a
oplamiento de 
ada elemento 
on sus ve
inos está des
ritos en la matriz

M que está 
ompuesta por N x N elementos, los 
uales pueden tomar losvalores 0 ó 1. De esta forma R viene dada por,
R =















1
k1

0 0 . . . 1
k1

1
k2

0 1
k2

· · · 0

0 0 1
k3

· · · 1
k3... ... ... . . . ...

1
kN

0 1
kN

· · · 1
kN















,
∑

j

Rij = 1 , (2.21)
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M = 1 − δR =















1 1 1 · · · 1

1 1 1 · · · 1

1 1 1 · · · 1... ... ... . . . ...
1 1 1 · · · 1















− δ















1
k1

0 0 . . . 1
k1

1
k2

0 1
k2

· · · 0

0 0 1
k3

· · · 1
k3... ... ... . . . ...

1
kN

0 1
kN

· · · 1
kN















(2.22)
Al apli
ar la operador delta tenemos,

M = 1 − δR =















1 1 1 · · · 1

1 1 1 · · · 1

1 1 1 · · · 1... ... ... . . . ...
1 1 1 · · · 1















−















0 1 1 · · · 0

0 1 0 · · · 1

1 1 0 · · · 0... ... ... . . . ...
0 1 0 · · · 0















, (2.23)
y restando las matri
es, se obtine �nalmente la matriz M,

M = 1 − δR =















1 0 0 · · · 1

1 0 1 · · · 0

0 0 1 · · · 1... ... ... . . . ...
1 0 1 · · · 1















,
N∑

j=1

Mij = ki . (2.24)
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ero de 
ada�la es igual nos al número de ve
inos ki del elemento i.La dinámi
a lo
al de la red viene dada por el mapa logarítmi
o,
f(x) = b + ln|x| (2.25)�jando el parámetro de 
ontrol b = −0.7, valor para el 
ual el mapa presenta
omportamiento 
aóti
o, 
omo lo muestran las �guras 1.12 y 1.12. El mapalogarítmi
o no presenta bandas 
aóti
as ni ventanas de periodi
idad. Estas
ara
terísti
as parti
ulares, en la región 
aóti
a del mapa b ∈ (−1, 1), 
on-trastan 
on el 
omportamiento universal de los mapas lo
ales 
omúnmenteusados 
omo el mapa logísti
o. Por esta razón el mapa logarítmi
o se hautilizado para estudiar el fenómeno de sin
roniza
ión en RMA [17, 19℄.Siendo que los elementos de Mij toman aleatoriamente los valores 0 o1, donde Mij=1 signi�
a que la 
elda i se a
opla 
on que 
elda j, 
uando

Mij = 1 y Mji = 1 las 
eldas i y j se a
oplan bidire

ionalmente, es de
ir, la
elda i a
túa sobre la 
elda j y a su vez, la 
elda j a
túa sobre la i. Cuandoesto o
urre de
imos que existe un enla
e o a
oplamiento simétri
o entre loselementos i y j. En 
ambio, 
uando se tiene que Mij = 1 y Mij = 0 laintera

ión es unidire

ional debido a que la 
elda i a
túa sobre la 
elda j,existiendo un a
oplamiento en la dire

ión ij; pero la 
elda j no a
túa sobrela 
elda i. De
imos en este 
aso que el a
oplamiento es asimétri
o. En 
asode que Mij = Mji = 0 no existe a
oplamiento en ninguna dire

ión.
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ión de Enla
es Asimétri
osEn este trabajo la fra

ión de enla
es asimétri
os es uno de los parámetros quese varia para estudiar el efe
to que tiene sobre la emergen
ia de sin
roniza
iónen la red de mapas logarítmi
os a
oplados aleatoriamente.Las ki 
eldas ve
inas de la 
elda i 
onforman el 
onjunto de ve
inos
νi = {c1

i , c
2
i , c

3
i ...c

k
i }, 
on ci ∈ {1, 2, . . . , N} e i = 1, 2, . . .N . El valorpromedio de ki,

k̄ =
1

N

N∑

i=1

ki ,se sele

iona de tal forma que sea k ≪ N pero su�
ientemente grande paragarantizar la 
onstru

ión de un red 
onexa, es de
ir que existe un 
aminoentre 
ada par de elemntos del sistema.Los elementos de Matriz de a
oplamiento vienen dados por,
Mij =







1 , si j ∈ νi

0 , si j /∈ νi

.En nuestra red de 
one
tividad aleatoria el número de 
eldas ve
inas a la
elda i, ki, varía de 
elda en 
elda, pero el promedio de 
eldas ve
inas, k, es
onstante enton
es, el número total de enla
es en la red viene dado por,
k̄N = Ns + Na , (2.26)donde, Ns y Na son los números de enla
es simétri
os y asimétri
os de siste-
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tivamente. También podemos expresar el número total de enla
es
omo,
k̄N =

N∑

i=1

N∑

j=1

Mij . (2.27)El número total de enla
es simétri
os viene dado por,
Ns =

N∑

i=1

N∑

j=1

MijMji . (2.28)Sustituyendo la e
ua
ión (2.28) en (2.26) y despejando Na se tiene,
Na = k̄N − Na , (2.29)lo que equivale a,

Na =
N∑

i=1

N∑

j=1

(Mij − MijMji) . (2.30)La fra

ión de enla
es asiétri
os, q, se de�ne 
omo,
q =

Na

k̄N
=

1

k̄N

N∑

i=1

N∑

j=1

[Mij − MijMji] (2.31)El algoritmo que 
onstruye la matriz M está diseñado para restringirla fra

ión de enla
es asimétri
os al valor de q. Este he
ho nos permiteestudiar la relevan
ia que pueda tener este tipo de enla
es en la emergen
iade sin
roniza
ión.
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ión EstándarTeniendo las medidas físi
as de un gran 
onjunto de sistemas espa
ialmenteextendidos que intera
túan, se pueden de�nir 
antidades ma
ros
ópi
as 
onel �n de obtener una des
rip
ión de la dinámi
a del sistema. En analogía
on me
áni
a estadísti
a, estas 
antidades ma
ros
ópi
as se llaman paráme-tros de orden. Si el parámetro de orden fue sele

ionado 
orre
tamente, los
ambios que se produ
en en la dinámi
a al variar sus parámetros de 
ontrolse ven re�ejados en los estados asintóti
os del parámetro de orden.Las 
antidades mi
ros
ópi
as en nuestro sistema son los valores instanta-neos del estado de 
ada 
elda, xi
t. Para estudiar su 
omportamiento 
ole
tivohay que de�nir algún parámetro de orden ma
ros
ópi
o 
onvenientemente.Para ello 
omen
emos por de�nir el 
ampo medio,

St =
1

N

N∑

i=1

xi
t . (2.32)Considerando que los estados lo
ales xi

t se en
uentran dispersos en torno al
ampo medio, se puede obtener una medida del grado de su dispersión através de la desvia
ión estándar,
σt =

√
√
√
√ 1

N

N∑

i=1

(xi
t − st)2 . (2.33)Si la dispersión es nula, todos los valores de xi

t 
oin
iden 
on el valor de
St, en este 
aso todos los estados xi

t son iguales y de
imos que el sistema
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ronizado. Para veri�
ar que los estados se en
uentran sin
ronizadospara todo instante de tiempo t se utiliza la expresión de desvia
ión estandarmedia de�nida por,
〈σ〉 =

1

T

Ts∑

t=Tt

σt , (2.34)donde, Tt es el tiempo, o número de itera
iones, que se despre
ian para llegaral estado asiptóti
o, Ts es el tiempo de simula
ión y T = Ts −Tt es el tiemposobre el 
ual se está midiendo la desvia
ión estándar.Enton
es, al variar los parámetros de 
ontrol de nuestro sistema, ǫ y q, ladesvia
ión estándar media 〈σ〉, permite observar 
uando o
urre sin
roniza-
ión. De esta forma obtendremos la región en el espa
io de parámetros (q, ǫ)para la 
ual los estados se sin
ronizan.



Capítulo 3
Sin
roniza
ión y Asimetría
Como ya se men
ionó, nuestro objetivo es estudiar el efe
to que tiene el gradode asimetría de la matriz de 
one
tividad sobre la sin
roniza
ión en redes demapas logarítmi
os 
aóti
os a
oplados aleatoriamente. Para ello utilizamosredes de N = 104 mapas logarítmi
os a
oplados de�nidas 
omo,

xi
t+1 = (1 − ǫ)(b + ln(xi

t)) +
ǫ

ki

∑

j∈νi

b + ln(xj
t ) , (3.1)�jando el parámetro de 
ontrol de la dinámi
a lo
al en b = −0.7 y asignandolas 
ondi
ión ini
ial de 
ada nodo aleatoriamente usando una distribu
iónuniforme tal que xi

0 ∈ [−100, 100]. Los ve
inos de 
ada mapa se es
ogen deforma aleatoria, teniendo en 
uenta que el número de ve
inos en promediosea k̄ = 9. Como nos interesa estudiar 
ómo in�uye el grado de asimetría dela matriz de a
oplamiento M, al ser es
ogidos los ve
inos también se tienen42
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uenta los dos tipos de enla
es: simétri
os y asimétri
os. Esto se ha
e enel algorítmo que 
onstruye la red, que mediante un 
onjunto de restri

iones,
rea enla
es simétri
os y asimétri
os de forma tal que se respete la fra

iónde enla
es asimétri
os estable
ida mediante el parámetro q, de�nido en lae
ua
ión (2.31).Con este tipo de RMA se puede estudiar la evolu
ión de la desvia
iónestándar media de los estados a medida que se in
rementa la intensidad deintera

ión ǫ y se varía la fra

ión de enla
es asimétri
os q. Para obtener
ada uno de los puntos de la desvia
ión estándar media se eje
utaron 6 reali-za
iones 
on redes distintas, despre
iando, en 
ada realiza
ión, las primeras
10000 itera
iones y tomando para las estadísti
as las últimas T = 1000. Para
ada una de las T = 1000 itera
iones se 
al
ula la desvia
ión estándar σt delos estados para un q y un ǫ determinados. Luego promediando estos 1000datos de desvia
ión obtenemos un valor de desvia
ión estándar media 〈σ〉,según la e
ua
ión (2.34), luego se promedian las 6 realiza
iones para obtenerde esta forma, 
ada valor de 〈σ〉 en el espa
io de parámetros (q, ǫ).La �gura 3.1 muestra la desvia
ión estándar promedio 〈σ〉 en fun
iónde la fra

ión de enla
es asimétri
os de la red q y de la intensidad de a
o-plamiento entre nodos ǫ. Se puede apre
iar que al aumentar la intensidaddel a
oplamiento ǫ los valores de la desvia
ión estándar media de
re
en 〈σ〉hasta llegar a 〈σ〉 = 0. El 
omportamiento de 〈σ〉 de�ne dos regiones en elespa
io de parámetros (q, ǫ), en otras palabras o
urre una transi
ión de faseentre un estado no sin
ronizado a uno sin
ronizado al aumentar la fuerza de



CAPÍTULO 3. SINCRONIZACIÓN Y ASIMETRÍA 44
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qǫ

〈σ〉
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Figura 3.1: Desvia
ión estándar promedio, 〈σ〉, en fun
ión de la fra

iónde enla
es asimétri
os, q, y la intensidad del a
oplamiento, ǫ; 
on N = 104
eldas, k̄ = 9 enla
es por 
elda y T = 103 itera
iones de tiempo. Cada punto
orresponde al promedio de 6 realiza
iones.intera

ión entre los nodos ǫ.En la �gura 3.2 se puede apre
iar la desvia
ión estándar media en fun-
ión del a
oplamiento ǫ, para tres valores parti
ulares de fra

ión de asimetría
q = 0.1, 0.5 y 0.9. Note que para 
ada valor de q existe un valor 
ríti
o dea
oplamiento, ǫc, para el 
ual o
urre la transi
ión de fase entre el régimenno sin
ronizado al régimen sin
ronizado. La varia
ión del parámetro de or-den para valores del a
oplamiento ǫ < ǫc y 
er
anos a éste último sigue la
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ǫ

〈σ〉

10.80.60.40.20

0.6

0.4

0.2

0

Figura 3.2: Desvia
ión estándar promedio, 〈σ〉, en fun
ión del a
oplamiento,
ǫ, para tres valores de la fra

ión de asimetría. Rojo q = 0.1, verde q = 0.5 yazul q = 0.9. Las líneas 
ontinuas representan el ajuste de la e
ua
ión (3.2)en un entorno 
er
ano al valor 
ríti
o del a
oplamiento ǫc.expresión,

σ ≈ (ǫc − ǫ)β , (3.2)
omo lo muestran las líneas 
ontinuas de la �gura 3.2. La e
ua
ión (3.2) se
ara
teriza mediante el exponente 
ríti
o β el 
ual se obtiene del ajuste dela e
ua
ión (3.2) a los datos.La �gura 3.3 muestra 
omo varía el exponente 
ríti
o β en fun
ión de la
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q

β

10.80.60.40.20

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

Figura 3.3: Exponente 
ríti
o, β, en fun
ión de la fra

ión de enla
es asi-métri
os, q. Los valores de β se 
al
ularon ajustando la e
ua
ión 3.2 a losdatos. La �gura también muestra una barra de error típi
a.fra

ión de a
oplamientos asimétri
os q. Note que mientras la fra

ión dea
oplamiento asimétri
o q se in
rementa, el exponente 
ríti
o β se ha
e 
adavez más pequeño, lo que signi�
a que el 
ambio de fase desde el régimen nosin
ronizado al sin
ronizado, al aumentar q, es 
ada vez más abrupto.También, de la �gura 3.3 se puede ver que la transi
ión de fase en redesaleatoria de N = 104 elementos y 
on un número de ve
inos promedio k̄ = 9,es una transi
ión de segundo orden para 
ualquier valor de q, es de
ir, que elexponente 
ríti
o siempre 
umple 
on 0 < β < 1.



CAPÍTULO 3. SINCRONIZACIÓN Y ASIMETRÍA 47Los valores 
ríti
os del a
oplamiento, ǫc, en los que o
urre la transi
iónde fase, se obtienen del mismo ajuste de los datos de la �gura 3.1 
on lae
ua
ión (3.2). De esta forma en
ontramos la frontera de sin
roniza
ión yobtenemos el diagrama de fase en el espa
io de parámetros (q, ǫ), mostradoen la �gura 3.4. En esta �gura observamos las dos zonas en el espa
io de pa-

No Sincronizado

Sincronizado

q

ǫ

10.80.60.40.20

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Figura 3.4: Diagrama de fase en el espa
io de parámetros (q, ǫ). Los puntosrepresentan el valor de ǫc para 
ada q. Estos puntos de�nen la fronteraque divide el espa
io de parámetros en dos zonas, una que representa la fasesin
ronizada en la parte superior y otra que representa la fase no sin
ronizadaen la parte inferior.rámetros, una sin
ronizada y una no sin
ronizada, separadas por la fronteraobtenida 
on los valores del a
oplamiento 
ríti
o, ǫc.



CAPÍTULO 3. SINCRONIZACIÓN Y ASIMETRÍA 48Es notable el he
ho de que el surgimiento de sin
roniza
ión tiene unagran dependen
ia 
on respe
to al parámetro ǫ. Podemos apre
iar que para
ǫ ∈[0.01, 0.41℄ no emerge sin
roniza
ión, sin importar la fra

ión de a
opla-mientos asimétri
os q.Luego, para el intervalo ǫ ∈[0.42, 0.80℄ los elementos se 
omienzan asin
ronizar para distintos valores de q. Sabemos que en ese intervalo lasintera

iones entre los elementos se 
omportan de la manera siguiente: Amedida que se in
rementa ǫ, partiendo de ǫ =0.42, la a

ión de 
ada elemen-to sobre sí mismo (1 − ǫ), se aproxima a la fuerza que ejer
en sus ve
inossobre él ǫ, hasta que en ǫ = 0.5 se igualan. Si seguimos in
rementando ǫhasta ǫ = 0.80, su
ede que la in�uen
ia de los ve
inos se va ha
iendo mayorque la del mismo elemento. Para este intervalo, en la grá�
a, se observa quese requiere 
ada vez de menos enla
es asimétri
os para que o
urra sin
roni-za
ión. Es de
ir, que 
uando la intera

ión de los ve
inos es mayor que la delelemento se requiere de menor asimetría para que o
urra sin
roniza
ión. La�gura 3.4, nos permite obtener la fra

ión de enla
es asimétri
os q ne
esariapara que emerja la sin
roniza
ión dado un valor de la fuerza de intera

ión
ǫ, siempre que esta última esté 
ontenida en el intervalo ǫ =[0.42, 0.80℄.Finalmente, en el intervalo ǫ =[0.80, 1℄ la fuerza de intera

ión de losve
inos sobre 
ada elemento es 
onsiderablemente mayor 
on respe
to a lain�uen
ia de los elementos 
on ellos mismos. En este intervalo el surgimientode sin
roniza
ión es independiente de la fra

ión de enla
es asimétri
os q dela matriz M.



Con
lusiones
Para este tipo de redes aleatorias 
on un k̄ ≪ N y una dinámi
a lo
al 
aóti
adada por el mapa logarítmi
o, en
ontramos lo siguiente:La fra

ión de intera

iones asimétri
as en la red q, sólo in�uye en laemergen
ia de sin
roniza
ión en el intervalo de ǫ ∈[0.42, 0.80℄. En este in-tervalo el in
remento de a
oplamientos asimétri
os favore
e la emergen
ia desin
roniza
ión, ya que mientras más grande es la fra

ión de enla
es asimé-tri
os mayor es el rango de fuerza de intera

ión ǫ para el que puede emergerla sin
roniza
ión.A pesar de que no es indispensable que existan en la red enla
es simétri
ospara que emerja sin
roniza
ión, 
uando todos los a
oplamientos en la redson simétri
os q = 0, se requiere más fuerza de intera

ión que 
uando existe
ierto grado de asimetríapara que ésta emerja.Por otro lado, la disminu
ión del valor del exponente 
ríti
o β al in
re-mentar la fra

ión de a
oplamientos asimétri
os q revela que la red presentaun 
ambio de fase 
ada vez más abrupto entre las fases no sin
ronizada ysin
ronizada. 49



CAPÍTULO 3. SINCRONIZACIÓN Y ASIMETRÍA 50Este estudio utiliza una generaliza
ión de las redes aleatorias que da a
ono
er la importan
ia de tomar en 
uenta la propor
ión entre a
oplamientossimétri
os y asimétri
os a la hora de estudiar la emergen
ia de sin
roniza
iónen sistemas que presentan este y tal vez otros tipos de 
omportamiento.
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