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1.1. ¿Qué es la herramienta ISyS? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2. Grafos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.1. Representación de grafos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2.2. Matriz Adyacencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2.3. Conjunto de vecinos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3. Redes Complejas o Reales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.3.1. Redes aleatorias de Erdos y Renyi . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.3.2. Redes de pequeño mundo de Watts Strogatz . . . . . . . . . . 19
1.3.3. Redes libres de escala de Barabasi y Albert . . . . . . . . . . . 21

2. Diseño e implementación del modulo de medidas estadisticas de
ISyS 24
2.1. Medidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.1.1. Grado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.1.2. Distancia promedio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.1.3. Eficiencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.1.4. Vulnerabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.1.5. Clustering o Agrupamiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.1.5.1. Espectro de autovalores . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1



2

3. Resultados 43
3.1. Tiempo de ejecución. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.2. Representación y comparación gráfica de las algunas de las medidas
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Resumen

ISyS es una plataforma desarrollada para el estudio de redes de especial utilidad

para modelar, simular y analizar sistemas dinámicos extendidos sobre espacios no

uniformes, permitiendo implementar modelos de autómatas celulares, redes de ma-

pas acoplados y redes neuronales; todo esto de una manera general y en un contexto

integral. Con este trabajo se crea un módulo nuevo de ISyS con el propósito de ca-

racterizar redes complejas. En el se implementaron los caracterizadores: Grado de la

red, distribución de probabilidades de los grados entrantes y salientes, entroṕıa de la

distribución de grado, longitud caracteŕıstica, eficiencia, eficiencia sin un nodo, vul-

nerabilidad sin un nodo, vulnerabilidad máxima, coeficiente de agrupamiento para

grafos simples y para dirigidos; y espectro de autovalores de la red. Para todos ellos

se verificó su correcto funcionamiento mostrando, por razones de espacio en este ma-

nuscrito, solamente los resultados más ilustrativos. La documentación de todas las

funciones implementadas se encuentra en el archivo de cabecera del módulo. Por últi-

mo, hemos considerado útil para los futuros usuarios de este nuevo módulo mostrar

como escala el tiempo de ejecución t de cada uno de los caracterizadores en función

del tamaño de la red N a caracterizar. Hemos encontrado que generalmente el esca-

lamiento obedece a una ley de potencia t ∼ Nγ, donde el exponente γ depende del

caracterizador.

Palabras clave:

ISyS, grafos dirigidos, redes, apuntadores, listas de listas, Diseño algoŕıtmi-

co, lenguaje C.
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¨El éxito no es para los que piensan que pueden hacer algo

sino para quienes lo hacen.¨

anónimo

Introducción

ISyS [1], cuyas siglas traducen Inhomogeneous Systems Simulator, es un paquete

diseñado con la intención de servir las necesidades computacionales de la comunidad

de investigadores dedicados al estudio de sistemas espacio temporales definidos sobre

redes. La herramienta ha sido utilizada en numerosas investigaciones realizadas en el

grupo de Caos y Sistemas Complejos del Centro de F́ısica Fundamental en la Facultad

de Ciencias de nuestra Universidad.

Con el presente proyecto se pretende incorporar a la plataforma ISyS un módulo

nuevo para el cálculo de algunas propiedades estad́ısticas de las redes que sirven de

sustrato a las dinámicas de los sistemas modelados con ella. En el módulo estarán

contenidas, de forma ordenada y sistematizada, las ecuaciones relacionadas con el

cálculo de la eficiencia global, la media armónica, la vulnerabilidad, la entroṕıa, el

número promedio de arcos entrantes y salientes, los histogramas de frencuencia de

los arcos salientes y entrantes, la distancia promedio y el espectro de autovalores de

la matriz de adyacencia; todo esto para grafos dirigidos y no dirigidos [4, 3, 17].

Todas éstas medidas se basan en la teoŕıa de grafos, que es una disciplina antigua con

muchas aplicaciones modernas [5]. Sus ideas básicas las introdujo el gran matemático

suizo Leonhard Euler en el siglo XV III. Euler utilizó esta teoŕıa, para resolver el

famoso problema de los puentes de Konigsberg. Pero no fue sino hasta 1959, que
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Erdös y Rényi [2] realizaron un estudio estad́ıstico de las propiedades de un tipo

particular de grafos, los de conectividad aleatoria.

La mayoŕıa de los problemas relacionados con la teoŕıa de grafos pertenecen a la

clase de complejidad NP -completo [18], por lo que el problema de estudiar redes más

realistas que las de conectividad aleatoria tuvo que esperar hasta finales de los años

90s con el trabajo sobre redes complejas de Watts y Strogatz [20] y, posteriormente,

el de Barabasi-Albert [10]. Más recientemente han surgido otros tipos de redes, como

las de comunidades [11], y actualmente se está planteando el estudio de la evolución

de redes [12].

Es por esto que la plataforma ISyS cuenta con los subprogramas para crear redes

de elementos dinámicos interactuantes, tanto sobre redes regulares como complejas.

Sin embargo, ISyS carećıa de algunas de las estad́ısticas para la caracterización de las

redes,y es por esto, que hemos planteado el desarrollo de éste trabajo.

Objetivo General

Diseñar e implementar el módulo de ISyS para el cálculo de algunas cantidades es-

tad́ısticas que permitan caracterizar a las redes complejas.

Objetivos espećıficos

Seleccionar las medidas a implementar.

Implementar en ISyS las medidas para la caracterización de redes complejas.

Calcular las diferentes medidas para caracterizar las redes complejas ya imple-

mentadas en ISyS.

Comparar los resultados obtenidos con los resultados teóricos y experimentales.
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Sistematizar la información haciendo uso de las normas de sintaxis establecidas

para lograr la estabilidad y cohesión con los módulos ya existentes en ISyS.

Para sistematizar la información, la metodoloǵıa de trabajo fué la siguiente: en

primera instancia se seleccionaron las medidas a implementar de las propuestas por

Newman [13], Dorogovtsev y Mendes [14], y Costa et al [3]; y aśı diseñar e implementar

en ISyS los algoritmos respectivos. Luego, para las diferentes redes ya implementa-

das en ISyS, se probaron las medidas verificando que concuerden con los resultados

teóricos o experimentales obtenidos previamente. Por último se escribió el manual del

usuario y del analista.

Para cubrir los tópicos de este trabajo, hemos considerado conveniente organizar

el documento de la siguiente manera:

En el primer caṕıtulo presentaremos al lector, la base conceptual que proporcione

el marco teórico o cuerpo de conocimiento necesarios para abordar los aspectos de la

herramienta ISyS y de la teoŕıa de grafos, importantes para el óptimo desarrollo del

módulo a incorporar Igualmente, describiremos los cuatro tipos de redes utilizadas en

este trabajo, a saber: las redes regulares, las aleatorias (ER), con caracteŕıstica de

pequeño mundo (WS) y las libre de escala (BA).

En el segundo caṕıtulo nos concentraremos en el diseño e implementación del

nuevo módulo contentivo de las diferentes medidas seleccionadas para caracterizar a

las redes, siempre en consonancia con las normas que requiere ISyS [1].

En el tercer caṕıtulo se presentan los resultados del diseño e implementación de

las diferentes medidas seleccionadas para caracterizar a las redes en dos fases: tiempo

de ejecución y comparación con los resultados teóricos y experimentales.



¨Saber que se sabe lo que se sabe y que no se sabe lo que no se sabe;

he aqúı el verdadero saber.¨

Confucio

Caṕıtulo 1

Fundamentos teóricos

En este caṕıtulo se definirán las bases conceptuales que hemos considerado
como marco teórico básico a fin de facilitar al lector, la comprensión de cada
uno de los temas que se desarrollarán a lo largo del documento. En primer
lugar, en la sección 1.1, haremos una revisión de la herramienta ISyS [1], ha-
ciendo un esbozo general acerca de su arquitectura y la sintaxis necesaria para
desarrollar nuevos módulos de dinámica local, interacciones y topoloǵıa de cone-
xión. Seguidamente, de acuerdo con la formalidad matemática requerida para
la construcción del módulo para la caracterización de redes, en la sección 1.2,
presentaremos algunos conceptos relacionados con grafos [5], aśı como también
ejemplos de las aplicaciones de la presente teoŕıa a la realidad. Posteriormente,
en la sección 1.3, se presenta algunas redes complejas, las cuales se caracterizan
por tener un gran número de elementos y una estructura topológica no trivial.

1.1. ¿Qué es la herramienta ISyS?

ISyS es una herramienta desarrollada con la intención de servir las necesidades

computacionales de la comunidad de investigadores dedicados al estudio de sistemas

11
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espacio-temporales definidos sobre redes [1]. Se trata de una herramienta amigable

para el usuario, simple de usar, y de especial utilidad para modelar, simular y analizar

sistemas dinámicos extendidos sobre espacios no uniformes. ISyS permite implementar

modelos de autómatas celulares, redes de mapas acoplados y redes neuronales; de una

manera general y en un contexto integral.

Por su diseño modular, ISyS permite construir o modificar en forma independiente

los sistemas dinámicos espacio-temporales en las siguientes caracteŕısticas: la dinámica

local de los elementos o celdas del sistema, la forma como interactuan entre śı, la

topoloǵıa de interconexión inicial del sistema y las propiedades estad́ısticas que se

calculan en la simulación.

Su diseño está orientado para que el usuario solamente se ocupe de enlazar los

diferentes módulos para construir el modelo que desea simular. Además, ISyS permite,

en caso de que se requiera, integrar a la herramienta de simulación nuevos módulos

desarrollados por el usuario, sin que sea necesario modificar los otros componentes

de la plataforma, de este modo el usuario no requiere una gran experiencia como

programador para ampliar la plataforma.

Adicionalmente, ISyS acumula los algoritmos desarrollados por diferentes usuarios

para la construcción de topoloǵıas de interconexión, dinámicas locales, interacciones

entre los elementos y estad́ısticos; los cuales pueden ser utilizados en otro momento,

redundando en una disminución del tiempo de desarrollo de los modelos de simu-

lación. Con ISyS se puede simular una amplia variedad de sistemas compuestos de

elementos discretos cuyas variables de estado dependan de una dinámica local y de

las interacciones o influencias de los estados de vértices vecinos. La herramienta ISyS

está conformada por varios módulos, los cuales se pueden clasificar en tres grupos.

El primer grupo, es el núcleo del sistema y lo conforman el motor de simulación, el

módulo gráfico y el manejador de errores. El motor es el responsable de hacer avanzar

la simulación del modelo en forma coherente llamando al resto de los módulos en

el orden correcto. Además, se encarga de otras funciones, como solicitar al sistema
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operativo los recursos necesarios para la ejecución del modelo. El módulo gráfico rea-

liza el despligue en pantalla u otro dispositivo de la simulación del sistema cuando

aśı lo solicita el usuario; y el manejador de errores identifica y controla los errores que

pueden ocurrir en tiempo de ejecución.

El segundo módulo lo conforman una serie de rutinas de soporte, como por ejemplo

los generadores de números aleatorios, las paletas de colores y algunas funciones

estad́ısticas. Por último, el tercer grupo lo conforman los módulos que definen al

sistema dinámico espacio temporal, es decir, el módulo de la dinámica local de cada

elemento del sistema y el módulo de la topoloǵıa de las interrelaciones existentes entre

los elementos.

El usuario, mediante un archivo de configuración para la compilación, selecciona

cuáles módulos desea utilizar en su modelo y cuales estad́ısticas se desean calcular,

aśı como también activa o desactiva el componente gráfico de ISyS. Una vez selec-

cionado el modelo y las estad́ısticas, la interfaz enlaza estos módulos con el motor

y el resto de las herramientas que sean necesarias para poder construir el programa

ejecutable.

Ya con el programa ejecutable del modelo, el usuario puede ejecutarlo con los

parámetros con los que se desea simular y, a medida que la simulación avanza, ISyS

muestra al usuario los resultados parciales de las estad́ısticas e imágenes de la evolu-

ción temporal del sistema; esto último siempre que el componente gráfico haya sido

activado al momento de la construcción del programa ejecutable. Si las combinacio-

nes de los módulos de dinámicas locales, interacciones entre elementos y topoloǵıas

existentes no son suficientes para que el usuario construya un modelo adecuado, ISyS

le permite desarrollar aquellos módulos que sean necesarios. Generalmente se deben

crear dos archivos en lenguaje C; uno de cabecera, en el que están las declaraciones

y definiciones; y otro con el código fuente de las nuevas funciones. Para mantener la

compatibilidad con el resto del sistema, el usuario de ISyS debe seguir las normas de

sintaxis al escribir estos dos archivos.

En particular, el aporte de éste trabajo se realiza en el módulo de las estad́ısticas de
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ISyS; para ello se cumplió con los estándares espećıficos para lograr su interconexión

con los demás módulos.

1.2. Grafos

Para 1736 la ciudad de Königsberg; (actualemente Kalingrado) teńıa siete puentes

que comunicaban las islas en el ŕıo Pregel, entre śı y con tierra firme como se muestra

en la figura 1.1. En aquel entonces los habitantes de Königsberg se preguntaban, ¿es

posible dar un paseo empezando por una cualquiera de las cuatro partes de tierra

firme, cruzando cada puente una sola vez y volviendo al punto de partida?. La res-

puesta a ésta pregunta la d́ıo el matemático suizo Leonhard Euler, (ver a la izquierda

de la figura 1.1) quien para resolver este problema, introdujo la teoŕıa de grafos. Euler

determinó, en el contexto del problema, que los puntos intermedios de un recorrido

posible necesariamente han de estar conectados a un número par de arcos. En efecto,

si llegamos a un punto desde algún arco, entonces el único modo de salir de ese nodo

es por un arco diferente. Esto significa que tanto el punto inicial como el final seŕıan

los únicos que podŕıan estar conectados con un número impar de arcos. Sin embargo,

el requisito adicional del problema dice que el nodo inicial debe ser igual al final, por

lo que no podŕıa existir más de un único nodo conectado con un número impar de

arcos. En particular, los cuatro nodos poseen un número impar de arcos incidentes

(dos de ellos inciden en tres arcos, y el restante incide en cinco), entonces se concluye

que es imposible definir un camino con las caracteŕısticas buscadas.

Los problemas que se pueden resolver con técnicas de la teoŕıa de grafos apa-

recen resultados prácticamente en cualquier disciplina [5]. Desde el punto de vista

matemático, los grafos son estructuras discretas que constan de vértices o nodos y de

aristas o arcos que conectan a los vértices tal como se observa en la figura 1.2. Hay

varios tipos de grafos, que se diferencian entre śı por el tipo y el número de aristas que

pueden conectar cada par de vértices, todos ellos se pueden clasificar en dos tipos: los

grafos no dirigidos o simples, y los grafos dirigidos o digrafos.
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Figura 1.1: Al izquierda podemos observar el retrato del matemático Leonhard
Euler, quien estudio el problema de los Puentes de Konigsberg en el siglo XV III.
A la derecha se observa un plano del siglo XV III, de la ciudad de Königsberg, con
los siete puentes.

Definición 1.1 Un grafo simple o no dirigido denotado por G = (V, E) consta de

V , un conjunto no vacio de vértices; y de E, un conjunto de pares no ordenados de

elementos de V , llamados aristas.

El grafo simple de la figura 1.2 es el grafo asociado al problema de los Puentes de

Königsberg, donde los 4 nodos pertenecientes al conjunto V = {(1,2,3,4)} representan

a las 4 porciones de tierra conectadas por los puentes y los 7 arcos pertenecientes

al conjunto E = {(1, 2); (1, 2); (2, 3); (2, 3); (1, 4); (2, 4); (3, 4)}, representan a los 7

puentes de Königsberg.

Figura 1.2: Grafo que consta de 4 nodos (circulos) y 7 arcos (ĺıneas). Los arcos no
tienen dirección definida, es decir, éste es un grafo simple.

Definición 1.2 Un grafo dirigido o digrafo es denotado por G = (V, E) consta de

V , un conjunto no vacio de vértices y de un conjunto E de aristas, que son pares

ordenados de elementos de V .
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Gráficamente, utilizamos una flecha apuntando desde el nodo u hacia el nodo v

para indicar la dirección de la arista (u, v). La figura 1.3 muestra un digrafo de 4

nodos y 7 arcos. Cuando existen los arcos que unen a dos nodos en ambas direcciones

se representan como una ĺınea sin flecha.

3

1

2

4

Figura 1.3: Grafo dirigido. Los arcos dirigidos se representan con flechas.

1.2.1. Representación de grafos

Además de la representación gráfica, existen muchas otras maneras de representar

los grafos [5], y al trabajar con grafos conviene poder tener la posibilidad de elegir

su representación más conveniente. ISyS utiliza grafos dirigidos sin arcos multiples ni

autoenlaces o bucles. Una forma de representar grafos sin arcos múltiples es enumerar

todas las aristas del grafo. Otra forma de representar grafos sin arcos múltiples es

utilizar listas de adyacencia, que especifican los nodos que son adyacentes a cada uno

de los nodos del grafo. En esta sección presentaremos dos tipos de representación de

grafos que se utilizan con frecuencia. Uno se basa en la adyacencia de nodos y el otro

se basa en la incidencia entre nodos y arcos.

1.2.2. Matriz Adyacencia

Definición 1.3 Supongamos que G = (V, E) es un grafo con N nodos. Supongamos

además que los nodos de G se enumeran de manera arbitaria como 1, 2, 3...N .

La matriz de adyacencia A de G es la matriz booleana de tamaño (N ×N) que tiene

1 en la posición (i, j), si i y j son adyacentes, y tiene un 0 en la posición (i, j), si los
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nodos i y j no lo son. En otras palabras los elementos de la matriz de adyacencia es

aij, vienen dados por

aij =

1, si(i, j) ∈ E

0, si(i, j) /∈ E ,
(1.1)

Un ejemplo de ésta representación es

A =


0 1 0 1

1 0 1 1

0 0 0 1

0 1 0 0


Representación por medio de la matriz de adyacencia del grafo de la figura 1.3

Cuando el número de elementos es muy alto, es más eficiente trabajar con listas

de arcos a la hora de representar y de trabajar con éste tipo de grafos. La matriz

de adyacencia de un grafo simple es simétrica, esto es, aij = aji ∀ i, j = 1, 2, 3, ...N .

Mientras que para un digrafo la matriz es asimétrica, es decir que existe al menos un

elemento aij 6= aji. Por otra parte, un grafo que no contiene bucles es aquel donde

cada elemento aij = 0 ∀ i = 1, 2, 3, ...N .

1.2.3. Conjunto de vecinos

Por razones de rendimiento para representar a los grafos, ISyS, en vez de utilizar

matrices de adyacencia, utiliza conjuntos de vecinos incidentes. El conjunto de vecinos

incidentes del nodo νi se define como el conjunto de nodos de los que proviene un

arco que incide en i y viene dado por ν = {j : (j, i) ∈ E} los conjuntos de vecinos del

grafo de la figura son ν1 = {2}; ν2 = {1, 4}; ν3 = {3}; ν4 = {1, 2, 3}.
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1.3. Redes Complejas o Reales

Según M. Aldana [15], las redes complejas son conjuntos de muchos nodos conec-

tados de forma no trivial que interactúan de alguna forma. Es decir, los sistemas

dinámicos que se encuentran sobre un grafo, entonces, ¿qué hay que añadir a la teoŕıa

de grafos si éste es un lenguaje poderoso y general?. Según M. Newman, A. Barabasi

y D. Watts la ciencia de las redes que ha ido tomando forma durante los últimos

años, se distingue de la teoŕıa de grafos al trabajar en redes de tres maneras nove-

dosas: la primera es, centrándose en las propiedades de las redes del mundo real; la

segunda tomando en cuenta las preguntas frecuentes que consideran que las redes no

son estáticas sino evolucionan en el tiempo de acuerdo con varias reglas dinámicas, y

la tercera entender las redes no sólo como objetos topológicos, sino también como el

marco en el que están construidos los sistemas dinámicos [17].

1.3.1. Redes aleatorias de Erdos y Renyi

Los grafos aleatorios investigados por Erdös y Rényi pueden ser considerados como

el modelo de redes más fundamental [3, 25]. En la publicación de 1959 ellos introduje-

ron un modelo para generar grafos aleatorios. Para construir estos grafos consideremos

N nodos sin conectar y distribuidos de forma aleatoria. Podemos imaginar que, en

un instante inicial enlazamos dos nodos cualesquiera, y en pasos sucesivos, vamos

enlazando aleatoriamente nodos de dos en dos, descartando los nodos ya enlazados, si

repetimos este proceso M veces, al final habremos establecido M enlaces entre parejas

de nodos. Si M es un valor muy pequeño con respecto al total de nodos N , muchos de

los nodos estarán desconectados, y otros nodos formarán pequeñas islas. En cambio,

si M es grande en comparación con N , es muy posible que casi todos los nodos estén

enlazados entre śı.

También se puede construir una red aleatoria de tipo Erdös-Rényi definiendo N

nodos y una probabilidad P con la que cada par de nodos están conectados. Este

modelo es ampliamente conocido como el modelo Erdös-Renyi (ER)[3]. Las redes
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ER, cuando son de tamaño grande, es decir en el ĺımite cuando N → ∞, el número

promedio de conexiones de cada nodo 〈k〉, que viene dado por

〈k〉 = P (N − 1) , (1.2)

donde 〈k〉, que se conoce como el grado promedio de la red, diverge si P es fijo. En

cambio, si se escoge P como

P =
〈k〉

(N − 1)
, (1.3)

se puede mantener el grado 〈k〉 fijo al aumentar N .

Para este modelo Pk, que representa la probabilidad de encontrar un nodo de

grado k, es decir con k conexiones, sigue una distribución de Poisson, cuya ecuación

tiene la forma

Pk =
e−〈k〉〈k〉k

k!
, (1.4)

Un ejemplo cotidiano de red aleatoria lo podemos observar en la figura 1.4, en la

que vemos como, luego de colocar una cantidad razonable de grapas separadas dentro

de un recipiente y luego volcarlas sobre una mesa, éstas se agrupan de una forma

aleatoria.

1.3.2. Redes de pequeño mundo de Watts Strogatz

Muchas de las redes del mundo real poseen la propiedad llamada small world o

pequeño mundo[3]. A pesar de que el conjunto de vecinos de cada elemento es compar-

tido en buena medida por todos sus vecinos muchos nodos pueden alcanzarse desde
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Figura 1.4: Representa una de las tantas redes aleatorias existentes en la
naturaleza.[?]

otros vértices a través de un pequeño número de pasos.

Esta caracteŕıstica se encuentra, por ejemplo, en redes sociales, donde todo el mundo

puede buscarse a través de las cadenas de v́ınculos sociales. Esta propiedad se ob-

servó por primera vez con los experimentos hechos por Milgram en 1967[35], quien

encontró que dos ciudadanos americanos elegidos aleatoriamente están conectados en

promedio por seis conocidos.

Otra propiedad de cualquier red tipo pequeño mundo, es la presencia de un gran

número de ciclos de tamaño tres [19], medida generalmente con el coeficiente de

agrupamiento. Ésto se puede expresar como la probabilidad de que dos nodos j y k

estén conectados entre śı dado que ambos están conectados a un tercer nodo i por

ejemplo en la red de amigos, si B y C son amigos de A, entonces existe una alta

probabilidad que B y C sean amigos entre śı, la figura 1.5 muestra una red social con

caracteŕısticas de pequeño mundo.

Las redes (ER) tienen longitud caracteŕıstica pequeña pero un coeficiente de agru-

pamiento promedio muy bajo. Por otra parte, las redes regulares con coeficiente de

agrupamiento alto son fáciles de construir, pero ellas tienen logitudes caracteŕısticas

grandes. El modelo más popular para construir redes de pequeño mundo fué desarro-

llado por Watts y Strogatz [20].
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Figura 1.5: Representación de una red social de internet basado en el experimento
de S. Milgram, The Small World Problem[23].

Además de proponer un algoritmo para la construcción de redes pequeño mundo,

ellos demostrarón que éstas redes son comunes dentro de una variedad de rangos reales

que van desde los elegantes sistemas neuronales hasta las redes de enerǵıa eléctrica.

Para construir una red de pequeño mundo, se comienza con una ret́ıcula regular

de N nodos en la que cada vértice está conectado con los k vecinos más cercanos,

donde N � k � log(N) � 1. Luego, con probabilidad P cada arista, se recablea

aleatoriamente. Cuando P = 0, tenemos una estructura ordenada con un gran número

de lazos pero grandes distancias y cuando P → 1, la red se convierte en un grafo

aleatorio con distancias cortas pero pocos lazos. La distribución de grado para las

redes de pequeño mundo son similares a la de redes aleatorias con un pico en 〈k〉.

1.3.3. Redes libres de escala de Barabasi y Albert

Luego de la aparición del modelo de Watts y Strogatz, Barabasi y Albert [9]

mostraron que la distribución de grado de muchas redes reales se caracterizan por ser

desigual. Los nodos de éstas redes no tienen un patron aleatorio de conexiones con

grados caracteŕısticos, tal como ocurre con los modelos ER y WS. Por el contrario,

Barabasi-Albert observaron que algunos nodos están altamente conectados mientas

que otros tiene pocas conexiones, lo que expresa la ausencia de un grado caracteŕıstico.
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Más espećıficamente, se ha comprobado que la distribución de grado sigue la ley de

potencia dada por

P (k) ∼ k−γ, (1.5)

donde γ no es universal, sino que depende del tipo espećıfico de red. Para la mayor

parte de los sistemas se encontró que dicho parámetro se encontraba en el rango

2 < γ ≤ 3. Cuando γ ≤ 2, la varianza de la distribución del número de enlaces por

nodo es infinita [36].

Estas redes son llamadas redes libres de escala. Una caracteŕıstica siempre presente

en ellas es la existencia de hubs o nodos que están conectados mediante una fracción

significativa del número total de arcos de la red. El modelo de red de Barabási-Albert

(BA) se basa en dos componentes básicos: crecimiento y conexión preferencial. La

red se genera comenzando con un conjunto de mo nodos; posteriormente, en cada

paso de la construcción, la red crece con la suma de nuevos nodos, por cada uno

de ellos se crean, m nuevos arcos que van entre los nuevos nodos y algunos nodos ya

existentes, estos últimos elegidos siguiendo una norma lineal de conexión preferencial.

Es decir, la probabilidad de que un nuevo nodo i se conecte con el nodo j existente

es proporcional al grado de j, esto es

P ((i, j) ∈ E) =
kj

M
, (1.6)

donde M es el número total de arcos que tiene la red al momento de conectar al nodo

j.

Esto hace que los nodos más conectados tengan una alta probabilidad de recibir

a los nuevos nodos. En la figura 1.6 podemos ver una de las tantas redes libres de

escala, la interacción entre proteinas.
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Figura 1.6: Representa la interacción entre proteinas[22]. Ésta red es libre de escala

En el cuadro 1.1 se resumen las caracteristicas anaĺıticas de algunas medidas

básicas para los módelos ER, WS, y BA

Erdos-Renyi Watts-Strogatz Barabasi-Albert

Pk = e−〈k〉〈k〉k
k!

P (k) = (
∑min(k−K,K)

i=1

(
K
i

)
(1− p)ipK−i (pK)k−K−i

(k−K−i)!

e−pK)

P (k) ∼ k−3

〈k〉 = p(N - 1) 〈k〉 = 2k* 〈k〉 = 2m

C = p C(p) = 3(K−1)
2(2K−1)

(1− p)3 C ∼ N−0,75

l ∼ ln(N)
ln〈k〉 l(N, p) ∼

{
pτ , Constante

f(Npτ ), ln(Npτ )
Npτ

l ∼ LogN
Log(LogN)

Cuadro 1.1: Tabla comparativa de la distribución de grados Pk, el grado promedio
de la red 〈k〉, el coeficiente de agrupamiento C y la longitud carasteŕıtica l; para
redes ER, WS, y BA.

*En la función f(u)=constante, si u � 1 o f(u) = ln(u)
u

si u � 1



¨Saber no es suficiente, debemos aplicar.

Desear no es suficiente, debemos hacer.¨

Johann W. Von Goethe

Caṕıtulo 2

Diseño e implementación del

modulo de medidas estadisticas de

ISyS

En el caṕıtulo anterior desarrollamos algunos conceptos que nos van a ser
de utilidad al momento de implementar las medidas para la caracterización de
redes reales o complejas. En este caṕıtulo nos concentraremos en el diseño e
implementación del nuevo módulo contentivo de las diferentes medidas selec-
cionadas para caracterizar a las redes siempre en consonancia con las normas
que requiere ISyS [1].

Primeramente, para la creación del módulo se requiere tener claras las reglas de

sintáxis que son las que mantienen la compatibilidad de los tres módulos. Por cada

nueva función a implementar se debe crear un archivo en lenguaje C e incluir la

declaración de la función en el archivo de cabecera.

A manera de ejemplo, en el código 1 se muestra un extracto del archivo de cabece-

ra. En él se muestra la declaración y documentción de la función Avedistance, cuya

24
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Código 1 Extracto del archivo de cabecera.

/* ----------------------------------------------------------
A_. NOMBRE

Avedistance
B_. SINOPSIS

"hebert.h"
double Avedistance(void)
Ademas utiliza el la funciones:
free(),
calloc(),
sizeof().
Asi como los Registros:
node[].n_nei
node[].nb[]

C_. DESCRIPCION
Esta funcion calcula la el promedio de las distancias
mas cortas entre cada par de vertices.

D_. VALOR QUE DEVUELVE
En caso de exito, retorna un valor de tipo double con el
promedio de las distancias mas cortas entre cada par de vertices.
En caso de de que el grafo no sea conexo devuelve el valor nn+1 y
la siguiente advertencia:
a -.warning_message(1), "que significa que exite al menos un
par de vertices no conectados."
En caso de no tener exito devuelve la siguiente error:
a -.error_message(2): indicando que no se agoto la memoria.

E_. VER ADEMAS
"isys.h"

*/
extern double Avedistance(void);
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implementación se discute en la sección 2.1.2, junto con su documentación. La docu-

mentación es un comentario en lenguaje C y consta generalmente de 5 partes: NOMBRE,

SINOPSIS, DESCRIPCION, VALOR QUE DEVUELVE y VER ADEMAS. Luego del comentario

donde se encuentra la documentación, encontramos la declaración de la función, en

este caso Avedistance. Este mismo esquema se repite para cada una de las funciones

implementadas.

Se decidió incluir la documentación en el archivo de cabecera ya, al momento de

distribuir la herramienta ISyS, estos archivos conservan su formato de texto y por lo

tanto pueden ser leidos por el usuario.

2.1. Medidas

Antes de presentar las diferentes medidas que se implementaron es importante

mencionar que para ISyS los grafos son, en general, digrafos sin arcos duplicados, es

decir, que en el conjunto de vértices E cada par ordenado sólo está presente una vez,

y además las autoconexiones no están permitidas, esto es, que los dos elementos de

cada par ordenado de E deben ser diferentes.

2.1.1. Grado

En el caso de grafos simples de tamaño N , el grado del nodo i, denotado por ki,

se define como el número de arcos conectados con i, que viene dado por

ki =
N∑

j=1

aij =
N∑

j=1

aji , (2.1)

donde aij, es el elemento ubicado en la fila i y columna j de la matriz de adyacencia

del grafo definida en la sección 1.2.2. Pero para los digrafos, el grado de los arcos

entrantes de un nodo i, definidos por
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kin
i =

N∑
j=1

aji , (2.2)

no necesariamente coincide con el grado de los arcos salientes, dado por

kout
i =

N∑
j=1

aij . (2.3)

Es por esta razón que se implementaron ambas medidas. El código 2 muestra la

implementación de kin
i mientras que el código 3 muestra la de kout

i .

Código 2 Función para medir el kin
i de un nodo.

#include "isys.h"
long kiIn(i)
long i;

{
return node[i].n_nei;

}

Código 3 Función para medir el kout
i de un nodo.

#include "isys.h"
long kiOut(i)
long i;

{
long m,n;
long k;
k=0;
for (n=0;n<nn;n++){
for (m=0;m<node[n].n_nei;m++)
if(node[n].nb[m]==i){
k++;
break;

}
}

return k;
}
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Generalmente, los usuarios de ISyS están interesados en el grado de la red definido

como el promedio de los grados de sus nodos. En el caso de arcos entrantes este

promedio viene dado por

〈kin〉 =
1

N

N∑
i=1

kin
i , (2.4)

donde su respectiva desviación estandar es

σ(kin) =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(kin
i )2 − 〈kin〉2 . (2.5)

La función kIn, mostrada en el código 4, implementa las ecuaciones (2.4) y (2,5) para

kint
i y adicionalmente retorna su valor máximo y mı́nimo, todo ello en un arreglo de

4 doubles.

La función kOut, mostrada en el código 5, implementa las ecuaciones (2.4) y (2,5)

y adicionalmente retorna el valor máximo y mı́nimo de los kout
i , todo ello en un arreglo

de 4 doubles.

Para el cálculo de la distribución de probabilidades de los grados entrantes se

determina la probabilidad de que un nodo cualquiera tenga una grado k mediante la

expresión

P in
k =

∑N
i=1 δkkin

i

N
, (2.6)

donde, δ es la delta de Dirac y N número total de nodos de la red. Cada una de las

probabilidades se almacena en un arreglo, tal como lo podemos ver en el código 6.
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Código 4 Función para medir el 〈kin
i 〉 de la red.

#include "isys.h"
#include <math.h>
double kIn(k)
double *k;

{
double s=0,

ss=0;
long i, ki;
k[2] = nn; // kMin
k[3] = 0; // kMax
for (i=0;i<nn;i++){
ki = kiIn(i);
s += ki;
ss += ki*ki
if(ki>k[3]) k[3] = ki; // kMax
if(ki<k[2]) k[2] = ki; // kMin

}
k[0] = s/nn; // <k>
k[1] = ss/nn - k[0]*k[0]; // Desv. Estandar de k
if(k[1]>) k[1] = sqrt(k[1]); // Desv. Estandar de k
else k[1] = 0; // Desv. Estandar de k
return k[0];

}

Código 5 Función para medir el 〈kout
i 〉 de la red.

#include "isys.h"
#include <math.h>
double kIn(k)
double *k;

{
double s=0,

ss=0;
long i, ki;
k[2] = nn; // kMin
k[3] = 0; // kMax
for (i=0;i<nn;i++){
ki = kiOut(i);
s += ki;
ss += ki*ki
if(ki>k[3]) k[3] = ki; // kMax
if(ki<k[2]) k[2] = ki; // kMin

}
k[0] = s/nn; // <k>
k[1] = ss/nn - k[0]*k[0]; // Desv. Estandar de k
if(k[1]>) k[1] = sqrt(k[1]); // Desv. Estandar de k
else k[1] = 0; // Desv. Estandar de k
return k[0];

}
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Código 6 Distribución de los arcos entrantes

void kindistribution(){
long n; double entro,ff,*w; long double s = 0; long double ss = 0;
long kMin = nn, kMax = 0, *h, nHisto;
for(n=0; n<nn; n++){
if(node[n].n_nei > kMax) kMax = node[n].n_nei;
if(node[n].n_nei < kMin) kMin = node[n].n_nei;

} nHisto = kMax-kMin+1;
if((h = (long*)calloc(nHisto,sizeof(long))) == NULL) error_message(2);
if((w = (double*)calloc(nHisto,sizeof(double))) == NULL) error_message(2);
for(n=0; n<nHisto; n++){
h[n] = 0;
w[n] = 0;}

for(n=0; n<nn; n++){
s += node[n].n_nei;
ss += node[n].n_nei*node[n].n_nei;
h[node[n].n_nei-kMin]++;}

ff = 0;
for(n=0; n<nHisto; n++)
printf("Histograma del nodo %ld con frecuencia = %ld\n",n+kMin,h[n]);

}

De forma equivalente, para el cálculo de la distribución de los grados salientes se

implementó en el código 7 la siguiente ecuación

P (k) =

∑N
i=1 δkkout

i

N
, (2.7)

La entroṕıa es un concepto clave en termodinámica, la mecánica estad́ıstica [26]

y teoŕıa de la información [27]. Cuenta con importantes implicaciones f́ısicas, para el

orden y la información en un sistema. En teoŕıa de la información, la entroṕıa describe

que tanta aleatoriedad está presente en una señal o en un evento al azar [28]. Éste

concepto puede facilmente aplicarse a las redes complejas.

En particular, la entroṕıa de la distribución de grado ofrece una medición promedio

de la heterogeneidad de la red, que puede definirse por
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Código 7 Distribución de los arcos salientes

void koutdistribution(){
long n,k; long double s = 0; long double ss = 0;
long kMin = nn, kMax = 0, *kout, *h, nHisto;
if((kout = (long*)calloc(nn,sizeof(long))) == NULL) error_message(2);
for(n=0; n<nn; n++)
for(k=0; k<node[n].n_nei; k++)
kout[node[n].nb[k]]++;

for(n=0; n<nn; n++){
if(kout[n] > kMax) kMax = kout[n];
if(kout[n] < kMin) kMin = kout[n]; }

nHisto = kMax-kMin+1;
if((h = (long*)calloc(nHisto,sizeof(long))) == NULL) error_message(2);
for(n=0; n<nHisto; n++)
h[n] = 0;

for(n=0; n<nn; n++) {
s += kout[n];
ss += kout[n]*kout[n];
h[kout[n]-kMin]++; }

if(ss<0)
printf("kOutBar\t%Lg\t0\n",s/nn);

else
for(n=0; n<nHisto; n++)
printf("Histograma del nodo %ld con frecuencia = %ld\n",n+kMin,h[n]);

}

H = −
∑

k

((P (k)) ∗ log(P (k))) , (2.8)

donde P (k) es la probabilidad definida en las ecuaciones (2, 6) y (2, 7), para el cálculo

de la entroṕıa de los arcos salientes y entrantes, respectivamente, tal como podemos

observar en los códigos 8, 9.

El valor máximo de la entroṕıa se obtiene de una distribución de grado uniforme y el

valor mı́nimo es cuando Hmin = 0, y se alcanza cuando todos los vértices tienen el

mismo grado.

La entroṕıa de redes, se ha relacionado con la robustez de las redes, es decir, su

resistencia a los ataques [29], y la contribución de los vértices de la entroṕıa de la red,

se correlaciona con la letalidad en las interacciones de redes de proteinas[30].

Además se puede aplicar para los kin
i y kout

i de forma independiente, dado que podemos

realizar las comparaciones del nivel de orden de los grados promedios entrantes y
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salientes de la red independientemente del tipo de red.

Código 8 Entroṕıa de la red

void entropy(){
long n; double entro,ff,*w; long double s = 0;
long double ss = 0; long kMin = nn,kMax = 0, *h, nHisto;
for(n=0; n<nn; n++){
if(node[n].n_nei > kMax) kMax = node[n].n_nei;
if(node[n].n_nei < kMin) kMin = node[n].n_nei; }

nHisto = kMax-kMin+1;
if((h = (long*)calloc(nHisto,sizeof(long))) == NULL) error_message(2);
if((w = (double*)calloc(nHisto,sizeof(double))) == NULL) error_message(2);
for(n=0; n<nHisto; n++) {
h[n] = 0; w[n] = 0; }

for(n=0; n<nn; n++){
s += node[n].n_nei;
ss += node[n].n_nei*node[n].n_nei;
h[node[n].n_nei-kMin]++; }

ff = 0;
for(n=0; n<nHisto; n++){
ff += ((double)h[n])/nn;
w[n] = ((double)h[n])/nn; }

entro = 0;
for(n=0; n<nHisto; n++){

if(w[n] > 0){
entro += w[n]*log10(w[n]); } }
printf(" Entropia \t%lf \n\n",(-1.0)*(entro));

}

2.1.2. Distancia promedio

Una medida muy utilizada al momento de caracterizar a una red es su logitud

caracteŕıstica, que viene dada por

l =
1

N(N − 1)

∑
i6=j

dij , (2.9)

donde dij es la distancia mı́nima medida en arcos, que exite entre el nodo i y el

nodo j. Al implementar ésta definición surge el problema de que diverge si un par de

vértices no están conectados, es decir que el dij →∞. Hemos resuelto éste problema,
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Código 9 Distancia Promedio

double Avedistance(void)
{
double acum; long *length, n, m, k, neiNode; char changes;
if((length = (long*)calloc(nn,sizeof(long))) == NULL) error_message(2);
acum=0;
for(n=0; n<nn; n++){
for(m=0; m<nn; m++)
length[m] = nn+1;

length[n] = 0;
do{
changes = false;
for(m=0; m<nn; m++){
if(length[m] <= nn){
for(k=0; k<node[m].n_nei; k++){
neiNode = node[m].nb[k];
if(length[neiNode] > length[m]+1){
length[neiNode] = length[m]+1;
changes = true;} } } }

}while(changes);
for(m=0; m<nn; m++){
if(length[m] > nn){ warning_message(1);

return nn+1;}
acum += length[m];} }

free(length);
printf("La Distancia Promedio\t%f\v\n",(float)acum/(nn*(nn-1)));
return (float)acum/(nn*(nn-1));

}
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emitiendo un mensaje de advertencia warning message(1) y retorna el valor nn+1,

tal como se puede observar en el código 9.

2.1.3. Eficiencia

Latora y Marchiori [6] propusieron medir la eficiencia global de la red como so-

lución a la divergencia de la longitud carasteŕısticas cuando un par de nodos no se

encuentran conectados. La eficiencia global viene dada por

E =
1

N(N − 1)

∑
i6=j

1

dij

, (2.10)

donde N es el número de nodos de la red y dij es la distancia mı́nima entre el nodo i y

el nodo j. Dicha medición cuantifica la eficiencia de la red en el env́ıo de información

entre los nodos.

El código 10 muestra la implementación de la ecuación 2.10. Notese que es muy

similar al código 9 que implementa la medición de la longitud caracteŕıstica discutida

en la sección 2.1.2

Por otra parte, V.Gol’dshtein [7] propuso el cálculo de la eficiencia sin un nodo,

como el cálculo de la eficiencia global de la red sin tomar en cuenta el vértice desde

cual se está realizando la medición. Es decir, estamos alterando la red original y

realizando el cálculo de la medida de acuerdo a la siguiente expresión:

En =
1

N(N − 1)

∑
i6=j

1

dn
ij

, (2.11)

donde n es el nodo que no se toma en cuenta, (i, j) ∈ {1, 2, 3, 4, ...N}−{n} y N es el

número total de nodos.
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Código 10 Eficiencia global

double globalefficiency()
{
double acum,r; long *length, n, m, k, neiNode; char changes;
if((length = (long*)calloc(nn,sizeof(long))) == NULL) error_message(2);
acum=0;

areNeighbors(0,1);
for(n=0; n<nn; n++){
for(m=0; m<nn; m++)
length[m] = nn+1;

length[n] = 0;
do{ changes = false;

for(m=0; m<nn; m++){
if(length[m] <= nn){
for(k=0; k<node[m].n_nei; k++){
neiNode = node[m].nb[k];
if(length[neiNode] > length[m]+1){
length[neiNode] = length[m]+1;
changes = true;} } } }

}while(changes);
for(m=0; m<nn; m++){
if(length[m] > nn){warning_message(1);

return nn+1;}
if ((n!=m)&&(length[m]!=0))

acum += ((1.0)/length[m]); } }
free(length);
r= acum/(nn*(nn-1));
return (r);

}
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La ecuación 2.11 está implementada en el código 11.

Código 11 Eficiencia sin el nodo i

void effciencyI(double *q)
{ double acumm; long *length, n, m, k, neiNode,i; char changes, isJoined;
if((length = (long*)calloc(nn,sizeof(long))) == NULL) error_message(2);

for(i=0; i<nn; i++){
acumm=0;
isJoined=true;
for(n=0; n<nn && isJoined; n++){
if(n!=i){
for(m=0; m<nn; m++)
length[m] = nn+1;

length[n]=0;
do{
changes = false;
for(m=0; m<nn; m++){
if((m!=i) && (length[m] <= nn)){
for(k=0; k<node[m].n_nei; k++){
neiNode = node[m].nb[k];

if(neiNode!=i)
if(length[neiNode] > length[m]+1){
length[neiNode] = length[m]+1;
changes = true; } } } }

}while(changes);
for(m=0; m<nn; m++){

if(m!=i){
if(length[m] > nn){
acumm=-nn*nn;

isJoined=false;
break; }

if((n!=m)&&(length[m]!=0))
acumm += ((1.0)/length[m]); } } } }

q[i]=acumm/(nn*nn); }
free(length);

}

Asumiendo que la eficiencia para el envio de información entre 2 nodos i y j

es proporcional al rećıproco de la distancia que los separa. Entonces decimos que

el rećıproco de la eficiencia global es la media armónica de la distancia geodeśıca,

denotada por

h =
1

E
, (2.12)
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donde E es la eficiencia global de la red. La implementación de la media armónica

de las distancia geodesica se muestra el código 12, siendo ésta otra alternativa para

medir promedios de distancias entre los nodos.

Código 12 Media Armónica

double harmonicmean()
{
double p;
p = (1.0)/globalefficiency();
return p;
}

2.1.4. Vulnerabilidad

Para saber cuales componentes de la red son cruciales se determina la vulnera-

bilidad. Intuitivamente, se puede pensar que siempre los vértices cŕıticos de una red

son los hubs (los nodos con alto grado), sin embargo, hay situaciones en las cuales no

necesariamente ésto es aśı. Por ejemplo, todos los nodos intermedios de una red tipo

árbol binario tienen grado k = 3, la ráız tiene grado k = 2 y las hojas tienen grado

k = 1 por lo tanto alli no hay hubs. Pero la desconexión de un nodo intermedio o de

la ráız, ésta tiene un gran impacto en las propiedades del grafo.

Un camino para encontar los componentes cŕıticos de una red es observando los

nodos más vulnerables. Si la eficiencia global de la red E y la eficiencia de la red al

sutraerle uno a uno sus nodos Ei,2.1.3 la vulnerabilidad de cada nodo [7]se define

como

Vi =
E − Ei

E
, (2.13)

Generalmente el orden de la distribución de nodos con respecto a su vulnerabilidad Vi
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está relacionada con la jerarqúıa de la red, de ésta manera, el vértice más vulnerable

(cŕıtico) ocupa una posición muy alta en la jerarqúıa de la red.

La implementación de la ecuación 2.13, se muestra en el código 13.

Código 13 Vulnerabilidad

void vulneravility(double* v,double* q)
{

double eg;
long i;
eg = globalefficiency();
for(i=0; i<nn; i++){

v[i]=((eg-q[i])/eg);
}
for (i=0; i<nn; i++){

if (q[i]<0)
v[i]=0;
}

}

Al igual que al medir los grados, los usuarios de ISyS muchas veces están intere-

sados en calcular la vulnerabilidad promedio de la red definida como

〈V 〉 = máx
i

Vi , (2.14)

con su respectiva desviación estandar.

σ(V ) =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(V )2 − 〈V 〉2 . (2.15)

En el código 13, se muestra la función que implementa las ecuaciones (2.14) y

(2.15) y además devuelve la vulnerabilidad máxima, mı́nima, de todo en un arreglo

de 4 doubles.

y por medio de un método de ordenamiento iterativo, se obtiene el valor asociado

a la vulnerabilidad máxima.
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Código 14 Vulneravilidad promedio de la red

double MaxVulneravility(double* v)
{
int i;
double vMax = v[0];
for (i=1; i<nn; i++)
if(v[i]>vMax)
vMax=v[i];

return vMax;
}

2.1.5. Clustering o Agrupamiento

Una forma de caracterizar la localidad en una red es gracias a la presencia de

bucles de orden 3, medida mediante el coeficiente de clustering o agrupamiento [3].

Se utilizan con frecuencia dos coeficientes diferentes de agrupamiento. El primero,

también conocido como transitividad [33], se basa en la siguiente definición para redes

no dirigidas no ponderadas dados dos nodos deben estar adyacentes a otro nodo (el

nodo central). Por lo tanto tenemos que:

N∆ =
∑

k>j>i

aijaikajk , (2.16)

N3 =
∑

k>j>i

(aijaik + ajiakj + akiakj) , (2.17)

donde los aij son los elementos de la matriz de adyacencia A y la suma se toma sobre

todos los triples de vértices distintos i, j, k, y sólo una vez, entonces

C =
3 ∗N∆

N3

, (2.18)
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donde N∆ es el número de triángulos en la red y N3 es el número de tripletas conec-

tadas. El factor (3) explica el hecho de que cada triángulo puede ser visto como un

conjunto de tres tripletas distintas que están conectadas, una con cada uno de los

vértices como vértice central, y asegura que 0 ≤ C ≤ 1. Un triángulo es un conjunto

de tres vértices con los bordes entre cada par de vértices, una tripleta conectada es

un conjunto de tres vértices donde cada vértice puede llegar a los otros (directa o

indirectamente), es decir,

También es posible definir el coeficiente de agrupamiento de un vértice dado i [20]

como:

N∆(i) =
∑
k>j

aijaikajk (2.19)

N3(i) =
∑
k>j

aijaik (2.20)

Ci =
N∆(i)

N3(i)
(2.21)

donde N∆(i) es el número de triángulos alrededor del vértice i y N3(i) es el número

de triples conectados con i como el vértice central, si el número de vecinos del vértice

i, a continuación: N3 = (ki ∗ (ki − 1))/2, donde N∆(i) cuenta el número de aristas

entre los vecinos de i, en representación del número de bordes entre los vecinos de i

como li, la ecuación puede ser reescrita como:

Ci =
2 ∗ li

ki ∗ (ki − 1)
. (2.22)
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Ésta ecuación permite cuantif́ıcar el valor del coeficiente clustering o de apila-

miento para grafos dirigidos o digrafos, y además contiene como caso particular el

cálculo del coeficiente para grafos no dirigidos, en donde se verifica de forma iterativa

la conección directa de la tripleta desde cada nodo, tal como se puede visualizar en

el código 15.

Código 15 Coeficiente de clustering para grafos dirigidos

double Newcluster(void)
{
long i, j, k, n, m, li, ki; float c;
j=0; ki=0; c=0;
for(i=0; i<nn; i++){

li=0;
ki=node[i].n_nei;
if(ki>1){
for(n=0; n<ki; n++){

j=node[i].nb[n];
if(j!=i)

for(m=0; m<ki; m++){
k=node[i].nb[m];
if ((k!=j)&&(k!=j)){

if(isNeighborOf(k,j))
li++;

if(isNeighborOf(j,k))
li++; } } }
c += li/(ki*2*(ki-1.0)); } }

c /= nn;
printf("\n\nEl Coeficiente de Apilamiento Promedio es%lf\t\n",c);
}

2.1.5.1. Espectro de autovalores

El espectro de una red corresponde al conjunto de valores propios λi = 1, 2, 3, 4, 5, 6...N

de su matriz adyacencia A. La densidad espectral de la red se define como [31], [32]

ρ(λ) =
1

N

∑
i

δ(λ− λi) (2.23)

donde δ(x) es la función delta de Dirac y ρ se aproxima a una función continua como

N → ∞, por ejemplo, para redes de tipo Erdos-Rényi , si P es constante cuando



42

N →∞, entonces, ρ(λ) converge a un semicirculo [31]. Además los valores propios se

pueden utilizar para calcular los momentos lth.

Código 16 Autovalores

autovalores(){
double A[nn][nn], lr[nn], li[nn], DUMMY[1][nn], WORK[nn];
double* AT; /* for transformed matrix */
int i, j, ok, c1, c2, c3;
char c4;

if((AT=(double*)calloc(nn*nn,sizeof(double)))==NULL)error_message(2);
for (i=0; i<nn; i++){
for(j=0; j<nn; j++){
AT[(j+nn*i)]=isNeighborOf(i,j); } }

c1=nn; c2=3*nn; c3=1; c4=’N’;
dgeev_(&c4,&c4,&c1,AT,&c1,lr,li,DUMMY,&c3,DUMMY,&c3,WORK,&c2,&ok);
if (ok==0){
for (i=0; i<nn; i++){
printf("%lf\t%lf\n", lr[i],li[i]); } }

else printf("An error occured");
free(AT);
}



¨Lo que puedes hacer, o has soñado que podŕıas hacer,

debes comenzarlo. La osad́ıa lleva en śı, genio, poder y magia.¨

Goethe

Caṕıtulo 3

Resultados

En este caṕıtulo presentaremos algunas medidas relacionadas con grafos de
tipo Erdös-Rényi, Barabási-Albert, Watts-Strogatz y regulares con la finalidad
de ilustrar como se utilizan las nuevas medidas implementadas. En primer lugar
mostraremos la relación entre el tamaño de la red y el tiempo que requieren las
medidas. Luego en la sección 3.2 se presentan los resultados más ilustrativos de
las medidas tomadas sobre los diferentes tipos de redes.

3.1. Tiempo de ejecución.

Para cada medida a implementar se creó un archivo en lenguaje C (ver código 17)

con el código fuente de la función statistic, la cual llama a la función a evaluar

El ejemplo del código 17 permite determinar el tiempo de ejecución de la función

Avedistance.

Para la compilación y creación del ejecutable se requiere un archivo de nombre

isys.cf como el que se muestra en el código 18. Notese que el archivo isys.cf, inclu-

ye a Avedistance.o que es el archivo objeto que implementa la función Avedistance.

43
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Código 17 Mide el tiempo de ejecución de la longitud caracteŕıstica.

#include <unistd.h>
#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include "isys.h"
#include "hebert.h"
#include <time.h>
#include <sys/time.h>
#include <math.h>
int timeval_subtract (result, x, y)
struct timeval *result, *x, *y;
{
if (x->tv_usec < y->tv_usec) {
int nsec = (y->tv_usec - x->tv_usec) / 1000000 + 1;
y->tv_usec -= 1000000 * nsec;
y->tv_sec += nsec;

}
if (x->tv_usec - y->tv_usec > 1000000) {
int nsec = (y->tv_usec - x->tv_usec) / 1000000;
y->tv_usec += 1000000 * nsec;
y->tv_sec -= nsec;

}
result->tv_sec = x->tv_sec - y->tv_sec;
result->tv_usec = x->tv_usec - y->tv_usec;
return x->tv_sec < y->tv_sec;

}
void statistics(){
struct timeval inicio, fin, resta;
gettimeofday(&inicio,0);
Avedistance();
gettimeofday(&fin,0);
timeval_subtract(&resta,&fin,&inicio);
printf("Time\t%ld.%ld\n",resta.tv_sec,resta.tv_usec);

}
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.

Código 18 Archivo para la construcción del modelo.

PROGRAM= demo
SRC= salida.c
ISyS_HOME= /opt/ISyS
X11_DIR= /usr/lib
LATTICE = $(ISyS_HOME)/lib/Lattices/smallworld.o
DYNAMIC = $(ISyS_HOME)/lib/TestLattice/scan.o
NETDYNAMIC = $(ISyS_HOME)/lib/NetDynamics/static.o
XDISPLAY = $(ISyS_HOME)/lib/Display/nopgplot.o \
$(ISyS_HOME)/lib/Display/color.o
STATISTIC = ../lib/Avedistance.o
CF_OBJS = $(LATTICE) \
$(DYNAMIC) \
$(NETDYNAMIC) \
$(STATISTIC) \
$(XDISPLAY)
CC= cc
F77= gfortran
CFLAGS= -O2 -W -Wall -Wtraditional
FFLAGS= -O2 -Wall
CF_INCL= -I../include
CF_LIBS= -llapack

Para las medidicones del tiempo de ejecución se seleccionaron redes conexas cuyos

tamaños variaron desde N = 128 duplicandose hasta N = 131072, con grado k = 10

para todas las redes a excepción de las redes Erdö-Renyi (ER), en las que esta canditad

va creciendo a medida que crece el tamaño de la red, y aśı grarantizar que no hayan

nodos aislados. Para las redes pequeño mundo (WS) y Regulares la dimensón d = 1.

La probaliddad de asimetŕıa en las redes (ER) P = 0 y la probabilidad de recableado

para las redes WS es P = 0,01.

Todas las medidas se tomaron en un computador ADM Atlon 64 X2 de 2.8 GHz con

4Gb de memoria Ram com bus HyperTransport de 1000 MHz. El sistema operativo

utilizado fué linux con kernel 2.6.24. Las fluctuaciones del tiempo de ejecución de las

medidas se deben a que el procesador de la máquina en el momento de la ejecución,

no estaba dedicado exclusivamente a esta actividad.

Las figuras 3.1 (a) y (b) muestran el tiempo de ejecución de las medidas kin y kout

en función del tamaño de la red para los cuatro tipos de redes utilizadas en esta tesis.

El tiempo de ejecuació de las medidas kin y kout, implementadas en las sección 2.1.1,
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(a)

log(N)

log(t)

5.554.543.532.52
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(b)

log(N)

log(t)

5.554.543.532.52
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−2

−4

Figura 3.1: Tiempos de ejecución en función del tamaño de la red para las medidas
(a) kin y (b)kout. BA (cuadrados), ER (circulos), Regular (triángulos), WS (rombos)

sigue la relación funcional de una ley de potencia t ∼ Nαk .donde numéricamente se

determinó que αkin
0,86± 0,02, para las cuatro redes

αkout 0,96± 0,01, para las cuatro redes
. (3.1)

El tiempo de ejecución de la Entroṕıa Hin, implementada también en la sección

2.1.1, en función del tamaño de la red N , se muestra en la figura 3.2. Notese que, a

log(N)

log(t)

5.554.543.532.52

−2

−3

−4

−5

−6

Figura 3.2: Tiempos de ejecución en función del tamaño de la red para las medidas
Hin. BA (cuadrados), ER (circulos), Regular (triángulos), WS (rombos).

medida que aumenta el tamaño de la red los tiempos de ejecución convergen para los

cuatro tipos de redes.
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Al igual que estas tres medidas, el resto de las medidas relacionadas con los gra-

dos de la red, requieren tiempos pequeños de ejecución que escalan linealmente con

el tamaño de la red.

Para el caso del cálculo de la distancia promedio L, el tiempo de ejecución en

función del tamaño de la red.

log(N)

log(t)

5.554.543.532.52

6

4

2

0

−2

Figura 3.3: Tiempos de ejecución en función del tamaño de la red para la Longitud
caracteŕıstica L. BA (cuadrados), ER (circulos), Regular (triángulos), WS (rombos).

Para tamaños grandes de la red, el tiempo de ejecución de la longitud caracteŕıstica

L, implementada en la sección 2.1.2, va como t ∼ NαL , con un exponente diferente

para cada tipo de red

αL =



2,45± 0,03, para la red BA

2,53± 0,04, para la red ER

2,22± 0,01, para la red WS

3,07± 0,02, para la red Regular

(3.2)

Cabe destacar que para la red regular solamente se llegó a N = 32768 debido a que

para ese tamaño el tiempo de ejecución requerido es era superior a las 40horas y su

para esta red α = 3,07, por lo que el tiempo estimado al dulicar el tamaño de la red
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seria de 320 aproximadamente (13d́ıas).

Las figuras 3.4 muestra el tiempo de ejecución de las medidas del coeficiente de

agrupamiento C en función del tamaño de la red para los cuatro tipos de redes utili-

zadas.

log(N)

log(t)

5432

2
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0

−1

−2

−3

−4

Figura 3.4: Tiempos de ejecución en función del tamaño de la red para la Longitud
caracteŕıstica L. BA (cuadrados), ER (circulos), Regular (triángulos), WS (rombos).

El tiempo de ejecuació de las medidas del coeficiente de agrupamiento, implemen-

tada en la sección 2.1.5, sigue la relación funcional de una ley de potencia t ∼ NαC

donde numéricamente se determinó que

αL =



1,244± 0,006, para la red BA

1,10± 0,02, para la red ER

0,995± 0,003, para la red WS

0,97± 0,01, para la red Regular

(3.3)

Para el caso del cálculo de la vulnerabilidad máxima Vmax, el tiempo de ejecución

en función del tamaño de la red se muestra en la figura 3.5.

Para tamaños grandes de la red, el tiempo de ejecución de la vulnerabilidad máxi-

ma Vmax L, implementada en la sección 2.1.4, va como t ∼ NαV , con un exponente
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Figura 3.5: Tiempos de ejecución en función del tamaño de la red para la vulne-
rabilidad máxima Vmax. BA (cuadrados), ER (circulos), Regular (triángulos), WS
(rombos).

diferente para cada tipo de red

αL =



3,20± 0,01, para la red BA

3,20± 0,01, para la red ER

3,26± 0,03, para la red WS

4,04± 0,02, para la red Regular

(3.4)

Cabe destacar que para la vulnerabilidad máxima Vmax L solamente se llegó a N =

4096 debido a que para ese tamaño el tiempo de ejecución requerido es era superior

a las 10horas y su para esta red α = 4,07, por lo que el tiempo estimado al dulicar el

tamaño de la red seria de 320 aproximadamente (13d́ıas).

El tiempo de ejecución de los autovalores λ, implementada también en la sección

2.1.5.1, en función del tamaño de la red N , se muestra en la figura 3.6. Notese que, a

medida que aumenta el tamaño de la red los tiempos no dependen del tipo de red. De

acuerdo a la gráfica 3.6 se puede afirmar que la medida es totalmente independiente

del tipo de red, y además sigue la relación funcional de una ley de potencia t ∼ Nαλ ,

donde αλ = 3,25± 0,06.
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Figura 3.6: Tiempos de ejecución en función del tamaño de la red para el espectro de
autovalores λ. BA (cuadrados), ER (circulos), Regular (triángulos), WS (rombos).

3.2. Representación y comparación gráfica de las

algunas de las medidas implementadas.

En esta sección presentaremos los resultados de algunas de las medidas que se rea-

lizaron y que hemos considerado relevantes para ilustrar el desempeño de los códigos

implementados.

En la figura 3.7(a) y (b) se muestra la función de probabilidad Pk en función del

grado de la red k, para una red libre de escala y una red aleatoria, respectivamente.

La medida se basa en la ecuación (2.6), que tiene asociado el código 6.

k

Pk

302010987654

0.1

0.01

k

Pk

20151050

0.16

0.12

0.08

0.04

0

Figura 3.7: Gráfica de la probabilidad en función del grado de la red Pk con
N = 10000: A la izquierda la red BA, a la derecha la red ER.
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Para la red BA, 3.7(a), se aprecia como la distribución sigue una ley de potencia

por su parte, la función de distribución de una red ER de la figura 3.7(b) se ajusta

a una distribución de poisson representada por la ĺınea puteada.

En la figura 3.8 se muestra la función de distribución de probabilidad Pk en función

del grado de la red k, para una red con caracteŕıstica de pequeño mundo para dos

valores diferentes de probabilidad de recableado P = 0,1 y P = 0,5. Note que a me-

k

Pk

20151050

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0

Figura 3.8: Gráfica de la probabilidad en función del grado de la red Pk con
N = 10000, para una red del tipo WS P = 0,1 y P = 0,5.

dida que aumenta la probabilidad de recableado de los arcos de la red la distribución

se asemeja cada vez más a una Poisson representada por la ĺınea punteada.

En la figura 3.9 se observan los resultados de la entroṕıa H vs la probabilidad

de recableado P de una red pequeño mundo, basados en las ecuaciones (2.8) y (2.6),

cuyos códigos son 8 y 6, respectivamente.

El incremento de la entroṕıa H, al aumentar la probabilidad de recableado de la

red P mostrada en la figura 3.9 nos revela que esta medida caracteriza el grado de

desorden de la red siendo su ĺımite Hin → 0 cuando Pin → 0 el que corresponde a

las redes regulares.
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p

H

10.10.010.0010.0001

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Figura 3.9: Variación de la entroṕıa H como función de la probabilidad de reca-
bleado P en una red WS de tamaño N = 512 en un anillo unidimensional con
k = 8.

En la figura 3.10 podemos ver la longitud caracteŕıstica y el coeficiente de agru-

pamiento normalizados en función de la probabilidad de recableado de una red WS.

Ambas medidas estan basadas en las ecuaciones (2.9) y 2.22 de acuerdo a los códigos

9 y 15. En ella se aprecia que la red WS está en el régimen pequeño mundo cuando

L/Lo

C/Co

p
10.10.010.0010.0001

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Figura 3.10: Gráfica de la longitud caracteŕıstica vs el coeficiente de agrupamiento.
Note que están normalizados a 1

la probabilidad de recableado se encuentra entre P ∈ [0,001; 0,03]. En este intervalo

el coeficiente de agrupamiento se mantiene elevado mientras que la longitud carac-

teŕıstica es pequeña. Para P = 1 ambos valores corresponden a los de una red ER.

En 3.11 podemos observar la variación de la vulnerabilidad máxima V max para



53

varias redes del tipo WS donde el parametro de probabilidad de recableado se va-

rió desde P = 0 hasta P = 1. Esta medida esta basada en la ecuación 2.14, de acuerdo

al código 13. En ella, se observa que las redes WS son más vulnerables cuando están

p

V
max

10.10.010.0010.0001

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

0

Figura 3.11: Vulnerabilidades máximas Vmax de las redes SW para diferentes valores
de probabilidad de recableado N = 512, d = 1, k = 8,

pasando del régimen regular, esto es P = 0, al régimen de pequeño mundo; para luego

decaer a un valor bajo que corresponde a la vulnarebilidad de una red aleatoria.

En la figura 3.12 se muestran los diferentes autovalores de la matriz de adyacencia

de tres redes del tipo ER,obtenidas usando el código 16, variando en ellas la fracción

de arcos dirigidos.
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Re(λ)

Im(λ)

1086420−2−4−6

3

2

1

0

−1

−2

−3

Figura 3.12: Autovalores de la matriz adyacencia para redes ER con N = 512 y
k = 8. Cada red tiene una fracción diferente de arcos asimétricos (x) q = 0, q = 0,20
y (0) q = 1



¨Odio las citas, dime lo que sabes.¨

Ralph Waldo Emerson

Conclusiones y recomendaciones

Posterior a la revisión bibliografica espećıficamente la publicación de L. da F. Cos-

ta [3], se seleccionaron las medidas: Grado de la red, la distribución de probabilidades

de los grados entrantes y salientes, la entroṕıa de la distribución de grado, la logitud

caracteŕıstica, la Eficiencia, la eficiencia sin el nodo i, la vulnerabilidad sin el nodo

i, la Vulnerabilidad máxima, el coeficiente de agrupamiento para grafos simples y

dirigidos y el espectro de autovalores de la red.

En la sección 2.1 se muestra la implementación de cada una de ellas en ISyS.

Luego se calcularon para las diferentes medidas ya implementadas en ISyS los

tiempos de ejecución para diferentes tamaños de red estableciendo generalemente

una relación funcional de una ley de potencia t ∼ Nγ entre el tamaño de la red y el

tiempo requerido por la implementación de la medida.

También, para todas las medidas se verificó su funcionamiento mostrando en la

sección 3.2 aquellos resultados más ilustrativos.

Por último en el archivo de cabecera de las medidas implementadas está el manual

del usuario de las mismas, que se debe distribuir con las nuevas versiones de ISyS.
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¨El hombre nunca sabe de lo que es capaz

hasta que lo intenta.¨

Charles Dickens
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