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Resumen

ISyS es una plataforma desarrollada para el estudio de redes de especial utilidad
para modelar, simular y analizar sistemas dindmicos extendidos sobre espacios no
uniformes, permitiendo implementar modelos de autématas celulares, redes de ma-
pas acoplados y redes neuronales; todo esto de una manera general y en un contexto
integral. Con este trabajo se crea un médulo nuevo de ISyS con el propdsito de ca-
racterizar redes complejas. En el se implementaron los caracterizadores: Grado de la
red, distribucién de probabilidades de los grados entrantes y salientes, entropia de la
distribuciéon de grado, longitud caracteristica, eficiencia, eficiencia sin un nodo, vul-
nerabilidad sin un nodo, vulnerabilidad méaxima, coeficiente de agrupamiento para
grafos simples y para dirigidos; y espectro de autovalores de la red. Para todos ellos
se verificé su correcto funcionamiento mostrando, por razones de espacio en este ma-
nuscrito, solamente los resultados mas ilustrativos. La documentacién de todas las
funciones implementadas se encuentra en el archivo de cabecera del médulo. Por tlti-
mo, hemos considerado 1til para los futuros usuarios de este nuevo médulo mostrar
como escala el tiempo de ejecucién ¢t de cada uno de los caracterizadores en funcion
del tamano de la red N a caracterizar. Hemos encontrado que generalmente el esca-
lamiento obedece a una ley de potencia t ~ N7, donde el exponente v depende del

caracterizador.

Palabras clave:
ISyS, grafos dirigidos, redes, apuntadores, listas de listas, Diseno algoritmi-

co, lenguaje C.
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“El éxito no es para los que piensan que pueden hacer algo
sino para quienes lo hacen.”

anénimo

Introduccion

ISyS [1], cuyas siglas traducen Inhomogeneous Systems Simulator, es un paquete
disenado con la intencion de servir las necesidades computacionales de la comunidad
de investigadores dedicados al estudio de sistemas espacio temporales definidos sobre
redes. La herramienta ha sido utilizada en numerosas investigaciones realizadas en el
grupo de Caos y Sistemas Complejos del Centro de Fisica Fundamental en la Facultad

de Ciencias de nuestra Universidad.

Con el presente proyecto se pretende incorporar a la plataforma ISyS un médulo
nuevo para el calculo de algunas propiedades estadisticas de las redes que sirven de
sustrato a las dindmicas de los sistemas modelados con ella. En el médulo estaran
contenidas, de forma ordenada y sistematizada, las ecuaciones relacionadas con el
calculo de la eficiencia global, la media arménica, la vulnerabilidad, la entropia, el
numero promedio de arcos entrantes y salientes, los histogramas de frencuencia de
los arcos salientes y entrantes, la distancia promedio y el espectro de autovalores de
la matriz de adyacencia; todo esto para grafos dirigidos y no dirigidos [4} 8], 17].
Todas éstas medidas se basan en la teoria de grafos, que es una disciplina antigua con
muchas aplicaciones modernas [5]. Sus ideas bésicas las introdujo el gran matematico
suizo Leonhard Euler en el siglo XV III. Euler utilizé esta teoria, para resolver el

famoso problema de los puentes de Konigsberg. Pero no fue sino hasta 1959, que



Erdos y Rényi [2] realizaron un estudio estadistico de las propiedades de un tipo
particular de grafos, los de conectividad aleatoria.

La mayoria de los problemas relacionados con la teoria de grafos pertenecen a la
clase de complejidad N P-completo [1§], por lo que el problema de estudiar redes més
realistas que las de conectividad aleatoria tuvo que esperar hasta finales de los anos
90s con el trabajo sobre redes complejas de Watts y Strogatz [20] y, posteriormente,
el de Barabasi-Albert [10]. Mds recientemente han surgido otros tipos de redes, como
las de comunidades [I1], y actualmente se estd planteando el estudio de la evolucién

de redes [12].

Es por esto que la plataforma ISyS cuenta con los subprogramas para crear redes
de elementos dinamicos interactuantes, tanto sobre redes regulares como complejas.
Sin embargo, [SyS carecia de algunas de las estadisticas para la caracterizacion de las

redes,y es por esto, que hemos planteado el desarrollo de éste trabajo.

Objetivo General
Disenar e implementar el médulo de ISyS para el calculo de algunas cantidades es-

tadisticas que permitan caracterizar a las redes complejas.

Objetivos especificos

Seleccionar las medidas a implementar.

Implementar en ISyS las medidas para la caracterizacién de redes complejas.

Calcular las diferentes medidas para caracterizar las redes complejas ya imple-

mentadas en ISyS.

Comparar los resultados obtenidos con los resultados tedricos y experimentales.
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s Sistematizar la informacién haciendo uso de las normas de sintaxis establecidas

para lograr la estabilidad y cohesién con los médulos ya existentes en ISyS.

Para sistematizar la informacién, la metodologia de trabajo fué la siguiente: en
primera instancia se seleccionaron las medidas a implementar de las propuestas por
Newman [I3], Dorogovtsev y Mendes [14], y Costa et al [3]; y asi disenar e implementar
en ISyS los algoritmos respectivos. Luego, para las diferentes redes ya implementa-
das en ISyS, se probaron las medidas verificando que concuerden con los resultados
teodricos o experimentales obtenidos previamente. Por ltimo se escribié el manual del
usuario y del analista.

Para cubrir los tépicos de este trabajo, hemos considerado conveniente organizar
el documento de la siguiente manera:

En el primer capitulo presentaremos al lector, la base conceptual que proporcione
el marco tedrico o cuerpo de conocimiento necesarios para abordar los aspectos de la
herramienta ISyS y de la teoria de grafos, importantes para el 6ptimo desarrollo del
moédulo a incorporar Igualmente, describiremos los cuatro tipos de redes utilizadas en
este trabajo, a saber: las redes regulares, las aleatorias (ER), con caracteristica de
pequeno mundo (W.S) y las libre de escala (BA).

En el segundo capitulo nos concentraremos en el diseno e implementacién del
nuevo modulo contentivo de las diferentes medidas seleccionadas para caracterizar a
las redes, siempre en consonancia con las normas que requiere ISyS [IJ.

En el tercer capitulo se presentan los resultados del diseno e implementacion de
las diferentes medidas seleccionadas para caracterizar a las redes en dos fases: tiempo

de ejecucién y comparacién con los resultados tedricos y experimentales.



“Saber que se sabe lo que se sabe y que no se sabe lo que no se sabe;
he aqui el verdadero saber.”

Confucio

Capitulo 1

Fundamentos tedricos

En este capitulo se definiran las bases conceptuales que hemos considerado
como marco tedrico basico a fin de facilitar al lector, la comprensién de cada
uno de los temas que se desarrollaran a lo largo del documento. En primer
lugar, en la seccién haremos una revisién de la herramienta ISyS [1], ha-
ciendo un esbozo general acerca de su arquitectura y la sintaxis necesaria para
desarrollar nuevos médulos de dindmica local, interacciones y topologia de cone-
xion. Seguidamente, de acuerdo con la formalidad matematica requerida para
la construccién del modulo para la caracterizaciéon de redes, en la seccion
presentaremos algunos conceptos relacionados con grafos [5], asi como también
ejemplos de las aplicaciones de la presente teoria a la realidad. Posteriormente,
en la seccién se presenta algunas redes complejas, las cuales se caracterizan
por tener un gran nimero de elementos y una estructura topoldgica no trivial.

1.1. ;Qué es la herramienta ISyS?

ISyS es una herramienta desarrollada con la intencién de servir las necesidades

computacionales de la comunidad de investigadores dedicados al estudio de sistemas

11
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espacio-temporales definidos sobre redes [I]. Se trata de una herramienta amigable
para el usuario, simple de usar, y de especial utilidad para modelar, simular y analizar
sistemas dinamicos extendidos sobre espacios no uniformes. ISyS permite implementar
modelos de automatas celulares, redes de mapas acoplados y redes neuronales; de una
manera general y en un contexto integral.

Por su diseno modular, ISyS permite construir o modificar en forma independiente
los sistemas dindmicos espacio-temporales en las siguientes caracteristicas: la dindmica
local de los elementos o celdas del sistema, la forma como interactuan entre si, la
topologia de interconexion inicial del sistema y las propiedades estadisticas que se
calculan en la simulacién.

Su diseno esta orientado para que el usuario solamente se ocupe de enlazar los
diferentes médulos para construir el modelo que desea simular. Ademas, ISyS permite,
en caso de que se requiera, integrar a la herramienta de simulacién nuevos méodulos
desarrollados por el usuario, sin que sea necesario modificar los otros componentes
de la plataforma, de este modo el usuario no requiere una gran experiencia como
programador para ampliar la plataforma.

Adicionalmente, ISyS acumula los algoritmos desarrollados por diferentes usuarios
para la construccion de topologias de interconexion, dinamicas locales, interacciones
entre los elementos y estadisticos; los cuales pueden ser utilizados en otro momento,
redundando en una disminucion del tiempo de desarrollo de los modelos de simu-
laciéon. Con ISyS se puede simular una amplia variedad de sistemas compuestos de
elementos discretos cuyas variables de estado dependan de una dinamica local y de
las interacciones o influencias de los estados de vértices vecinos. La herramienta ISyS
estd conformada por varios médulos, los cuales se pueden clasificar en tres grupos.
El primer grupo, es el ntcleo del sistema y lo conforman el motor de simulacién, el
moédulo grafico y el manejador de errores. El motor es el responsable de hacer avanzar
la simulacion del modelo en forma coherente llamando al resto de los médulos en

el orden correcto. Ademds, se encarga de otras funciones, como solicitar al sistema
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operativo los recursos necesarios para la ejecucion del modelo. El moédulo grafico rea-
liza el despligue en pantalla u otro dispositivo de la simulacién del sistema cuando
asi lo solicita el usuario; y el manejador de errores identifica y controla los errores que
pueden ocurrir en tiempo de ejecucion.

El segundo médulo lo conforman una serie de rutinas de soporte, como por ejemplo
los generadores de numeros aleatorios, las paletas de colores y algunas funciones
estadisticas. Por ultimo, el tercer grupo lo conforman los médulos que definen al
sistema dindamico espacio temporal, es decir, el médulo de la dinamica local de cada
elemento del sistema y el médulo de la topologia de las interrelaciones existentes entre
los elementos.

El usuario, mediante un archivo de configuracion para la compilacion, selecciona
cuales modulos desea utilizar en su modelo y cuales estadisticas se desean calcular,
asi como también activa o desactiva el componente grafico de ISyS. Una vez selec-
cionado el modelo y las estadisticas, la interfaz enlaza estos médulos con el motor
y el resto de las herramientas que sean necesarias para poder construir el programa
ejecutable.

Ya con el programa ejecutable del modelo, el usuario puede ejecutarlo con los
parametros con los que se desea simular y, a medida que la simulacién avanza, ISyS
muestra al usuario los resultados parciales de las estadisticas e imagenes de la evolu-
cién temporal del sistema; esto tltimo siempre que el componente grafico haya sido
activado al momento de la construccién del programa ejecutable. Si las combinacio-
nes de los modulos de dinamicas locales, interacciones entre elementos y topologias
existentes no son suficientes para que el usuario construya un modelo adecuado, ISyS
le permite desarrollar aquellos médulos que sean necesarios. Generalmente se deben
crear dos archivos en lenguaje C; uno de cabecera, en el que estan las declaraciones
y definiciones; y otro con el codigo fuente de las nuevas funciones. Para mantener la
compatibilidad con el resto del sistema, el usuario de ISyS debe seguir las normas de
sintaxis al escribir estos dos archivos.

En particular, el aporte de éste trabajo se realiza en el médulo de las estadisticas de
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ISyS; para ello se cumplio con los estandares especificos para lograr su interconexiéon

con los demas mddulos.

1.2. Grafos

Para 1736 la ciudad de Konigsberg; (actualemente Kalingrado) tenia siete puentes
que comunicaban las islas en el rio Pregel, entre si y con tierra firme como se muestra
en la figura (1.1} En aquel entonces los habitantes de Konigsberg se preguntaban, ;es
posible dar un paseo empezando por una cualquiera de las cuatro partes de tierra
firme, cruzando cada puente una sola vez y volviendo al punto de partida?. La res-
puesta a ésta pregunta la dio el matematico suizo Leonhard Euler, (ver a la izquierda
de la ﬁgura quien para resolver este problema, introdujo la teoria de grafos. Euler
determind, en el contexto del problema, que los puntos intermedios de un recorrido
posible necesariamente han de estar conectados a un ntimero par de arcos. En efecto,
si llegamos a un punto desde algin arco, entonces el iinico modo de salir de ese nodo
es por un arco diferente. Esto significa que tanto el punto inicial como el final serian
los tinicos que podrian estar conectados con un nimero impar de arcos. Sin embargo,
el requisito adicional del problema dice que el nodo inicial debe ser igual al final, por
lo que no podria existir mas de un tnico nodo conectado con un ntimero impar de
arcos. En particular, los cuatro nodos poseen un ntmero impar de arcos incidentes
(dos de ellos inciden en tres arcos, y el restante incide en cinco), entonces se concluye
que es imposible definir un camino con las caracteristicas buscadas.

Los problemas que se pueden resolver con técnicas de la teoria de grafos apa-
recen resultados practicamente en cualquier disciplina [5]. Desde el punto de vista
matematico, los grafos son estructuras discretas que constan de vértices o nodos y de
aristas o arcos que conectan a los vértices tal como se observa en la figura [1.2] Hay
varios tipos de grafos, que se diferencian entre si por el tipo y el niimero de aristas que
pueden conectar cada par de vértices, todos ellos se pueden clasificar en dos tipos: los

grafos no dirigidos o simples, y los grafos dirigidos o digrafos.
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Figura 1.1: Al izquierda podemos observar el retrato del mateméatico Leonhard
Fuler, quien estudio el problema de los Puentes de Konigsberg en el siglo XV III.
A la derecha se observa un plano del siglo XV III, de la ciudad de Konigsberg, con
los siete puentes.

Definicién 1.1 Un grafo simple o no dirigido denotado por G = (V, E) consta de
V', un conjunto no vacio de vértices; y de E, un conjunto de pares mo ordenados de

elementos de V', llamados aristas.

El grafo simple de la figura[1.2] es el grafo asociado al problema de los Puentes de
Konigsberg, donde los 4 nodos pertenecientes al conjunto V' = {(1,2,3,4)} representan
a las 4 porciones de tierra conectadas por los puentes y los 7 arcos pertenecientes
al conjunto E = {(1,2);(1,2);(2,3);(2,3);(1,4);(2,4);(3,4)}, representan a los 7
puentes de Konigsberg.

Figura 1.2: Grafo que consta de 4 nodos (circulos) y 7 arcos (lineas). Los arcos no
tienen direccién definida, es decir, éste es un grafo simple.

Definicién 1.2 Un grafo dirigido o digrafo es denotado por G = (V, E) consta de
V', un conjunto no vacio de vértices y de un conjunto E de aristas, que son pares

ordenados de elementos de V.
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Graficamente, utilizamos una flecha apuntando desde el nodo u hacia el nodo v
para indicar la direccién de la arista (u,v). La figura muestra un digrafo de 4
nodos y 7 arcos. Cuando existen los arcos que unen a dos nodos en ambas direcciones

se representan como una linea sin flecha.

1

3

Figura 1.3: Grafo dirigido. Los arcos dirigidos se representan con flechas.

1.2.1. Representacion de grafos

Ademas de la representacion grafica, existen muchas otras maneras de representar
los grafos [5], y al trabajar con grafos conviene poder tener la posibilidad de elegir
su representacion mas conveniente. ISyS utiliza grafos dirigidos sin arcos multiples ni
autoenlaces o bucles. Una forma de representar grafos sin arcos miltiples es enumerar
todas las aristas del grafo. Otra forma de representar grafos sin arcos multiples es
utilizar listas de adyacencia, que especifican los nodos que son adyacentes a cada uno
de los nodos del grafo. En esta seccién presentaremos dos tipos de representacién de
grafos que se utilizan con frecuencia. Uno se basa en la adyacencia de nodos y el otro

se basa en la incidencia entre nodos y arcos.

1.2.2. Matriz Adyacencia

Definicién 1.3 Supongamos que G = (V, E) es un grafo con N nodos. Supongamos

ademds que los nodos de G se enumeran de manera arbitaria como 1,2,3...N.

La matriz de adyacencia A de G es la matriz booleana de tamafio (N x N) que tiene

1 en la posicién (i, 7), si i y j son adyacentes, y tiene un 0 en la posicién (4, 7), si los
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nodos ¢ y 7 no lo son. En otras palabras los elementos de la matriz de adyacencia es

a;;, vienen dados por

1, si(i,j) € E

0, si(i,j) ¢ E,

Un ejemplo de ésta representacion es

o O = O
= o O =
o o = O
[

Representacion por medio de la matriz de adyacencia del grafo de la figura (1.3

Cuando el nimero de elementos es muy alto, es mas eficiente trabajar con listas
de arcos a la hora de representar y de trabajar con éste tipo de grafos. La matriz
de adyacencia de un grafo simple es simétrica, esto es, a;; = aj; Vi,5 = 1,2,3,...N.
Mientras que para un digrafo la matriz es asimétrica, es decir que existe al menos un
elemento a;; # aj;. Por otra parte, un grafo que no contiene bucles es aquel donde

cada elemento a;; =0Vi=1,2,3,..N.

1.2.3. Conjunto de vecinos

Por razones de rendimiento para representar a los grafos, ISyS, en vez de utilizar
matrices de adyacencia, utiliza conjuntos de vecinos incidentes. El conjunto de vecinos
incidentes del nodo v; se define como el conjunto de nodos de los que proviene un
arco que incide en i y viene dado por v = {j : (j,7) € E'} los conjuntos de vecinos del

grafo de la figura son v; = {2};10 = {1,4};v3 = {3}; vy = {1,2,3}.
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1.3. Redes Complejas o Reales

Segin M. Aldana [I5], las redes complejas son conjuntos de muchos nodos conec-
tados de forma no trivial que interactian de alguna forma. Es decir, los sistemas
dinamicos que se encuentran sobre un grafo, entonces, ;qué hay que anadir a la teoria
de grafos si éste es un lenguaje poderoso y general?. Segiin M. Newman, A. Barabasi
y D. Watts la ciencia de las redes que ha ido tomando forma durante los tltimos
anos, se distingue de la teoria de grafos al trabajar en redes de tres maneras nove-
dosas: la primera es, centrandose en las propiedades de las redes del mundo real; la
segunda tomando en cuenta las preguntas frecuentes que consideran que las redes no
son estaticas sino evolucionan en el tiempo de acuerdo con varias reglas dinamicas, y
la tercera entender las redes no sé6lo como objetos topoldgicos, sino también como el

marco en el que estan construidos los sistemas dinamicos [17].

1.3.1. Redes aleatorias de Erdos y Renyi

Los grafos aleatorios investigados por Erdds y Rényi pueden ser considerados como
el modelo de redes méas fundamental 3], 25]. En la publicacién de 1959 ellos introduje-
ron un modelo para generar grafos aleatorios. Para construir estos grafos consideremos
N nodos sin conectar y distribuidos de forma aleatoria. Podemos imaginar que, en
un instante inicial enlazamos dos nodos cualesquiera, y en pasos sucesivos, vamos
enlazando aleatoriamente nodos de dos en dos, descartando los nodos ya enlazados, si
repetimos este proceso M veces, al final habremos establecido M enlaces entre parejas
de nodos. Si M es un valor muy pequeno con respecto al total de nodos N, muchos de
los nodos estaran desconectados, y otros nodos formaran pequenas islas. En cambio,
si M es grande en comparacion con N, es muy posible que casi todos los nodos estén
enlazados entre si.

También se puede construir una red aleatoria de tipo Erdos-Rényi definiendo N
nodos y una probabilidad P con la que cada par de nodos estan conectados. Este

modelo es ampliamente conocido como el modelo Erdds-Renyi (ER)[3]. Las redes
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ER, cuando son de tamano grande, es decir en el limite cuando N — oo, el nimero

promedio de conexiones de cada nodo (k), que viene dado por

(k) =P(N —1), (1.2)

donde (k), que se conoce como el grado promedio de la red, diverge si P es fijo. En

cambio, si se escoge P como

-

T (1.3)

se puede mantener el grado (k) fijo al aumentar N.
Para este modelo P, que representa la probabilidad de encontrar un nodo de
grado k, es decir con k conexiones, sigue una distribucién de Poisson, cuya ecuacion

tiene la forma

e_<k> <k>k

= —, (1.4)

Un ejemplo cotidiano de red aleatoria lo podemos observar en la figura [1.4] en la
que vemos como, luego de colocar una cantidad razonable de grapas separadas dentro
de un recipiente y luego volcarlas sobre una mesa, éstas se agrupan de una forma

aleatoria.

1.3.2. Redes de pequeno mundo de Watts Strogatz

Muchas de las redes del mundo real poseen la propiedad llamada small world o
pequeno mundo[3]. A pesar de que el conjunto de vecinos de cada elemento es compar-

tido en buena medida por todos sus vecinos muchos nodos pueden alcanzarse desde
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Figura 1.4: Representa una de las tantas redes aleatorias existentes en la
naturaleza.|?]

otros vértices a través de un pequeno nimero de pasos.

Esta caracteristica se encuentra, por ejemplo, en redes sociales, donde todo el mundo
puede buscarse a través de las cadenas de vinculos sociales. Esta propiedad se ob-
servé por primera vez con los experimentos hechos por Milgram en 1967[35], quien
encontré que dos ciudadanos americanos elegidos aleatoriamente estan conectados en

promedio por seis conocidos.

Otra propiedad de cualquier red tipo pequenio mundo, es la presencia de un gran
nimero de ciclos de tamano tres [19], medida generalmente con el coeficiente de
agrupamiento. Esto se puede expresar como la probabilidad de que dos nodos j y k
estén conectados entre si dado que ambos estan conectados a un tercer nodo i por
ejemplo en la red de amigos, si B y C son amigos de A, entonces existe una alta
probabilidad que B y C sean amigos entre si, la figura muestra una red social con

caracteristicas de pequeno mundo.

Las redes (ER) tienen longitud caracteristica pequenia pero un coeficiente de agru-
pamiento promedio muy bajo. Por otra parte, las redes regulares con coeficiente de
agrupamiento alto son faciles de construir, pero ellas tienen logitudes caracteristicas
grandes. El modelo mas popular para construir redes de pequenio mundo fué desarro-

llado por Watts y Strogatz [20].
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Figura 1.5: Representacién de una red social de internet basado en el experimento
de S. Milgram, The Small World Problem|[23].

Ademas de proponer un algoritmo para la construccion de redes pequeno mundo,
ellos demostraron que éstas redes son comunes dentro de una variedad de rangos reales
que van desde los elegantes sistemas neuronales hasta las redes de energia eléctrica.

Para construir una red de pequeno mundo, se comienza con una reticula regular
de N nodos en la que cada vértice esta conectado con los k vecinos mas cercanos,
donde N > k > log(N) > 1. Luego, con probabilidad P cada arista, se recablea
aleatoriamente. Cuando P = 0, tenemos una estructura ordenada con un gran niimero
de lazos pero grandes distancias y cuando P — 1, la red se convierte en un grafo
aleatorio con distancias cortas pero pocos lazos. La distribucién de grado para las

redes de pequefio mundo son similares a la de redes aleatorias con un pico en (k).

1.3.3. Redes libres de escala de Barabasi y Albert

Luego de la apariciéon del modelo de Watts y Strogatz, Barabasi y Albert [9]
mostraron que la distribucién de grado de muchas redes reales se caracterizan por ser
desigual. Los nodos de éstas redes no tienen un patron aleatorio de conexiones con
grados caracteristicos, tal como ocurre con los modelos ER y W.S. Por el contrario,
Barabasi-Albert observaron que algunos nodos estdn altamente conectados mientas

que otros tiene pocas conexiones, lo que expresa la ausencia de un grado caracteristico.
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Mas especificamente, se ha comprobado que la distribucion de grado sigue la ley de

potencia dada por

P(k) ~ k7, (1.5)

donde v no es universal, sino que depende del tipo especifico de red. Para la mayor
parte de los sistemas se encontré que dicho parametro se encontraba en el rango
2 < v < 3. Cuando v < 2, la varianza de la distribucién del nimero de enlaces por
nodo es infinita [36].

Estas redes son llamadas redes libres de escala. Una caracteristica siempre presente
en ellas es la existencia de hubs o nodos que estan conectados mediante una fraccion
significativa del nimero total de arcos de la red. El modelo de red de Barabasi-Albert
(BA) se basa en dos componentes basicos: crecimiento y conexion preferencial. La
red se genera comenzando con un conjunto de m, nodos; posteriormente, en cada
paso de la construccién, la red crece con la suma de nuevos nodos, por cada uno
de ellos se crean, m nuevos arcos que van entre los nuevos nodos y algunos nodos ya
existentes, estos ultimos elegidos siguiendo una norma lineal de conexién preferencial.
Es decir, la probabilidad de que un nuevo nodo ¢ se conecte con el nodo j existente

es proporcional al grado de 7, esto es

P((i,j) € E) = % , (1.6)

donde M es el nimero total de arcos que tiene la red al momento de conectar al nodo
7.
Esto hace que los nodos mas conectados tengan una alta probabilidad de recibir

a los nuevos nodos. En la figura [1.6| podemos ver una de las tantas redes libres de

escala, la interaccién entre proteinas.



Figura 1.6: Representa la interaccién entre proteinas[22]. Esta red es libre de escala
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En el cuadro se resumen las caracteristicas analiticas de algunas medidas

bésicas para los maédelos

ER, WS,y BA

Erdos-Renyi Watts-Strogatz Barabasi-Albert
P(k) = fnin(ka,K) K
e (k)" " (2im i K—i (p%’lK—i -3
Py =—5 (I—=p)p SR P(k) ~k
e PK)

(k) =p(N-1) | (k) = 2k* (k) = 2m
C=p Cp) = sy (1 = P’ C~ NOT

In(N) P, Constante LoaN
L~ T [(Np) F(Npr), ) L~ orGoe™

Y pT

Cuadro 1.1: Tabla comparativa de la distribucién de grados Py, el grado promedio
de la red (k), el coeficiente de agrupamiento C'y la longitud carasteritica l; para

redes ER, WS,y BA.

*En la funcién f(u)=constante, si u < 1 o f(u) = 2% giy>> 1

u



“Saber no es suficiente, debemos aplicar.
Desear no es suficiente, debemos hacer.”
Johann W. Von Goethe

Capitulo 2

Diseno e implementaciéon del

modulo de medidas estadisticas de

ISyS

En el capitulo anterior desarrollamos algunos conceptos que nos van a ser
de utilidad al momento de implementar las medidas para la caracterizacién de
redes reales o complejas. En este capitulo nos concentraremos en el disenio e
implementacién del nuevo moédulo contentivo de las diferentes medidas selec-
cionadas para caracterizar a las redes siempre en consonancia con las normas
que requiere ISyS [1].

Primeramente, para la creaciéon del modulo se requiere tener claras las reglas de
sintaxis que son las que mantienen la compatibilidad de los tres médulos. Por cada
nueva funciéon a implementar se debe crear un archivo en lenguaje C e incluir la
declaracion de la funcion en el archivo de cabecera.

A manera de ejemplo, en el cédigo (1 se muestra un extracto del archivo de cabece-

ra. En él se muestra la declaracion y documentcién de la funcion Avedistance, cuya

24
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Cadigo 1 Extracto del archivo de cabecera.

K
A_. NOMBRE

Avedistance
B_. SINOPSIS

"hebert.h"

double Avedistance(void)

Ademas utiliza el la funciones:
free(),
calloc(),
sizeof ().
Asi como los Registros:
node[] .n_nei
node[].nb[]
C_. DESCRIPCION
Esta funcion calcula la el promedio de las distancias
mas cortas entre cada par de vertices.
D_. VALOR QUE DEVUELVE
En caso de exito, retorna un valor de tipo double con el
promedio de las distancias mas cortas entre cada par de vertices.
En caso de de que el grafo no sea conexo devuelve el valor nn+l y
la siguiente advertencia:
a -.warning_message(l), "que significa que exite al menos un
par de vertices no conectados."
En caso de no tener exito devuelve la siguiente error:
a -.error_message(2): indicando que no se agoto la memoria.
E_. VER ADEMAS
"isys.h"

*/

extern double Avedistance(void);
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implementacién se discute en la seccién [2.1.2] junto con su documentacién. La docu-
mentacién es un comentario en lenguaje C y consta generalmente de 5 partes: NOMBRE,
SINOPSIS, DESCRIPCION, VALOR QUE DEVUELVE y VER ADEMAS. Luego del comentario
donde se encuentra la documentacién, encontramos la declaracion de la funcion, en
este caso Avedistance. Este mismo esquema se repite para cada una de las funciones
implementadas.

Se decidi6 incluir la documentaciéon en el archivo de cabecera ya, al momento de
distribuir la herramienta ISyS, estos archivos conservan su formato de texto y por lo

tanto pueden ser leidos por el usuario.

2.1. Medidas

Antes de presentar las diferentes medidas que se implementaron es importante
mencionar que para ISyS los grafos son, en general, digrafos sin arcos duplicados, es
decir, que en el conjunto de vértices E cada par ordenado sélo esta presente una vez,
y ademas las autoconexiones no estan permitidas, esto es, que los dos elementos de

cada par ordenado de E deben ser diferentes.

2.1.1. Grado

En el caso de grafos simples de tamano N, el grado del nodo ¢, denotado por k;,

se define como el nimero de arcos conectados con i, que viene dado por

N N
ki = Zaij = Zaji ) (2-1)

J=1 J=1

donde a;j, es el elemento ubicado en la fila 7 y columna j de la matriz de adyacencia
del grafo definida en la seccion [1.2.2] Pero para los digrafos, el grado de los arcos

entrantes de un nodo ¢, definidos por
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N
K= aj, (2.2)

J=1

no necesariamente coincide con el grado de los arcos salientes, dado por

N
kfm = Zaij . (23)
j=1

Es por esta razén que se implementaron ambas medidas. El codigo [2] muestra la

implementacién de k" mientras que el cédigo [3| muestra la de k2.

Cédigo 2 Funcién para medir el £ de un nodo.

#include "isys.h"
long kiIn(i)

long 1i;
{

return node[i] .n_nei;

}

Cdédigo 3 Funcién para medir el £ de un nodo.

#include "isys.h"

long kiOut (i)
long i;
{
long m,n;
long k;
k=0;
for (n=0;n<nn;n++){
for (m=0;m<node[n].n_nei;m++)
if (node[n] .nb[m]==i){

’

break;

}

return k;
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Generalmente, los usuarios de ISyS estan interesados en el grado de la red definido
como el promedio de los grados de sus nodos. En el caso de arcos entrantes este

promedio viene dado por

1 N
EMY = — kin 24
(k) = 5 R (2.4)

donde su respectiva desviacién estandar es

N
oK) = || 3 SR = (e 2.5)
i=1
La funcién kIn, mostrada en el cédigo [4] implementa las ecuaciones (2.4) y (2,5) para
ki y adicionalmente retorna su valor méximo y minimo, todo ello en un arreglo de
4 doubles.
La funcién kOut, mostrada en el c¢6digo [5] implementa las ecuaciones (2.4) y (2,5)
y adicionalmente retorna el valor maximo y minimo de los k%“*, todo ello en un arreglo
de 4 doubles.
Para el calculo de la distribuciéon de probabilidades de los grados entrantes se
determina la probabilidad de que un nodo cualquiera tenga una grado k£ mediante la

expresion

N
Z¢:1 5kk§f"

ppr = S

(2.6)

donde, § es la delta de Dirac y N nimero total de nodos de la red. Cada una de las

probabilidades se almacena en un arreglo, tal como lo podemos ver en el cédigo [6]
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Cédigo 4 Funcion para

medir el (k") de la red.

#include "isys.h"
#include <math.h>

double kIn(k)

double *k;
double s=0,
ss=0;

long i, ki;
k[2] = nn; // kMin
k[3] = 0; // kMax
for (i=0;i<nn;i++){

ki = kiIn(i);

s += ki;

ss += kixki

if (ki>k[3]) k[3] = ki; // kMax
) if (ki<k[2]) k[2] = ki; // kMin
k[0] = s/nn; // <k>
k[1] = ss/nn - k[0]*k[0]; // Desv.
if (k[1]1>) k[1] = sqrt(k[1]); // Desv.
else k[1] = 0; // Desv.
return k[0];

Estandar de k
Estandar de k
Estandar de k

Cédigo 5 Funcion para

medir el (k') de la red.

#include "isys.h"
#include <math.h>

double kIn(k)

double *k;
{ double s=0,
ss=0;
long i, kij;
k[2] = nn; // kMin
k[3] = 0; // kMax
for (i=0;i<nn;i++){
ki = kiOut(i);
s += ki;
ss += kixki
if (ki>k[3]) k[3] = ki; // kMax
} if (ki<k[2]) k[2] = ki; // kMin
k[0] = s/nn; // <k>
k[1] = ss/nn - k[0]*k[0]; // Desv.
if (k[1]1>) k[1] = sqrt(k[1]); // Desv.
else k[1] = 0; // Desv.

return k[0];

Estandar de k
Estandar de k
Estandar de k
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Cédigo 6 Distribucion de los arcos entrantes

void kindistribution(){
long n; double entro,ff,*w; long double s = 0; long double ss = 0;

long kMin = nn, kMax = 0, *h, nHisto;
for(n=0; n<nn; n++){
if (node[n] .n_nei > kMax) kMax
if (node[n] .n_nei < kMin) kMin
} nHisto = kMax-kMin+1;
if((h = (long*)calloc(nHisto,sizeof(long))) == NULL) error_message(2);
if ((w = (doublex)calloc(nHisto,sizeof (double))) == NULL) error_message(2);
for(n=0; n<nHisto; n++){
h[n] 0;
w[nl] 0;}
for(n=0; n<nn; n++){
s += node[n] .n_nei;
ss += node[n] .n_nei*node[n].n_nei;
h[node[n] .n_nei-kMin]++;}
ff = 0;
for(n=0; n<nHisto; n++)
printf ("Histograma del nodo %1d con frecuencia = %1d\n",n+kMin,h[n]);

node[n] .n_nei;
node[n] .n_nei;

De forma equivalente, para el calculo de la distribucién de los grados salientes se

implement6 en el cédigo [7] la siguiente ecuacién

N
ZiZI 6kkf"”

Pk) = ==

, (2.7)

La entropia es un concepto clave en termodinamica, la mecanica estadistica [26]
y teoria de la informacién [27]. Cuenta con importantes implicaciones fisicas, para el
orden y la informacion en un sistema. En teoria de la informacion, la entropia describe
que tanta aleatoriedad estd presente en una senal o en un evento al azar [28§]. Este
concepto puede facilmente aplicarse a las redes complejas.

En particular, la entropia de la distribucién de grado ofrece una medicién promedio

de la heterogeneidad de la red, que puede definirse por
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Cédigo 7 Distribucion de los arcos salientes

void koutdistribution(){
long n,k; 1long double s = O; long double ss = 0;
long kMin = nn, kMax = 0, x*kout, *h, mnHisto;
if ((kout = (long*)calloc(nn,sizeof(long))) == NULL) error_message(2);
for(n=0; n<nn; n++)
for(k=0; k<node[n].n_nei; k++)
kout [node [n] .nb[k]]++;
for(n=0; n<nn; n++){
if (kout[n] > kMax) kMax
if (kout[n] < kMin) kMin
nHisto = kMax-kMin+1;
if ((h = (long*)calloc(nHisto,sizeof(long))) == NULL) error_message(2);
for(n=0; n<nHisto; n++)
h[n] = 0;
for(n=0; n<nn; n++) {
s += kout[n];
ss += kout [n]*kout [n];
h[kout [n]-kMin]++; }
if (ss<0)
printf ("kOutBar\t%Lg\tO\n",s/nn) ;
else
for(n=0; n<nHisto; n++)
printf ("Histograma del nodo %1ld con frecuencia = %ld\n",n+kMin,h([n]);

kout [n];
kout[n]; }

H == ((P(k)*log(P(k)), (2.8)

donde P(k) es la probabilidad definida en las ecuaciones (2,6) y (2, 7), para el célculo
de la entropia de los arcos salientes y entrantes, respectivamente, tal como podemos
observar en los cédigos [8] [9]

El valor méximo de la entropia se obtiene de una distribucion de grado uniforme y el
valor minimo es cuando Hmin = 0, y se alcanza cuando todos los vértices tienen el
mismo grado.

La entropia de redes, se ha relacionado con la robustez de las redes, es decir, su
resistencia a los ataques [29], y la contribucién de los vértices de la entropia de la red,
se correlaciona con la letalidad en las interacciones de redes de proteinas[30].
Ademés se puede aplicar para los k" y k¢ de forma independiente, dado que podemos

realizar las comparaciones del nivel de orden de los grados promedios entrantes y
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salientes de la red independientemente del tipo de red.

Coddigo 8 Entropia de la red

void entropy(){
long n; double entro,ff,*w; long double s = O;
long double ss = 0; long kMin = nn,kMax = 0, *h, nHisto;
for(n=0; n<nn; n++){
if (node[n] .n_nei > kMax) kMax
if (node[n] .n_nei < kMin) kMin
nHisto = kMax-kMin+1;
if ((h = (long*)calloc(nHisto,sizeof(long))) == NULL) error_message(2);
if ((w = (doublex)calloc(nHisto,sizeof (double))) == NULL) error_message(2);
for(n=0; n<nHisto; n++) {
h{n] = 0; wln]l =0; }
for(n=0; n<nn; n++){
s += node[n] .n_nei;
ss += node[n] .n_nei*node[n].n_nei;
h[node[n] .n_nei-kMin]++; }
ff = 0;
for(n=0; n<nHisto; n++){
ff += ((double)h([n])/nn;
w[n] = ((double)h[n])/nn; }
entro = 0;
for(n=0; n<nHisto; n++){
if(wln] > 0){
entro += w[n]*loglO(w[nl); 3}
printf (" Entropia \t%1lf \n\n",(-1.0)*(entro));
}

node[n] .n_nei;
node[n] .n_nei; 1}

2.1.2. Distancia promedio

Una medida muy utilizada al momento de caracterizar a una red es su logitud

caracteristica, que viene dada por

1
l = —-—-——— dZ s 2.9
NV 1) 2 (2.9
i#]
donde d;; es la distancia minima medida en arcos, que exite entre el nodo ¢ y el
nodo j. Al implementar ésta definicién surge el problema de que diverge si un par de

vértices no estan conectados, es decir que el d;; — oo. Hemos resuelto éste problema,
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Coddigo 9 Distancia Promedio

double Avedistance(void)

double acum; long *length, n, m, k, neiNode; char changes;

if ((length = (long*)calloc(nn,sizeof (long))) == NULL)
acum=0;
for(n=0; n<nn; n++){
for(m=0; m<nn; m++)
length[m] = nn+1;
length[n] = 0;
do{
changes = false;
for(m=0; m<nn; m++){
if (length[m] <= nn){
for(k=0; k<node[m].n_nei; k++){
neiNode = node[m] .nb[k];
if (length[neiNode] > length[m]+1){
length[neiNode] = length[m]+1;
changes = true;} } 1} }
}while(changes);
for(m=0; m<nn; m++){
if (length[m] > nn){ warning message(1);
return nn+1;}
acum += length[m];}
free(length);

error_message(2) ;

printf("La Distancia Promedio\t%f\v\n", (float)acum/(nn*(nn-1)));

return (float)acum/(nn*(nn-1));
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emitiendo un mensaje de advertencia warning message(1) y retorna el valor nn+1,

tal como se puede observar en el cédigo [9]

2.1.3. Eficiencia

Latora y Marchiori [6] propusieron medir la eficiencia global de la red como so-
lucién a la divergencia de la longitud carasteristicas cuando un par de nodos no se

encuentran conectados. La eficiencia global viene dada por

=" - (2.10)

donde IV es el numero de nodos de la red y d;; es la distancia minima entre el nodo ¢ y
el nodo 7. Dicha medicién cuantifica la eficiencia de la red en el envio de informacion

entre los nodos.

El cédigo [10] muestra la implementacién de la ecuacién Notese que es muy
similar al c6digo [9] que implementa la medicién de la longitud caracteristica discutida
en la seccién 2.1.2]

Por otra parte, V.Gol'dshtein [7] propuso el cdlculo de la eficiencia sin un nodo,
como el calculo de la eficiencia global de la red sin tomar en cuenta el vértice desde
cual se estd realizando la medicién. Es decir, estamos alterando la red original y

realizando el calculo de la medida de acuerdo a la siguiente expresion:

1 1
E":mzﬁ’ (2.11)

i#j Y

donde n es el nodo que no se toma en cuenta, (¢,7) € {1,2,3,4,...N} —{n} y N es el

numero total de nodos.



35

Codigo 10 Eficiencia global

double globalefficiency()

double acum,r; long *length, n, m, k, neiNode; char changes;
if ((length = (longx)calloc(nn,sizeof(long))) == NULL) error_message(2);
acum=0;

areNeighbors(0,1);
for(n=0; n<nn; n++){
for(m=0; m<nn; m++)
length[m] = nn+1;
length[n] = 0;
do{ changes = false;
for(m=0; m<nn; m++){
if (length[m] <= nn){
for(k=0; k<node[m] .n_nei; k++){
neiNode = node[m].nb[k];
if (length[neiNode] > length[m]+1){
length[neiNode] = length[m]+1;
changes = true;} } } }
}while(changes);
for(m=0; m<nn; m++){
if (length[m] > nn){warning_message(1);
return nn+1;}
if ((n!'=m)&&(length[m]!=0))
acum += ((1.0)/length[m]); } }
free(length);
r= acum/ (an*(nn-1));
return (r);
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La ecuacién estd implementada en el codigo [11]

Coadigo 11 Eficiencia sin el nodo i

void effciencyI(double *q)
{ double acumm; long *length, n, m, k, neiNode,i; char changes, isJoined;
if ((length = (long+)calloc(nn,sizeof(long))) == NULL) error_message(2);
for(i=0; i<mn; i++){
acumm=0;
isJoined=true;
for(n=0; n<nn && isJoined; n++){
if(nt=i){
for(m=0; m<nn; m++)
length[m] = nn+1;
length[n]=0;
doq{
changes = false;
for(m=0; m<nn; m++){
if ((m!=1i) && (length[m] <= nn)){
for(k=0; k<node[m] .n_nei; k++){
neiNode = node[m] .nb[k];
if (neiNode!=1)
if (length[neiNode] > length[m]+1){
length[neiNode] = length[m]+1;
changes = true; } } 1} }

}while(changes) ;
for(m=0; m<nn; m++){
if(m!=i){

if(length[m] > nn){
acumm=-nn*nn;

isJoined=false;

break; }
if ((n!=m)&&(length[m] !=0))

acumm += ((1.0)/length[ml]); } } }» }

q[i]l=acumm/ (nn*nn); }

free(length);

Asumiendo que la eficiencia para el envio de informacion entre 2 nodos ¢ y j
es proporcional al reciproco de la distancia que los separa. Entonces decimos que
el reciproco de la eficiencia global es la media armoénica de la distancia geodesica,

denotada por

(2.12)
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donde E es la eficiencia global de la red. La implementacién de la media armoénica
de las distancia geodesica se muestra el cddigo [I2] siendo ésta otra alternativa para

medir promedios de distancias entre los nodos.

Cédigo 12 Media Arménica

double harmonicmean()

double p;

p = (1.0)/globalefficiency();
return p;

2.1.4. Vulnerabilidad

Para saber cuales componentes de la red son cruciales se determina la vulnera-
bilidad. Intuitivamente, se puede pensar que siempre los vértices criticos de una red
son los hubs (los nodos con alto grado), sin embargo, hay situaciones en las cuales no
necesariamente ésto es asi. Por ejemplo, todos los nodos intermedios de una red tipo
arbol binario tienen grado k = 3, la raiz tiene grado k = 2 y las hojas tienen grado
k =1 por lo tanto alli no hay hubs. Pero la desconexion de un nodo intermedio o de
la raiz, ésta tiene un gran impacto en las propiedades del grafo.

Un camino para encontar los componentes criticos de una red es observando los
nodos més vulnerables. Si la eficiencia global de la red F y la eficiencia de la red al
sutraerle uno a uno sus nodos E;[2.1.3] la vulnerabilidad de cada nodo [7]se define

Cco1mo

V= , (2.13)

Generalmente el orden de la distribucién de nodos con respecto a su vulnerabilidad V;
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esta relacionada con la jerarquia de la red, de ésta manera, el vértice mas vulnerable
(critico) ocupa una posicién muy alta en la jerarquia de la red.

La implementacién de la ecuacion se muestra en el cédigo [13]

Cédigo 13 Vulnerabilidad

void vulneravility(double* v,double* q)

{ double eg;
long i;
eg = globalefficiency();
for(i=0; i<mn; i++){
. v[il=((eg-ql[il)/eg);
for (i=0; i<mnn; i++){
if (q[il<0)
v[i]=0;
}
}

Al igual que al medir los grados, los usuarios de ISyS muchas veces estan intere-

sados en calcular la vulnerabilidad promedio de la red definida como

(V) = mix Vi, (2.14)

con su respectiva desviacién estandar.

. 2 _ 2
oV)=\% ;m (V)2 (2.15)
En el codigo , se muestra la funcién que implementa las ecuaciones (2.14)) y
(2.15) y ademés devuelve la vulnerabilidad méxima, minima, de todo en un arreglo
de 4 doubles.
y por medio de un método de ordenamiento iterativo, se obtiene el valor asociado

a la vulnerabilidad méxima.
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Cédigo 14 Vulneravilidad promedio de la red

double MaxVulneravility(double* v)
{

int i;
double vMax = v[0];
for (i=1; i<nn; i++)
if (v[i]>vMax)
vMax=v[i];
return vMax;

2.1.5. Clustering o Agrupamiento

Una forma de caracterizar la localidad en una red es gracias a la presencia de
bucles de orden 3, medida mediante el coeficiente de clustering o agrupamiento [3].
Se utilizan con frecuencia dos coeficientes diferentes de agrupamiento. El primero,
también conocido como transitividad [33], se basa en la siguiente definicién para redes
no dirigidas no ponderadas dados dos nodos deben estar adyacentes a otro nodo (el

nodo central). Por lo tanto tenemos que:

Na = Z AijAikAjk (2.16)
k> 5>
N3 = Z (aijaik + aj;ar; + akiakj) ) (2.17)
k>j>i

donde los a;; son los elementos de la matriz de adyacencia A y la suma se toma sobre

todos los triples de vértices distintos ¢, j, k, y s6lo una vez, entonces

(2.18)
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donde N es el numero de triangulos en la red y N3 es el nimero de tripletas conec-
tadas. El factor (3) explica el hecho de que cada tridangulo puede ser visto como un
conjunto de tres tripletas distintas que estan conectadas, una con cada uno de los
vértices como vértice central, y asegura que 0 < C' < 1. Un triangulo es un conjunto
de tres vértices con los bordes entre cada par de vértices, una tripleta conectada es
un conjunto de tres vértices donde cada vértice puede llegar a los otros (directa o
indirectamente), es decir,

También es posible definir el coeficiente de agrupamiento de un vértice dado i [20]

CcOomao:

NA(Z) = Zaijaikajk (2.19)

k>3

N3(i) = aja (2.20)

k>j

_ Na(d)
C; = Ng(l) (2.21)

donde Na(7) es el nimero de tridngulos alrededor del vértice i y N3(i) es el nimero
de triples conectados con i como el vértice central, si el niimero de vecinos del vértice
i, a continuacién: N3 = (k; * (k; — 1))/2, donde Na(i) cuenta el nimero de aristas
entre los vecinos de i, en representacion del nimero de bordes entre los vecinos de ¢

como [;, la ecuacién puede ser reescrita como:

i = o (lim 1) (2.22)
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Esta ecuacion permite cuantificar el valor del coeficiente clustering o de apila-
miento para grafos dirigidos o digrafos, y ademés contiene como caso particular el
calculo del coeficiente para grafos no dirigidos, en donde se verifica de forma iterativa

la coneccion directa de la tripleta desde cada nodo, tal como se puede visualizar en
el codigo

Cdédigo 15 Coeficiente de clustering para grafos dirigidos

double Newcluster (void)

long i, j, k, n, m, 1i, ki; float c;
j=0; ki=0; c=0;
for(i=0; i<nn; i++){
1i=0;
ki=node[i] .n_nei;
if (ki>1){
for(n=0; n<ki; n++){
j=node[i] .nb[n];
if(j!=1)
for(m=0; m<ki; m++){
k=node[i] .nb[m];
if ((k!=j)&&(k!=j)){
if (isNeighbor0f (k,j))

li++;
if (isNeighbor0f (j,k))
li++; > } }
c += 1i/(ki*x2*(ki-1.0)); } }
c /= nn;
printf ("\n\nEl Coeficiente de Apilamiento Promedio es%lf\t\n",c);
}

2.1.5.1. Espectro de autovalores

El espectro de una red corresponde al conjunto de valores propios \; = 1,2, 3,4,5,6...N

de su matriz adyacencia A. La densidad espectral de la red se define como [31], [32]

pO) = 5 Y050 = 2 (2.23)

donde d(x) es la funcién delta de Dirac y p se aproxima a una funcién continua como

N — o0, por ejemplo, para redes de tipo Erdos-Rényi , si P es constante cuando
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N — o0, entonces, p(\) converge a un semicirculo [31]. Ademads los valores propios se

pueden utilizar para calcular los momentos lth.

Cédigo 16 Autovalores

autovalores(){
double A[nn] [nn], 1lr[nn], 1li[nn], DUMMY[1] [nn], WORK[nn];
double* AT; /* for transformed matrix */
int i, j, ok, cl, c2, c3;
char c4;
if ((AT=(double*)calloc(nn*nn,sizeof (double)))==NULL)error_message(2);
for (i=0; i<nn; i++){
for(j=0; j<mn; j++){
AT[(j+nn*i)]=isNeighbor0f(i,j); } }

cl=nn; c2=3%*nn; c3=1; c4=’N’;
dgeev_(&c4,&c4,&c1,AT,&cl,1r,1i,DUMMY,&c3,DUMMY,&c3,WORK, &c2,&ok) ;
if (ok==0){

for (i=0; i<nn; i++){
printf ("%1£\t%1f\n", 1r[i]l,1i[il); } %}
else printf("An error occured");
{ree(AT);




“Lo que puedes hacer, o has sonado que podrias hacer,

debes comenzarlo. La osadia lleva en si, genio, poder y magia.~

Goethe

Capitulo 3

Resultados

En este capitulo presentaremos algunas medidas relacionadas con grafos de
tipo Erdos-Rényi, Barabasi-Albert, Watts-Strogatz y regulares con la finalidad
de ilustrar como se utilizan las nuevas medidas implementadas. En primer lugar
mostraremos la relacién entre el tamano de la red y el tiempo que requieren las
medidas. Luego en la seccion se presentan los resultados mas ilustrativos de
las medidas tomadas sobre los diferentes tipos de redes.

3.1. Tiempo de ejecucion.

Para cada medida a implementar se creé un archivo en lenguaje C (ver c6digo
con el cédigo fuente de la funcion statistic, la cual llama a la funcién a evaluar
El ejemplo del cédigo permite determinar el tiempo de ejecucion de la funcion
Avedistance.

Para la compilacién y creacién del ejecutable se requiere un archivo de nombre
isys.cf como el que se muestra en el codigo Notese que el archivo isys.cf, inclu-

ye a Avedistance.o que es el archivo objeto que implementa la funcién Avedistance.

43
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Cédigo 17 Mide el tiempo de ejecuciéon de la longitud caracteristica.

#include <unistd.h>
#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include "isys.h"
#include "hebert.h"
#include <time.h>
#include <sys/time.h>

#include <math.h>

int timeval_subtract (result, x, y)
struct timeval *result, *x, *y;

}

if (x->tv_usec < y->tv_usec) {
int nsec = (y->tv_usec - x->tv_usec) / 1000000 + 1;
y—>tv_usec -= 1000000 * nsec;
y->tv_sec += nsec;

}

if (x->tv_usec - y->tv_usec > 1000000) {
int nsec = (y->tv_usec - x->tv_usec) / 1000000;
y—->tv_usec += 1000000 * nsec;
y->tv_sec —-= nsec;

result->tv_sec = x->tv_sec - y->tv_sec;
result->tv_usec = x->tv_usec - y->tv_usec;
return x->tv_sec < y->tv_sec;

void statistics(){

struct timeval inicio, fin, resta;
gettimeofday(&inicio,0);

Avedistance();

gettimeofday(&fin,0);
timeval_subtract(&resta,&fin,&inicio);

printf ("Time\t%1d.%1d\n" ,resta.tv_sec,resta.tv_usec);
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Cédigo 18 Archivo para la construccién del modelo.

PROGRAM= demo

SRC= salida.c

ISyS_HOME= /opt/ISyS

X11_DIR= /usr/lib

LATTICE = $(ISyS_HOME)/lib/Lattices/smallworld.o
DYNAMIC = $(ISyS_HOME)/lib/TestLattice/scan.o
NETDYNAMIC = $(ISyS_HOME)/1lib/NetDynamics/static.o
XDISPLAY = $(ISyS_HOME)/lib/Display/nopgplot.o \
$(ISyS_HOME) /1ib/Display/color.o

STATISTIC = ../lib/Avedistance.o

CF_0BJS = $(LATTICE) \

$ (DYNAMIC) \

$ (NETDYNAMIC) \

$(STATISTIC) \

$ (XDISPLAY)

CC= cc

F77= gfortran

CFLAGS= -02 W Wall -Wtraditional

FFLAGS= —O

CF_INCL= - /1nc1ude

CF_LIBS= —llapack

Para las medidicones del tiempo de ejecucion se seleccionaron redes conexas cuyos
tamanos variaron desde N = 128 duplicandose hasta N = 131072, con grado k = 10
para todas las redes a excepcion de las redes Erdé-Renyi (ER), en las que esta canditad
va creciendo a medida que crece el tamano de la red, y asi grarantizar que no hayan
nodos aislados. Para las redes pequeno mundo (WS) y Regulares la dimensén d = 1.
La probaliddad de asimetria en las redes (ER) P = 0 y la probabilidad de recableado
para las redes WS es P = 0,01.

Todas las medidas se tomaron en un computador ADM Atlon 64 X2 de 2.8 GHz con
4Gb de memoria Ram com bus HyperTransport de 1000 MHz. El sistema operativo
utilizado fué linux con kernel 2.6.24. Las fluctuaciones del tiempo de ejecucién de las
medidas se deben a que el procesador de la maquina en el momento de la ejecucién,
no estaba dedicado exclusivamente a esta actividad.

Las figuras (a) y (b) muestran el tiempo de ejecucién de las medidas ki, v kous
en funcion del tamano de la red para los cuatro tipos de redes utilizadas en esta tesis.

El tiempo de ejecuacié de las medidas ki, y ko, implementadas en las seccién [2.1.1]



46

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
log(N) log(N)

Figura 3.1: Tiempos de ejecucién en funcién del tamafio de la red para las medidas
(a) kin y (b)kout- BA (cuadrados), ER (circulos), Regular (tridngulos), WS (rombos)

sigue la relacion funcional de una ley de potencia t ~ N% donde numéricamente se
determiné que

Qg 0,86 + 0,02, para las cuatro redes

: (3.1)
k., 0,96 £ 0,01, para las cuatro redes
El tiempo de ejecucién de la Entropia H;,, implementada también en la seccion

2.1.1], en funcién del tamano de la red N, se muestra en la figura Notese que, a

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
log(N)

Figura 3.2: Tiempos de ejecucién en funcion del tamatio de la red para las medidas

Hj,. BA (cuadrados), ER (circulos), Regular (tridngulos), WS (rombos).

medida que aumenta el tamano de la red los tiempos de ejecucién convergen para los

cuatro tipos de redes.
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Al igual que estas tres medidas, el resto de las medidas relacionadas con los gra-

dos de la red, requieren tiempos pequenos de ejecucién que escalan linealmente con

el tamano de la red.

Para el caso del cédlculo de la distancia promedio L, el tiempo de ejecucion en

funcién del tamano de la red.

2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
log(NV)

Figura 3.3: Tiempos de ejecucién en funcién del tamano de la red para la Longitud
caracteristica L. BA (cuadrados), ER (circulos), Regular (triangulos), WS (rombos).

Para tamanos grandes de la red, el tiempo de ejecucién de la longitud caracteristica

L, implementada en la seccién [2.1.2] va como t ~ N“L con un exponente diferente

para cada tipo de red

oy =

\

2,45 £ 0,03, para la red BA
2,53 + 0,04, para la red ER

(3.2)
2,22 + 0,01, para la red WS

3,07 + 0,02, para la red Regular

Cabe destacar que para la red regular solamente se llegd6 a N = 32768 debido a que

para ese tamano el tiempo de ejecucion requerido es era superior a las 40horas y su

para esta red a = 3,07, por lo que el tiempo estimado al dulicar el tamano de la red
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seria de 320 aproximadamente (13dias).
Las figuras muestra el tiempo de ejecucion de las medidas del coeficiente de
agrupamiento C' en funcién del tamano de la red para los cuatro tipos de redes utili-

zadas.

log(N)

Figura 3.4: Tiempos de ejecucién en funcién del tamano de la red para la Longitud
caracteristica L. BA (cuadrados), ER (circulos), Regular (triangulos), WS (rombos).

El tiempo de ejecuacio de las medidas del coeficiente de agrupamiento, implemen-
tada en la seccion [2.1.5] sigue la relaciéon funcional de una ley de potencia ¢t ~ N¢¢

donde numéricamente se determiné que

(

1,244 + 0,006, para la red BA

1,10 £ 0,02, para la red ER
ayp = (33)
0,995 + 0,003, para la red WS

0,97 + 0,01, para la red Regular

\

Para el caso del célculo de la vulnerabilidad maxima V., el tiempo de ejecucion

en funcién del tamano de la red se muestra en la figura [3.5]

Para tamanos grandes de la red, el tiempo de ejecucién de la vulnerabilidad maxi-

ma V.. L, implementada en la seccion [2.1.4, va como t ~ NV, con un exponente
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3
log(NV)

Figura 3.5: Tiempos de ejecucién en funcién del tamano de la red para la vulne-
rabilidad méxima Vp,4z. BA (cuadrados), ER (circulos), Regular (tridngulos), WS
(rombos).

diferente para cada tipo de red

(

3,20 £ 0,01, para la red BA

3,20 + 0,01, para la red ER
ayp = (34)
3,26 + 0,03, para la red WS

4,04 £+ 0,02, para la red Regular

\

Cabe destacar que para la vulnerabilidad maxima V., L solamente se lleg6 a N =
4096 debido a que para ese tamano el tiempo de ejecucion requerido es era superior
a las 10horas y su para esta red a = 4,07, por lo que el tiempo estimado al dulicar el
tamafio de la red seria de 320 aproximadamente (13dias).

El tiempo de ejecucion de los autovalores A, implementada también en la seccion
2.1.5.1] en funcién del tamano de la red N, se muestra en la figura [3.6] Notese que, a
medida que aumenta el tamano de la red los tiempos no dependen del tipo de red. De
acuerdo a la grafica se puede afirmar que la medida es totalmente independiente
del tipo de red, y ademas sigue la relacién funcional de una ley de potencia t ~ N,

donde a;, = 3,25 £ 0,06.
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Figura 3.6: Tiempos de ejecucion en funcion del tamafio de la red para el espectro de
autovalores A. BA (cuadrados), ER (circulos), Regular (tridngulos), WS (rombos).

3.2. Representacion y comparacién grafica de las

algunas de las medidas implementadas.

En esta seccién presentaremos los resultados de algunas de las medidas que se rea-
lizaron y que hemos considerado relevantes para ilustrar el desempeno de los codigos
implementados.

En la figura 3.7(a) y (b) se muestra la funcién de probabilidad Py en funcién del
grado de la red k, para una red libre de escala y una red aleatoria, respectivamente.

La medida se basa en la ecuacién (2.6)), que tiene asociado el cédigo |§]

01 0.16 |

0.12

P * . By
: 0.08 |
0.01 F

0.04 -

L . . = . . Ml
4 5 6 78910 20 30 0 5 10 15 20
k k

Figura 3.7: Grafica de la probabilidad en funcién del grado de la red Py con
N = 10000: A la izquierda la red BA, a la derecha la red FR.
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Para la red BA, (a), se aprecia como la distribucién sigue una ley de potencia
por su parte, la funcién de distribucién de una red ER de la figura [3.7(b) se ajusta
a una distribucién de poisson representada por la linea puteada.

En la figura [3.8| se muestra la funciéon de distribucién de probabilidad P, en funcion
del grado de la red k, para una red con caracteristica de pequeno mundo para dos

valores diferentes de probabilidad de recableado P = 0,1 y P = 0,5. Note que a me-

0.3
0.25 -
02 |

Prgs |

0.1 |

0.05 |

20

Figura 3.8: Gréfica de la probabilidad en funcién del grado de la red P, con
N = 10000, para una red del tipo WS P=0,1y P =0,5.

dida que aumenta la probabilidad de recableado de los arcos de la red la distribucién

se asemeja cada vez més a una Poisson representada por la linea punteada.

En la figura se observan los resultados de la entropia H vs la probabilidad
de recableado P de una red pequeno mundo, basados en las ecuaciones ([2.8]) y (12.6),

cuyos cddigos son [§]y [6] respectivamente.

El incremento de la entropia H, al aumentar la probabilidad de recableado de la
red P mostrada en la figura (3.9 nos revela que esta medida caracteriza el grado de
desorden de la red siendo su limite H;, — 0 cuando P;,, — 0 el que corresponde a

las redes regulares.
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0.8 |

0.6 |

0.4 |

0.2

0 1 1
0.0001 0.001 0.01 0.1 1
p

Figura 3.9: Variacién de la entropia H como funcién de la probabilidad de reca-
bleado P en una red WS de tamano N = 512 en un anillo unidimensional con
k= 8.

En la figura |3.10| podemos ver la longitud caracteristica y el coeficiente de agru-
pamiento normalizados en funcién de la probabilidad de recableado de una red WS.
Ambas medidas estan basadas en las ecuaciones y de acuerdo a los cédigos
Oy [I5] En ella se aprecia que la red WS estd en el régimen pequefio mundo cuando

0.8 +
c/c,
0.6

04 L/L,

0.2 F

0 . . .
0.0001 0.001 0.01 0.1 1
p

Figura 3.10: Gréfica de la longitud caracteristica vs el coeficiente de agrupamiento.

Note que estdn normalizados a 1

la probabilidad de recableado se encuentra entre P € [0,001;0,03]. En este intervalo
el coeficiente de agrupamiento se mantiene elevado mientras que la longitud carac-

teristica es pequena. Para P = 1 ambos valores corresponden a los de una red FR.

En [3.11] podemos observar la variaciéon de la vulnerabilidad maxima Vmax para
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varias redes del tipo WS donde el parametro de probabilidad de recableado se va-
ri6 desde P = 0 hasta P = 1. Esta medida esta basada en la ecuacién 2.14] de acuerdo

al cédigo [13| En ella, se observa que las redes WS son mas vulnerables cuando estan

0.01 0.1 1
p

0 L
0.0001 0.001

Figura 3.11: Vulnerabilidades maximas V;,,4, de las redes SW para diferentes valores
de probabilidad de recableado N =512, d =1, k =8,

pasando del régimen regular, esto es P = 0, al régimen de pequeno mundo; para luego

decaer a un valor bajo que corresponde a la vulnarebilidad de una red aleatoria.

En la figura [3.12 se muestran los diferentes autovalores de la matriz de adyacencia
de tres redes del tipo ER,obtenidas usando el c6digo [16] variando en ellas la fraccién

de arcos dirigidos.
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Figura 3.12: Autovalores de la matriz adyacencia para redes ER con N = 512 y
k = 8. Cada red tiene una fraccién diferente de arcos asimétricos (z) ¢ = 0, ¢ = 0,20

y(0)g=1
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“Odio las citas, dime lo que sabes. "

Ralph Waldo Emerson

Conclusiones y recomendaciones

Posterior a la revision bibliografica especificamente la publicacion de L. da F. Cos-
ta [3], se seleccionaron las medidas: Grado de la red, la distribucién de probabilidades
de los grados entrantes y salientes, la entropia de la distribucion de grado, la logitud
caracteristica, la Eficiencia, la eficiencia sin el nodo i, la vulnerabilidad sin el nodo
1, la Vulnerabilidad méxima, el coeficiente de agrupamiento para grafos simples y
dirigidos y el espectro de autovalores de la red.

En la seccién [2.1] se muestra la implementacién de cada una de ellas en ISyS.

Luego se calcularon para las diferentes medidas ya implementadas en ISyS los
tiempos de ejecucion para diferentes tamanos de red estableciendo generalemente
una relacion funcional de una ley de potencia t ~ N7 entre el tamano de la red y el

tiempo requerido por la implementacion de la medida.

También, para todas las medidas se verificé su funcionamiento mostrando en la
seccion [3.2) aquellos resultados més ilustrativos.
Por 1ultimo en el archivo de cabecera de las medidas implementadas esta el manual

del usuario de las mismas, que se debe distribuir con las nuevas versiones de ISyS.
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“El hombre nunca sabe de lo que es capaz
hasta que lo intenta.”
Charles Dickens
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