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Resumen

Se realiza una comparacion entre dos mode-
los que toman en cuenta la duracion de los
cambios conformacionales que tienen lugar
a nivel molecular durante el ciclo catalitico
de un monémero. En el primer modelo
proponemos un autémata que toma en
cuenta los retardos asociados a los cambios
conformacionales y la discretizacion inher-
ente a las reacciones enzimaticas que tienen
lugar en volimenes muy pequenos. En el
segundo modelo la dinamica es descrita por
un conjunto de ecuaciones diferenciales con
retardo. Ambos modelos coinciden cuando
el ntmero de moléculas consideradas es
grande; sin embargo la dindmica del modelo
continuo difiere de la del discreto cuando la
concentracion de substrato es muy pequena;
adicionalmente, el modelo discreto permite
simular de una manera sencilla efectos de
retardo en oligomeros.

Abstract

A comparison is made between two models
that take into account the duration of the
conformational changes that take place at the
molecular level during the catalytic cycle of
a monomer. In the first model we propose
an automaton that takes into account the
delays associated to conformational changes
and the discretization inherent to enzyme re-
actions. In the second model, the dynamics is
described by a set of delayed differential equa-
tions. The models agree when the the num-
ber of substrate molecules considered is large;
however the dynamics shown by the continu-
ous delayed model differs from the dynamics
of the discrete delayed model when the sub-
strate concentration is very small; addition-
ally, the discrete model can be used delay ef-
fects in oligomers in a straightforward way.



1. Introduccion

Una reacciéon enzimatica puede ser descri-
ta a nivel molecular por medio del siguiente
esquema, simplificado,

E+S—ES—E+P
E'—E,

donde una molécula de enzima E adhiere una
molécula de substrato S para formar un com-
plejo enzima-sustrato ES. Una vez que tran-
scurre un tiempo 7, la enzima libera una
molécula de producto P, permaneciendo en
un estado inactivo E* por un tiempo 7, hasta
que recupera su conformacion activa original.
(Blumenfeld, 1984). Esta secuencia de even-
tos puede ser representada por un modelo dis-
creto como el propuesto por Hess y Mikhailov
(1994) y Stange et al (1988,1989), en el que
un autémata representa los cambios confor-
macionales de la enzima a lo largo del ciclo
catalitico.

En este trabajo se propone una repre-
sentacion alternativa en la que los cambios
conformacionales de una enzima son repre-
sentados por la evolucion de una funcion re-
cursiva a la que nos referiremos como mapa
enzimatico. Es posible establecer una equiv-
alencia entre los parametros del mapa y los
parametros cinéticos como V., Ky and Kp;
de esta manera el mapa puede ser emplea-
do para representar y simular redes enziméti-
cas en términos de redes de mapas acopla-
dos (Waller y Kapral, 1984). La descripcion
resultante es simple y completamente deter-
ministica, a diferencia de aquellos métodos
basados en simulacion estocastica (Puchalka
y Kierzek, 2004).

Cuando se consideran ensembles grandes
de moléculas, la descripcién proporcionada
por el mapa enzimatico coincide con la de-
scripcion de campo medio empleada para de-
scribir reacciones por medio de conjuntos de
ecuaciones diferenciales acopladas no-lineales
(EDs). Sin embargo, cuando se considera un
numéro pequeno de moléculas, la descripcion
continua proporcionada por las EDs es in-
adecuada ya que no puede reproducir cam-
bios discretos en las cantidades de reactantes.
Otra limitacion de las EDs es que ellas no
toman en cuenta las fluctuaciones que han si-
do observadas en estudios de enzimas aisladas
(Lu et al., 1998; Xie y Lu, 1999) y de es-
pectroscopia por resonancia nuclear (Huang
y Monetelione, 2005). Por tultimo, las EDs
no pueden ser empleadas para estudiar feno-
menos colectivos no-triviales.

En este trabajo consideraremos la reaccion
simple A % B, en la que la conversiéon entre

dos substratos A y B es realizada por medio
de dos enzimas unidireccionales « and 3. La
evolucién temporal de los reactantes es segui-
da utilizando el modelo discreto e integrando
las ecuaciones diferenciales que describen la
reaccion en la aproximacion de campo medio,
a fines de resaltar las diferencias entre ambos
modelos.

2. El modelo discreto

Hay tres etapas en el ciclo catalitico de una
enzima que son representadas por el modelo
discreto; cada una de ellas requiere de un cier-
to tiempo para su completacion: 1) La enzima



esta libre, a la espera de adherir sustrato. El
tiempo promedio (73,) requerido para adherir
una molécula de substrato dependera de la
afinidad de la enzima por tal substrato y de
su concentracion en el medio. 2) La enzima ha
adherido un substrato y un complejo ES se ha
formado. En promedio, un tiempo (7,) tran-
scurre hasta que una molécula de producto es
liberada. 3) El producto P ha sido liberado y
la enzima est& recobrando su conformacion
original; la duraciéon promedio de esta etapa
es (7). Consideraremos que el tiempo prome-
dio (7,) requerido por la etapa 2 es una frac-
cion ¢ < 1 del tiempo de recambio promedio
de una enzima (1) = (7,) + (7).

La fase = asociada al movimiento confor-
macional de una molécula de enzima esté de-
terminada por una funcion recursiva f(z) (en
adelante denominada el mapa enzimatico).
El mapa es un procedimiento deterministi-
co para evolucionar la fase de la enzima des-
de el estado de fase x, en el tiempo discre-
to t, hasta x,.1 en el tiempo discreto ¢,.1,
con t,y1 = t, + At, como se muestra en la
Fig. 1. Se distinguen tres regiones en f(z):
a) Una region caotica constituida por un ma-
pa tienda modificado (Miller y Huse, 1993)
definido entre 0 <z < 1,0 < f(z) < 1+ a;
b) Una region laminar definida en 1 < 2 < 2;
y ¢) Una region de re-inyeccion definida para
x > 2. El numero de iteraciones que la fase
T, permanece en la region cadtica representa
el tiempo variable 7, que la enzima requiere
para adherir una molécula de substrato. Este
tiempo es inversamente proporcional a p, el
ancho entre las dos intersecciones del mapa
en f(z) =1 (ver la Fig. 1). Cuando un iter-
ado z, en la regiéon caodtica yace en el rango
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Figura 1: El mapa enzimatico

(1-p)/2 <z, < (14 p)/2 se asume que la
enzima ha adherido una molécula de substra-
to: el siguiente iterado deja la region cadtica y
entra en la region laminar. La region laminar
modela el tiempo 7, que transcurre entre la
formacion del complejo ES y la liberacion de
una molécula de subtrato, asi como el tiem-
po 7, requerido para que la enzima recupere
su conformacion inicial. La region laminar es-
ta dividida en dos secciones: la seccion desde
x = 1 hasta x = 1+ ¢ representa la presencia
del complejo ES; una vez que x; > 1 + ¢ una
molécula de producto es liberada, como se in-
dica en la Fig. 1. La seccion desde x =1+ ¢
hasta z = 2 representa la recuperacion de la
enzima. La region de re-inyeccion entre x = 2
y * = 2 4+ a permite que el iterado sea re-
inyectado en un solo paso en la region caoti-
ca, donde la enzima esta de nuevo disponible
para adherir un sustrato.



3. Comparacion entre los
modelos

La evolucién de un ensamble discreto de
mapas enzimaticos debe coincidir con la
evolucion de la aproximacion de campo medio
cuando se consideran grandes nimeros de en-
zimas y reactantes. Sin embargo, a medida
que el nimero de moléculas considerado se
hace mas pequeno, surgiran diferencias entre
ambos modelos. Para ilustrar tales diferencias
consideraremos la reaccion simple A % B,

donde la conversion entre dos substratos A
y B es catalizada por dos enzimas unidirec-
cionales a and (3. Cuando se consideran los
retardos asociados con la formacién de com-
plejos ES y los tiempos de recuperacion de las
enzimas la reaccion es descrita por un con-
junto de ecuaciones diferenciales con retardo

(EDRs):
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donde M_, (t), M, (t) representan la masa de
enzima libre disponible para adherir substra-

tO, Ga = Vmaxa/Kaa gs = Vmaxg/Kﬁ repre-

(3)

sentan las tasas netas a las que el substrato
es adherido por las enzimas, Vs, Vinaz, son
las velocidades maximas de cada enzima, K,
K sus respectivas constantes de Michaelis, y
Top = GT., T,y = GT,. El término [Acae(t)]
representa la tasa a la cual se le agrega sus-
trato al sistema. El volumen en el que la sim-
ulacion es realizada es V, = 10.3 attolitros,
correspondiente a un glicosoma de T. brucei
(Navid y Ortoleva, 2006).

La integracion numérica de las Ecs. (1-4)
fue realizada para comparar los resultados
con los del modelo discreto equivalente. La
Fig. 2(a) muestra la evolucion de [A] en los
modelos discreto y EDR para una concen-
tracion total de sustrato [So] = 50 uM; se
consider6 que la reaccion tiene lugar en un
volumen de V, = 10.4 attolitros, lo que cor-
responde a 310 moléculas de substrato. La
reaccion es catalizada por 200 enzimas de ca-
da tipo, lo que corresponde a una masa de
1.66 attogramos por cada enzima. La coin-
cidencia entre modelos es tan buena que las
diferencias en los resultados no pueden ser
apreciadas en la Fig. 2.

A diferencia del modelo discreto, el mod-
elo EDR falla cuando el nimero de molécu-
las de substrato es pequeno. La Fig. 3 mues-
tra un ejemplo de esta limitacion: se mues-
tra la evoluciéon de substrato en los modelos
discreto y EDR para los mismos valores de
los parametros empleados en la Fig. 2 cuan-
do [So| es reducido a 24.2 yM, una concen-
tracion equivalente a 150 moléculas de sub-
strato. La evolucion de [A] muestra que los
resultados producidos por el modelo discreto
tienden a seguir aquellos que corresponden al
modelo EDR, sin embargo pueden aprecia-
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Figura 2: Resultados de la integracion de los
modelos MM y EDR vs. modelo discreto.
El eje y de la izquierda muestra concentra-
ciones mientras que el de la derecha muestra
el namero de substratos correspondiente. Los
valores de los pardmetros son V.., = 500
pmol/(min-mg), Vinge, = 1000 pgmol/(min-
mg), K, = Kz = 0.16 uM, po = pg = 5
kDa, m, = mg = 1.66 attogramos, c, = 0.5,
cg = 0.01, [Sp] = 50 pM

rse fluctuaciones en [A] debido a la adhesion
y liberacion de moléculas de reactante. Mas
aun, la sincronizaciéon entre los modelos con-
tinuo y discreto se pierde a medida que la
reaccion progresa. Este tipo de situaciones se
presenta en condiciones de escasez de substra-
to o en volimenes muy pequenos.

Una de las limitaciones del modelo con-
tinuo es que aun en el caso mas sencillo re-
sulta dificil establecer las ecuaciones diferen-
ciales que describen a un oligomero con efec-
tos de retardo, ya que es necesario considerar
un continuo de retardos debido a las infini-
tas posibles combinaciones para los estados =
de cada subunidad. Este es un problema que
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Figura 3: Tgual que la Fig. 2 pero con [So| =
24.2 uM

presenta un considerable grado de dificultad
atn en el caso méas sencillo (un dimero); para
un tetramero la tarea es formidable. El mode-
lo discreto resuelve esta dificultad al permitir
representar y simular de una manera sencilla
este tipo de efectos. La Fig. 4 presenta una
simulacion en que el modelo discreto es em-
pleado para simular la misma reacciéon cor-
respondiente a las figuras anteriores, pero en
este caso las enzimas o y [ son tetrameros.

4. Conclusiones

Se ha propuesto un modelo enzimatico dis-
creto que incluye tiempos de procesamiento
y recuperacion para tomar en cuenta de una
forma simple los cambios conformacionales
que ocurren durante el ciclo catalitico y sus
efectos en la dinamica resultante. El mode-
lo discreto concuerda con el modelo contin-
uo con retardo cuando se consideran grandes
numeros de moléculas. Cuano este nimero es



40

35 b
4 200
30 F
25 - 4 150
20 -

[A], uM

sl 1 100

10 |

Numero de moleculas de substrato

4 50

0 ‘5 1‘0 1‘5 20
tt

Figura 4: Resultado para el modelo discreto.
Los valores de los pardmetros son V4., =
Vinaz; = 500 pmol/(min-mg), Ko = 16.3 uM,
Kg = 1.6 uM, po = pg = 20 kDa, m, =
mg = 1.66 attogramos, ¢, = 0.5, ¢g = 0.01,
[So] = 50 uM. La cooperatividad para ambos
tetrameros es la misma (0.33).

pequeno el modelo discreto exhibe las dis-
continuidades asociadas a la naturaleza disc-
reta de las reacciones a escalas microscopi-
cas. El modelo discreto representa una her-
ramienta de modelado y simulacion que evita
la complejidad de la simulacion estocéstica,
sin adolecer de las deficiencias de los mod-
elos basados en ecuaciones diferenciales; es-
ta caracteristica es especialmente importante
cuando se consideran sistemas biolégicos que
operan en volimenes muy pequenos como es
el caso de las organelas.
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